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Vorwort zur ersten Auflage der ersten
Abteilung.

Die Vortrage tiber die Geometrie der Lage, die ich
hiermit der Oeffentlichkeit tibergebe, sind in den letzten

zwei Jahren allmahlich niedergeschrieben worden; zu ihrer
Herausgabe wurde ich durch ein Bedirfniss veranlasst,
welches seit langerer Zeit am hiesigen Polytechnikum,
und vielleicht schon in weiteren Kreisen sich fithlbar
macht. Namlich die wichtigen Constructions-Methoden,
mit denen Culmann die Ingenieur-Wissenschaften be-
reichert hat, und die in seinem Werke ,,die graphische-
Statik“ [Zirich 1866] verdffentlicht sind, grinden sich
zum grossen Theile auf die neuere Geometrie; die Kennt-
niss der Geometrie der Lage ist deshalb den Ingenieur-

schitlern unserer Anstalt unentbehrlich geworden. Durch
vorliegende Arbeit nun versuche ich dem Mangel eines
Lebrbuches abzuhelfen, welches den Studirenden in ge-
drangter Karze den erforderlichen Stoff darbietet, und
mich bei meinem mandlichen Unterricht unterstatzt.
Selbstverstandlich musste ich mich der von Culmann
adoptirten Terminologie bedienen und sogar bis zu einem
gewissen Grade dem Lehrgange desjenigen gehaltvollen
Werkes folgen, welchem sie entnommen ist, namlich
der ,,Geometrie der Lage* von Staudt’s [Narnberg 1847].

Uebrigens. sind die neuen Benennungen, ‘die von Staudt
den alteren Steiner’'schen hinzugefigt hat, sehr glacklich.
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gewahlt, und die Art, wie von Staudt im Gegensatz
zu allen dbrigen Autoren der neueren Geometrie diese
Wissenschaft begriindet, scheint mir so bedeutende Vor-
theile zu gewahren, dass ich auch ohne anderweitige
Veranlassung sie jeder andern vorziehen wirde. Es sei
mir gestattet, diese meine Ansicht durch wenige Worte
zu motiviren.

Dem Ingenieur wie dem Mechaniker und Architekten
kommt bei dem Entwerfen seiner Bauwerke die Fahig-
keit wesentlich zu statten, sich diese Bauwerke zum
Voraus réumlich vorzustellen. Soll z. B. eine Briicke
tber den Strom gespannt werden, so muss zunichst
unter den verschiedenen Constructionsarten diejenige ge-
wiahlt werden, die den gegebenen Verhaltnissen am bes-
ten entspricht. Der Ingenieur vergleicht zu dem Ende
den langgestreckten Blechbalken mit dem kithn ge-
schwungenen Bogen oder der frei schwebenden Ketten-
briicke, sucht sich vorzustellen, wie die Lasten sich hier-
hin und dorthin bewegen und wie sie sich auf die
Glieder des machtigen Bauwerks vertheilen. Wieder und
immer wieder prift und vergleicht er, denkt sich mehr
und mehr in alle Einzelnheiten hinein, bis der ganze
Bau in klaren Ziugen fertig vor seinem geistigen Auge
steht. Und jetzt beginnt der zweite Theil der schopfe-
rischen Arbeit: das Projekt wird dem Papiere anvertraut,
die verschiedenen Theile des Bauwerkes werden nach
Form und Starke genau bestimmt. Aber auch jetzt
noch muss der Ingenieur und Jeder, der sich mit seinen
Ideen vertraut machen will, fortwiahrend die Vorstellungs-
kraft anspannen, um Dasjenige wirklich zu schauen,
was durch die Linien einer dem Laien unverstandlichen
Zeichnung dargestellt werden soll. — Wie der Techniker,
so muss auch der Mathematiker und tberhaupt Jeder,
der sich mit den Naturwissenschaften beschaftigt, das
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Vorstellungsvermdgen vielfach in Anspruch nehmen; bald
soll er complicirte Apparate aus einer durftigen Skizze
begreifen, bald weitlaufige Naturprocesse oder verwickelte
Bewegungen nach einer blossen Beschreibung sich deut-
lich machen.

Eine Hauptaufgabe des geometrischen Unterrichts
scheint mir nun die zu sein, das Vorstellungsvermdgen
des Lernenden zu iiben und auszubilden; und ich glaube,
dass diese Aufgabe am besten auf dem Wege gelost wird, -
den von Staudt eingeschlagen hat. Er schliesst nim-
lich alle mehr oder minder complicirten Rechnungen aus,
welche die Vorstellungskraft nicht beanspruchen, zu
deren Versténdniss vielmehr eine gewisse mechanische
Fertigkeit erforderlich ist, die mit der Geometrie an sich
wenig zu schaffen hat. Dafir aber. gelangt von Staudt
durch direkte Anschauung zur Erkenntniss der geome-
trischen Wahrheiten, auf welche er die Geometrie der
Lage grindet. Es lisst sich nicht leugnen, dass dieser
Lehrgang wie jeder andere seine eigenthtimlichen Schwierig-
keiten bietet; und das Staudt’'sche Werk, das offenbar
nicht far Anfinger geschrieben ist, besitzt ausserdem
noch mehrere, an sich rdhmenswerthe Eigenschaften,
die sein Studium wesentlich erschweren. Es zeichnet
sich namentlich aus durch eine merkwiirdige Knappheit
des Ausdrucks und eine sehr gedringte, beinahe wort-
karge Darstellung; nur das Nothwendige wird gesagt,
selten ein erlauterndes Wort hinzugefiigt, und dem Leser
bleibt es iiberlassen, zu den in ihrer ganzen Allgemeinheit
aufgestellten Satzen sich leichter fassliche Beispiele selbst
zu bilden. Der Stoff ist sebr schon und systematisch
geordnet; z. B. die Lehren von der Projectivitat, von
der collinearen und der reciproken Verwandtschaft, von
den involutorischen Gebilden werden vollstindig abge-
handelt, ehe zur Theorie der Kegelschnitte und der Fla-
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chen zweiter Ordnung geschritten wird, und von Staudt
erlangt so den Vortheil, die Eigenschaften der Gebilde
zweiter Ordnung mit einem Schlage beweisen zu konnen,
wahrend freilich andererseits die Darstellung so abstrakt
wird, dass die Krafte eines Anfingers bei ihrem Studium
gewohnlich schnell erlahmen. Diese Eigenschaften sind
der wohlverdienten Verbreitung und allgemeinen Aner-
kennung des Staudt’schen Werkes leider sehr hinderlich
gewesen, stempeln es aber zu einem vorziglichen Hand-
buch der neueren Geometrie, auf das man sich, adhnlich
wie in der Geometrie der Alten auf den Euklid, sehr
bequem beziehen kann; in meinen fiir Anfainger geschrie-
benen Vortrigen musste ich sie vermeiden, um nicht
unversténdlich zu werden.

Eine andere, dem Lehrgange selbst eigenthtimliche
Schwierigkeit habe ich absichtlich nicht vermieden, weil
sie von Jedem friher oder spater tiberwunden werden
muss, der die Eigenschaften raumlicher Gebilde begreifen
will. Ich meine die schon erwahnte Schwierigkeit, solche
Gebilde sich riumlich vorzustellen, eine Schwierigkeit,
womit der Anfinger auch bei dem Studium der dar-
stellenden Geometrie und der analytischen Geometrie des
Raumes zu kimpfen hat, und deren Ueberwindung ich,
wie oben bemerkt, fir eine Hauptaufgabe des geometrischen
Unterrichts halte. Um dem Leser die Erreichung dieses
Zieles zu erleichtern, habe ich meinen Vortrigen Figu-

ren hinzugefiigt. Von Staudt hat dieses Hulfsmittel
nicht benutzt, indem er wohl von #&hnlichen Ansichten
geleitet sein mag, wie die von Steiner gelegentlich ausge-
sprochene: ,,dass stereometrische Betrachtungen nur dann
richtig aufgefasst seien, wenn sie rein, ohne. alle Ver-
sinnlichungsmittel, nur durch die innere Vorstellungskraft
angeschaut werden*“. Diese Versinnlichungsmittel ver-
leiten wbrigens bei planimetrischen Betrachtungen nicht
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so leicht zu einer unrichtigen Auffassung; wenn ich sie
verschm#ht hatte, wiirde ich den Studirenden das Ver-
- standniss meiner Vortrage unnéthig erschwert haben.
Indem von Staudt's Lehrgang die Rechnungen
ausschliesst und alle auf Massverhaltnissen beruhenden
Eigenschaften der geometrischen Gebilde gesondert unter-
sucht, bietet er noch einen Vortheil, den ich sehr hoch
anschlage. Er bringt nimlich das wichtige, so ungemein
fruchtbare Princip der Dualitit oder Reciprocitat, von
welchem die ganze Geometrie der Lage beherrscht wird,
in seiner vollen Reinheit und in seinem ganzen Umfange
zur schonsten Geltung. Kein anderer Lehrgang, der das

Mass zu Hilfe nimmt, kann sich dieses Vorzuges rithmen;
denn in der Geometrie des Masses hat das Princip der
Dualit4t nicht allgemeine Geltung. Anerkanntermassen
aber bietet die Geometrie Nichts, was fiir den Anfanger
so anregend ware, ihn so zum Selbstschaffen anspornte,
wie das Princip der Dualitat; und je fraher er damit
bekannt gemacht wird, desto besser. Dass dieses Princip
besonders in der Geometrie des Raumes so klar hervor-
tritt, war fir mich ein massgebender Grund dafir, die
stereometrischen Betrachtungen von den planimetrischen
nicht zu trennen. — Die metrischen Eigenschaften, na-
mentlich die der Kegelschnitte, habe ich tibrigens durch-

aus nicht vernachlissigh, vielmehr sie in weiterem Um-
fange als Steiner und von Staudt tberall dort ent-
wickelt, wo sie sich als besondere Fille der allgemeinen
Satze von selbst darboten.

Zu den Kegelschnitten und den ibrigen Gebilden
zweiter Ordnung, von denen diese erste Abtheilung meiner
Vortrage vornehmlich handelt, gelange ich auf einem an-
deren Wege als Steiner und von Staudt, von denen
der letztere die Theorie jener Gebilde auf die Lehre von
der Collineation und der Reciprocitat grindet. Ich hoffe
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dadurch, dass ich die Gebilde zweiter Ordnung gleich bei
der Untersuchung der projectiven einférmigen Grundge-
bilde einfithre, das Verstiandniss der projectiven Verwandt-
schaft erleichtert zu haben; zugleich gewinne ich dadurch
den Vortheil, den Anfanger auf das schwierigere Studium
der Collineation und der Reciprocitit allmahlich vorbe-
reiten zu kénnen. Jacob Steiner hat in seinem hochst
anregenden, bahnbrechenden Werke , Systematische Ent-

wickelung der Abhangigkeit geometrischer Gestalten

von einander’ (Berlin 1832) die Hulfsmittel geschaffen,
deren ich mich vom fiinften bis zum zehnten Vortrage
vorzugsweise bediene; doch musste ich aus schon be-
rithrten Griinden darauf verzichten, gleich Steiner die
Kegelschnitte mittelst des Kreises zu definiren.

Zﬁricﬁ, den 8. Mirz 1866.

Der Verfasser.



Vorwort zur vierten Auflage der ersten
' Abtheilung.

Diese neue Auflage ubertrifft die erste betrichtlich
an Umfang; sie enthdlt nahezu die doppelte Anzahl von
Druckbogen. Die bedeutendste, schon in der zweiten
Auflage vorgenommene Aenderung besteht in der Hinzu-
figung einer Sammlung von 247 Aufgaben und Lehr-

satzen. Ein Theil dieser Sammlung befand sich zuerst
im Anhange der zweiten Abtheilung, -ist aber durch
zahlreiche neue Aufgaben und nitzliche Satze Vergros-
sert worden. Die elfCAbschnitte dieses Theilés” ént-
sprechen, mit Ausnahme der beiden tber das Princip
der reciproken Radien und iiber die geradlinigen Flachen
dritter Ordnung, den mit ihnen gleichnamigen Vortrigen,
und ihre Aufgaben und verhaltnissméassig leicht zu be-
weisenden S#tze sind - hauptsachlich zur Uebung fir
Studirende bestimmt. Jedem Anfinger rathe ich dringend,
die Constructions- Aufgaben wirklich auszufithren; weil
das Verstandniss der Geometrie der Lage durch das
Zeichnen wesentlich gefc}rdeift” qwzlg}d .

Die letzten funf Abschnitte der ,,Aufgaben und Lehr-
sitze enthalten neue Untersuchungen, die der ersten
Auflage fremd geblieben und in mehreren wesentlichen
Punkten meines Wissens zuerst in diesem Buche mit den
Hulfsmitteln der synthetischen Geometrie durchgefiihrt
sind. Damit diese Untersuchungen tiber Polvierecke und
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Polvierseite und tber lineare Systeme und Gewebe von_
Kegelschnitten und Kegeln nicht zu umfangreich wiirden,
habe ich fiir sie eine moglichst knappe Form der Dar-
stellung gewahlt. Dadurch und durch Einfihrung einiger
einfacher Begriffe ist es gelungen, die wichtigen Theorien
der Biaschel, Schaaren, Netze und Schaarschaaren von
Kegelschnitten in einem neuen Zusammenhange auf dem
engen Raume von fiinfundzwanzig Seiten darzustellen.
Durch den Satz von Henry J. S. Smitﬁ'jldessen synthe-
tischer Beweis mir erst nach manchen vergeblichen Ver-
suchen gelang, und durch das Princip der Dualitat ge-
stalten sich diese Theorien sehr einfach und tbersichtlich.

Den von Staudt’schen Beweis des Funtamental-
satzes der Geometrie der Lage habe ich unter Benutzung

der darauf beziiglichen Bemerkungen der Herren F. Klein
und Darboux (Math. Annalen, Bd. 17) durch einen ein-
wandfreien ersetzt.

Gegeniiber der dritten Auflage hat diese vierte
mancherlei Verinderungen und Zusitze erfahren. Die
drei Vortrage 14, 15, 16 iber confocale Kegelschnitte,
deren Normalen und Krimmungskreise und concentrische
homothetische Kegelschnitte sind neu hinzugekommen;
alle ubrigen sind sorgfaltig durchgesehen und vielfach
bereichert worden; im Anhange ist eine Anzahl von
Satzen neu, insbesondere der letzte Abschnitt iiber lineare
Systeme und Gewebe concentrischer Kegel.

Strassburg i. E., den 7. Juli 1898.

Der Verfasser.
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Nullsystem. Durchmesser, Hauptaxe und Axencomplex des Nullsystemes.
19. Die lineare Strahlencongruenz. Projective Beziehung des linearen Strahlen-
complexes auf den Punktraum. 20. Die Strahlencongruenzen, welche durch
collineare Biindel oder Felder erzeugt werden. Raumcurven und Ebenen-
biischel dritter Ordnung. 21. Projective Beziehungen und Polaritiit der cubi-
schen Raumcurven und Ebenenbiischel. 22. Conjugirte Punkte beziiglich einer
cubischen Raumcurve. 28. Biindel cubischer Raumecurven. Invariante Be-
ziehungen cubischer Raumcurven zu Polarsystemen und cubischen Ebenen-
biischeln. 24. Projective Verwandtschaft einer Congruengz erster Ordnung und
eines ebenen Feldes. Biquadratische Regelflichen, erzeugt durch projective
Ebenenbiischel zweiter Ordnung. 25. Geometrische Verwandtschaften zweiten
Grades. 26. Lineare Strahlencomplexe als Triiger anderer linearer Complexe.



Anhang. Aufgaben und Lehrsitze. Collineation und Correlation. Flichen
gweiter Ordnung. Polare Felder und Biindel; riumliche Polarsysteme. Pol-
filnfecke und Polsechsecke eines riumlichen Polarsystemes. Der Axencomplex,
die Normalen und der Focalcomplex einer Fliche zweiter Ordnung. Ver-
schiebungssehnen u. Hauptaxe congruenter Riume und das zugehdrige Null-
system. Cubische Raumcurven und geometrische Verwandtschaften zweiten

rades. Cubische Ordnungscurven eines Nullsystemes oder linearen Strahlen-
complexes. Zwei merkwiirdige periodische Bewegungen eines starren Kdrpers.
Lineare Strahlencomplexe und ihre Biischel, Biindel und Gebiische. Projec-
tive Erzeugung quadratischer Strahlencomplexe.

Inhalt von Abtheilung Il

. 1. Strahlencomplexe zweiten Grades, erzeugt durch collineare
Riume. 2. Biischel von Flichen zweiter Ordnung; Schaaren von Flichen
zweiter Classe. Raumcurven und Ebenenbiischel vierter Ordnung erster Art.
8. Projective Beziehungen der F>-Biischel und der Kegelschnittbiischel. 4. Er-
zeugniss eines F'*-Biischels mit einem zu ihm projectiven Ebenenbtischel. Die
vier Hauptarten der F*-Biischel. 5. Aehnliche, concentrisch und #hnlich
liegende Flichen zweiter Ordnung und ihre Normalen. 6. Strahlencongruenzen
gweiter Classe, erzeugt durch collineare Flichen zweiter Ordnung. 7. Flichen
dritter Ordnung, ihre Abbildung auf einer Ebene und die zugebdrigen Biindel-
netze. 8. Ebene Curven dritter Ordnung. 9. Die 27 Geraden und die Kegel-
schnitte der allgemeinen cubischen Fliche. 10. Die zweite Steiner'sche Er-
zeugung der cubischen Fliche. Die Regelfliche dritter Ordnung. 11. Polaren-
theorie der cubischen Fliche. 12. Polaren von Geraden und Ebenen beziiglich
"der cubischen Fliche. 13. Die Polhexadder der cubischen Fliche und das
Pentadder ihrer Kernfliche. 14. Biischel und Biindel collinearer R#ume;
lineare Complexe von projectiven Ebenenbiischeln und collinearen Biindeln.
Die cubische Raumverwandtschaft. 15. Biindel von Flichen zweiter Ordnung.
16. Das F*-Gebiisch, seine projective Bezichung auf ein riumliches System
und die Steiner'sche Fliche vierter Ordnung. 17. Besondere Fiille des F*-
Gebiisches. 18. Die Strahlencongruenz zweiter Ordnung zweiter Classe und
die Kummer'sche Fliche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten. 19. Das
F*-Gebiisch mit einer Basisgeraden. ‘

Anhang. Aufgaben und Lehrsitze. Tetraddrale quadratische Strahlen-

complexe. Specielle F*-Biischel und tetraédrale Complexe. Fliichen dritter.

Ordnung. Die acht associirten Schnittpunkte von drei Flichen zweiter Ord-
nung. Der F*-Biindel mit Poltetradder. Das F*-Gebiisch; specielle Flichen
vierter Ordnung. Das F?-Gebiisch mit Poltetradder. Vertauschbare Col-
lineationen und Correlationen, und solche, die eine gegebene Collineation
oder Correlation umkehren.

Aus einer Besprechung von Guido Hauck: , Unserem Verfasser gebiihrt
das Verdienst, das System jenes grossen Geometers (von Staudt) von seinen
Einseitigkeiten befreit und dadurch nicht nur schmackhaft, sondern vor
allem fiir die Weiterforderung der Wissenschaft nutzbar gemacht zu haben.
Diese hat denn auch in den letzten Dezennien eine iiberaus fruchtbare
Weiterentwickelung erfahren, an welcher der Verfasser durch seine babn-
brechenden Arbeitén in hervorragender Weise beteiligt war. Es war dabei
namentlich auf den Ausbau der Liniengeometrie hingewiesen . ... Das
auch bereits ins Franzdsische und Italienische [und jetzt auch ins Englische]
iibersetzte Werk stellt in dieser seiner nenen Auflage das vollstdn-
digste Lehrbuch der neueren Geometrie dar.“



Einleitung.

Die Geometrie der Lage oder neuere synthetische Geometrie

ist eine Schopfung unseres jetzt ablaufenden Jahrhunderts. Erst
vor wenigen Jahrzehnten ist sie zu gleichem Range mit der dlte-
ren Geometrie emporgestiegen, und die grossen Forscher, denen
sie ihren reichen Inhalt, ihre fruchtbaren Methoden und ihren
ebenso einfachen wie stolzen Aufbau vornehmlich verdankt, wie
Poncelet, Moebius, Jacob Steiner, Chasles, von Staudt*),
sie alle lebten und lehrten noch wihrend meiner Studienzeit.
Deshalb ist die Kenntniss dieses hochst anregenden Zweiges der
mathematischen Wissenschaften selbst unter den Lebrern der Ma-
thematik noch wenig verbreitet, und auch bei Ihnen, meine
Herren, darf ich sie schwerlich voraussetzen. Bei dieser Sachlage -
diirfte es wohl von Nutzen sein, wenn ich meinen Vortrigen
einige Worte iiber die Stellung der Geometrie der Lage gegen-

*) Die geometrischen Schriften dieser Autoren sind geradezu Quellen-
werke der neueren synthetischen Geometrie und verdienen noch heute ein
griindliches Studium. Wir nennen insbesondere: '
Poncelet, Traité des Propriétés projectives des Figures, Paris 1822;
zweite Auflage, Paris 1865/66.

Moebius, Der barycentrische Calcul [analytisch], Leipzig 1827 und Ge-
sammelte Werke, 2 Bde. Leipzig 1885/86.

Steiner, Systematische Entwickelung der Abhiingigkeit geometrischer
Gestalten von einander, Berlin 1832 und Gesammelte Werke, 2 Bde.,
Berlin 1881/82.

Chasles, Apergu historique sur 1'Origine et le Développement des Mé-
thodes en Géométrie, Bruxelles 1837, 2e éd. Paris 1875; Traité de

_ Géométrie supérieure, Paris 1852; Traité des Sections coniques,

Paris 1865.

von Staudt, Geometrie der Lage, Niirnberg 1847; Beitriige zur Geo-
wmetrie der Lage, Niirnb. 1856 bis 1860.

Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 1



2 Einleitung.

iiber den anderen Zweigen der Geometrie vorausschicke und Ihnen
sodann einige Sidtze und Aufgaben anfiihre, die zur niheren
Kennzeichnung der Geometrie der Lage geeignet erscheinen.

2. VYon der synthetischen Geometrie der Griechen und von der
analytischen Geometrie unterscheidet sich die reine Geometrie der
Lage wesentlich dadurch, dass sie von dem Begriff des Masses
keinen Gebrauch macht; im Gegensatz zu ihr wird daher die dltere
Geometrie auch wohl ,,Geometrie des Masses* genannt. In der
reinen Geometrie der Lage ist von Mittelpunkten geradliniger
Strecken, von rechten Winkeln und Perpendikeln, von Verhilt-
nissen und Proportionen, von Inhaltsberechnungen nicht die Rede;
eben so wenig von trigonometrischen Zahlen, oder gar von ana-
lytischen Gleichungen krummer Linien. Denn alle diese Gegen-
stinde der dlteren Geometrie setzen Messungen voraus. Am
Schlusse jedes grosseren Abschnittes werde ich iibrigens von der
Geometrie der Lage Anwendungen auf die Geometrie des Masses ,.u..
machen, in denen ich die Planimetrie und gelegentlich einmal den
Begriff des Sinus als bekannt voraussetzen werde. Mit gleich-
schenkligen und gleichseitigen Dreiecken werden wir uns so wenig
beschiftigen, wie mit rechtwinkligen; und auch das Rechteck, die
regelmissigen Polygone und der Kreis bleiben von unserer Unter-
suchung, abgesehen von jenen Anwendungen, ausgeschlossen. Nur
in den Anwendungen werden wir vom Mittelpunkte, von den Axen
und Brennpunkten der Curven zweiter Ordnung oder Kegelschnitte
reden; wir werden trotzdem viel allgemeinere und wichtigere Kigen-
schaften dieser Linien kennen lernen, als die, woranf die meisten
Lehrbiicher der analytischen Geometrie sich beschrinken. Wir wer-
den uns sogar einen neuen Weg zu den Kegelschnitten bahnen iniis-
sen, weil wir der Hiilfe des Kreiskegels, mittelst dessen die Alten,
und der Gleichungen, wodurch die Analytiker sie definiren, in
der Geometrie der Lage entbehren. Dass in meinen Vortrigen
keine Rechnungen vorkommen werden, brauche ich nach dem schon
Gesagten wohl kaum zu erwidhuen; nur in den Anwendungen auf
die Geometrie des Masses werden wir bisweilen vom Gleichheits-
zeichen Gebrauch machen.

J Von den geometrischen Kenntnissen, die in den Schulen ge-
lehrt werden, benutze ich deshalb nur sehr wenige. Dagegen
wiirde Thnen eine gewisse Uebung in der Fihigkeit, sich geome-
trische Gebilde auch ohne bildliche Darstellung zur Anschauung
zu_bringen, von grossem Nutzen sein. Denn es ist mir nicht
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wohl moglich, jeden Satz, namentlich wenn er sich auf Gebilde
im Raume bezieht, durch Figuren zu erliutern; ich muss Ihrer
Vorstellungskraft manchmal etwas zumuthen. Da diese auch in
der darstellenden oder descriptiven Geometrie vielfach in Anspruch
genommen wird, so wird lhnen deren Kenntniss sehr zn Statten
kommen; wie auch umgekehrt die Geometrie der Lage ein vor-
ziigliches Vorstudium bildet fiir die darstellende Geometrie. Ueber-
haupt ist von allen iibrigen Zweigen der Geometrie die darstellende
am meisten geeignet, das Studium der Geometrie der Lage zu er-
leichtern, schon weil sie ihr nahe verwandt ist. Denn auch in der
darstellenden Geometrie kommen weniger Grossenbeziehungen in
Betracht, als vielmehr die Lage der Gebilde theils zu einander,
theils zu den Projektionsebenen, wobei denn freilich die Be-
nutzung des Kreises und des rechten Winkels nicht verschmiht
wird. Vor Allem werden Sie finden, dass die Perspective oder
die centrale Projection auch in der Geometrie der Lage eine
grosse Rolle spielt, und dass ihr viele in der neueren Geometrie
benutzte Ausdriicke entlehnt sind.

# Zu der analytischen Geometrie steht die reine Geometrie in
einem gewissen Gegensatze schon durch ihre Methode, die Ihnen
aus der Euklidischen Geometrie als die synthetische Methode be-
kannt ist. Wir werden von einer kleinen Zahl von ,,Grund-
gebilden* ausgehen; einfache Beziehungen, die zwischen ihnen sich
aufstellen lassen, fithren uns dann zu den sogenannten Gebilden
zweiter Ordnung, zu denen auch die Kegelschnitte gehoren, und
lassen zugleich die Haupteigenschaften dieser Gebilde leicht er-
kennen. Von den Gebilden zweiter Ordnung koénnen wir sodann
in derselben Weise zu immer neuen Gebilden fortschreiten. Auf die
hihere Analysis, dieses miichtige Werkzeug der modernen Mathematik,
miissen wir bei unseren Untersuchungen schon deshalb verzichten,
‘weil wir das Mass nicht benutzen; denn um mit réumlichen Ge-
bilden recbnen zu kOnnen, miissen wir sie zuerst durch Zahlen
ausdriicken, d. h. ausmessen. Die reine Geometrie wird wegen der
in ibr angewendeten Methode vielfach im Gegensatz zu der ana-
Iytischen mit dem Namen ,synthetische Geometrie'* bezeichnet.

' Eben weil wir in der reinen Geometrie der Lage von Mass-
verhiiltnissen absehen, sind ihre Sitze und Aufgaben sehr allge-
mein_und umfassend. So sind von den Eigenschaften der Kegel-
schnitte, die in den Lehrbiichern der analytischen Geometrie be-

wiesen werden, gerade die wichtigsten ganz specielle Fille von
l*
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Siitzen, die wir spiter kennen lernen werden. Einige Beispiele
mogen dazu dienen, Thnen auch in dieser Hinsicht den Stoff ndher
zu erliutern, mit dem wir uns in diesen Vortriigen beschiftigen
werden.

6 Bei dem Entwerfen von Bauwerken und iiberhaupt bei dem
Zeichnen ist nicht selten die Aufgabe zu lﬁsen:“,, urch den un-
zuginglichen Schnittpunkt von zwei (convergirenden) Geraden
eine dritte Gerade zu ziehen.* Die Geometrie des Masses liefert
uns beliebig viele Punkte einer solchen dritten Geraden z. B. mit
Hiilfe des Satzes, dass auf parallelen Geraden durch je drei
Transversalen, die sich in einem Punkte schneiden, proportionale
Abschnitte gebildet werden. Die Geometrie der Lage giebt uns
eine einfachere Losung an die Hand. Wir nehmen nimlich
ausserhalb der beiden gegebenen Geraden a, b (Fig. 1) irgend

Fig. 1.

einen Punkt P an, und legen durch ihn beliebig viele Trans-
versalen. Suchen wir dann in jedem Viereck, welches irgend zwei

dieser Transversalen mit @ und b bilden, den Sehnittpunkt der

Diagonalen, so liegen alle diese Schnittpunkte auf einer Geraden,
die den Schnittpunkt von a und b enthalt*).

*) Anfingern empfehle ich sehr, zu diesem Satze und namentlich za
spliteren minder einfachen Sitzen die Figur nach den Angaben des Textes
selbst zu zeichnen, ohne die von mir gezeichnete vorher anzusehen. Eine
allmilig entstehende Figur ist weit leichter aufzufassen, und erliutert auch
meistens den ‘darzustellenden Satz weit besser, als eine mit allen Hilfslinien
fertig gezeichnete.
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Der Beweis folgt mit Leichtigkeit aus dem wichtigen Satz
tiber die harmonische Theilung am Viereck, der folgendermassen
ausgesprochen werden kann. Nimmt man (Fig. 2) auf einer Ge-

A B O™ D=

raden drei Punkte 4, B, C an, und construirt man ein Viereck
so, dass zwei (legenseiten durch 4, eine Diagonale durch B und
die beiden anderen Gegenseiten durch C gehen, so begegnet die
zweite Diagonale der Geraden ABC in einem ganz begtimmten
vierten Punkte D¥**Sie konnen durch Zeichnung versehiedener,
den ersten Bedingungen geniigender Vierecke leicht eine Besti-
tigung dafiir erhalten, dass wirklich ihre zweiten Diagonalen alle

* durch jenen vierten Punkt D gehen. Die Punkte 4, B, C, D
heissen hier harmonische Punkte, und man sagt: ,,B und D sind
harmonisch getrennt durch die Punkte 4 und C.** In der Feld-
messkunst kann man die Construction unter Umstéinden benutzen,
um eine gerade Linie iiber ein Hinderniss, z. B. iiber einen Wald
hinaus zu verlingern durch Umgehung des Hindernisses.

7 Von Sitzen iiber das Dreieck will ich nur den folgenden
nennen: Liegen zwei Dreiecke A BC und 4, B,C, so (Fig. 3), dass
die Verbindungslinien A4,, BB, und CC, gleichnamiger Eck-
punkte sich in einem und demselben Punkte S schneiden, so be-
gegnen sich die gleichnamigen Seiten 4B und 4,B,, BC und
B,C,, CA und C, 4, in drei Punkten C,, 4,, B, einer Geraden,
und umgekehrt}** Die den Satz erliuternde Figur verdient Be-
achtung als Repriisentant einer Gattung von merkwiirdigen, durch
eine gewisse Regelmiissigkeit ausgezeichneten Configurationen. Sie
besteht aus 10 Punkten und 10 Geraden; auf jeder der Geraden
liegen drei von den 10 Punkten, und durch jeden dleser Punkte
gehen drei von den 10 Geraden.
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Fig. 8. |

¥ Eine andere Reihe von Sitzen kniipft sich an die Curven
zweiter Ordnung oder Kegelschnitte. Aus der analytischen Geo-
metrie ist Ihnen bekannt, und wir werden es spiter synthetisch
beweisen, dass eine Curve zweiter Ordnung durch fiinf Punkte
oder fiinf Tangenten vollig bestimmt ist. Aber Sie wissen auch,
wie milhsam die wirkliche Berechnung und die darauf gegriindete
Construction eines so bestimmten Kegelschnittes sind. Die Geo-
metrie der Lage beweist nun zwei fundamentale Sgtze iiber die
Curven zweiter Ordnung, die uns ermoglichen, zu fiinf gegebenen
Punkten oder Tangenten eines Kegelschnitts beliebig viele neue
Punkte resp. Tangenten mit Leichtigkeit zu construiren und so
die Curve selbst schnell zu zeichnen. Wer von Ihnen diese Satze
bereits kennt, wird zugleich wissen, wie viele Hiilfsmittel ihr Be-
weis in der analytischen Geometrie fordert. Der erste, von Pascal
entdeckte Satz sagt aus, dass die drei paar Gegenseiten jedes
einer Curve zweiter Ordnung eingeschriebenen Sechsecks sich in

drei Punkten schneiden, die in einer Geraden liegen; nach dem
zweiten, von Brianchon berriihrenden Satze gehen von einem
umschriebenen Sechseck die drei Hauptdiagonalen (d. h. die Ver-
bindungslinien gegeniiberliegender Eckpunkte) allemal durch einen
und denselben Punkt. Beide Sdtze lassen sich leicht am Kreise
priifen. Sie bemerken, dass in ihnen von Grossenverhiltnissen des
Kegelschnittes, dass von seinem Mittelpunkte, seinen Axen und
Brennpunkten nicht die Rede ist. Eben darum aber sind diese
Sitze von der grossten Allgemeinheit und Bedeutung, so dass die
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ganze Theorie der Kegelschnitte auf sie gegriindet werden kann.
Namentlich ldsst sich das wichtige Problem der Tangentenziehung
an einem gegebenen Punkt mittelst des Paseal’schen Satzes
l16sen, selbst wenn der Kegelschnitt nur durch fiinf Punkte ge-
geben ist, ohne vollstindig oder theilweise gezeichnet vorzuliegen.

Das Problem der Tangentenziehung an Curven zweiter Ord-
nung kann in vielen Fillen mit Hiilfe eines Satzes gelost werden,
der eine der wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte aussagt.
In manchen Lehrbiichern der analytischen Geometrie findet dieser
Satz sich nicht, weil sein analytischer Beweis ziemlich verwickelt
und wenig geeignet ist, jene Eigenschaft in das rechte Licht zu
setzen. Nimlich wenn durch einen Punkt 4 (Fig. 4), der in der

Fig. 4.

Ebene einer Curve zweiter Ordnung, aber nicht auf der Curve

liegt, Secanten an diese gezogen werden, so schneiden beliebige
zwei von ihnen die Curve in vier Punkten K, L, M, N. Die von

den Secanten verschiedenen Verbindungslinien der vier Punkte,

LMund NK, KM und LN, treffen sich dann paarweise in Punk-

ten einer bestimmten Geraden @, der sogenannten Polare des ge-

gebenen Punktes 4. Liegt der Punkt A ausserhalb der Curve,

so verbindet seine Polare a die Beriihrungspunkte der beiden
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Tangenten, die von 4 an die Curve gezogen werden konnen; liegt
A innerhalb der Curve, so wird diese von a nicht geschnitten.
Wir konnen den Satz benutzen, um durch einen gegebenen
Punkt mit blosser Anwendung des Lineales Tangenten an einen
Kegelschnitt zu ziehen. — Auf jeder durch A gelegten Secante

liegen noch vier bemerkenswerthe Punkte, namlich 4 selbst, dann
der erste Schnittpunkt B mit der Curve, ferner der Schnittpunkt
C mit der Polare a von 4 und endlich der zweite Schnittpunkt D
mit der Curve. Diese vier Punkte 4, B, C, D sind vier har-
monische Punkte, und die Polare a enthilt also jeden Punkt, der
durch zwei Curvenpunkte harmonisch von A4 getrennt ist. Die
wichtigen S#tze iiber Mittelpunkt und conjugirte Durchmesser
eines Kegelschnittes sind ganz specielle Fille der eben genannten
Sitze. Mit Leichtigkeit lassen sich diese Siitze ausdehnen auf die
Flichen zweiter Ordnung, weil deren Schnitte mit Ebenen aus
Curven zweiter Ordnung bestehen.

Aus diesen wenigen Beispielen, die ich leicht vermehren
konnte, werden Sie schon erkannt haben, mit welchen ganz an-
deren, aber gewiss nicht weniger wichtigen Sitzen die Geometrie
der Lage sich beschiftigt, als z. B. die analytische Geometrie. Ich
erinnere Sie noch daran, dass die analytische Geometrie besonders
durch die Winkel, die die Tangenten der Kegelschnitte mit den
Brennstrahlen bilden, oder durch die Abschnitte, die sic auf den
Axen hervorrufen, die Lage der Tangenten zu bestimmen sucht,
also Alles auf Massverhiltnisse zuriickfiihrt. Natiirlich rede ich
hier nur von den Elementen der analytischen Geometrie, worauf
die meisten Lehrbiicher sich beschrinken, nicht aber von den
hochst fruchtbaren neueren Methoden, die wir vor Allen dem
scharfsinnigen Plicker verdanken.




Erster Vortrag.

Die Methode des Projicirens und Schneidens. Die sechs
Grundgebilde der neueren Geometrie.

/0 Bexanntiicn griinden sich die vielen Begriffe, die in der
Geometrie der Alten, der Trigonometrie und der analytischen Geo-
metrie aufgestellt werden, zum grissten Theil auf das Mass; sie
konnen in der reinen Geometrie der Lage keine Anwendung finden.
Es kann deshalb nicht {iberraschen, dass die neuere Geometrie fiir
ihre Zwecke gleichfalls eine betrichtliche Anzahl eigenthiimlicher
Begriffe aufgestellt hat, mit denen wir uns in diesem und den
nichsten Vortrigen bekannt machen wollen, und die wir fort-
wihrend anwenden miissen.

[/l Der Punkt, die Gerade und die Ebene sind die einfachen
pElemente‘* der neueren Geometrie. Wir werden in der Regel
die Punkte durch grosse lateinische Buchstaben bezeichnen, gerade
Linien durch kleine lateinische, und Ebenen durch griechische
Buchstaben. Die Geraden, die wir auch wohl ,,Strahlen** nennen,
und die Ebenen betrachten wir immer als allseitig unbegrenat,
wenn nicht ausdriicklich das Gegentheil angegeben wird. Wir
konnen diese Elemente mit einander zu zusammengesetzten Ge-
bilden verbinden, indem wir ein Element als ,,Triiger* unendlich
vieler anderer ansehen, und gelangen so- zu den sechs ,,Grund-
gebilden** der neueren Geometrie. Bevor ich Ihnen diese erklire,
schicke ich zur Vorbereitung eine kurze Erdrterung voraus iiber
die wichtige und hiufig von uns anzuwendende Methode des Pro-
jicirens und Schneidens®).

*) Diese Methode wurde namentlich von Poncelet ausgebildet in seinem
Traité des Propriétés projectives des figures, Paris 1822; IL Aufl. Paris
1865—66.
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Wenn wir einen Gegenstand, etwa ein Gebdude, anschauen,
so wirft jeder seiner (sichtbaren) Punkte einen Strahl in unser
Auge, den wir den ,,Schein‘* oder ,,Projectionsstrahl* des Punktes

nennen. Der Schein des ganzen Gebdudes ist also aus vielen
Strahlen zusammengesetzt, von denen jeder einen oder mehrere
Punkte vom Auge aus ,,projicirt'. Liegen gewisse Punkte in
einer nicht durch das Auge gehenden Geraden, so liegen ihre
Projectionsstrahlen in der Ebene, die vom Auge aus durch die
Gerade gelegt werden kann; eine beliebige Gerade wird also aus

dem Auge durch eine Ebene projicirt, die wir den ,,Schein* oder

die ,,projicirende Ebene‘* der Geraden nennen. Ebenso wird eine
Curve im Allgemeinen durch eine conische Fliche projicirt.

Den Sehein des Gebiudes konnen wir nun durch eine Ebene
auffangen oder ,schneiden*, indem wir jeden Projeetionsstrahl in
einem Punkte und jede projicirende Ebene in einer Geraden
schneiden. Wir erhalten dann in der Ebene als ,,Schnitt‘* oder
nwopur* des Scheines ein perspectives Bild, eine ,,Projection* des
Gebiudes, und diese Projection sendet ganz denselben Schein in
das Auge, wie das Gebdude selbst, und ist deshalb auch sehr ge-
eignet, uns eine Vorstellung von ihm zu verschaffen. Die Photo-
graphieen riumlicher Gegenstinde sind im Wesentlichen solche
perspective ebene Bilder der dargestellten Objekte.

Auf diese Art des Projicirens, die unter dem Namen ,,Central-
projection** bekannt ist, griindet sich die Lehre von der Perspec-
tive; und alle anderen Projectionsarten, die in der darstellenden
Geometrie fiblich sind, lassen sich als besondere Fille dieser einen
Art auffassen. Damit z. B., wie bei der orthogonalen Projection,
die Projectionsstrahlen parallel seien, brauchen wir uns nur das
Avuge in unendliche Entfernung geriickt zu denken. Auch die
Schatten, die beliebige Korper auf Ebenen werfen, wenn sie aus
einem endlichen oder unendlich fernen Punkt beleuchtet werden,
sind Nichts weiter, als Projectionen der Korper: der leuchtende
Punkt tritt hier an die Stelle des Auges.

Wie man mittelst der Methode des Projicirens und Schnei-
dens durch blosse Anschauung wichtige Sitze finden und zugleich
beweisen kann, mige ein einfaches Beispiel lehren. Parallele Ge-
rade werden vom Auge aus durch Ebenen projicirt, die sich alle
in einer und derselben Geraden schneiden, ndmlich in der durch
das Auge gelegten Parallelen; von einer beliebigen Bildebene aber
werden diese projicirenden Ebenen in Geraden geschnitten, die
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alle durch einen Punkt, die Spur jener Schnittlinie, gehen. Folg-
lich miissen in perspectiven Ansichten eines Gebdudes oder sonsti-
gen Gegenstandes die Bilder paralleler Kanten alle nach einem
Punkte, ihrem sogenannten Fluchtpunkte, hin convergiren, und
nur in einem leicht angebbaren besonderen Falle sind sie ebenfalls
parallel. Wir haben damit beildufig einen bekannten Hauptsatz
der Centralperspective aufgestellt und bewiesen.

14 Wir wollen nun von allen optischen Beziehungen absehen und
"die soeben benutzten Ausdriicke ,,Schein, Strahl, projiciren, schnei-
den‘ u. s. w. auch ferner anwenden, indem wir statt des Auges
einen beliebigen Punkt S und statt des bestimmten Gegenstandes
oder Gebiudes ein_beliebiges System  von Punkten und Geraden
im Raume annehmen. Dieses System Q wird aus S durch ein
System von Strahlen und Ebenen projicirt, némlich jeder Punkt
durch einen Strahl und jede nicht durch S gehende Gerade durch
eine Ebene. Der Punkt S ist dann als ,,Triger* aller dieser
Strahlen und Ebenen anzusehen, die zusammen den ,,Schein‘ des
Systemes € bilden. Nehmen wir im Raum ein beliebiges System
> von Ebenen und Geraden an, so_wird jede neue Ebene v das
System in einem Systeme von Geraden und Punkten schneiden,
nimlich die Ebenen in je einer Geraden, und die Geraden in je
einem Punkte. Die Ebene 7 erscheint dann als ,,Triger' aller
dieser Geraden und Punkte, die zusammen den ,,Schnitt'* oder die
wOpur* des Systemes = ausmachen. 7

/5 Wir konnen auch aus Geraden projiciren, und durch Gerade
Schnitte hervorrufen. Jeder ausserhalb einer Geraden g gelegene
Punkt bestimmt namlich mit g eine Ebene und wird aus g durch
diese Ebene ,,projicirt”, und ebenso wird jede Ebene, die nicht
durch g geht, von der Geraden in einem Punkte ,,geschnitten‘.
Die Gerade erscheint hiernach bald als Triger von Ebenen, die
durch sie gehen, bald als Triiger von Punkten, die auf ihr liegen.

/4 Durch solche Betrachtungen gelangen wir zu den folgenden
sogenannten Grundgebilden, die in der neueren Geometrie eine
wichtige Stelle einnehmen.

Die Gesammtheit aller in einer Geraden liegenden Punkte wird
eine ,,Punktreihe'* (auch wohl ein ,gerades Gebilde*") genannt;
die einzelnen Punkte der Geraden heissen ,,Elemente** der Punkt-
reihe. Diese Punkte denken wir uns starr mit einander verbun-
den, so dass ihre gegenseitige Lage auch dann noch unveriindert
bleibt, wenn die Gerade, ihr ,Triger*, verschoben wird. Ein von
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zwei Punkten begrenzter Theil einer Punktreihe heisst eine

wStreckett,
Die Gesammtheit aller durch einen Punkt S gehenden und

in einer Ebene v liegenden Strahlen soll ein ,,Strahlenbiischel* [da,

heissen. Der Schnittpunkt S der Strahlen heisst der ,Mittel- ~
p_ngkﬁ‘ des Biischels; die einzelnen, nach beiden Seiten unbe-
grenzten Strahlen sind die ,,Elemente* des Bilschels. Auch hier
denken wir uns die Elemente starr mit einander verbunden. Als
wIréger'* des Strahlenbiischels (S, 7)
kann nach Belieben der Mittelpunkt S
oder die Ebene w betrachtet werden,
in der seine Strahlen liegen. Kin
von zwel Strahlen als ,,Schenkeln*
begrenzter Theil eines Strahlenbiischels
heisst ein ,,vollkommener ebener Win-
- kel*. Er besteht aus zwei ,,einfachen*
/ ebenen Winkeln, die Scheitelwinkel
zu einander sind. Werden in einem
beliebigen Strahlenbiischel S (Fig. 5)
irgend vier Strahlen a, b, ¢, d ange-
nommen, so sind unter ihnen zwei paar getrennte Strahlen. Nam-
lich @ und ¢ sind durch b und d von einander getrennt, so dass
man in dem Biischel von a nicht auf ¢ iibergehen kann, ohne
entweder b oder d zu iiberschreiten.

Die Gesammtheit aller durch eine Gerade gehenden, allseitig
unbegrenzten Ebenen wollen wir einen ,,Ebenenbiischel’* nennen,
und die Gerade soll die ,,Axe‘* dieses Biischels heissen. Die ,,Ele-
mente** des Biischels, d. h. seine Ebenen, denken wir uns, wie bei
der Punktreihe die Punkte, starr mit einander verbunden in un-
veranderlicher gegenseitiger Lage. Ein von zwei Ebenen als
wSchenkeln* begrenzter Theil eines Ebenenbiischels heisst ein
swollkommener Fldchenwinkel‘‘; er besteht aus zwei ,,einfachen*
Flichenwinkeln, die zu einander Scheitelwinkel sind. Unter vier
Ebenen eines Biischels sind wieder zwei paar getrennte.

Manchmal, wenn keine Zweideutigkeit moglich ist, werde ich
ein Gebilde, das nur aus einzelnen Punkten und Strecken einer
Geraden besteht, eine Punktreihe nennen. Ebenso soll ein Ge-
bilde in einem Biischel, das nur aus einzelnen Elementen und
Winkeln des Biischels besteht, manchmal selbst ein Biischel ge-
nannt werden. Dabei wollen wir uns stets erinnern, dass wir ab-

Fig. 5.

Py
das._]
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weichend von den gewdhnlichen Erkldrungen den Winkel als Theil
eines Biischels definirt haben.
¥4 Die Punktreihe, den Strahlenbiischel und den Ebenenbiischel
bezeichnen wir als die ,,einférmigen‘* Grundgebilde oder als die
»Orundgebilde der ersten Stufe‘’. Die Elemente eines einformigen
Grundgebildes, z. B. die Ebenen eines Ebenenbiischels, haben wir
uns als etwas Einfaches vorzustellen, indem wir absehen von den
Gebilden (Figuren u. dergl.), deren Triger sie sein konnen. Bei
dem Strahlenbiischel wird uns diese Vorstellung dadurch erleichtert,
dass wir die Geraden, deren Gesammtheit den Biischel ausmacht,
¢ben mit dem Namen ,Strahlen* bezeichnen. Denn unter einem
Strahle wird gewohnlich eine Gerade an und fiir sich verstanden,
abgesehen von den in ihr gelegenen Punkten und durch sie gehen-
den Ebenen. Leider fehlt uns fiir die Ebene eine entsprechende
zweite Bezeichnung.
Von den Grundgebilden der ersten Stufe konnen wir uns auch

eines mittelst jedes anderen erzeugt denken. So wird eine Punkt~
reihe ABCD (Fig. 6) aus jedem ausserhalb gelegenen Punkte S

durch einen Strahlenbiischel abed projicirt, von welchem die Punkt~
reihe ABCD ein Schnitt ist. Ebenso wird die Punktreihe ADCB
durch den Biischel adcb projicirt. Ein Ebenenbiischel afyd wird
von jeder nicht durch seine Axe gehenden Ebene in einem Strah-
lenbiischel abcd geschnitten, dessen Mittelpunkt auf der Axe liegt;
jeder Strahlenbiischel wird aus einem nicht in seiner Ebene ge-
legenen Punkte durch einen Ebenenbiischel projicirt. Endlich wird
ein Ebenenbiischel von einer Geraden, die mit seiner Axe nicht
in einer Ebene liegt, in einer Punktreihe geschnitten, nimlich jede
Ebene des Biischels in einem Punkte der Reihe; und eine
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Punktreihe wird aus einer Axe, die mit ihr nicht in einer Ebene
liegt, durch einen Ebenenbiischel projicirt. Schon durch diese
Beziehungen ist es gerechtfertigt, dass wir die Punktreihe, den
Strahlen- und den Ebenenbiischel als Grundgebilde der gleichen,
aidmlich der ersten Stufe bezeichnen. Denn wir diirfen uns hier-
nach vorstellen, dass eine Punktreihe ebenso viele Punkte enthilt,
wie ein Biischel Strahlen oder Ebenen.
5 »Grundgebilde der zweiten Stufe** haben wir zwei, n#mlich
das ebene Feld und den Strahlenbiindel. Die Gesammtheit aller
Punkte und Strahlen, die in einer Ebene enthalten sind, pennen -
wir ein ,.ebenes System oder Feld‘; die Ebene ist der ,Triger
des Feldes. Im ebenen Felde sind hiernach nicht nur Punkte und
Strahlen, sondern auch unendlich viele Punktreihen und Strahlen-
biischel als Elemente enthalten; denn alle in einer Geraden des
Feldes liegenden Punkte bilden zusammen eine Punktreihe, und
alle durch einen Punkt gehenden Strahlen des Feldes hilden einen
Strahlenbiischel. Mit Recht bezeichnen wir daher das ebene Feld
als ein Grundgebilde von hoherer Stufe als die einférmigen Grund-
gebilde. Jenachdem die Punkte oder die Geraden der Ebene mehr
in Betracht kommen, wird das ebene Feld als , Punktfeld* oder
als ,Strahlenfeld* bezeichnet.

Die Gesammtheit aller Strahlen und Ebenen, die durch einen
Punkt im Raume (Mittelpunkt) denkbar sind, wird ein ,,Strahlen-
biindel** genannt. In dem Biindel sind nicht nur Strahlen und
Ebenen, sondern auch unendlich viele Strahlenbiischel und Ebenen-
biischel als Elemente enthalten. Denn alle Ebenen des Biindels,
die sich in einer Axe schneiden, bilden einen Ebenenbiischel, und
alle Strahlen des Biicdels, die in einer Ebene liegen, bilden einen
Strahlenbiischel. Der Strahlenbiindel ist also wirklich ein Grund-
gebilde von hoherer Stufe, als die einformigen Grundgebilde. Der
Name ,,Biindel** soll eine Mannigfaltigkeit von hoherer Stufe als
der ,,Biischel** bezeichnen; er ist von v. Staudt gewiss sehr pas-
send gewdhlt. Doch konnen wir dieses Grundgebilde mit dem-
selben Rechte einen ,,Ebenenbiindel** wie einen ,Strahlenbiindel*
nennen, weil es Ebenen sowohl wie Strahlen zu Elementen hat.

Es bedarf wohl kaum der Erwdhnung, dass wir uns auch im
ebenen Felde und im Strahlenbiindel die Elemente, aus denen
diese Grundgebilde bestehen, als starr mit einander verbunden
denken, so dass z. B. im Biindel die gegenseitige Lage der darin
enthaltenen Strahlen, Ebenen und Biischel sich nicht @#ndert, wenn
der Mittelpunkt, der Triger des Biindels, bewegt wird.
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Wir diirfen uns vorstellen, dass ein Strahlenbiindel ebenso
viele Strahlen und Ebenen enthilt, wie ein ebenes Feld Punkte
und Strahlen, und sind deshalb berechtigt, beide Grundgebilde
als zu derselben, zweiten Stufe gehorig zu betrachten. Denn wir
kénnen uns den Biindel mittelst des ebenen Felds erzeugt denken,
und umgekehrt. Projiciren wir némlich -ein ebenes Feld » aus
einem nicht in ihm gelegenen Punkte S, und zwar jeden Punkt
P von v durch einen Strahl SP undjeden Strahl von % durch
eine Ebene von S, so erhalten wir einen Strahlenbiindel; dieser
ist ein ,,Schein* des Feldes m, und von ihm ist das Feld ein
»Schnitt. — Um Ihrer Vorstellung zu Hiilfe zu kommen, will
ich annehmen, = sei eine ebene, in bunten Farben prangende,
unbegrenzte Landschaft, die sich zu Ihren Fiissen ausbreiten moge,
und der ausserhalb gelegene Punkt S sei Ihr Auge. Jeder Punkt
der Landschaft sendet dann einen Lichtstrahl in Ihr Auge, jede
Gerade der Landschaft eine Lichtebene. Und stellen Sie sich
diese Strahlen und Ebenen als allseitig unbegrenzt vor, so er-
halten Sie als Schein der ganzen Landschaft einen Strahlenbiindel.

Wir konnen weiter schliessen: Jede Punktreihe des ebenen
Feldes wird aus S durch einen Strahlenbiischel projicirt, jeder
Strahlenbiischel durch einen Ebenenbiischel, jede Curve durch eine
conische Fliche des Biindels; oder mit anderen Worten: Der
Schein einer Punktreihe, eines Strahlenbiischels oder einer Curve
des ebenen Feldes ist ein Strahlenbiischel, ein Ebenenbiischel resp.
eine conische Fliche des Strahlenbiindels. Jede Strecke wird
durch einen ebenen Winkel projicirt, und jeder ebene Winkel des
Feldes durch einen Fliachenwinkel. Betrachten wir nmgekehrt den
Strahlenbiindel als das Urspriingliche, denken wir uns etwa seinen
Mittelpunkt als leuchtenden Punkt, der nach allen Seiten hin
farbige Strahlen entsendet, so kann das ebene Feld als Schnitt
des Biindels angesehen werden. Dann wird jeder Strahl des Biin-
dels in einem Punkte des Feldes geschnitten, jede Ebene in einer
Geraden, jeder Strahlenbiischel in einer Punktreihe und jeder
benenbiischel in einem Strahlenbiischel.

Es giebt noch ein ,,Grundgebilde der dritten Stufe*, némlich das
,,riumliche System‘, oder der unbegrenzte Raum mit allen seinen
Punkten, Geraden und Ebenen. Das riumliche System enthilt
auch unendlich viele Grundgebilde der ersten und der zweiten Stufe
als Elemente; denn jede Ebene des Raumes ist der Triiger eines
Feldes, jeder Punkt der Mittelpunkt eines Strahlenbiindels, jede

l
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Gerade der Triiger einer Punktreihe und zugleich die Axe eines
Ebenenbiischels des riumlichen Systems.

Jedem der sechs Grundgebilde, die ich Ihnen soeben erklirt
habe, entspricht eine besondere Geometrie. Sie werden mir gewiss
gern zugestehen, dass es ebenso gut eine Geometrie des Strahlen-
biindels geben muss, wie eine Planimetrie oder Geometrie des ebenen
Feldes. Denn aus jedem ebenen geometrischen Gebilde kionnen
wir ja ein Gebilde im Strahlenbiindel ableiten, indem wir das
ebene Feld aus einem ausserhalb gelegenen Punkte projiciren.
Und die Sitze, die sich von dem ebenen Gebilde aufstellen
lassen, konnen dann in irgend einer Weise auf seinen Schein im
Strahlenbiindel iibertragen werden. Wir werden Gelegenheit haben,
von dieser Methode hiiufigen Giebrauch zu machen. — Schwieriger
schon ist einzusehen, dass es auch eine Geometrie der ein-
formigen Grundgebilde, z. B. der Punktreihe oder der Punkte einer
Gteraden, geben miisse. Aber ich brauche Sie nur an den in der
Einleitung angefiihrten Satz von den harmonischen Punkten zn
erinnern, um Sie hiervon zu {iberzeugen. Wie ich Ihnen dort als
Thatsache anfithrte, ist durch drei Punkte einer Geraden die
Lage des vierten harmonischen Punktes bestimmt. Ferner nenne
ich der Satz, dass sich unter vier Strahlen eines Biischels zweil
paar getrennte Strahlen befinden, um zu beweisen, dass allerdings
von einer Geometrie der einformigen Grundgebilde geredet werden
kann, aunch ohne dass wir das Mass zu Hiilfe nechmen. Die Theorie
der Binidrformen kann geradeznu als analytische Geometrie des
Strahlenbiischels oder der Punktreihe gedeutet werden.

Die bisherigen Auseinandersetzungen machen es mir nun schon
moglich, in kurzen Worten den Hauptinhalt der Geometrie der
Lage anzudeuten. Diese handelt nimlich von den sechs Grund-
gebilden und ihren Beziehungen zu einander.
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Zweiter Vortrag.

Unendlich ferne Elemente. Das Beziehen der Grund-
gebilde auf einander.

22 In der Geometrie der Alten werden zwei gerade Linien par-
allel genannt, wenn sie in derselben Ebene liegen und keinen

Punkt mit einander gemein haben. Ebenso heissen zwei Ebenen,
oder eine Ebene und eine Gerade parallel, wenn kein Punkt der
einen zugleich in der anderen liegt. Die neuere Geometrie fasst

den Parallelismus anders auf, und es soll meine niichste Aufgabe
sein, Sie mit dieser abweichenden Auffassung, die von Staudt
wdie perspective* genannt hat, vertraut zu machen. Wir werden
geradesweges darauf gefiihrt, wenn wir zwei Grundgebilde aus
einander ableiten, indem wir das eine als Schnitt oder Schein des
anderen uns vorstellen.

Wenn eine Gerade u (Fig. 6) mit einem Strahlenbiischel S
in einer Ebene liegt ohne durch seinen Mittelpunkt zu gehen, so

B S

schneidet sie ihn in einer Punktreihe; ndmlich jeder Strahl a, b,
¢,....von S wird in einem Punkte 4, B, C,.... von u ge-
schnitten. Beschreibt ein Strahl durch Drehung um S in irgend
einem Sinne abc den Biischel S, so beschreibt zugleich seine Spur
auf der Geraden % im Sinne 4 BC die Punktreihe %, indem dieser

Schnittpunkt zuerst von A4 aus iiber B sich immer weiter bis ins
Reye, Geometrie dor Lage. I. 4. Aufl. 2
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Unendliche entfernt, und hernach von der entgegengesetzten Seite
her wieder aus unendlicher Entfernung zu seiner Anfangslage zu-
riickkehrt. Nach der Auffassung der Alten schneidet der sich
drehende Strahl die Gerade w mnicht mehr in der einen besonde-
ren Lage p, in welcher er zu u parallel ist; und wir diirfen
dieser Ausnahme wegen nicht allgemein den Satz aufstellen, dass
jede Gerade, die mit u in einer Ebene liegt, einen Punkt mit #

gemein hat. In der neueren Geometrie beseitigt man diese Aus-

nahme, indem man auch den parallelen Geraden P, U emen gemein-

Punkt.
Nach der perspectiven Auffassung hat iibrigens jede Gerade u

nur einen einzigen unendlich fernen Punkt, weil nach einem Axiome
Euklid's durch einen ausserhalb gegebenen Punkt S nur ein
Parallelstrahl p zn u gezogen werden kann, und weil diesem
Parallelstrahl mehr als ein mit % gemeinschaftlicher Punkt nicht
zuzuschreiben ist, da auch jeder andere Strahl des Biischels S nur
einen Punkt mit « gemein hat. Diese Auffassung bietet der dlte-
ren Ansicht gegeniiber den Vortheil, dass jetzt viele Sitze ganz
allgemein ausgesprochen werden konnen, bei denen sonst immer
Ausnahmen anzufithren waren, und dass manche scheinbar ver-
schiedene Sitze sich jetzt in einer einzigen . Aussage zusammen-
fassen lassen. Uebrigens haben Sie sich wohl schon in der ana-
lytischen Geometrie mit der perspectiven Auffassung befreundet;
auch dort pflegt man zwei in einer Ebene gelegene Gerade parallel
zu nennen, wenn die Coordinaten ihres Schnittpunktes unendlich
gross sind, der Schnittpunkt also in unendlicher Entfernung liegt.

Zu dem unendlich fernen Punkte einer Geraden gelangen wir,
indem wir entweder nach der einen oder nach der andern Seite
Jhin uns einen Punkt immer weiter auf der Geraden fortbewegt
denken. Der unendlich ferne Punkt liegt also nach beiden Seiten
hin auf der Geraden, oder sowohl nach der einen als auch nach
der anderen Seite hin; und die Gerade erscheint als geschlossene

Linie, deren beide Seiten durch den unendlich fernen Punkt zu-

sammgn_bax;gen__ Zu diesem Schlusse werden wir _gezwungen, So-
bald wir die vorhin begriindete Auffassung zulassen, dass jede
Gerade einen, und nur einen unendlich fernen Punkt besitze. Wir
werden spiter sehen, dass in derselben Weise die beiden Zweige
einer Hyperbel als im Unendlichen zusammenhiingend zu betrach-
ten sind. Zu ganz dhnlichen Vorstellungen fiihrt die Analysis, in-
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dem sie an hiufigen Beispielen, u. A. bei dem Tangens eines ver-
anderlichen Winkels, zeigt, dass man nicht nur durch Null, son-
dern auch durch das Unendliche vom Positiven zum Negativen
fibergehen kann.

2J  Weil wir somit in einer Geraden von einem Punkte zu jedem
anderen gelangen konnen, indem wir den unendlich fernen Punkt
fiberschreiten, so gilt jetzt der Satz: Unter vier Punkten einer

Punktreihe sind nur zwei paar getrennte, ebenso wie es
unter vier Elementen eines Biischels nur zwei paar getrennte giebt.
Und wie ein Biischel durch zwei seiner Elemente in zwei voll-
kommene Winkel (Nebenwinkel) getheilt wird, so wird eine Punkt-
reihe durch zwei ihrer Punkte in zwei Strecken getheilt, von denen
jede die ,,Erginzung‘ der anderen heisst. Kine dieser beiden
Strecken enthilt den unendlich fernen Punkt der Graden. Wenn
der unendlich ferne Punkt einen der Grenzpunkte bildet, so wer-
den die beiden Strecken auch wohl Halbstrahlen genannt.

26 Um den unendlich fernen Punkt einer Geraden von ihren in
der Endlichkeit gelegenen Punkten zu unterscheiden, nennt man
ihn einen ,,uneigentlichen** Punkt, und die anderen weigentliche*
&n;k»ted der Geraden. Ebenso diirfte die soeben vorgetragene
neuere Auffassung des Parallelismus als eine uneigentliche zu be-
zeichnen sein. Alle Parallelen, die sich in einer Ebene nach
irgend einer Richtung ziehen lassen, haben nur einen unendlich
fernen oder uneigentlichen Punkt mit einander gemein, den Punkt
némlich, welchen irgend eine von ihnen mit allen iibrigen gemein
hat. Die Parallelen konnen daher als ein Strahlenbiischel auf-
gefasst werden, dessen Mittelpunkt ein unendlich ferner Punkt der
Ebene ist. Wir werden diesen Biischel einen Parallelstrahlen-
biischel nennen, so oft eine Unterscheidung von anderen Strahlen-
biischeln wiinschenswerth erscheint. Ebenso ist unter einem Pa-
rallelstrahlenbiindel die Gesammtheit aller im Raume moglichen
parallelen Strahlen von bestimmter Richtung und aller durch
sie gehenden Ebenen zu verstehen. — Ich mache Sie noch daranf
aufmerksam, dass die Aussagen: ,,Parallele Gerade haben gleiche

Richtung'‘ und ,sie enthalten denselben unendlich fernen Punkt‘t
ganz das Nimliche bedeuten. Durch jede Richtung wird ein un-
endlich ferner Punkt bestimmt, und umgekehrt durch jeden un-
eigentlichen Punkt im Raume eine Richtung; wie denn auch durch
jede eigentliche Gerade eine Richtung und ein unendlich ferner
Punkt bestimmt wird, nimlich der auf ihr enthaltene.

L g
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Bezeichnet # |- 1 die unendlich grosse Anzahl der Ebenen

eines Ebenenbiisdels, so enthilt eine beliebige Punktreihe n +1
Punkte, weil sie als Schnitt des Biischels aufgefasst werden kann,
und jeder Strahlen- oder Ebenenbiischel enthiilt als Schein von
Punktreihen n 4 1 Strahlen resp. Ebenen (vgl. Seite 13). Jedes
ebene Feld v aber enthilt #® 4+ n 4 1 Punkte und #24-n41
Strahlen (von Staudt). Denn mit einem beliebigen Punkte S
von 7 liegen n andere Punkte des Feldes auf jedem der » |1
Strahlen, die in = durch S gehen; einen beliebigen Strahl von 7
aber schneiden » andere Strahlen des Feldes in jedem seiner
n + 1 Punkte, sodass n(n + 1) 4+ 1 die Anzahl der Punkte und
der Geraden des Feldes ist. Eine beliebige Ebene enthiilt sonach
doppelt unendlich viele oder #.n eigentliche und einfach unend-
lich viele oder # -+ 1 unendlich ferne Punkte. Jeder Strahlen-
biindel S enthilt 7% 4-n 4 1 Ebenen und n2 4 n 4+ 1 Strahlen.
Denn eine beliebige Ebene o von S schneiden n andere Ebenen
des Biindels in jedem der n -+ 1 Strahlen, die in.a durch S
gehen, und mit einem beliebigen Strahle von S liegen n andere
Strahlen des Biindels in jeder der # + 1 Ebenen, die durch den
Strahl gehen. — Der Raum enthilt
Wt nifntl=(n-41) (14 1)
Punkte, nimlich #3 oder dreifach unendlich viele eigentliche und
n® -+ n - 1 unendlich ferne Punkte, ausserdem (n 4 1) (n2-} 1)
Ebenen und o 2lemitaei
n a4 2ndfn 1=+ n4 1)@+ 1)

Gerade (von Staundt). Denn auf einer Geraden g liegen n |1
Punkte und jede der n 4+ 1 Ebenen von g projicirt n? der
iibrigen Punkte des Raumes; ferner wird g in jedem ihrer n |1
Punkte von n? der iibrigen Ebenen geschnitten; eine beliebige
Ebene aber enthilt n2 4 n 4 1 Gerade und wird in jedem ihrer
n?+ n-4 1 Punkte von n® anderen Geraden des Raumes ge-
schnitten. Der Raum enthiilt demnach dreifach unendlich viele
Punkte und Ebenen, dagegen vierfach unendlich viele Gerade.

Von den unendlich fernen Punkten einer Ebene wird an-
genommen, dass sie in einer unendlich fernen oder ,,uneigent-

lichen** Linie liegen. Diese Linie muss als eine Gerade angesehen

werden, weil sie von jeder eigentlichen Geraden der Ebene in nur
einem Punkte, dem unendlich fernen Punkte der Geraden, ge-
schnitten wird; denn krumme Linien kénnen mit einer Gteraden
mehr als einen Punkt gemein haben. Ein anderer Grund fiir diese
Ansicht liegt darin, dass nach der perspectiven Auffassung zwei
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parallele Ebenen ihre simmtlichen unendlich fernen Punkte mit
einander gemein haben miissen. Werden sie nidmlich von irgend
einer dritten Ebene in zwei eigentlichen Geraden geschnitten, so
konnen diese sich in keinem eigentlichen Punkte schneiden, sind
also, da sie in einer Ebene liegen, parallel und haben folglich
einen unendlich fernen Punkt beider Ebenen mit einander gemein.
Auf diese Art wird bewiesen, dass jeder unendlich ferne Punkt
der einen Ebene auch in der anderen liegt. Weil aber zwei sich
schneidende Ebenen immer nur eine einzige Grade mit einander
gemein haben, so schreibt man auch zwei parallelen Ebenen nur

eine einzige gemeinschaftliche Gerade zu.
2§ Wie von parallelen Geraden gesagt wird, sie haben dieselbe

Richtung, so sagt man von parallelen Ebenen, sie haben die-

selbe Stellung; gleichwie also in jeder Richtung ein unendlich
ferner Punkt liegt, so liegt in jeder Stellung eine unendlich ferne
Gerade. Alle parallelen Ebenen, die im Raume in irgend einer Stel-
lung denkbar sind, gehen durch eine und dieselbe unendlich ferne
Gerade, durch die Gerade néimlich, die irgend eine dieser Ebenen mit
allen iibrigen gemein hat. Parallele Ebenen kénnen deshalb als ein
Ebenenbiischel aufgefasst werden, dessen Axe eine unendlich‘ ferne
(Gerade ist; dieser Biischel wird ein Parallel-Ebenenbiischel genannt.

2% ~ Von den unendlich fernen Punkten und Linien des Raumes
wird angenommen, dass sie in einer unendlich fernen oder un-
eigentlichen Fliche liegen; diese Fliche muss als eine Ebene be-
trachtet werden, weil sie von jeder eigentlichen Geraden in nur
einem Punkte und von jeder eigentlichen Ebene in einer Geraden
geschnitten wird. Die uneundlich ferne oder ,,uneigentliche‘* Ebene
ist allen Parallelstrahlenbiindeln und allen Parallelebenenbiischeln
gemeinschaftlich, weil sie durch die Mittelpunkte jener Biindel und
durch die Axen dieser Biischel geht. Ebenso ist die unendlich
ferne Gerade einer Ebene ein gemeinschaftlicher Strahl von allen
in der Ebene gelegenen Parallelstrahlenbiischeln, weil sie durch
deren Mittelpunkte geht. Der unendlich fernen Geraden einer
Ebene kaun deshalb keine bestimmte Richtung beigelegt werden,
sondern sie enthidlt die Richtungen (die unendlich fernen Punkte)
aller Geraden der Ebene.

K& Auf die unendlich fernen oder uneigentlichen Elemente wird
noch einiges Licht geworfen durch die Beziehungen,, dig sich
zwischen den Grundgebilden aufstellen lassen. Zwei Gtﬁﬁﬁé’gg@ﬁ
nimlich ,,auf einander bezogen“, wenn jedem Elemente eines be-
liebigen von ihnen ein Element des anderen zugewiesen ist. Zwei
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so zu einander gehorige Elemente der Gebilde heissen ,einander
entsprechende** oder ,,homologe** Elemente. Wenn zwei Grund-
gebilde auf ein drittes bezogen sind, so sind sie auch
auf einander bezogen. Denn jedem Elemente des dritten ent-
spricht je ein Element der beiden anderen Grundgebilde, und diese
beiden Elemente sind dadurch auch einander zugewiesen.

Am _einfachsten und anschaulichsten bezieht man zwei un-

gleichartige Grundgebilde dadurch auf einander, dass man das

eine als Schnitt oder Schein des anderen auffasst. Liegt z. B.
(Fig. 6) ein Strahlenbiischel S mit einer nicht durch seinen Mit-

p
% u
7 /B \0 D
e
Fig. 6.

telpunkt gehenden Punktreihe # in einer Ebene, so konnen wir
jedem Strahle des Biischels den anf ihm gelegenen Punkt der
Punktreihe zuweisen. Dem Parallelstrahl p von S entspricht danu
der unendlich ferne Punkt von w. Wird ein ebenes Feld n als
Schnitt eines Strahlenbiindels S betrachtet, dessen Mittelpunkt
ausserhalb = liegt, so sind m und S in der Art auf einander be-
zogen, dass jedem Punkte von 7 der durch ihn gehende Strahl
von S entspricht, und jeder Geraden von 7 die durch sie gehende
Ebene von S. Der zu n parallelen Ebene von S entspricht da-
her die unendlich ferne Gerade von %, und jedem in dieser Ebene
gelegenen Strahle von S ist sein in 7 liegender unendlich ferner
Punkt zngewiesen. Jedem Ebenenbiischel von S entspricht sein
Schnitt mit %, also ein Strahlenbiischel; dieser ist ein Parallel-
strahlenbiischel, wenn die Axe des Ebenenbiischels zu m parallel
lduft. Ist S ein Parallelstrahlenbiindel, liegt also sein Mittel-
punkt unendlich fern, so entspricht jedem eigentlichen Punkte von
M ein eigentlicher Strahl von S, und jedem uneigentlichen Ele-
mente ein uneigentliches Element. Ist % die unendlich ferne
Ebene und S ein eigentlicher Punkt, so entspricht jedem Strahle
von S sein unendlich ferner Punkt, jeder Ebene von S ihre un-
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endlich ferne Gerade, jedem Strahlenbiischel eine unendlich ferne
Punktreihe, und jedem Ebenenbiischel ein unendlich ferner Strah-
lenbiischel. '

52 Zwei gleichartige Grundgebilde konnen am einfachsten da-

durch auf einander bezogen werden, dass man sie als Schnitte

oder Scheine eines und desselben dritten Grundgebildes betrachtet.

So entsprechen einander in zwei Strahlenbiischeln oder Punkt-
reihen, die als Schnitte eines Ebenenbiischels aufgefasst werden,
je zwei solche Strahlen resp. Punkte, die in derselben Ebene des
Ebenenbiischels liegen. Andererseits sind zwei Strahlenbiischel S,
8, (Fig. 7) auch dann auf einander bezogen, wenn sie Scheine
einer Punktreihe % sind;
zwel -ihrer Strahlen, wie
a und @, oder b und b,
entsprechen einander, wenn
sie sich in einem Punkte
der Reihe schneiden. Wer-
den zwei in einer Ebene
liegende Punktreihen u, u,
(Fig. 8) als Schnitte eines
Strahlenbiischels Sbetrach-
tet, so ist beachtenswerth,
dass dem unendlich fernen
Punkte P oder @, der einen
im Allgemeinen ein eigent-
licher Punkt P, resp. @
der anderen Reihe ent-
spricht.
Zwei ebene Felder sind Fig. 7.

auf einanderbezogen, wenn

sie Schnitte eines und desselben Strahlenbiindels sind. Eine aus-
gedehnte ebene Landschaft z. B. und ihr perspectives Bild, das
wir erhalten, wenn wir ihren dureh unser Auge gehenden Schein
mit irgend einer (z. B. einer verticalen) Ebene schneiden, sind
auf einander bezogen; und zwar entsprechen zwei Punkte der
Landschaft und des Bildes einander, wenn sie mit dem Auge in
einer Geraden liegen. Jeder Geraden der Landschaft entspricht
eine Gerade des Bildes, und beide Gerade liegen mit dem Auge
in einer Ebene. Der unendlich fernen Geraden der Landschaft
(dem Horizont) entspricht im Allgemeinen eine eigentliche Gerade
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des Bildes, und hierin liegt wieder ein Grund, die unendlich ferne
Linie einer Ebene als eine gerade Linie aufzufassen. Von zwei
in der angegebenen Weise auf einander bezogenen Feldern sagt
man wohl auch, das eine sei eine ,,Projection‘‘ des anderen, und
der Mittelpunkt des Biindels, der von beiden Feldern zugleich ein
Schein ist, heisst das ,,Projections-Centrum*. Liegt dieser Mittel-

Fig. 8.

punkt unendlich fern, ist also der Biindel ein Parallelstrahlen-
biindel, so geht diese Art der Projection tiber in die gewohnliche
Parallelprojection der darstellenden Geometrie.

Zwei Strahlenbiindel konnen dadurech auf einander bezogen
werden, dass man sie als Scheine eines und desselben ebenen Fel-
des auffasst. Jeder Strahl des einen Biindels schneidet dann den
entsprechenden Strahl des anderen in einem Punkte des Feldes,
und je zwei homologe Ebenen der Biindel haben eine Gerade des
Feldes zur Schnittlinie. Die Scheine einer ebenen Landschaft aus
zwei verschiedenen Punkten sind solche Biindel.

Die niihere Erorterung dieses Beziehens von zwei Grundge-
bilden auf einander muss ich vorliufig Ihrer eigenen Forschung
iiberlassen; ich bemerke nur noch, dass die Grundgebilde noch in

viel mannigfaltigerer Weise auf einander bezogen werden konnen.

So z. B. konnen zwei ebene Felder auch dadurch auf einander be-
zogen werden, dass man sie auf ein und dasselbe dritte Feld be-
zieht. Um bei einem wiederholt gebrauchten Beispiele zu bleiben,
so mogen Sie sich aus zwei verschiedenen Projectionscentren per-
spective Bilder einer Landschaft hergestellt denken. Zwei solche
Bilder oder ebene Felder sind dann auch auf einander bezogen,
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weil jedes auf die Landschaft bezogen ist; und zwar entsprechen
awei ibrer Punkte einander, wenn sie von demselben Punkte der
Landschaft die Projectionen sind. Einer Geraden des einen Bil-
des wird dann allemal eine Gerade des anderen entsprechen.
Diese ebenen Felder haben aber im Allgemeinen nicht mehr die
besondere Lage zu einander, die vorhin erdrtert wurde, dass nim-
lich je zwei einander entsprechende Gerade in einer Ebene liegen
und die Verbindungslinien homologer Punkte sich alle in einem
bestimmten Punkte schneiden. Wir werden die gegenseitigen Be-
giehungen von zwei so auf einander bezogenen Feldern spiter
noch genauer zu untersuchen haben. Uebrigens konnen zwei
Felder auch derartig auf einander bezogen werden, dass jeder
Geraden des einen eine Curve im anderen entspricht, oder so,
dass jedem Punkte des einen Feldes eine Gerade des anderen und

umgekehrt jeder Geraden des ersteren ein Punkt des letzteren

Feldes entspricht. Vor der Hand iiberlasse ich es Threr Einbil-
dungskraft, sich hier die mannigfaltigsten Beziehungen der Grund-
gebilde zu einander auszudenken.

Dritter Vortrag.

Das Princip der Reciprocitéit oder Dualitét. Einfache
und vollstindige »ecke, nseite, »kante u. s. w.

Bevor ich die Beziehungen weiter entwickle, die sich zwischen
den Grundgebilden der neueren Geometrie aunfstellen lassen, muss
ich auf ein geometrisches Princip aufmerksam machen, das in
meinen Vortrdgen eine wichtige Stelle einnehmen wird; denn es
erleichtert das Studium der Geometrie der Lage ausserordentlich,
indem es ihren umfangreichen Lehrstoff in zwei grosse Hilften
theilt und diese so einander gegeniiberstellt, dass die eine Hilfte

sich sofort aus der anderen ergiebt. Dieses ,,Princip der Reci-

procitit oder Dualitit'* wurde in elementarer Weise zuerst von
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Gergonne*) begriindet, nachdem schon vorher Poncelet**) mittelst

der Polarentheorie nachgewiesen hatte, dass zn jedem Raumgebilde

ein ihm dual gegeniiberstehendes construirt werden kann.
Obwohl das Dualititsprincip in der Geometrie des Masses nicht

recht zur Geltung gebracht werden kann, so giebt es doch auch
in der dlteren Geometrie manche Sitze, die geradezn darauf hin-
weisen, und an die ich nur zu erinnern brauche, um Ihnen das
Princip zum Bewusstsein zu bringen. Im Raume niémlich stehen

der Punkt und die Ebene einander als ,reciproke Elemente'*

gegeniiber, und jeder Satz der Geometrie der Lage findet seine
reciproke Ergénzung in einem anderen, den man aus dem erste-
ren ableitet, indem man die Ausdriicke Punkt und Ebene und
daher auch Punktreihe und Ebenenbiischel, Strecke und Flichen-
winkel etc. mit einander vertauscht. Gewohnlich werden zwei
solche ,,reciproke‘* Sitze wie die beiden Seiten eines Satzes neben
einander gestellt; z. B.:

Zwei Punkte 4, B bestimmen
eine Gerade AB, nimlich ihre
Verbindungslinie.

Eine Gerade a¢ und ein nicht
auf ihr liegender Punkt B be-
stimmen eine Ebene aB, die
durch beide geht.

Drei Punkte A, B, C, die nicht
in einer Geraden liegen, be-
stimmen eine Ebene 4 BC (die
Verbindungsebene).

Zwei Gerade a, b, die einen
Punkt gemein haben, liegen in
einer Ebene ab.

" Zwei Ebenen a, § bestimmen
eine Gerade af, ndmlich ihre
Schnittlinie.

Eine Gerade ¢ und eine nicht
durch sie gehende Ebene § be-
stimmen einen Punkt af, der
auf beiden liegt.

Drei Ebenen a, B, v, die nicht
durch eine Gerade gehen, be-
stimmen einen Punkt afy (den
Schnittpunkt).

Zwei Gerade «, b, die in
einer Ebene liegen, haben einen
Punkt ab gemein.

Sie werden, beildufig gesagt, schon bei diesen wenigen Sitzen

bemerken, wie zweckmissig die Einfiihrang der unendlich fernen

oder uneigentlichen Elemente in die Geometrie sich erweist. Ohne
sie hiitten wir alle diese Sitze nicht allgemein aussprechen konnen,
sondern von ihnen noch specielle Fille als Ausnahmen oder Zu-

‘siitze besonders hervorheben miissen. Der erste Satz rechts z. B.

wiirde gelautet haben: ,,Zwei Ebenen a, B bestimmen entweder
eine Gerade af, oder sie sind parallel'*; wihrend nach der neueren

*) Gergonne, Annales de Mathématiques T. XVI, 1826.
*¥) Poncelet, Traité des propriétés projectives des figures, Paris 1822,
p. 105—125 und Annales de Mathématiques XVIII p. 125.
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Auffagsungsweise auch im letzteren Falle eine Gerade bestimmt

wird, nimlich die unendlich ferne Gerade der Ebenen. Ebenso

hiétten wir bei dem ersten Satz links mehrere Fiille unterscheiden
miissen, jenachdem beide gegebene Punkte A4, B eigentliche
Punkte sind oder nicht. Wir hitten ihn demnach so aussprechen
miissen: ,,Durch zwei (eigentliche) Punkte, oder durch einen Punkt
und eine Richtung ist eine Gerade bestimmt‘‘; wihrend nach der
perspectiven Ansicht der letztere Fall dem ersieren einfach da-
durch untergeordnet ist, dass unter den gegebenen Punkten auch
unendlich ferne zugelassen werden. Aehnliche Bemerkungen wer- °
den Sie selbst leicht an jeden der iibrigen Sitze kniipfen kénnen.

Der Kiirze halber nennt man ,,incident** zwei Gerade, wenn
sie sich schneiden, eine Gerade oder Ebene und einen Punkt, wenn
dieser in jener liegt, endlich einen Strahl oder Punkt und eine
Ebene, wenn letztere durch ersteren geht. Nicht incidente Gerade

3§ heissen windschief. Die obigen Sitze nun fithren zu folgenden

Aufgaben ,ersten Grades, die wir kiinftig als immer ausfiihrbar
betrachten werden: Paltidat

Durch zwei Punkte eine Ge-
rade zu legen.

Durch eine Gerade und einen
nicht mit ihr incidenten Punkt
eine Ebene zu legen.

Durch drei Punkte eine Ebene
zu legen.

Durch zwei incidente Gerade
eine Ebene zu legen.

Die Schnittlinie von zwei Ebe-
benen zu finden.

Von einer Geraden und einer
nicht mit ibr incidentenn Ebene

-den Schnittpunkt zu finden.

Von drei Ebenen den Schnitt-
punkt zu finden.

Von zwei incidenten Geraden
den Schnittpunkt zu finden.

Zur Uebung will ich noch einige oft benutzte Doppelsiitze an-
fithren. Ich rathe Ihnen sehr an, zu der einen Hilfte jedes dieser
Doppelsitze die andere reciproke Hiilfte selbst abzuleiten.

Sind vier Punkte 4, B, C, D
gegeben und schneiden sich die
Verbindungslinien 4 B und CD,
so sind auch 4C und BD, so-
wie AD und BC incident. Denn
die vier Punkte und ihre sechs

Verbindungslinienliegen in einer
Ebene.

Sind vier Ebenen «, B, v, 3 ge~
geben und sind ihre Schnitt-
linien af und yd incident, so
miissen auch ay und B3, sowie
ad und By sich schneiden. Denn
die vier Ebenen und ihre sechs
Schnittlinien gehen alle durch
einen Punkt.

Wenn von beliebig vielen Geraden je zwei sich schneiden,
aber nicht alle
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durch einen Punkt gehen, so | in einer Ebene liegen, so gehen
liegen sie alle in einer Ebene. | sie alle durch einen Punkt.
Hiufig steht ein Satz sich selbst reciprok gegeniiber, wenn
Punkt und Ebene in  symmetrischer Weise in ihm vorkommen;
z. B. die Aufgabe: In einer Ebene durch einen in ihr gegebenen
Punkt eine Gerade zu ziehen, die eine beliebig gegebene Gerade

schneidet. Hier stehen zwei Auflésungen einander reciprok gegen-

iiber:

Entweder verbinde man den
Schnittpunkt der Geraden und
der Ebene mit dem gegebenen
Punkte;

' oder man lege durch die Gerade

und den Punkt eine Ebene und
suche deren Schnittlinie mit der
gegebenen Ebene.

Auf diese Aufgabe lassen sich die folgenden leicht zuriick-

fiihren:

Durch einen gegebenen Punkt
eine Gerade so zu ziehen, dass
sie zwei gegebene Gerade schnei-
det, die mit dem Punkte nicht
in einer Ebene liegen. Man lege
némlich durch den gegebenen
Punkt und eine der gegebenen
Geraden eine Ebene,

In einer gegebenen Ebene eine
Grerade so zu ziehen, dass sie zwei
gegebene Gerade schneidet, die
mit der Ebene nicht einen und
denselben Punkt gemein haben.
Man bestimme den Schnittpunkt
der gegebenen Ebene mit einer
der gegebenen Geraden,

so ist die Aufgabe auf die vorhergehende zuriickgefiihrt.
Die Aufgabe: ,,Eine Gerade so zu ziehen, dass sie drei ge-

gebene schneidet', steht wieder sich selbst gegeniiber. Entweder

kann man in der einen Geraden einen Punkt annehmen, oder
durch sie eine Ebene legen, und sodann nach den Angaben der
vorhergehenden Doppelaufgabe eine Gerade suchen, die diesen
Punkt enthidlt oder in dieser Ebene liegt und die beiden anderen
gegebenen Geraden schueidet.

Auch die Grundgebilde konnen einander als reciproke Ge-
bilde gegeniibergestellt werden, z. B. das ebenme Feld und der
Strahlenbiindel schon deshalb, weil ihre Triiger, ndmlich die Ebene
und der Punkt, reciproke Elemente sind. Es stehen sodann ein-

- ander gegeniiber:

im ebenen Felde:
der Punkt; die Punktreihe; der
Strahl als Verbindungslinie von
Punkten ;der Strahlenbiischel ete.

und im Strahlenbiindel:
die Ebene; der Ebenenbiischel;
der Strahl als Schnittlinie von
Ebenen; der Strahlenbiischel ete.

Ihnen wird hier wie bei manchen friitheren Sitzen die Be-
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merkung sich aufdringen, dass im Raume die Gerade oder der
Strahl sich selbst reciprok gegeniibersteht. Wirklich nimmt die

Gerade eine Zwischenstellung ein zwischen den reciproken Ele-

menten Punkt und Ebene. Als Beispiel eines Doppelsatzes, worin

das ebene Feld und der Strahlenbiindel als reciproke Gebilde ein-

ander gegeniiberstehen, diene der folgende:

Werden zwei Felder dadurch
auf einander bezogen, dass man
sie als Schnitte eines und des-
selben Biindels betrachtet, so
liegen je zwei einander ent-
sprechende Elemente (Punkte
oder Gerade) der Felder auf
einem und demselben Elemente -
(Strahl oder Ebene) des Biin-
dels. Die Schnittlinie der bei-
den Ebenen fillt mit ihrer ent-
sprechenden Geraden zusammen
und entspricht sich selbst; das-
selbe gilt von jedem Punkte der
Schnittlinie. Die beiden ebenen
Felder haben also eine Punkt-
reihe ,,entsprechend gemein‘'.

Wenn namlich zwei Gebilde

Werden zwei Biindel dadurch
auf einander bezogen, dass man
sie als Scheine eines und des-
selben Feldes betrachtet, so gehen
je zwei homologe Elemente
(Strahlen oder Ebenen) der Biin-
del durch ein und dasselbe Ele-
ment (Punkt oder Gerade) des
Feldes. Der gemeinschaftliche
Strahl der beiden Biindel fillt
mitseinem entsprechenden Strah-
le zusammen und entspricht sich
gelbst; dasselbe gilt von jeder
Ebene durch diesen Strahl. Die
beiden Biindel haben also einen
Ebenenbiischel ,,entsprechend ge-
mein*.

auf einander bezogen sind und

ein Element des einen mit dem ihm entsprechenden Elemente des
anderen zusammenfillt, d. h. identisch ist, so sagt man, ,,die bei-

ben Gebilde haben dieses Element (Doppélelement) entsprechend

gemein'‘.
Wie im Raume der Punkt und die Ebene, so stehen in_der
Ebene der Punkt und die Gerade, daher auch die Punktreihe und

der Strahlenbiischel, die Strecke und der Winkel etc. als reci-
proke Gebilde einander gegeniiber; ebenso im Strahlenbiindel der
Strahl und die Ebene, der Strahlenbiischel und der Ebenen-
biischel ete. Z. B.:

a,) Je zwei Punkte einer Ebene
bestimmen eine Gerade.

oy ) Je zweiStrahlen eines Biin-
dels bestimmen eine Ebene.

;) Je zwei Gerade einer Ebene
bestimmen einen Punkt.

a,) Je zwei Ebenen eines Biin-
dels bestimmen einen Strahl.
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Eine ebene Curve (Fig. 9) kann aufgefasst werden als stetige
Aufeinanderfolge
einerseits von Punkten der ! andererseits von Geraden der
Ebene, | Ebene (Tangenten).

Fig. 9.

Und zwar werden Sie finden, dass in der neueren Geometrie die
letztere Auffassung ebenso hiufig in Anwendung gebracht wird,
wie die erstere. Ebenso kann eine conische Fliche aufgefasst
werden als stetige Mannigfaltigkeit

einerseits von Strahlen eines | andererseits von Ebenen des Biin-

Biindels, dels (ihrer Beriihrungsebenen).

Von vier solchen zusammengehorigen Siitzen kinnen immer
die beiden auf den Strahlenbiindel beziiglichen dadurch aus den
beiden iibrigen J]ammetnschen abgeleitet werden, dass man das
ebene Feld aus irgend einem Mittelpunkte durch einen Strahlen-
biindel projicirt. In der Regel werde ich deshalb kiinftig nur die
beiden planimetrischen Siitze anfiihren, und es Ihnen iiberlassen,
die anderen beiden selbst aufzusuchen. Im Raume, wo Punkt und

Ebene reciproke Elemente sind, stehen der erste und letzte (wie

% und a,), sowie der zweite und dritte (wie a; und aj) von je
vier solchen Siitzen einander als reclproke Sitze gegenuber

Das Princip der Dualitit wird Ihnen im Laufe unserer Unter-
suchungen noch immer klarer und geliufiger werden; doch kann
ich erst nach einer Reihe von Entwickelungen iiber die einformi-
gen Grundgebilde den Beweis fiihren, dass es in der Geometrie
der Lage allgemeine Geltung hat, und dass wirklich jedem ihrer

Sitze ein reciproker Satz entspricht. Bis dahin werde ich meine
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Vortriige so einrichten, dass reciproke Siitze einander gehorig
- gegeniibergestellt werden, und ihren Beweis werde ich so fiihren,
dass der Dualismus deutlich hervortritt. Doch ist zn dem Ende
nothwendig, dass ich Ihnen noch gewisse reciproke Begriffe vorher
entwickele, und namentlich auch einige der geometrischen Begriffe
modificire, die Sie aus der Geometrie des Masses mit heriiber-
gebracht haben in die neuere Geometrie.
yb Ich meine hier besonders den Begriff des mecks. In der
neueren (feometrie verstehen wir unter einem ,,einfachen ebenen
neck® in der Regel nicht ein Stiick der Ebene, das von # sich
schneidenden Geraden allseitig begrenzt wird, sondern nPunkte
einer Ebene und die #Geraden oder Seiten, die von den #nPunkten
(Eckpunkten) je zwej auf einander folgende verbinden. Die nPunkte
denken wir uns in bestimmter Reihenfolge, und nehmen an, dass
von ihnen keine drei aufeinander folgende in gerader Linie liegen.
Das einfache neck kann auch ,,einfaches nseit** genannt wer-
den; nimlich ein einfaches nseit besteht aus nGeraden der Ebene
(Seiten) und den nPunkten, in denen je zwei aufeinander folgende

Gerade sich schneiden. Das neck und das mseit sind reciproke

Gebilde; den Verbindungslinien von je zwei nicht aufeinander
folgenden Eckpunkten, d. h. den Diagonalen eines einfachen ,
necks stehen im einfachen nseit die Schnittpunkte von je zwei
(¢ nicht aufeinanderfolgenden Seiten gegeniiber. In der Geometrie
des Masses, wo unter einem neck ein Stiick der Ebene verstanden
wird, schliesst man verschlungene necke, wie das Fiinfeck ABCDE
(Fig. 10) oder das Sechseck ABCDEF (Fig. 11) in der Regel

Fig. 10. “Fig. 11.

aus. Die necke und nseite der neueren Geometrie geben zu einer
solchen Ausschliessung um so weniger Anlass, als man sich ihre
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Seiten als unbegrenzt vorzustellen hat. Wohl aber kann man
auch hier von den 27 Elementen (Eckpunkten und Seiten) eines
einfachen mecks oder nseits je zwei solche ,.einander gegeniiber
liegend** nennen, die in dem einen wie im anderen Sinne durch
die halbe Anzahl der @brigen Elemente von einander getrennt
sind, also allgemein das m' und das n | m'* der aufeinander

folgenden Elemente. So z. B. liegen im Fiinfeck 4 BCDE (Fig.10)
je ein Eckpunkt und eine Seite einander gegeniiber, nimlich A4
und CD, B und DE, C und EA ete.; im Sechseck oder Sechsseit
ABCDEF dagegen (Fig. 11) liegen je zwei Eckpunkte und je
zwei Seiten einander gegeniiber, nimlich 4 und D, AB und DE,
B und E, BC und EF, u.s. w.

Ausser den einfachen kennt die nenere Geometrie noch ,,voll-
stdndige mecke und nseite'’, und gerade an diesen Gebilden ldsst
sich wiederum das Dualititsprincip deutlich erkennen.

Ein vollstindiges ebenes neck

Ein vollstindiges ebenes nseit

besteht aus #Punkten der Ebene

und ibren simtlichen Verbin-

besteht aus nGer

und ihren simtlichen Schnitt-

dungslinien (Seiten). Ein ein-
faches neck bildet also mit sei-

nen Diagonalen ein vollstindiges

neck.

Hierbei wird angenommen,
—e . . .
punkte auf einer Geraden liegen

durch einen Punkt gehen.

In jedem Eckpunkte schnei-
den sich n—1 Seiten des vollstiin-
digen necks; diese gehen durch
die iibrigen n—1 Kckpunkte.

Somit ist ”("2 bl die Anzahl

punkten (Eckpunkten). Ein ein-
faches nseit bildet mit den
Schnittpunkten seiner Seiten ein
vollstindiges nseit.

dass im neck keine drei Eck-
und im #nseit keine drei Seiten

Auf jeder Seite liegen n — 1
Eckpunkte des vollsténdigen
nseits; durch diese Eckpunkte
gehen die iibrigen n — 1 Seiten.

Somit ist ”("2 1 die Anzahl

aller Seiten des vollstindigen

aller Eckpunkte des vollstindi-

0 ecks.

gen nseits.

Im vollsténdigen neck oder nseit sind mehrere einfache necke

und nseite enthalten, sobald 2 >> 3 ist.

gendes: R

Ein __ vollstiindiges
ABCD(Fig.12) hat sechs Seiten.
Je zwei dieser Seiten, die nicht

Viereck |

Insbesondere gilt Fol-

Ein vollstindiges Vierseit abed
(Fig. 13) hat sechs Eckpunkte.
Je zwei derselben, die nicht
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durch einen und denselben Eck-
punkt gehen, also 4B und CD,
oder AC und BD, oder endlich
AD und BC, sollen ,,Gegen-

7

Fig. 12.

seiten'* des Vierecks heissen; es
sind also drei paar Gtegenseiten
vorhanden. Das vollstdndige
Viereck enthélt drei ein-
fache Vierecke ABCD, ACDB
" und ADBC, deren Seiten aus
je zwei paar Gegenseiten des
vollstindigen bestehen. Die drei
Schnittpunkte der Gegenseiten
heissen Nebeneckpunkte des Vier-
ecks.

auf einer und derselben Seite
liegen, also ad und cd, oder ac
und bd, oder endlich ad und be,

sollen ,,Gegenpunkte‘* des Vier-

Fig. 18.

seits heissen; es sind drei paar
Gegenpunkte vorhanden. Das
vollstindige Vierseit enthdlt drei
einfache Vierseite abcd, acdbd
und adbe, deren Eckpunkte aus
je zwei paar Gegenpunkten des
vollstindigen bestehen. Die drei
Verbindungslinien der Gegen-
punkte heissen Nebenseiten oder
nDiagonalen* des Vierseits.

Die analogen Gebilde im Strahlenbiindel ergeben gich_am

leichtesten durch Projiciren dieser ebenen Gebllde aus einem ausser-

halb der Ebene _gelegenen Punkte.

Jedes ebene neck wird durch

ein ,nkant* und jedes ebene nseit durch ein ,mseit im Strahlen-

biindel** projicirt.

Ein vollstindiges nkant be-
steht demunach aus n Strahlen
eines Biindels und deren Ver-
bindungsebenen (Seiten), wobei
angenommen wird, dass keinedrei
der nStrahlen oder ,,Kanten‘* in
einer Ebene liegen.

Ein vollstindiges nseit im
Strahlenbiindel besteht aus #
Ebenen des Biindels und deren
Schpittlinien (Kanten) ; keine drei
der nEbenen oder,,Seiten‘* gehen
durch eine und dieselbe Gerade.

Es wird Ihnen ein Leichtes sein, die ,,einfachen‘* nkante und

nseite im Strahlenbiindel hiernach zu definieren, sowie zu den
Elgenschaften der ebenen Gebilde analoge Figenschaften der Ge-
, bilde im Strahlenbiindel anfzufinden. Ich schliesse diese Reihe von

Definitionen mit der Erklirung der analogen riumlichen Gebilde.
Reye, Geometrie der Lage. I. 4. Aufl 8
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Ein vollstindiges réumliches

Ein vollstindiges nflach be-

neck besteht ans #n Punkten (Eck-
punkten), von denen keine vier

in einer Ebene liegen, aus den |

Geraden (Kanten), von denen
jede zwei, und den Ebenen
(Flachen), von denen jede drei
der nPunkte verbindet.

steht aos nEbenen (Flichen),
von denen keine vier durch einen
Punkt gehen, aus den Geraden
(Kanten), in denen je zwei, und
den Punkten (Eckpunkten), in
denen je drei der nEbenen sich
schneiden.

* Ich iiberlasse es Ihrer eigemen Forschung, die Anzahl der
Kanten und Flichen eines riumlichen necks, sowie der Kanten
und Eckpunkte eines nflachs zu bestimmen. Ich bemerke nur noch,
dass im Raume das Viereck und das Vierflach oder Tetraeder
nicht von einander verschieden sind, ebenso wenig wie in der
Ebene das Dreieck und das Dreiseit. Dass gleichwohl auch bei
dem Tetraeder das Princip der Reciprocitat sich geltend macht,

zeigt u. A. der Doppelsatz:
Die vier Eckpunkte und die
sechs Kanten eines Tetraeders

werden aus jedem Punkte, der
in keiner seiner Flichen liegt,
durch die vier Kanten und die
sechs Seiten eines vollstindigen
Vierkants projicirt.

Die vier Flichen und die sechs
Kanten eines Tetraeders werden
von jeder Ebene, die durch kei-
nen der Eckpunkte geht, in den
vier Seiten und den sechs Eck-
punkten eines vollstindigen Vier-
seits geschnitten.

e — A

Sie werden hier bemerken, dass im Raume das vollstindige
ebene neck dem vollstindigen nseit im Strahlenbiindel und das
vollstiindige ebene nseit dem vollstindigen nkant gegeniiberstebt,
weil Punkt und Ebene reciproke Elemente sind.

Vierter Vortrag.

Das Beziehen vollstéindiger »ecke, nseite und »kante
auf einander. Harmonische Gebilde.

52 Durch meine bisherigen Vortriige habe ich eine der mir vor-
liegenden Aufgaben zu losen gesucht, nidmlich die Aufgabe, Sie
mit den wichtigsten, der neueren Geometrie eigenthiimlichen Be-
griffen bekannt zu machen. Vielleicht haben Sie diese zahlreichen,
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an einander gereihten Definitionen ein wenig ermiidet; doch war
es nothwendig, sie Ihnen im Zusammenhange vorzufithren, damit
wir spiiter desto ungestorter die reichen Schitze, welche die Geo-
metrie der Lage bietet, zu Tage fordern kénnen.

Nunmehr werden wir zu den ersten eigentlichen Lehrsitzen
der neueren Geometrie gelangen; denn die sehr einfachen, bisher
angefiihrten Sitze habe ich mehr gelegentlich, um Ihnen die un-
gewohnten neuen Begriffe geliufiger zu machen und der Voll-
stiindigkeit wegen genannt, als weil sie alle zur Begriindung der
Geometrie der Lage durchaus nothwendig wiren. Die Sitze aber
von den harmonischen Punkten, Strahlen und Ebenen, die ich

Ihnen jetzt entwickeln werde, sind als wirkliche Fundamental-
sitze unserer Wissenschaft zu bezeichnen.

.Die Eigenschaften der harmonischen Gebilde, deren ich schon
in der Einleitung Erwdhnung that, lassen sich am leichtesten be-
weisen mittelst einiger sehr einfacher Sitze iiber das Beziehen
von necken, mseiten und nkanten auf einander. In &hnlicher
Weise, wie wir frilher die Grundgebilde auf einander bezogen
haben, kénnen wir némlich auch bei diesen Arten von Gebilden
Jjeder Ecke, Seite oder Kante des einen ein entsprechendes Ele-
ment des anderen zuweisen. Ein Viereck z. B. kann auf ein

Fig. 8.

zweites bezogen werden, indem wir jedem Eckpunkte des ersteren
einen Eckpunkt des letzteren zuweisen; dann wird auch jeder
3*
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Beite des einen Vierecks eine Seite des anderen entsprechen. Hier
ergeben sich nun die evidenten Sitze:

Wenn zwei auf einander be-
zogene Dreiecke ABC und
4,B,C, (Fig. 3) in verschiede-
pen Ebenen liegen, und je zwei
homologe Seiten, wie 4B und
A4, B,, sich schneiden (natiirlich
auf der Schnittlinie u der bei-
den Dreiecksebenen), so bilden
die Ebenen der drei Paare ent-
sprechender Seiten ein Dreikant,
von welchem die beiden Drei-
ecke Schnitte sind. Die Ver-
bindungslinien 44,, BB, und
CC, homologer Eckpunkteschnei-
den sich daher in einem Punkte,
némlich in dem Mittelpunkte S
des Dreikants. :

Wenn zwei auf einander be-
zogene Dreikante (oder Dreiseite
im Strahlenbiindel) verschiede-
nen Strahlenbiindeln angehdren,
und je zwei homologe Kanten
sich schneiden, so bilden die drei
Schnittpunkte ein Dreieck, von
welchem die beiden Dreikante
Scheine sind. Die Schnittlinien
von je zwei homologen Ebenen
(Seiten) der Dreikante liegen
daher in der Ebene des Drei-
ecks, dessen Seiten sie sind.

Es wird Ihnen ein Leichtes sein, von jeder Halfte dieses Dop-
pelsatzes die Umkehrung aufzustellen. Wir finden mit seiner Hiilfe:

Wenn zwei auf einander
bezogene vollstindige Vierecke
ABCD und 4,B,C, D, (Fig. 14)
in verschiedenen Ebenen liegen,
deren Schnittlinie # durch keinen
der acht Eckpunkte geht, und
wenn finf Seiten a, b, ¢, d, e
des einen Vierecks die ihunen
entsprechenden Seiten q,, b,, ¢,,
d,, ¢, des anderen (auf ) schnei-
den, so sind die beiden Vierecke
Schnitte einesvollstindigen Vier-
kants, weshalb auch ihre iibrigen
beiden Seiten f und f, sich
schneiden.

Nach dem vorigen Satze schnei-
den sich ndmlich sowohl die Li-
nien 4A4,, BB, und CC,, als
auch die Linien DD,, BB, und

Wenn zwei auf einander be-
zogene vollstindige Vierseite ver-
schiedenenStrahlenbiindelnange-
horen, deren gemeinschaftlicher
Strahl in keiner der acht Seiten
liegt, und wenn fiinf Kanten
des einen Vierseits die ent-
sprechenden Kanten des anderen
schneiden, so sind die beiden
Vierseite Scheine eines voll-
stindigen ebenen Vierseits, wes-
halb auch ihre beiden iibrigen
Kanten sich schneiden.

Die fiinf Kanten des einen
vollstindigen Vierseits, die von
den entsprechenden Kanten des -
anderen geschnitten werden, be-
stimmen n#@mlich zwei im Vier-
seit gelegene Dreiseite, deren
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CC, in einem Punkte; die Ge-
raden A4, und DD, begegnen

Seiten von ihren entsprechenden
nach dem vorigen Satze in je
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Fig. 14.

sich also im Schnittpunkt S
von BB, und CC;, dem Mittel-
punkt des im Satze angefiihrten
Vierkants. Und da die Gera-
den f und f; in der durch 4.4,
and DD, bestimmten Ebene
liegen, so miissen sie sich gleich-
falls schneiden.

J$

drei Seiten eines Dreiecks ge-
schnitten werden. Diese beiden
Dreiecke haben zwei Seiten ge- .
mein; sie liegen daher in einer
Ebene und bestimmen das ebene
Vierseit, von welchem die ge-
gebenen Vierseite Scheine sind.

Um nicht zu weitldufig zu werden, will ich hier die Unter-

suchung rechts fallen lassen, und nur eines der links gewonnenen
Ergebnisse benutzen, um die Lehre von den harmonischen Ele-

menten zu begriinden.

Auch auf diesem Wege werden wir bald

genug zu neuen Sétzen gelangen, die einander wie die bisherigen
reciprok gegeniiberstehen. Wir fanden -soeben:
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~ Wenn von zwei auf einander bezogenen vollstindigen Vier-
ecken finf Paare homologer Seiten sich schneiden in Punkten
einer Geraden u, die durch keinen der acht Eckpunkte geht,
80 liegt auch der Schnittpunkt des sechsten Paares auf dieser
Geraden.”)

Dieser Satz gilt nicht blos fiir den Fall, dass die Vierecke
in verschiedenen Ebenen liegen. Denn wenn sie in derselben
Ebene liegen, so konnen wir diesen Fall auf den schon erledigten
dadurch zuriickfiihren, dass wir das eine Viereck entweder um die
Gerade u drehen aus der geggbenen Ebene heraus, oder es auf
eine zweite durch u gelegte Ebene aus einem beliebigen Mittel-
punkte projiciren. In beiden Fillen ergiebt sich sofort, dass durch
den Schnittpunkt von % mit der sechsten Seite dieses Vierecks
auch die sechste Seite des andern Vierecks hindurchgeht. — Ist
u eine unendlich ferne Gerade, so lautet beilénfig bemerkt unser
Satz: Wenn von zwei auf einander bezogenen vollsténdigen Vier-
ecken fiinf paar homologe Seiten parallel sind, so laufen auch
die letzten beiden Seiten parallel.

Wir konnen nun folgende Definition aufstellen :

Vier Punkte A, B, C, D einer Geraden heissen vier harmo-
nische Punkte und bilden eine harmonische Punktreihe, wenn
sie zu einem Viereck solche Lage haben, dass tm ersten und im
dritten von ihnen je zwei Gegenseiten des Vierecks sich schnei-
den, und durch den zweiten und den vierten Punkt seine beiden
Diagonalen gehen.

Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich dann sofort der wich-
tige Satz: :

Durch drei Punkte A, B, C einer Geraden und ihre Reihen-
folge ist der vierte harmonische Punkt D volliq bestimmt.

Némlich man findet D durch Construction irgend eines Vier-
ecks KL MN (Fig. 16), von welchem eine Diagonale LN durch den
zweiten Punkt B geht, zwei Gegenseiten KL und MN aber sich
im ersten Punkte 4, und die anderen bheiden Gegenseiten LM
und NK sich im dritten Punkte C schneiden; die zweite Diagonale
K M geht durch D. Construirt man ein anderes Viereck K, L, M, N,,

*) Im 12. Vortrage tiber Involutionen werden wir andere Vierecke
kennen lernen, die nicht mittelst ihrer Eckpunkte auf einander bezogen und
niemals Schnitte eines Vierkants sind, deren Seiten sich aber doch paar-
weise in sechs Pankten einer Geraden schneiden.
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das zu 4, B und C analog liegt wie KLMN, so muss nach
dem vorigen Satze (Seite 38) auch dessen zweite Diagonale K, M,

(als sechste Seite des vollstindigen Vierecks K,L,M,N,) durch
den Schnittpunkt D von KM und A BC gehen.

Die Punkte B, D auf dem Diagonalen sind durch die
Schnittpunkte A, C der zwei paar Gegenseiten von einander
getrennt und heissen deshalb ,harmonisch getrennt durch A und C
(oder nach Steiner ,zugeordnete” harmomische Punkte)“.

g Projiciren wir niimlich die Punkte 4, B, C, D aus einem
beliebigen Mittelpunkt auf eine andere Gerade, so sind die Pro-
jectionsstrahlen und folglich auch die Projectionen von einem
Paare getrennter Punkte durch die des anderen Paares von ein-
ander getrennt. Ist nun @ (Fig. 15) der Schnittpunkt der Dia-
gonalen KM und LN des Vierecks KLMN, so ist KQMD eine
Projection von ABCD aus dem Punkte L und MQKD eine
solche aus dem Punkte N. Wiire also 4 nicht von C sondern
etwa von B durch die iibrigen beiden Punkte getrennt, so miisste
einerseits K von (), andererseits aber auch M von @ getrennt
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sein, was unmdglich ist, weil Q nur von einem der drei Punkte
K, M, D durch die fibrigen beiden getrennt sein kann. Wire
dagegen A4 von D getrennt, so miisste K von D und zugleich M
von D getrennt sein, was ebenfalls unmdglich ist. Folglich ist
A von C getrennt durch die Punkte B und D.

Aus einem nicht in der Ebene des Vierecks gelegenen Punkte
(z. B. aus Threm Auge) wird das vollstandige Viereck durch ein voll-
stindiges Vierkant projicirt, die harmonische Punktreihe aber durch
einen Biischel von vier Strahlen, welche ,,vier harmonische Strahlen‘‘
oder ein ,harmonischer Strahlenbiischel genannt werden. Die
harmonischen Strahlen haben die Eigenschaft, dass sie von jeder
nicht durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene in vier ‘harmoni-

schen Punkten 4,, B, C,, D, geschnltten werden. Denn die
Ebene schneidet das vo]lstandlge Vierkant in einem Viereck, von
welchem sich zwei Gegenseiten in 4,, zwei andere in C, schnei-
den und die iibrigen beiden Seiten durch resp. B; und D, gehen.

Fig. 16.

Go Werden vier harmonische Punkte aus einer Axe v projicirt,
die mit ihnen nicht in einer Ebene liegt, so erhalten wir ,,vier
harmonische Ebenen‘‘ oder einen ,harmonischen Ebenenbiischel‘t
(Fig. 16). Jede Ebene m, welche die vier harmonischen Punkte
enthilt, schneidet die Axe v in irgend einem Punkte S und dem-
nach die harmonischen Ebenen in vier harmonischen Strahlen
dieses Punktes. Dasselbe gilt folglich von jeder belleblgen Schnitt-
ehepe, die nicht durch die Axe des harmonischen Ebenenbiischels
geht; denn eine solche schneidet die vier harmonischen Strahlen
der Schnittebene % in vier harmonischen Punkten, durch welche
ihre eigenen Schnittlinien mit den harmonischen Ebenen gehen.
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vier Ebenen in vier harmonischen Punkten schneidet. ,Ein har-
monischer Strahlenbiischel wird aus jedem nicht in seiner Ebene
gelegenen Punkte durch einen harmonischen Ebenenbiischel pro-
jicirt (Fig. 16). Ueberhaupt gelten die folgenden Satze:

Vier harmonische Punkte wer- Vier harmonische Ebenen wer-
den aus jeder Geraden durch | den von jeder Geraden in vier
vier harmonische Ebenen und | harmonischen Punkten und von
aus jedem Punkte durch vier | jeder Ebene in vier harmoni-
harmonische Strahlen projicirt. | schen Strahlen geschnitten.

Vier harmonische Strahlen werden
aus jedem Punkte durch vier | von jeder Ebene in vier harmo-
harmonische Ebenen projicirt. nischen Punkten geschnitten.

Diese verschiedenen Sitze konnen wir gzusammenfassen zu
dem wichtigen Theoreme: (matinlod. sratia SE )

Aus einem harmonischen Grundgebme\ergeben sich_durch
Projiciren und Schneiden immer wieder harmonische Grund-
gebilde.

Zugleich erkennen Sie, dass durch drei Elemente eines ein-
formigen Grundgebildes das vierte harmonische vollstindig be-
stimmt ist, wenn noch angegeben wird, von welchem der drei es
getrennt ist. Sind die gegebenen Elemente drei Punkte einer
Geraden, so fiihrt das vollstindige Viereck zu dem vierten har-
monischen Punkte. Sind sie dagegen Strahlen oder Ebenen eines
Biischels, so schneiden wir den Biischel durch eine Gerade und
suchen zu den drei Schnittpunkten den vierten harmonischen Punkt.
Durch diesen Punkt geht das gesuchte vierte Element des har-
monischen Biischels. Hiermit ist zugleich die Aufgabe gelost, zu
drei Elementen eines einférmigen Grundgebildes das vierte har-

monische zu construiren.

Die Richtigkeit der folgenden

leuchten:

Werden drei Ebenen «, B, y
eines Ebenenbiischels von belie-
bigen Transversalen geschnitten,
und wird auf jeder Transversale
zu den drei Schnittpunkten der
vierte harmonische, von dem
Sehnittpunkt mit B getrennte

Punkt gesucht, so liegen alle

uy.-
Satze wird Thnen sofort ein-

Werden drei Punkte 4, B, C
einer Punktreihe aus beliebigen
Axen projicirt, und wird fiir
jede Axe zu den drei projiciren-
den Ebenen die vierte harmo-
nische, von B getrennte be- -
stimmt, so gehen alle diese vier-
ten Ebenen durch einen Punkt
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diese vierten Punkte in einer | D, der zu 4, B, C der vierte
Ebene 3, die zu «, B, Y die | harmonische, von B getrennte
vierte harmonische, von B ge- l Punkt ist.

trennte ist. : .

* Statt dieser beiden Sitze, die fiir den Raum einander reci-
prok gegeniiberstehen, werden Sie leicht zwei entsprechende Sitze
fir die Ebene aufstellen konnen, in denen ein Strahlenbiischel
die Stelle des Ebenenbiischels vertritt. Ebenso ergeben sich awei
-analoge Sitze fir den Strahlenbiindel.

Bei der Definition der harmonischen Punkte 4, B, C, D .
(Fig. 15) mittelst des Vierecks KL MN haben wir einen Unter-
schied gemacht zwischen den Punkten 4, C, in denen die
Gegenseiten des Vierecks sich schneiden, und den beiden harmo-
nisch zugeordneten Punkten B, D, die auf den Diagonalen
liegen. Wir konnen aber zeigen, dass diese beiden Paare zuge-
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Fig. 17.

ordneter Punkte in der harmonischen Punktreihe ganz die gleiche
Rolle spielen. Zunichst leuchtet ein, dass von vier harmonischen
Punkten je zwei getrennte (zugeordnete) mit einander vertauscht
- werden konnen, ohne dass die Punkte aufhdren, vier harmonische
Punkte zu sein; oder: Ist ABCD eine harmonische Punktreihe,
so gilt dasselbe von ADCB, CBAD und CDAB. Denn in jeder
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z. B. heissen harmonisch getrennt durch zwei Ebenen 8, 3,

wenn diese die Gerade AC in zwel solchen Pupkten B, D
schneiden, dass A BCD vier harmonische Punkte sind, und ebenso
heissen die Ebenen B, 3 durch 4 und C harmonisch getrennt,
wenn sie durch die beiden Ebenen harmonisch getrennt sind, die
ihre Schnittlinie B3 mit 4 und C verbinden. Fiir Gebilde in der
Ebene gilt hiernach der Doppelsatz:

Durch einen Punkt und zwei Durch eine Gerade und ‘zwei
beliebige Gerade der Ebene ist | beliebige Punkte der Ebene ist
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dieser Punktreihen gehen durch den ersten und dritten Punkt je
zwei Gregenseiten, und durch den zweiten und vierten die Diago-
nalen des Vierecks KLMN. Werden nun durch den Schnitt-
punkt @ der Diagonalen (Fig. 17) die Geraden AQ und CQ ge-
zogen, s0 bestimmen diese auf den resp. Seiten NK, KL, LM
und MN vier neue Punkte S, T, U und V. Von deren Ver-
bindungslinien ST, T'U, UV und VS, die als zweite Diagonalen
der Vierecke KSQT, LTQU, MUQV und NVQS anzusehen
sind, gehen aber zwei gegeniiberliegende durch B und die iibrigen -
dorch D. Wir erhalten also ein Viereck ST UV, von welchem
je zwei Gegenseiten durch B und D, und die Diagonalen durch
A und C gehen. Somit konnen in einer harmonischen Punkt-
reihe auch die beiden Paare getrennter Punkte mit einander ver-
tauscht werden, ohne dass die vier Punkte aufhoren, harmonische

_—*
Punkte zu sein, und wir erhalten den Satz:

Ist ABCD ein harmonisches Gebilde, so sind nicht nur
ADBC, CBAD wund CDAB ebenfalls harmonische Gebilde,
sondern auch DCBA, DABC, BCDA wund BADC.

Dieser Satz gilt natiirlich auch fiir harmonische Strahlen und
Ebenen, die wir ja mittelst der harmonischen Punkte definirt
haben. '

Je zwei getrennte Elemente eines harmonischen Gebildes
heissen wie gesagt ,,harmonisch getrennt‘* durch die iibrigen bei-
den Elemente und einander ,zugeordnet*. Ausserdem werden wir
uns manchmal, um einen Satz kiirzer und einfacher aunssprechen
zu konnen, der Ausdrucksweise bedienen, zwei Elemente eines
Gebildes seien -durch zwei andere, dem Gebilde nicht angehdrige
Elemente harmonisch getrennt; nimlich dann, wenn durch letztere
in dem Gebilde zwei Elemente bestimmt werden, welche die erste-
ren beiden Elemente harmonisch trennen. Zwei Punkte 4, C
z. B. heissen harmonisch getrennt durch zwei Ebenen 8, 3,
wenn diese die Gerade AC in zwei solchen Punkten B, D
schneiden, dass A BCD vier harmonische Punkte sind, und ebenso
heissen die Ebenen 8, 3 durch 4 und C harmonisch getrennt,
wenn sie durch die beiden Ebenen harmonisch getrennt sind, die
ihre Schnittlinie 8 mit 4 und C verbinden. Fiir Gebilde in der
Ebene gilt hiernach der Doppelsatz:

Durch einen Punkt und zwei Durch eine Gerade und awei
beliebige Gerade der Ebene ist | beliebige Punkte der Ebene ist
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eine dritte Gerade bestimmt;
diese geht durch den Schnitt-
punkt der beiden anderen Ge-

‘raden und enthilt jeden Punkt,

der von dem gegebenen Punkte
durch die beiden Geraden har-
monisch getrennt ist.

Vierter Vortrag.

ein dritter Punkt bestimmt;
dieser liegt auf der Verbindungs-
linie der beiden anderen Punkte,
und durch ihn geht jede Gerade,
die von der gegebenen Geraden
durch die beiden Punkte har-

i monisch getrennt ist.

Fig. 15.

Auf dem Satze links und dem néchstfolgenden Satze beruht
die Losung der in der Einleitung (Seite 4, vergl. Fig. 1) erwihn-
ten Aufgabe Durch den unzugéinglichen Schnittpunkt von zwei
Geraden eine dritte Geerade zu legen. -

Aus der Definition der harmonischen Punkte und Strahlen
ergeben sich nunmehr folgende Eigenschaften der vollstindigen
Vierecke und Vierseite (vergl. Fig. 15):

Im vollsténdigen ebenen Vier-
eck sind je zwei Gegenseiten
(wie KM und LN) harmonisch
getrennt durch die beiden Punkte
(4 und O), in denen die iibri-

| Im vollstindigen ebenen Vier-
seit sind -je zwei Gegenpunkte
(wie 4 und C) harmoniseh ge-
trennt durch die beiden Diago-
nalen (KM und LN), welche
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gen Gegenseiten paarweise sich | die- iibrigen Gegenpunkte paar-
schneiden. weise verbinden.

Ich bemerke hierzu, dass in Fig. 15 nicht nur K, L, M, N
als Eckpunkte eines vollstindigen- Vierecks aufgefasst werden
konnen, sondern auch AL, AN, CL und CN als Seiten eines
vollstindigen Vierseits, von welchem 4 und C, K und M, L und N
die drei paar Gegenpunkte sind.

Bleiben von dem Viereck KL MN (Fig. 15) die beiden Eck-
punkte K, L und die Schnittpunkte 4, C der zwei paar Gegen-
seiten ungeiindert, indess die Seite MN um A sich dreht, so be-
schreiben die Eckpunkte M und N die resp. Geraden CL und CK;
zugleich drehen sich die beiden Diagonalen um K und L, und
bewegen sich die Punkte B und D stetig auf AC so, dass sie
bestindig durch 4 und C harmonisch getrennt sind. Da nun
keiner Lage von B oder D mehr als eine Lage von D resp. B
entspricht, so konnen die Punkte B, D unmdglich bald in dem
gleichen, bald in entgegengesetztem Sinne auf AC sich bewegen;
vielmehr miissen sie sich immer in entgegengesetztem Sinne be-
wegen, weil sie ja durch 4 und C getrennt sind und mit C resp.
A zusammenfallen, wenn die bewegliche Gerade M N in die Lage
CA resp. LA gelangt. Daraus folgt:

Wenn ein Punktepaar A, C zwei paar andere Punkte B, D
und B, D’ harmonisch trennt, so ist B von D nicht getremnt
durch B und D'. Zivei paar Punkie einer Geraden, die sich

gegenseitig trennen, konnen also nicht beide zugleich durch ein
drittes Punktepaar harmonisch getrennt sein.

Zu zwei Punktepaaren B, D und B, D’ einer Geraden, die

sich nicht gegenseitig trennen, giebt es allemal ein drittes 4, C,

durch welches B von D und zugleich B’ von D’ harmonisch- ge- .,

trennt ist. Zum Beweise denken wir uns diejenige Strecke B'D’,

auf der B und D nicht liegen, durch einen Punkt P beschrleben,
von den Punkten P, und P,, die von P durch B" und D’ resp.
durch B und D harmonisch getrennt sind, beschreibt dann der
erstere P, die Ergénzung der Strecke B'D’ und der letztere P,
eine in dieser Ergéinzung enthaltene Strecke B,D,, deren End-
punkte von B’ und D’ harmonisch getrennt sind durch B und D.
Die Punkte P, und P, bewegen sich in entgegengesetztem Sinne
wie P; sie miissen mindestens einmal sich vereinigen, weil P, eine
Strecke beschreibt, worin die von P, durchlaufene Strecke ent-
halten ist. Bezeichnen wir mit C den Vereinigungspunkt und mit

—
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A die zugehbrige Lage des Punktes P, so trennen 4 und C so-
wohl B von D als auch B’ von D’ harmonisch.

Metrische Beziehungen harmonischer Gebilde.

Ich darf die Lehre von den harmonischen Gebilden nicht ab-
schliessen, ohne Ihnen, wie ich in der Einleitungl'versprach, ibre
wichtigsten metrischen Beziehungen noch zu - entwickeln. Wir
gelangen zu diesen am einfachsten, indem wir folgenden Satz
beweisen : _

Wenn_in_einer Geraden zwei Punkie A, C von einem
dritten B gleichen Abstand haben, so sind sie durch diesen und
den_unendlich fernen Punkt D der Geraden harmonisch getrennt,
und ABCD sind vier harmonische Punkte.

Nehmen wir némlich in einer durch ABC gelegten Ebene
zwei unendlich ferne Punkte K und M an (Fig. 18) und ziehen

N
x5

Fig. 18.

nach ihnen durch 4 und C je zwei Parallele, so schneiden sich
diese in zwei neuen Punkten L und N. Die Gerade LN geht
dann als zweite Diagonale des Parallelogramms 4LCN durch
den Mittelpunkt B der Strecke 4C. Von dem Viereck KLMN
schneiden sich also zwei Gegenseiten KL und MN in A4, zwei
andere LM und NK in C, die Diagonale LN geht durch B und
die zweite Diagonale, némlich die unendlich ferne Gerade KM,
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geht durch D, so dass wirklich A BCD vier harmonische Punkte
sind.

6¢

Da vier harmonische Punkte 4BCD, aus einem beheblgen
fiinften S durch vier har-

monische Strahlen projicirt Wd
werden, so folgt hieraus " a4/¢
(Fig. 19): D

,,Zieht man durch die
»Spitze S eines Dreiecks

., ASC zwei Gerade, die A /B
»eine d parallel zur Fig, 19.
,,Orundlinie 4 C und die

»andere b nach deren Mittelpunkt B, so trennen diese beiden

,,Geraden die anstossenden Seiten a, ¢ des Dreiecks harmonisch*.
Ist ASC gleichschenkelig, so steht & senkrecht auf AC und d,
und die von @ und ¢ gebildeten Nebenwinkel werden durch b und
d gehilftet. Also:

,Die Mittellinien zweier Nebenwinkel sind durch die Schenkel

,,der Winkel harmonisch getrennt und zu einander normal“.
Eine Umkehrang dieses Satzes kann so a.usgesprocben.werden:

»Wenn von vier harmonischen Strahlen .zwei getrennte aunf

neinander senkrecht stehen, so hilften sie die Winkel zwischen

wden anderen beiden Strahlen‘.

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar aus folgendem umkehrbaren
Satze (Fig. 19):
. Wird ein harmonischer Bilschel abed durch eine Parallele u
,,zu einem seiner Strahlen geschnitten, so hilftet von den drei

pOchnittpunkten mit den iibrigen Strahlen der eine den Ab-
,,schnitt zwischen den beiden anderen‘.
Die Schnittpunkte von % mit abed sind nimlich vier harmonische
Punkte, und einer von ihnen liegt unendlich fern.

Diese S#tze, denen sich #hnliche fiir harmonische Ebenen
anschliessen lassen, konnen zur Losung einer Reihe von Aufgaben
benutzt werden. So kann die Aufgabe:

nZu drei Punkten oder Strahlen den vierten harmonischen zu
,,construiren*
etwas einfacher als mittelst des vollstindigen Vlerecl’:'s geldst wer-
den, sobald die Construection von Parallelen und von gleichen Ab-
schnitten zugelassen wird. Denn soll zu den Strahlen b, ¢, d
(Fig. 19) der vierte, von ¢ harmonisch getrennte Strahl a gesucht
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werden, 8o schneiden wir b und ¢ durch irgend eine Parallele u
zu d in den Punkten B und C, und machen auf ihr A B — BC;
der durch A gelegte Strahl a des Biischels bcd ist dann der
gesuchte. Ist ferner zu
den drei Punkten A,
B, C (Fig. 20) der
vierte, von B harmo-
nisch getrennte Punkt
D zu suchen, so tragen
wir auf irgend einer
durch B gelegten Ge-
raden von B aus gleiche
Strecken 4, B und BC,
ab, Dbestimmen den
Schnittpunkt S der Ge-
raden 44, oder a und
CC, oder ¢, und ziehen
durch S eine Parallele
d zu A, BC,; mit d hat
die Gerade ABC den
gesuchten Punkt D ge-
mein. Denn da 4,,B, C,
Fig. 20. und der unendlich ferne

Punkt von A,B vier

harmonische Punkte sind, so ist S (4,BC,D) oder abed ein
harmonischer Biischel, und sein Schnitt ABCD eine harmonische

" Punktreihe.

Wenn eine Strecke AC und deren Mittelpunkt B gegeben
sind, so kann mittelst linearer Constructionen durch jeden vierten

Punkt K (Fig. 21) eine Parallele zu 4C gelegt werden, wie folgt.

Wir ziehen die Linien K4 und KC, und schneiden sie in resp.
L und N mit irgend einer durch B gehenden Geraden. Bestim-
men wir dann den Schnittpunkt M von CL und AN, so geht
durch ihn die gesuchte Parallele. Denn als zweite Diagonale des
Vierecks KLMN schneidet KM die Gerade AC in einem vierten,
von B harmonisch getrennten Punkte, der aber unendlich fern
liegt, weil B die Strecke AC hilftet. Wenn umgekehrt zwei Pa-
rallelen gegeben sind, so kann jede auf einer von ihnen liegende

Strecke durch lineare Constructionen gehilftet werden. Dass diese
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Constructionen in der Feldmesskunst verwerthet werden konnen,
wird Thnen ohne Weiteres einleuchten.

Fig. 21.

Die Abschnitte, welche vier harmonische Punkte A BCD auf
einer Geraden abgrenzen, stehen zu einander in einer wichtigen Pro-
portion. Um diese zu finden, projiciren wir die harmonischen Punkte
durch einen harmonischen Biischel abded (Fig. 20) und legen durch
B eine Parallele zum Strahle d. Diese schneidet die Strahlen a und
¢ in zwei Punkten 4, und C,, die von B gleichen Abstand haben;
zugleich entstehen zwei paar éhnliche Dreiecke, 44, B~ ASD
und CC, B~ CSD. Wir erhalten also die Proportionen:

AB _ AD BC CD .
AlB=ﬁundB—Cl=ﬁ.
Dividiren wir die erstere durch die letztere, und beriicksichtigen,
dass 4, B= BC, ist, so folgt:
. I AB __AD

BC —_ CD’

oder der Satz: '

,,Die Strecke AC wird durch den in ihr gelegenen Punkt B in

,demselben Verhiltniss getheilt, wie durch den #usseren Punkt

D, der von B durch 4 und C harmonisch getrennt ist.*

Dieser Satz wird gew6hnlich zur Definition der harmonischen

Punkte benutzt und zum Ausgangspunkt der Lehre von den har-
monischen Punkten gewiiblt. Es folgt daraus u. A., dass der
dussere Punkt D iiber C hinaus liegt, wenn 4 B> BC und folg-
lich AD>CD ist, dagegen iiber 4 hinaus, wenn 4B < BC,
dass also B und D beide zugleich dem einen der Punkte 4 und C

nidher liegen als dem anderen.
Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 4
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In der Proportion I schreibt man gewdhnlich, weil die
gleichen Strecken CD und DC in entgegengesetztem Sinne be-
schrieben sind, — DC statt CD, sc dass sie symmetrischer so
lautet:

AB AD
BCT — DC
Ist M der Mittelpunkt der Strecke B D, so kann die Glelchung I
auch geschrieben werden:
AM—BM __ AM-+ MD
BM—CM =~ CM-+MD’
oder wenn B M statt MD gesetzt wird:
AM—BM __ AM+ BM
BM—CM ~ BM+CM "
Durch Ausmultipliciren ergiebt sich hieraus nach sehr einfachen

Reductionen:

m...... (BM)*=AM.CM, |
oder der bemerkenswerthe Satz:

,BM (und ebenso

,Proportionale zwi-

»D M) ist diemittlere

,schen A M und CM.*

Satz kann zur Defini-

Auch dieser oft benutzte

tion der harmonischen

Punkte dienen.

Legt man durch 4
und C (Fig. 20) irgend
einen Kreis und an die-
sen durch M eine Tan-
gente M T, so ist nach
dem bekannten Satze
iiber die Abschnitte von
Kreissecanten:

AM.CM=(THM)3,
und folglich
TM:=BM:=DM:

Fig. 2. Der Beriihrungspunkt T'

der Tangente liegt also

auf dem Kreise vom Radius BM = MD mit dem Mittelpunkte
M; und dieser Kreis schneidet den anderen rechtwinklig in T,
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weil sein Radius MT auf seiner Tangente in 7 normal ist: Also:
»Alle durch zwei Punkte 4, C gehenden Kreise der Ebene
,,werden rechtwmkhg geschnitten von jedem Kreise, von welchem
,,die_Endpunkte eines Durchmessers B harmonisch durch 4
,und C getrennt sind.‘

Die Lehre von den harmonischen Punkten fiihrt uns also mit

Leichtigkeit zu Biischeln von Kreisen, die sich rechtwinklig

schneiden, und ebenso kann sie zum Ausgangspunkt fiir die Unter-

suchung orthogonaler Kugelbiischel gewihlt werden.

, . o BC__CD
7%  Die Umkehrung der Gleichung I, also die Gleichung —= =~
lisst sich schreiben:

AC—AB __ _AD—AC . =~ AB—AC _ AC—AD
4B 4D 4B~ 4D °

dieser letzteren GHleichung aber verdanken die Punkte 4, B, C, D
den Namen ,harmonische Punkte. Wie Thnen bekannt sein
wird, sagt man ndmlich von drei Zahlen 8, y, 3, sie seien ,,in
stetiger harmonischer Proportion‘“ oder , harmonisch, wenn die
Differenz der beiden ersten sich zu der ersten verhilt, wie die
Differenz der beiden letzten zur letzten, oder wenn:
p—vy__v—3
g LA
Die Abschnitte AB, AC und AD stehen demnach in stetiger
harmonischer Proportion. Die harmonischen Zahlen spielten in
der Harmonielehre der Griechen eine wichtige Rolle.
Durch Ausfithrung der Division ergiebt sich schliesslich noch
die Gleichung:

| Aci4c * 4,3, C, D funmo. Pk
4B 4D ' {M; -% d-L. Daa Farme-
. . . +B8D
die auch wie folgt geschrieben werden kann: ails Tl Grichen gt Lok
2 1,1 ,wf o ot 4 Prurtuls
III ...... 26-ﬁ+25. ?&‘ d‘””!‘ ‘f“/nrvml_

Sie werden diese sehr bemerkenswerthe Formel lelcht gelbst in
Worte kleiden konneff auch sie wird héufig zur Definition der
harmonischen Punkte benutzt.

Aehnliche Gleichungen konnte ich Ihnen entwickeln fiir die
Winkel, die vier harmonische Strahlen oder Ebenen mit ein-
ander bilden. Ich ziehe jedoch vor, sie gelegentlich im Anhange
zum nichsten grosseren Abschnitte aufzustellen, da sie ohnehin
keinen grossen Werth fiir uns haben.

4*
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52 Finfter Vortrag.

Wollen Sie iibrigens bemerken, dass bei den metrischen

Bezichungen der harmonischen Gebilde das Princip der Reciprocitiit
nicht mehr, oder doch nur in einzelnen Fillen zur Geltung kommt.
Ein Grund dafiir ist, dass im Biischel kein Element vorkommt, das
in Bezug' auf die Massverhiltnisse eine #hnliche ausgezeichnete
Stellung einnimmt, wie der unendlich ferne Punkt in der Punkt-
reihe; und in der Punktreihe kennen wir wiederum keine Strecke,
die ' durch das Mass #hnlich definirt und ausgezeichnet werden
konnte. wie im Biischel der rechte Winkel.

Finfter Vortrag.

Die projective Verwandtschaft einférmiger Grund-
gebilde oder Homographie.

In diesem Vortrage will ich einen schon friiher ausgesprochenen
Gedanken wieder aufnehmen und weiter ausfiihren, den Gedanken
némlich, zwei Grundgebilde auf einander zu ,beziehen“, so dass
jedem Elemente des einen ein Element des anderen -entspricht.
Als sebr einfache Arten, Grundgebilde der ersten Stufe auf ein-
ander zu beziehen, haben sich uns die folgenden dargeboten.

Es sind auf einander bezogen:

1) ein Biischel und eine Punktreibe (Fig. 6), oder ein Ebenen-
biischel und ein Strahlenbiischel, wenn jedes Element des
letzteren Gebildes in dem ihm entsprechenden Elemente des
ersteren liegt;

«©
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.gebilden wollen wir nun
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. 2) zwei Punktreihen, wenn sie Schnitte eines und desselben

Strahlenbiischels sind (Fig. 8 Seite 24);

3) zwei Strahlenbiischel, wenn sie Scheine einer und derselben
Punktreihe (Fig. 7) oder Schnitte eines und desselben Ebenen-
biischels oder beides sind;

4) zwei Ebenenbiischel, wenn sie Scheine eines und desselben
Strahlenbiischels sind.

Von zwei in dieser
‘Weise auf einander bezo- »
genen einformigen Grund-

sagen, sie seien ,in per-
spectiver Lage'‘, oder kiir-
zer, sie seien ,perspectiv‘‘.
Von zwei ungleichartigen
perspectiven Grundgebilden vy, 0
ist also allemal das eine

ein Schnitt des andern;
zwei_gleichartige perspec-
tive Grundgebilde aber sind
entweder Schnitte oder
Scheine eines und desselben

dritten Grundgebildes.
Werden zwei einfor-
mige Grundgebilde auf ein

Fig. 1.

drittes perspectiv bezogen,

z. B. zwei Punktreihen auf eine dritte, so sind sie auch anf ein-
ander bezogen, haben aber im Allgemeinen nicht perspective Lage.
Wir gelangen so zu einer zweiten, der sogenannten ,,schiefen Lage*
von zwei aufeinander bezogenen Grundgebilden. Wirkénnen diese Lage
aus der perspectiven auch dadurch ableiten, dass wir zwei perspective
Grundgebilde gegen einander verschieben; jedem KElemente des
einen bleibt dann ein bestimmtes Element des .anderen Gebildes
zugewiesen, aber die Gebilde verlieren im Allgemeinen ihre per-
spective Lage.

Wir konnen noch auf unzihlig viele andere Arten zwei Grand-
-gebilde auf einander beziehen, z. B. zwei Strahlenbiischel, indem
wir sie als Scheine einer und derselben Curve auffassen. Die vorhin
angegebene Art des Beziehens unterscheidet sich nun in einem
wichtigen Punkte von allen iibrigen, und zwar sowohl wenn sich die
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b4 Finfter Vortrag.

Gebilde in perspectiver, als wenn sie sich in schiefer Lage befinden.
Werden némlich irgend vier harmonische Elemente aus dem einen
der beiden Gebilde herausgegriffen, so entsprechen ihnen allemal
vier harmonische Elemente in dem anderen Gebilde, weil ja
Scheine und Schnitte von harmonischen Gebilden wieder har-
monische Gebilde sind. Diese Eigenthiimlichkeit findet bei anderen
Arten des Beziehens im Allgemeinen nicht statt, und wir werden
8o dazu gefithrt, mit von _?.udt"‘) folgende Definition aufzustellen:
¥ Zwti Grundgebild® heissen projectiv verwandt oder kurz
projectiv, wenn sie so auf einander bezogen sind, dass je vier
harmonischen Elementen des einen allemal vier harmonische Ele-
mente des anderen entsprechen.

Zwei perspective einformige Grundgebilde sind demnach zu-
gleich projectiv; sie sind jedoch ausgezeichnet durch ihre beson-
dere gegenseitige Lage. Der Ausdruck ,homographisch, den
Chasles**) gebraucht, ist gleichbedeutend mit projectiv. Als
»Homographie* bezeichnet Chasles die projective Verwandtschaft
einféormiger Grundgebilde. Fiir ,,projectiv* hat von Staudt das
Zeichen A eingefiihrt; nach ihm bedeutet ¥ A u,, dass die Gebilde
u, 4, projectiv sind. Will man ausdriicken, dass den Elementen

gofort:

4, B, C, D, . . von u die resp. Elemente 4,, B,, C,, D,, . . von
u, entsprechen, so schreibt man: )
u(ABCD..)xNu,(4,B,C,D,...) oder ABCD ... XN A,B,C,D,...
Einander entsprechende Elemente projectiver Gebilde nennt man
kiirzer , homologe Elemente‘.

Aus der Erklirung der projectiven Verwandtschaft folgt

Wenn 2wei Gebilde 2u einem dritten projectiv sind, so sind
sie auch zu einander projectiv; in Zeichen: Wenn u'A uw’ und u, A ',
80 18t auch u N u,.
Sind z. B. zwei Punktreihen zu einer dritten perspectiv, so sind
sie zu einander projectiv, haben aber nur in besonderen Fillen
perspective Lage. Das Gleiche gilt von beliebigen Grundgebilden
erster Stufe.
In zwei projectiven Punktreihen entsprechen vier- beliebigen
Punkten A, B, C, D der einen, von denen die beiden ersteren

*) v. Staudt, die Geometrie der Lage, Niirnberg 1847, Seite 49.

**) Chasles, Apergu historique sur 1'Origine des Méthodes en Géométrie,
1837 (2. Aufl. 1875); Géométrie supérieure, Paris 1852; Sections coniques I,
Paris 1865.
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durch die zwei letzteren nicht gelrennt sind, allemal vier Punkte
A,, By, C,, D, der anderen Reihe, von denen das Gleiche gilt.
Es giebt nimlich in der ersten Reihe zwei Punkte M, N,

die sowohl 4 von B als auch C von D harmonisch trennen
(Seite 45), und ihnen entsprechen der obigen Definition zufolge
in der anderen Reihe zwei Punkte M;, N,, welche A4; von
B, und zugleich C; von D; harmonisch trennen. Unmoglich
konneu duwegen dle Punkte 4, und B, von einander getrennt

* i, e %qdr‘/c& oot Stape barnagn 19). — BSind 4, und C, ge-

£

£

fogice e 2l o prsectir «w’u’«% “auch 4 und C durch B und

“"*‘i = . \gesetzte Annahme fiihrt zum
‘(af(w" ?;Mwﬁzyﬂm““" gneu Satze.

erd in der einen Punktreihe eine beliebig grosse Anzahl
von Punkten 4, B, C, . y P, @, . .. so angenommen, dass
unter ihnen keine zwei durch dle vorhergehenden und nachfolgen-
den getrennt sind, so entsprechen also diesen Punkten in der anderen,
projectiven Reihe ebenso viele Punkte 4,, B,,C,,...., P, @,,. ..,
von denen das Gleiche gilt. Folgen die Punkte P, @, R, . . . der
ersteren Reihe stetig auf einander, so miissen auch die ihnen ent-
sprechenden Punkte P,, @,, R, ... der letzteren Reihe stetig auf
einander folgen; denn wiren etwa P, und @, nicht zwei consecu-
tive Punkte dieser Reihe, so gibe es Punkte U, V,, welche sie
trennen, und es miissten auch P und @ von einander getrennt sein
durch die entsprechenden Punkte U, V, konnten also nicht
stetig auf einander folgen. Analoges gilt von projectiven Strahlen-
und Ebenenbiischeln, weil diese von beliebigen Transversalen in
projectiven Punktreihen geschnitten werden. Es ergiebt sich also

der wichtige Satz:
Wenn zwei einformige Grundgebilde projectiv sind, so eni-

_spricht jeder stetigen Aufeinanderfolge von FElementen des einen

-Gebildes eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen des anderen.

Zwei gleichartige projective Grundgebilde konnen auch ,,con-
jectiv' sein oder ,,in einander liegen*, das heisst identische Trager
haben. Zwei projective Ebenenbiischel z. B. kénnen mit den
Axen auf einander gelegt werden, und ebenso kionnen zwei pro-
jective Punktreihen in derselben Geraden liegen, so dass jeder
Punkt der Geraden zweimal gedacht werden muss. Fiir das Fol-
gende ist nun die Untersuchung von grosser Wichtigkeit, wie
viele Elemente zwei projective einférmige Grundgebilde, die in
einanderliegen, ,entsprechend gemein* haben, d. h. wie oft ein
Element des einen Grebildes mit dem ihm entsprechenden Elemente
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des anderen zusammenfillt. Dass zundchst der Fall moglich ist,
in welchem sie ein oder zwei solche ,.Doppelelemente* haben,
ergiebt sich aus folgendem Satze:

Sind in einer Ebene zwei per- { Sind in einer Ebene zwei
spective Biischel S, S; (Fig. 22) f perspective Punktreihen u,, u,
als Scheine einer Punktreihe # | (Fig. 23) als Schnitte eines
gegeben, und schneiden wir sie | Biischels S gegeben, und pro-
mit einer Geraden v, so erhalten | jiciren wir sie aus einem Punkte
wir in v zwei projective Punkt- | T der Ebene, so wird T der
reihen %, und wu,, welche die | Mittelpunkt von zwei projectiven

‘

beiden Schnittpunkte von v mit : Biischeln, welche die beiden Ver-
u und der Geraden S, S; ent- | bindungslinien von 7' mit S und
sprechend gemein haben. Diese | dem Punkte w,u, entsprechend
beiden Punkte fallen znsammen, | gemein haben. Diese beiden
wenn S; 8, durch den Punkt | Strahlen fallen zusammen, wenn
uv geht. u, u; auf der Geraden ST liegt.

[ U, °,
Fig. 22. Fig. 28.

Zuor Erlauterung fiige ich hinzu, dass links zwei Punkte 4,
und 4, von resp. u, und u; einander entsprechen, wenn S, 4,
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und S; 4, in einem Punkte 4 von % sich schneiden. Den Schnitt-
punkt wv haben daher die drei Punktreihen u, w, und u; ent-
sprechend gemein, wihrend w, und u, auch den Schnittpunkt
von v mit dem gemeinsamen Strahl S, S, der Biischel S,, S,
entsprechend gemein haben.

Wird von zwei projectiven Punktreihen u, u, die eine u
durch stetige Bewegung eines Punktes P beschrieben, so durch-
lauft zugleich der entsprechende Punkt P, die andere Punktreihe
%,. Nun kénnen aber, falls ¥ und u, auf derselben Geraden
liegen, die Punkte P, P, sich entweder in gleichem oder in ent-
gegengesetztem Sinne bewegen (Fig. 24 und 25). Im ersteren

c 4 - B u
T 7 T u, Fig. 24.

Fig. 2.
u,

.‘Qa
-h_‘
&

Fig. 26. Fig. 21.

Falle (Fig. 25) nennen wir die Punktreihen ,gleichlaufend*, im
letzteren (Fig. 24) ,entgegengesetzt projectiv. Ebenso nennen
wir zwei concentrische projective Strahlenbiischel S, S,, die in
derselben Ebene liegen (Fig. 26 und 27). oder zwei projective
Ebenenbiischel, deren Axen zusammenfallen, ,,gleichlaufend* (Fig. 27)
oder ,,entgegengesetzt projectiv'* (Fig. 26), jenachdem zwei homo-
loge Elemente, indem sie die Biischel beschreiben, sich in gleichem
oder in entgegengesetztem Sinne drehen. '

In entgegengesetzt projectiven Gebilden erster Stufe (Fig. 24
und 26) miissen die beiden sich entsprechend bewegenden Ele-
mente nothwendig zweimal zusammenfallen, und es ergiebt sich:

»Entgegengesetzt projective Grundgebilde erster Stufe haben
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,allemalzwei Elemente entsprechend gemein ; diese Doppelelemente
»trennen je zwei andere homologe Elemente von einander.*
Dagegen haben gleichlaufend projective Gebilde nur dann zwei
Elemente entsprechend gemein, wenn eine Strecke AB (resp.
ein Winkel) des einen ganz in der entsprechenden Strecke (resp.
dem entsprechenden Winkel) des anderen liegt (Kig. 25); sie haben
in besonderen Fillen nur ein, hdufig (Fig. 27) gar kein Element
entsprechend gemein. — Wenn zwei projective Punktreihen u, u,,
drei Punkte 4, B, C entsprechend gemein haben, so miissen sie

wegen des vorhergehenden Satzes gleichlaufend projectiv sein.
Wir kénnen nunmehr den folgenden Fundamentalsatz der
Geometrie der Lage beweisen:

Wenn zwei einformige projective Grundgebilde drei Elemente

A, B, C entsprechend gemein haben, so haben sie alle ithre Ele-
mente entsprechend gemein, sind_also identisch.

Sind nimlich die projectiven Grundgebilde zwei Punktreihen u,

u, (Fig. 28), so muss jeder Punkt, der von einem der entsprechend

4 P _B O -
Al Py BI Cy . D! u'
Fig. 28.

gemeinschaftlichen Punkte 4, B, C durch die beiden anderen
harmonisch getrennt ist, mit seinem entsprechenden zusammen-
fallen, weil er vollig bestimmt ist, und weil vier harmonischen
Punkten von % allemal vier harmonische Punkte von u, ent-
sprechen (Definition). Gesetzt nun, es gebe auf derjenigen Strecke
AB, die den Punkt C nicht enth#lt, einen Punkt P von u, der
mit dem entsprechenden Punkte P, von %, nicht zusammenfiele.
Lassen wir dann P im Sinne 4 BC die Punktreihe » durchlaufen,
80 beschreibt P, die Reihe «, in demselben Sinne und muss sich
entweder in B oder vor B in einem Punkte B’ mit P vereinigen.
Bewegt sich P im entgegengesetzten Sinne CBA, so muss auch
P, sich im Sinne CBA bewegen und entweder in 4 oder vor 4
in einem Punkte 4’ mit P zusammenfallen. Wir erhalten auf
diese Weise eine Strecke A’B’, die entweder gleich 4B oder ein
Theil von AB ist, und von welcher ausser den beiden Endpunkten
A’y B’ kein Punkt mit seinem entsprechenden zusammenfillt.
Das ist aber unmoglich, weil dem Obigen zufolge der Punkt, der
vom Punkte C durch 4’ und B’ harmonisch getrennt ist, mit
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seinem entsprechenden zusammenfallen muss. Die Punktreihen u,
u; miissen also jeden Punkt der Strecke A B entsprechend gemein
haben, eben deshalb aber auch jeden anderen Punkt @ der Ge-
raden, weil @ durch 4 und B von einem Punkte der Strecke AB
harmonisch getrennt ist.

Fiir projective Strahlen- oder Ebenenbiischel, welche drei
Elemente entsprechend gemein haben, kénnen wir den Satz ganz
analog beweisen; oder noch einfacher, wir fithren diesen Fall da-
durch auf den vorigen zuriick, dass wir die Biischel durch eine
Gerade in conjectiven Punktreihen schneiden. Diese Reihen sind
dann auch projectiv und haben drei und folglich alle ihre Ele-
mente entsprechend gemein, woraus das Gleiche fiir die zu ihnen
perspectiven Biischel folgt.

Zwei projective einformige Grundgebllde haben also hochstens
zwei Elemente entsprechend gemein, wenn nicht jedes Element
des einen mit dem entsprechenden Elemente des anderen zusam-
menfillt. Eine andere wichtige Folgerung aus dem Fundamental-
satze ist:

,,Wenn eine Punktreihe zu einem Biischel, oder ein Strahlen-
,,biischel zn einem Ebenenbiischel projectiv ist, und drei Ele-
,mente des ersteren Gebildes in den ihnen entsprechenden Ele-
o,menten des letzteren liegen, so ist das erstere Gebilde ein
+Schnitt des letzteren.‘
Es hat n#émlich mit dem auf seinem Triger liegendem Schnitte
des letzteren Gebildes drei und folglich alle seine Elemente ent-
sprechend gemein, ist also mit diesem Schnitt identisch.

Wenn zwei projective Strah-
lenbiischel S, S, (Fig. 30), die
in einer Ebene liegen, aber nicht
concentrisch sind, den Verbin-
dungs-Strahlaihrer Mittelpunkte
entsprechend gemein haben, so
sind sie Scheine einer Punkt-

‘reihe » und somit perspectiv.

Denn verbinden wir die Punkte
B, C, in denen irgend zwei
Strahlen b, ¢ des Biischels S von
ihren homologen Strablen &,
¢, geschnitten werden, durch

Wenn zwei projective Punkt-
reihen #, u, (Fig. 29), deren
Triager sich schneiden, den
Schnittpunkt A entsprechend
gemein haben, so sind sie Schnitte
eines Strahlenbiischels S und so-
mit perspectiv. Denn verbinden
wir irgend zwei Punkte B, C
von wmit ihren homologen Punk-
ten B,, C, durch die resp. Ge-
raden b, ¢, und Bezeichnen wir
mit S den Schnittpunkt dieser
Geraden, so sind die beiden
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eine Glerade %, so sind die bei-
den Punktreiben, in denen u die
Biischel 8, S, schneidet, iden-
tisch, weil sie projectiv sind und
die drei Punkte ua, #b und uc
oder 4, B und C entsprechend
gemein haben.

Fig. 29.

Strahlenbiischel, durch welche
die Punktreihen u, %, aus S pro-
jicirt werden, identisch, weil sie
projectiv sind und die drei Strah-
len 84, SB, SC oder a, b, ¢
entsprechend gemein haben.

Fig. 30.

Diesem Doppelsatze steht der folgende aus der Geometrie des

Strahlenbiindels zar Seite:

Wenn zwei projective Ebenen-
biischel, deren Axen sich schnei-
den, die Verbindungsebene ibrer
Axen entsprechend gemein ha-
ben, so sind sie Scheine eines
Strahlenbiischels und daher per-
spectiv. Verbinden wir nimlich
irgend zwei Schnittlinien homo-
loger Ebenen mit einander, und
schneiden wir durch.die Ver-
bindungsebene diebeiden Ebenen-
btischel, so erhalten wir zweil
projective Strahlenbiischel, wel-
che drei Strahlen entsprechend
gemein haben und folglich iden-
tisch sind. .

Wennzwei concentrische projec-
tive Strahlenbiischel, in ver-
schiedenen Ebenen liegen und
die Schnittlinie dieser Ebenen
entsprechend gemein haben, so
sind sie Schnitte eines Ebenen-
biischels und daher perspectiv.
Projiciren wir nadmlich ans der
Schnittlinie von irgend zwei Ver-
bindungsebenen homologerStrah-
len die beiden Strahlenbiischel,
so erhalten wir zwei projective
Ebenenbiischel, welche drei Ebe-
nen entsprechend gemein haben
und folglich identisch sind.

2.
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Die Beweise dieses und des vorhergehenden Doppelsatzes sind,
wie Sie bemerkt haben werden, ganz gleichartig; auch der fol-
gende Satz wird auf die nimliche Art bewiesen.

§t Zwei projective, nicht con-

centrische Strahlenbiischel S, S,
(Fig.30) haben perspective Lage,
wenn von den Schnittpunkten
ihrer homologen Strahlen irgend
drei in einer Geraden u liegen.
Denndie projectivenPunktreihen,
in denen die beiden Biischel von
der Geraden » geschnitten wer-
den, haben jene drei Punkte
B, C, D und somit alle ihre
Punkte entsprechend gemein; die
Schnittpunkte homologer Strah-
len der beiden Biischel liegen
folglich alle auf der Geraden u.

Zwei projective, aber nicht
conjective Punktreihen u, u,
(Fig.29) haben perspective Lage,
wenn von den Verbindungslinien
ihrer homologen Punkte irgend
drei durch einen Punkt S gehen.
Denn die projectiven Strahlen-
biischel, durch welche die beiden
Punktreihen aus dem Punkte S
projicirt werden, haben jene
drei Strahlen BB,, CC,, DD,
und somit alle ihre Strahlen
entsprechend gemein; die Ver-
bindungslinien homologer Punkte
von # und u, gehen folglich

alle durch S.

Es wird Thnen ein Leichtes sein, die analogen Sitze iiber
Strahlen- und Ebenenbiischel eines Biindels aufzustellen und zu
beweisen.

Wenn zwei projective Strahlenbiischel in einer Ebene, aber
nicht concentrisch liegen, so folgen die Schnittpunkte ihrer homo-
logen Strahlen stetig auf einander; denn wenn ein Strabl durch
Drehung um den Mittelpunkt den einen Biischel beschreibt, so
dreht sich ‘auch der entsprechende Strahl stetig und beschreibt den
anderen Biischel, und der Schnittpunkt der beiden Strahlen be-
schreibt folglich eine Linie. Sind die heiden Biischel nicht per-

spectiv, so liegen die Schnittpunkte jhrer homologen Strahlen in

einer Curve, die nach dem obigen Satze mit keiner Geraden mehr

als zwei Punkte gemein hat. Wir nennen die Curve wegen dieser

Eigenthiimlichkeit eine ,,Curve oder Punktreihe zweiter Ordnung*,
und unterscheiden von ihr die gerade Punktreihe, wo es nithig er-
scheint, durch den Namen ,,Punktreihe erster Ordnung‘.

Liegen zwei projective Punktreihen schief in einer Ebene, so
bilden die Verbindungslinien ihrer homologen Punkte eine stetige
Aufeinanderfolge von Strahlen, und es gehen durch keinen Punkt

mehr als zwei von ihnen. Die Gesammtheit dieser Verbindungs-
linien bezeichnen wir als einen ,,Strahlenbiischel zweiter Ordnung*:.
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Die gewdhnlichen Strahlenbiischel werden von den Biischeln zweiter

Ordnung als Strahlenbiischel ,erster Ordnung* unterschieden.
Die Curven und Strahlenbiischel zweiter Ordnung sind hiernach

folgendermassen durch ihre Entstehungsart definirt:

Zwei projective Strahlenbii-

Zwei projective Punktreihen

schel (erster Ordnung), die schief

in einer Ebene liegen, erzeugen
eine Curve oder Punktreihe zwei-

(erster Ordnung), die schief. in
einer Ebene liegen, erzeugen
einen Strahlenbiischel _zweiter

ter Ordnung; jeder Strahl des
einen Biischels scheidet den ent-
sprechenden Strahl des andern
in einem Punkte dieser Curve.

In keiner Geraden liegen mehr
als zwei Punkte einer Curve
zweiter Ordnung.

Ordnung; jeder Punkt der einen
Reihe liegt mit dem entsprechen-
den Punkte der anderen auf
einem Strahle dieses Biischels.
Durch keinen Punkt gehen
mehr als zwei Strahlen eines
Biischels zweiter Ordnung

Ganz analoge Gebilde zweiter Ordnung werden in einem Biindel
durch projective Strahlen- und Ebenenbiischel erzeugt. Ich werde
in den niichsten Vortrigen alle diese neuen Gtebilde niiher unter-
suchen.

Zu Constructionen der Curven und Strahlenbiischel zweiter
Ordnung gelangen wir, indem wir den folgenden wichtigen Satz
beweisen:

Zwei_einfirmige Grundgebilde kinnen projectiv so auf ein-
ander bezogen werden, dass irgend drei Elementen des einen drei
beliebig angenommene Elemente des anderen Grundgebildes ent-
sprechen; zu jedem vierten Elemente des einen Gebildes ist_dann
das entsprechende Element des anderen e eindeutiq bestimmt_und
leicht construirbar,

Wir konnen den Beweis dieses Satzes unmittelbar aus der Er-
klirung der projectiven Verwandtschaft schopfen, und aus dem
Satze, dass durch drei Elemente eines einférmigen Grundgebildes
ein einziges viertes bestimmt ist, das von einem der drei Elemente
durch die iibrigen beiden harmonisch getrennt ist. Daraus folgt
durch ihnliche Betrachtungen wie oben (Seite 58), das durch die
drei gegebenen Paare homologer Elemente unendlich viele solche
Paare einander zugewiesen sind, und dass in dem einen Gebilde
kein Element vorkommt, dem nicht dadurch ein Element des an-
deren zugewiesen wire.

Ich will jedoch den Beweis noch auf andere Weise fiihren,
aber nur fiir Punktreihen, weil alle anderen Fille sich auf diesen
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einen leicht zuriickfithren lassen. Ist nimlich eines oder jedes
der beiden Grundgebilde ein Biischel, so kénnen wir seinen Schnitt
mit einer Gleraden, also eine Punktreihe, dafiir substituiren.

Sollen nun zunichst
zwel in einer Ebene lie-
gende Punktreihen %, u,
(Fig. 29) projectiv so auf
einander bezogen werden,
dass sie den Schnittpunkt
4 ihrer Tréger entspre-
chend gemein haben, und
dass den Pupkten B und
C von u die resp. Punkte
B, und C, vom %, ent-
sprechen, so wird die eine
Punktreihe eine Projec-

u\

B

.,B\ M p~ ¢ u
A~_~

Fig. 29.

Uy

N

Fig. 31.

tion der anderen aus dem Schnittpunkte S von BB, und CC,.
Irgend einem vierten Punkte D von u entspricht also in w, seine
Projection D, aus dem Punkte S.
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Sollen ferner zwei Punktreihen %, u, (Fig. 31), die nicht in
derselben Gleraden liegen, so auf einander projectiv bezogen
werden, dass den Punkten 4, B, C von u die resp. Punkte 4,,
B,, C, von u, entsprechen, so nehmen wir auf einer Verbindungs-
linie von zwei homologen Punkten, z. B. auf AA4,, einen von 4
und 4, verschiedenen Punkt S an, und legen durch A4, eine von
u, und A4 4, verschiedene Gerade u,, welche die Gerade  schneidet.
Projiciren wir dann die Punktreihe » auf %, aus dem Mittelpunkte
S, und sind 4,, B, C, die Projectionen von 4, B, C, so ist
unsere Aufgabe auf die vorhergehende zuriickgefithrt. Denn wir
haben nur noch #, und #; so auf einander projectiv zu beziehen,
dass sie ihren Schnittpunkt A, entsprechend gemein haben, und
dass den Punkten B, und C, von u, die resp. Punkte B; und
C, von u, entsprechen. Die Punktreihen # und %, konnen da-
her als Projectionen einer und derselben dritten Punktreihe wu,
angesehen werden. Um zu irgend einem Punkte D von u# den
entsprechenden Punkt D, in u, zu bestimmen, suchen wir zu-
nichst seine Projection D, auf u,; dann ist D, die Projection des
Punktes D, aus einem leicht zu construirenden Punkte S,.
Sollen endlich zwei in derselben Geraden liegende Punktreihen
w und u, projectiv so auf einander bezogen werden, dass. den

Punkt 4, B, C von u die resp. Punkte 4,, B, C; von u, ent-
sprechen, so fithren wir diesen Fall auf den vorigen dadurch zu-
riick, dass wir u, auf irgend eine andere Gerade u, projiciren.
Fallen irgend zwei einander entsprechende Punkte, z. B. 4 und
A,, auf einander, so legen wir #, am zweckmiissigsten durch diesen
,-Doppelpunkt*, indem dann der vorliegende Fall sogleich auf den
ersten zuriickgefiihrt ist.

Aus dieser Untersuchung ergiebt sich der Satz:

Zwei projective einformige Grundgebilde konnen immer als
erstes und letztes in einer Reihe von Gebilden betrachtet werden,
von_denen jedes zu dem folgenden und 2u dem vorhergehenden
perspective Lage hat.

Zwei projective Punktreihen z. B. konnen angesehen werden
als das erste und letzte von vier oder weniger Punktreihen, von
denen jede eine Projection der vorhergehenden ist. Dieser Satz.
erklart auch den Ausdruck , projectiv.

Zugleich ergiebt sich eine Reihe anscheinend verwickelter
Sitze auf sehr einfache Weise. Ich nenne von ihnen nur die
folgenden:
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Drehen sich die Seiten «,, a,,
., a, eines verinderlichen
einfachen necks der Reihe nach
um #nfeste Punkte S, S;,...S,,
wihrend sich #—1 Eckpunkte
a0y, G3Qgy . . . ., 4, d, auf
den resp. festen Geraden %,, u,,
«.., %, bewegen, so be-
schrexbt der letzte Eckpunkt a.a,
und jeder andere Schnittpunkt
der Seiten entweder eine Curve
zweiter Ordnung oder eine Gerade,

65

Durchlaufen die Eckpunkte
Ay, Ag,...., A, eines veriinder-
lichen einfachen necks der Reihe
nach nfeste Gerade u,, u,, . .. %,
wiahrend sich % — 1 Seiten
A Ay, Az A4y, . R R
um die resp. festen Punkte S,
S, ...., S, drehen, so
beschreibt die letate Seite 4.4,
und ebenso jede Diagonale des

necks entweder einen Strahlen-
biischel zweiter Ordnung, oder sie

uud zwar eine Gerade u. A. dann,
wenn die festen Drehpunkte
S S, . , S, alle auf einer
Geraden g liegen. — Die Seiten
@,, Ggy - . . . , @, beschreiben ndm-
lich um S,, S;,...., S, Strah-
lenbiischel, von denen jeder zu
dem folgenden perspectiv liegt;
die resp. Punktreihen wu,, u,,
e+, 4, bilden ihre perspec-
tiven Durchschnitte. Folglich
sind je zwei dieser Biischel, und
namentlich der erste und der
letzte, projectiv, und sie erzeugen
eine Curvezweiter Ordnung, wenn
sie nicht etwa perspectiv liegen.
Dieser besondere Fall tritt u. A.
dann ein, wenn die Mittelpunkte
der Biischel auf einer Geraden ¢
liegen; denn diese istdanns@mmt-
lichen Biischeln entsprechend ge-
mein, " weil bei der Bewegung
des mecks einmal alle Seiten mit
g zusammenfallen.

dreht sich um einen festen Punkt.
Der letztere Fall tritt u. A. dann
ein, wenn die Geraden u,, wu,,
..., u, sich alle in einem
Punkte schneiden. — Die Eck-
punkte 4,, 4,, . . .., A, be-
schreiben nimlich in %, wu,,
., %, Punktrethen, von denen
jede zu der folgenden perspectiv
liegt, indem S,, S5 ....,
S.1 die resp. Projectionscentra
bilden. Folglich sind je zwei
dieser Reihen, und nament-
lich die erste und die letzte,
projectiv, und sie erzeugen einen
Biischel zweiter Ordnung, wenn
sie nicht etwa perspectiv liegen.
Dieser besondere Fall tritt u. A.
dann ein, wenn sich die Geraden
Uy Ugy -« .., U, in einem
Punkte P schneiden; denn diesen
Punkt haben sie dann alle ent-
sprechend gemein, weil alle Eck-
punkte des necks einmal mit P
zussmmenfallen.

Diese Sitze, von welchen der eine (links) die Verallgemeinerung
eines Theorems von Maclaurin und Braikeunridge ist und der
andere (rechts) von Poncelet herriihrt, bieten uns ein Mittel dar,

Reye, Geometrie der Lage. 1. 4. Aufl.

5
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um beliebig viele Punkte einer Curve oder Strahlen eines Biischels
zweiter Ordnung linear zu construiren. Fiir # — 3 wird die Con-
struction am einfachsten.

Metrische Beziehungen projectiver Grundgebilde der
ersten Stufe.

Ty Zwischen den Winkeln und Strecken, die von je vier homo-
logen Elementen projectiver Grundgebilde begrenzt werden, be-
steht eine wichtige Proportion, die ich Ihnen zum Schluss noch
ableiten will. Wir gehen aus von einem Strahlenbiischel S-
(Fig. 29 und 30) und einer zu ihm perspectiven Punktreihe u.
Vier beliebige Strahlen a, b, ¢, d von S gehen durch ihre ent-
sprechenden Punkte 4, B, C, D von u. Die Dreiecke nun, die

W
}EN/ D
c
5

4
A4,

Fig. 29. ¥ig. 30.

von % und den vier Strahlen begrenzt werden, und deren gemein-
schaftliche Spitze S ist, haben gleiche Hohe; ihre Flachen ver-
halten sich daher, wie die in u liegenden Grundlinien, so dass z. B.
AASB — AB nd ACSB — CB
AASD AD ACSD CD
Der Inhalt eines Dreiecks ist aber gleich dem halben Product
aus zwei Seiten und dem Sinus des eingeschlossenen Winkels. Be-
zeichnen wir also allgemein mit (pq) den Winkel zwischen zwei
Strahlen p und ¢, so erhalten wir fiir die vier Dreiecke die Werthe:

AASB=1}A8.8B.sin (ab),

AASD=4A8.8D.sin(ad),
"ACSB=4CS.8B.sin (cb),

ACSD = §CS8.SD.sin (cd).
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Werden diese Werthe in obige Proportionen eingesetzt, so folgt:
SB.sin(ab) 4B and SRB.sin(ch)  CB
SD.sin (ad) ~ AD SD.sin(ed) ~ CD

Dividiren wir endlich die erste dieser Gleichungen durch die

zweite, so ergiebt sich die gesuchte Proportion in folgender
Form:

I sin (@)  sin (ch) 4B  CB
""" sin (ad) ° sin (¢cd) 4D ° CD°

Jedes Glied dieser Proportion ist ein Verhiltniss; z

ist das Verhiiltniss der beiden Strecken, in welche die Strecke
BD durch den Punkt C (der in Fig. 29 ausserhalb BD liegt)
% ist das Sinusverhéltniss der beiden
Winkel, in die der Winkel' (dd) durch den Strahl ¢ getheilt
wird. Sowohl die linke als auch die rechte Seite der Glelchung
ist also ein Verhiltniss zwischen zwei Verhiltnissen, ein soge-
nanntes ,,Doppelverhdltniss’. Solche Doppelverhiltnisse kommen
u. A. in der Theorie der Binirformen .vor. Die vorliegenden
Doppelverhiltnisse sind beide auf dieselbe Art gebildet. Das
Doppelverhiltniss rechts zwischen den von 4, B, C und D be-
grenzten Strecken wird dadurch gewonnen, dass wir die Verhilt-
nisse, nach denen die Strecke BD von jedem der beiden iibrigen
Punkte 4 und C getheilt wird, in einander dividiren; und ganz
analog ist das andere Doppelverhdltniss zwischen den Sinus zu-
sammengesetzt. Auch folgt aus der Ableitung der Proportion I,
dass es gleichgiiltig ist, welche Strecke und welchen Winkel wir
als getheilt ansehen, wenn nur beide Doppelverhiltnisse in gleicher
Weise gebildet werden. Eine andere: Wahl der vier Dreiecke fiihrt
zu der Gleichung: '
sin (ad)  sin bd) 4D | Q
sin (ac) * s&in (b¢) = AC ° BC’

und es kann Ihnen nicht schwer fallen, noch mehr #hnliche
Gleichungen fiir dieselben Punkte und Strahlen aufzustellen.

Bemerkenswerth ist nun, dass diese Gleichungen giiltig bleiben,
wenn wir die Punktreihe 4 in irgend eine andere, schiefe Lage
gegen den Strahlenbiischel bringen. Auch werden auf jeder.anderen
Geraden u, (Fig. 29), die in 4,, B,, C;, D, die resp. Strahlen
a, b, ¢, d schneidet, Strecken gebildet, die der mit I analogen
Gleichung geniigen:

B, CB

getheilt wird, und

5*
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I _sin (ab) | sin (cb)_ — 4B, , GB,
""" sin (ad) ' sin (cd) A,D, ° CD,’
und ebenso werden 4, B, C und D aus jedem von S verschie-
denen Puankte S, (Fig. 30) durch vier solche Strahlen a,, b,, ¢,, d,
projicirt, dass .
I sin (a,d,) |, in__@,l=£ . CB

: ° sin (a,d,) ° sin (¢, dy) AD ° CD’

Ein Doppelverhiltniss zwischen vier Elementen einer Punkt-
reihe oder eines Strahlenbischels erster Ordnung dndert also
seinen Werth nicht, wenn jene Elemente durch die entsprechen-
den Elemente eines perspectiven geraden Gebildes oder DBii-

_8chels_ersetzt werden. (Vgl. die Collectiones des Pappus, liber
VIL 129.)

Da wir nun zwei projective einférmige Grundgebilde immer
als erstes und letztes von einer Reihe von Grundgebilden an-
sehen kdmnen, deren jedes zum folgenden perspectiv liegt, so er-
giebt sich:

Sind_zwei Gmndgebz’lde projectiv, _so0_ist_jedes Doppelver-
haliniss zwischen vier Elementen des einen gleich dem analogen
Doppelverhiliniss zwischen den entsprechenden vier Elementen des
anderen Grumdgebildes.

Sind z. B. v und %, zwei projective Punktreihen, und entsprechen
den Punkten 4, B, C, D von u die resp. Punkte 4,, B,, C,, D,
von u,, so gilt fir die Abschnitte zwischen diesen Punkten die
Proportion:
v AB CB _ 4B, GB,
**"" 4D ° €D 4D, ° CDy’

Steiner bat den obigen Satz zur Definition der projec~
tiven Verwandtschaft benutzt, und damit seiner ,systematisetren
Entwickelung etc.* die Rechnung mit Doppelverhaltnissen zu
Grunde gelegt. Der Satz gilt auch fir Ebemenbiischel; denn
die Winkel zwischen den Ebenen des Biischels werden in einem
Strahlenbiiechel gemessen, dessen Ebene zur Axe des Ebenen-
biischels senkrecht steht, und welcher ein Schnitt des Ebenen-
biisehels ist.

Wir sehliessen diesen Vortrag mit einer metrischen Relation;
der die Winkel eines harmonischen Strahlen- oder Ehenenbiischels
gendigen. Sind a, b, ¢, d dessen Elemente und 4, B, C, D
(Fig. 20) die vier harmonisehen Punkte, in demen sie von irgend
einer Geraden geschnitten werden, so ergiebt sich fiir diese Punkte
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die Gleichung % =

suchte Relation:

- sin (ab)
v sin (be)

69

— z—g (Seite 50), und daher aus I die ge-

sin (ad)
sin (de) ’

Sechster Vortrag. .
Curven, Bilschel und Kegel zweiter Ordnnng.

Im letzten Vortrage sind wir zu folgenden wichtigen Ergeb-

nissen gelangt:

Wenn zwei projective Strah-
lenbiischel in einer Ebene, aber
weder concentrisch noch per-
spectiv liegen, so bilden die
Schnittpunkte ihrer homologen
Strahlen eine Curve oder
Punktreihe zweiter Ord-

Wenn zwei projective Punkt-
reihen in einer Ebene, aber weder
in derselben Geraden noch per-
spectiv liegen, so bilden die
Verbindungslinien ihrer homo=
logen Punkte einen Strahlen-

‘biischel zweiter Ordnung,

nung, die mit keiner Geraden
mehr als zwei Punkte gemein hat.

von welchem durch keinen Punkt
mehr als zwei Strahlen gehen.

Um Ihnen von diesén Gebilden zweiter Ordnung sogleich eine

bestimmte Vorstellung zu verschaffen, fithre ich schon jetzt an,
dass die Curven zweiter Ordnung nichts anderes sind als Kegel-
schnitte, also auch erhalten werden, wenn ein gerader oder schie-
fer Kreiskegel durch eine Ebene geschnitten wird. Ein Strahlen-
biischel zweiter Ordnung aber besteht aus den Tangenten eines
Kegelschnittes. Den Beweis fiir diese Behauptungen werde ich
spater fihren. o4/
Den cobigen beiden Siitzen aus der ebenen Geometrie entspre-
chen die folgenden ans der Geometrie des Strahlenbiindels:
Wenn zwei projective Ebenen- Wenn zwei concentrische pro-
biischel, deren Axen sich schnei- | jective Strahlenbiischel weder in
den, nicht perspectiv liegen, so | einer Ebene noch perspectiv lie-
bilden die Schnittlinien ihrer | gen, so bilden die Verbindungs-
homologen Ebenen einen Kegel | ebenen ibrer homologen Strahlen
zweiter Ordnung, der mit | einen Ebenenbiischel zweiter
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keiner Ebene mehr als zwei der | Ordnung, von welchem darch

3chnittlinien gemein hat. Der
Schnittpunkt der beiden Axen
heisst der ,Mittelpunkt des
Kegels; durch ihn gehen alle
Strablen des Kegels.

keine Gerade mebr als zwei
Ebenen gehen. Das Centrum der
Strahlenbiischel heisst der ,,Mit-
telpunkt' des Ebenenbiischels;
es liegt auf allen seinen Ebenen.

Den Kegel und den Ebenenbiischel zweiter Ordnung kénnen
wir mittelst der Curve und des Strahlenbiischels zweiter Ordnung
erzeugen, indem wir diese aus einem beliebigen Punkte des Raumes
projiciren. Denn die beiden projectiven Strahlenbiischel S, S,
(Fig. 32 und 34), welche die Curve zweiter Ordnung erzeugen,
werden aus einem beliebigen Punkte O (z. B. aus Ihrem Auge)
durch zwei projective Ebenenbiischel projicirt, und diese erzeugen
einen durch die Curve gehenden Kegel zweiter Ordnung mit dem
Mittelpunkt O. Ebenso werden aus O zwei projective Punktreihen
u, u, (Fig. 33), die einen Strahlenbiischel zweiter Ordnung er-
zeugen, durch projective Strahlenbiischel projicirt, und diese wie-
derum erzeugen einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung, der ein
Schein des Strahlenbiischels zweiter Ordnung ist und O zum
Mittelpunkte hat. Umgekehrt wird ein Kegel zweiter Ordnung
von jeder nicht durch seinen Mittelpunkt gehenden Ebene in einer
Curve zweiter Ordnung geschnitten; denn die beiden projectiven
Ebenenbiischel, die den Kegel erzeugen, werden in projectiven
Strahlenbiischeln geschnitten, und diese erzeugen die Schnittcurve
zweiter Ordnung. Wenn mehr als zwei Strahlen des Kegels in
einer Ebene lagen, so wiirden auch mehr als zwei Punkte der
Cuarve zweiter Ordnung in einer Gteraden liegen, was unmoglich
ist. Analoges konnen Sie leicht von dem Ebenenbiischel zweiter
Ordnung beweisen. Zugleich erkennen Sie die Richtigkeit des
folgenden Satzes:

Jede Curve und jeder Strah- |
lenbiischel zweiter Ordnung wird
aus einem nicht in derselben | von einer beliebigen Ebene in
Ebene gelegenen Punkte durch | einer Curve resp. einem Strah-
einen Kegel resp. einen Ebenen- | lenbiischel zweiter Ordnung ge-
biischel zweiter Ordnung projicirt. | schnitten.

Sie ersehen hieraus, dass alle Resultate, die wir fiir die

Jeder Kegel und jeder Ebenen-
biischel zweiter Ordnung wird

ebenen Gebilde zweiter Ordnung gewinnen, sich sofort durch

Projiciren auf die Kegel und Ebenenbiischel zweiter Ordnung iiber-

tragen lassen. Ich beschriinke mich daher vorerst auf die Unter-
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suchung der Curven und Strahlenbiischel zweiter Ordnung und
schicke folgende Bemerkung voraus:

Fig. 82.

Die Curve % .zweiter Ordnung,

Der Strahlenbiischel x zweiter

welche zwei projective Strahlen-

Ordnung, welchen zwei projec-

biischel S, S, erzeugen, geht
durch die Mittelpunkte der bei-

tive Punktreihen u, u, erzeugen,
enthilt auch die Geraden u, u,,

den Biischel (Fig. 32). Denn
dem Strahle SS; oder p des

Biischels S, d. h. der Verbin-
dungslinie der beiden Mittel-
punkte, entspricht, weil die Bii-
schel nicht perspectiv liegen,
im Biischel S, ein von S;S
verschiedener Strahl p,. Der
Schnittpunkt von p und p,, ném-
lich S;, gehort also der Curve
k an, und ebenso S.

in denen die Punktreihen liegen

(Fig. 33).  Denn dem Punkte
uu, oder P der Punktreibe u,
d. h. dem Schnittpunkte der bei-
den Geraden, entspricht, weil
die Punktreihen nicht perspec-
tiv liegen, in u, ein von ihm
verschiedener Punkt P,. Die
Verbindungslinie PP, oder u,
gehort also dem Biischel x-an,
und ebenso w. o

Links ist p, (Fig. 32) der einzige durch S, gehende Strahl,
der mit der Curve % nur den einen Punkt S, gemein hat. Jeder
von p, verschiedene Strahl a, des Biischels S; wird von dem ihm
entsprechenden, von p verschiedenen Strahle @ in einem zweiten,
nicht mit S, -identischen Punkte 4 der Curve % geschnitten; wenn
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aber der Strahl @, sich um S, dreht, bis er mit p, zusammen-
fillt, so vereinigt sich dieser zweite Curvenpunkt A4 mit dem
ersten S,. Wir sagen deshalb: Der Strahl p, ,beriihrt in S, die
Curve %k, oder er ist eine ,,Tangente'* von k. — Ebenso ist rechts
(Fig. 33) P, der einzige Punkt von w,, durch den nur ein Strahl

—— d

= Q

Fig. 88.

des Biischels %, nidmlich %, selbst, hindurchgeht. Denn durch
jeden andern Punkt 4, von u, geht noch ein zweiter Strahl 4, 4
von x, weil gein entsprechender Punkt A nicht mit P, und also
A, A nicht mit u, zosammenfillt. Wir nennen P, einen ,,Be-
riihrunggpunkt“ des Biischels x im Strahle #,, und konnen daher
den Satz aufstellen:

Dem gemeinschaftlichen Strahle | Dem gemeinschaftlichenPunkte

. der beiden projectiven Strahlen- | der beiden projectiven Pankt-

[e3

biischel entspricht in jedem der | reihen entspricht in jeder der
Biischel eine Tangente der Curve | Reiben ein Beriihrungspunkt des
zweiter Ordnung. Biischels zweiter Ordnung.
Wie wir uns erinnern, kinnen zwei einformige Grundgebilde
auf eine einzige Art projectiv so auf einander bezogen werden,
dass drei bestimmten Elementen des einemn drei willkiirlich ange-
nommene Elemente des anderen entsprechen. Wollen wir also
eine Curve zweiter Ordnung mittelst projectiver Strahlenbfischel
erzeugen, so konnen wir nicht nur die Mittelpankte S, S, der
Biischel (Fig. 32), senderm noch drei weitere Punkte der Curve,
nimlieh die Schnittpunkte von drei paar entsprechenden Strahlen
der Biischel, willkiirlich in der Ebene annehmen. Fallt einer
dieser drei Schnittpunkte mit S zusammen, so ist von der Curve
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die Tangente im Punkte S gegeben; und das Gleiche kann bei
8, eintreten. — Um einen Strahlenbtischel zweiter Ordnung mit-
telst projectiver Punktreihen zu erzeugen, konnen wir nicht nur
die Triger u, u, der Reihen (Fig. 33), sondern noch drei andere
Strahlen des Biischels, ‘namlich die Verbindungslinien von drei
paar homologen Punkten der Panktreihen, willkiirlich in der Ebene
annehmen. Fillt eine dieser Verbindungslinien mit w zusammen,
80 ist von dem Biischel zweiter Ordnung der Beriihrungspunkt im

Strahle u gegeben; und dasselbe kann bei u, eintreten.

Die

folgenden Aufgaben sind demnach ausfiihrbar:

Fine Curve zweiter Ordnung

Einen Biischel zweiter Ord-

zu_eonstruiren, von welcher ge-
geben sind fiinf Punkte, oder
vier Punkte und die Tangente
an einem derselben S, oder drei
Punkte und die Tangenten an
zwel derselben S und °S,.
Sie sind zuriickgefiihrt aaf
Zwei projective Strahlenbii-
schel S, S, sind durch drei paar
homologe Strahlen aa,, bb,, cc,
gegeben; es sollen beliebig
viele Pankte der von ihnen er-
zeugten Curve k zweiter Ordnung
construirt werden.

nung zu construiren, von welchem
gegeben sind fiinf Strahlen, oder
vier Strahlen und der Beriihrungs-
punkt in einem derselben u, oder
drei Strahlen und die Beriihrungs-

puukte in zwei derselben wundw, .
die beiden Aufgaben:

Zwei projective Punktreihen
u, 4, sind durch drei paar ho-
mologe Punkte 44,, BB,, CC,
gegeben; es sollen beliebig
viele Strablen des von ihnen
erzeugten Biischels x zweiter

Ordnung construirt werden.

Diese Aufgaben gehen darauf hinaus, zu jedem beliebigen
vierten Elemente des einen Grundgebildes das entsprechende des
anderen zu finden; denn damit ist zugleich ein neues Element des
von beiden erzeugten Geebildes zweiter Ordnung Dbestimmt. Ich
konnte Sie also auf die im letzten Vortrag (Seite 64) angegebene
Construction verweisen. Doch will ich das vorliegende Problem
noch einmal in einer mehr symmetrischen Weise losen, besonders
weil sich wichtige Sitze an die Auflosung kniipfen. Wir losen
die Aufgabe, indem wir zu den beiden projectiven Grund-
gebilden ein drittes construiren, das zu jedem von ihnen per-

spective Lage hat; namlich*):

*) Ich wiederhole bei dieser Gelegenheit meinen Rath, dass der An-
finger die Figuren selber zeichne nach den Angaben des Textes, weil da-
durch die Auffassung wesentlich erleichtert wird.
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Durch den Schnittpunkt aa,
oder A von zwei homologen
Strahlen a, a, der projectiven
Biischel S, S, (Fig. 34) legen
wir zwei Gerade u, ,, von denen
die eine % den Biischel S(abdc)
in einer Punktreihe u(A4BC)
und die andere u, den Biischel
S,(a,b,¢,) in einer Punktreihe
u, (A, B,C,) schneidet. Als
Schnitte projectiver Biischel sind
diese Punktreihen u, u, aunch
zu einander projectiv. Sie liegen
aber sogar perspectiv, weil in
ihrem Schnittpunkte zwei homo-
loge Punkte 4, A, vereinigt sind
(Seite 59). Sie sind also Schnitte
eines Strahlenbiischels, in dessen
Mittelpunkt S, die Strahlen BB,
und CC,; sich schneiden.

Sechster Vortrag.

In der Verbindungslinie 4.4,
von zwei homologen Punkten
A, A, der projectiven Punkt-
reihen u, u, (Fig. 35) nehmen
wir die Mittelpunkte S, S, von
gwei Strahlenbiischeln an, von
denen der eine S (abc).die Punkt-
reihe ¥ (ABC), und der andere
S, (a,b,¢,) die Punktreihe
u, (4, B, C,) projicirt. Als
Scheine projectiver Punktreihen
sind diese Biischel S, S; auch
zu einander projectiv. Sie liegen
aber sogar perspectiv, weil in der
Verbindungslinie SS, ihrer Mit-
telpunkte zwei homologe Strahlen
a und a, vereinigt sind (Seite59).
Sie sind also Scheine der Punkt-
reihe u,, welche die Punkte bb,
und cc, verbindet.

Um nun zu irgend einem .
Strahle d des Biischels S den
entsprechenden d, von S; zu

Um zu einem Punkte D von
% den entsprechenden D, von %,
zu finden, schneiden wir die Ge-
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finden, projiciren wir den Schnitt-
punkt du ‘oder D aus dem
Punkte S; auf die Gerade u,
nach D, ; dann ist D, S, der ge-
suchte Strahl d,. Der Punkt dd,
oder P liegt auf der Curve k
zweiter Ordnung.

rade DS oder d durch u,, und
projiciren den Schnittpunkt aus
S, durch den Strahl d, auf die
Gerade u,. Die Projection d, ,
ist der gesuchte Punkt D,. Der
Strahl DD, gehdrt zu dem Bii-
schel x zweiter Ordnung.*)

Fig. 85.

Auf einem beliebigen Strahle
von S oder S, den zweiten, von
S resp. S, verschiedenen Schnitt-
punkt mit der Curve zweiter
Ordnung zu finden.

Hiermit sind zugleich folgende Aufgaben geldst:

Durch einen beliebigen Pankt

von % oder u, den zweiten, von
% resp. u, verschiedenen Strahl
des Biischels zweiter Ordnung
zu legen.

Indem wir auf die eben angegebene Weise auch zu dem ge-
meinsamen Strahle der Biischel, oderandererseitszu dem gemeinsamen

*) In' Fig. 85 ist der Biischel x gweiter Ordnung angedeutet durch die

von ihm eingehiillte Curve.
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Punkte der Punktreihen die beiden entsprechenden Strahlen resp.
Punkte suchen, 16sen wir die Aufga.be
An den Mittelpunkten von zwei | Auf zwei projectiven Punkt-

projectiven Strahlenbiischeln die | reihen, die einen Biischel zweiter
Tangenten der von ihnen erzeng- | Ordnung erzeugen, die Beriih-
ten Curve zweiter Ordnung zu | rungspunkte dieses Biischels zun
construiren. finden,

Ein weiteres wichtiges Resultat ergiebt sich in folgender
Weise aus unserer Constraction. Dem Strable S, S; oder m, links
(Fig. 34), welcher in M, und M von resp. ¥, und u geschnitten
wird, entspriecht im Biischel S der Strahl SM; denn wenn D,
mit M, zum Zusammenfall gebracht wird, so fallen zugleich D
und P mit M zusammen. Also ist M der Pankt, worin die Curve
k zum zweiten Male von w geschnitten wird. Ebenso liegt der
zweite Schnittpunkt von #, mit der Curve auf der Geraden SS;.
Ich erinnere daran, dass die willkiirlich gewahlten Geraden w und
u, keiner weiteren Bedingung unterworfen sind, als dass sie sich
in einem Punkte A der Curve schneiden. — Verbinden wir
andererseits rechts (Fig. 35) den Schnittpunkt u, u; oder @, mit
S, so geht die Verbindungslinie durch den zu @, homologen Punkt
@ von u, and QQ, oder SQ, ist ein Strahl des Biischels x zweiter
Ordoung. Ebenso ist der Strahl S, R, der aus S, den Schnitt-
punkt R von % und %, projicirt, ein Strahl von x. Da wir S und
8, willkiirlich auf einem Strahle a des Biischels x gew#hlt haben,
so ist damit die Doppelaufgabe gelost:

Auf einer Geraden u, welche | Durch einen Pankt S, der auf
die Curve % zweiter Ordnung in | einem gegebenen Strahle a des
einem gegebenen Punkte 4 schnei- | Biischels x zweiter Ordnung liegt,
det, den zweiten Schnittpunkt | den zweiten Strahl dieses Bii-
mit der Curve zu finden. schels zu ziehen.

Anch die beiden iiberans fruchtbaren Sétze des Pascal und
des Brianchon, deren ith in der Einleituang Erwihnung that,
ergeben sich wie von selbst aus unserer Construnetion. Bestimmen
wir links zu den fiinf Punkten S, S;, 4, M und L, der Curve &
noch irgend einen sechsten Punkt P (Fig. 34), so liegt zufolge
der Construction von P der Schaittpunkt D von SP und ¥ mit
dem Schnittpunkte D, von S, P und u, in einer durch S; gehenden
Geraden. Aber D, D, und S; sind die Punkte, in denen die
Gegenseiten des Sechsecks SPS;MAL, sich schneiden. — Con-
struiren wir andererseits rechts (Fig. 35) zu den fiinf Strahlen
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%, u;, SS,, SQ, und S, B des Biischels % zweiter Ordnung noeh
einen sechsten Strahl D D,, so miissen nach der Constraction die
Geraden SD und S, D, sich auf der Geraden @, R oder u, schnei-
den. Diese drei dorch einen und denselben Punkt gehenden Ge-
raden sind aber die Hauptdiagonalen, d. h. die Verbindungslinien
gegeniiberliegender Eckpunkte des Sechsecks SS,RDD,Q,. Wir
haben somit folgende Lebrsitze bewiesen:

Lehrsatz des Pascal:*) | Lehrsatz des Brianchon:

In jedem einfachen Sechseck, In jedem einfachen Sechseck,
das einer Curve zweiter Orduung | das von Strahlen eines Biischels
eingeschrieben ist, schneiden sich | zweiter Ordnung gebildet wird,

die drei paar Gegenseiten in drei | gehen die drei Haupt-Diagonalen
Punkten einer Geraden. durch einen Punkt.

lc& Streng genommen haben wir aber noch ein Bedenken zu be-

«

1ca

seitigen, das gegen den Beweis dieser Sitze erhoben werden kann.
Die beiden hier betrachteten Sechsecke enthalten Elemente, die
nicht willkiirlich gewéhlt sind; denn z. B. links sind wohl die
Eckpunkte 4, M, L, und P, nicht aber S und S, willkiirlich
gewihlte. Punkte der Curve k. Es ist aber denkbar, dass die
Mittelpunkte S und S, der projectiven Strahlenbiischel, die die
Curve erzeugen, durch besondere Eigenschaften sich auszeichnen,
dass etwa der Lehrsatz des Pascal nur fiir solehe eingesehriebene
Sechsecke gilt, zu deren Eckpunmkten § und S, gehoren. Wir
wollen nun dieses Bedenken erledigen dureh dem Nachweis, dass
Mittelpunkte von projectiven, die Curve erzesgenden Strahlen-
biischeln sind, dass also S und S, durch zwei beliebige andere

Curvenpunkte ersetzt werden konnen. Analoges gilt rechts von
den Geradem % und »,, die in dem Sechseck des Brianchon als
Seiten vorkommen.

Denken wir wus im Pascal’'sechen Sechseck SPS, MAL,
(Fig. 34) alle Eckpunkte ausser 4 fest und diesen Punkt 4 auf der
Carve fortgleitend, so dreht sich die Gerade L, 4 oder w4, um L,
und M4 oder %« um M, und die Punkte D, und D gleiten auf
den festen Geraden d, und d, so jedoch, dass ihre Verbindumgs-
linie DD, bestindig durch den festen Punkt S; geht. Denn der

*) Paseal entdeckte diese fundamentale Eigenschaft von sechs Punktea
eines Kegelschnittes 1639 im Alter von 16 Jahren. Brianchon verdffentlichte
seinen ebenso fundamentalen Satz 1806 im Journal de ’Ecole polytechnique,
Cahier 18.
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Pascal’sche Satz gilt fir jedes so entstehende Sechseck.
Folglich beschreiben D, und D zwei perspective Punktreihen d,
und d, welche Schnitte des Strahlenbiischels S; sind. Und zu-
gleich beschreiben ¥, und % um resp. L, und M zwei projeetive

Strahlenbiischel, welche Scheine dieser perspectiven Punktreihen
d, und d sind. Wir konnen also die Curve 4 auch als Erzeug-
niss der projectiven Strahlenbiischel L, und M auffassen, deren
Mittelpunkte zwei ganz beliebige Punkte der Curve sind. —
Denken Sie sich ebenso im Sechseck SS, RDD, @, des Brianchon
(Fig. 35) die Seite SS, bewegt, wihrend die #ibrigen Seiten un-
veréindert bleiben, so jedoch, dass SS; nicht aufhort, ein Strahl
des Biischels x zweiter Ordnung zu sein; dann beschreibt S; eine
Punktreihe S; B oder », und S eine zu r; projective Punktreihe
SQ, oder ¢. Denn der Schnittpunkt der Hauptdiagonalen S,D,
und SD bewegt sich auf der festen Geraden @, R und beschreibt
in dieser eine Punktreihe u,, zu welcher ¢ und r, perspectiv
liegen. Wir konnen also den Biischel zweiter Ordnung auch
durch die projectiven Punktreihen ¢ und r, erzeugen. Hiermit
ist bewiesen, dass die Lehrsiitze des Pascal und des Brian-
chon allgemein giiltig sind, und zugleich sind wir zu folgendem
Fundamentalsatze ilber die Curven und Strahlenbiischel zweiter

Ordnung gelangt:
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Curven, Bischel und Kegel zweiter Ordnung.

Eine Curve zweiter Ordnung
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Ein Strahlenbiischel zweiter

wird aus beliebigen zwei ihrer

Ordnung wird von beliebigen

Punkte durch projective Strah-

zwei seiner Strahlen in projecti-

lenbiischel projicirt; durch jeden

venPunktreihen geschnitten; auf

Punkt der Curve gehen zwei ho-

jedem Strahle des Biischels liegen

mologe Strahlen dieser projecti-

zwei homologe Punkte dieser

ven Biischel.

Reihen.

Wir werden diese Sitze spiiter benutzen, um auch die Gebilde

zweiter Ordnung auf einander und auf die einférmigerr Grund-
gebilde projectiv zu beziehen, @hnlich wie die €rundgebilde auf
einander. Schon jetzt stellen wir anf Grund dieser Siitze folgende

Definitionen auf:
Vier Punkte einer Curve

Vier Strahlen eines Biischels

zweiter Ordnung heissen ,,har-

zweiter Ordnung heissen ,har-

monische €urvenpunkte'’, wenn

monisch*, wenn sie von irgend

sie ats irgend einem und folg-

einem und folglich von jedem

lich aus jedem fiinften Punkte

fiinften Strahle des Biischels in

der Curve durch vier harmonische

vier harmonischen Punkten ge-

Strahlen projicirt werden.

schnitten werden.

Durch drei Punkte einer Curve oder drei Strahlen eines
Biischels zweiter Ordnung ist der vierte harmonische eindeutig be-
stimmt, sobald noch angegeben ist, von welchem der gegebenen
drei Punkte oder Strahlen er getrennt sein soll. '

Indem wir Bezug nehmen auf einen frilheren Satz iiber die
Tangenten der Curven und die Beriihrungspunkte der Biischel
zweiter Ordnung (Seite 72), folgern wir ans dem Fundamentalsatze:

Durch jeden Punkt einer Curve ‘Auf jedem Strahle eines Bii-
zweiter Ordnung geht eine Tan- | schels zweiter Ordnung liegt ein
gente der Curve. Beriihrungspunkt des Biischels.

Die Curve zweiter Ordnung wird also von einer Schaar von
Tangenten eingehiillt, und der Strahlenbiischel zweiter Ordnung
umhiillt eine Reihe von Beriihrungspunkten. Es wird eine Auf-
gabe meines nichsten Vortrages sein, Ihnen zu zeigen, dass jene
Tangentenschaar und diese Reihe von Beriihrungspunkten nichts
Anderes sind, als ein Strahlenbiischel und eine Punktreihe zweiter
Ordnung.

Andere sebr wichtige Eigenschaften der Curven und Biischel
zweiter Ordnung sind in folgenden Sitzen ausgesprochen, die wir
oft benutzen werden:
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Zwei Curven zweiter Ordnung

Sechster Vortrag. Curven und Biischel zweiter Ordnung.

Zwei Strahlenbiischel zweiter

fallen zusammen, wenn sie ent-
weder fiinf Puankte, oder vier
Punkte und die Tangente an
einem S, oder drei Punkte und
die Tangenten an zwei von ihnen
S, S, gemein haben.

Denn projiciren wir die Punkte
der beiden Curven aus dem ge-
meinschaftlichen Punkte S durch
einen Biisehel, so sind zu diesem
die beiden Strahlenbiischel pro-
jectiv, die aus dem gemeinschaft-
lichen Punkte S, die Carven
projiciren. Diese concentrischen
Biischel S, aber sind identisch,
weil sie drei Strahlen entspre-
chend gemein haben; niémlich
jeden Strahl, der nach einem
von S und S, verschiedenen ge-
meinschaftlichen Punkt der Cur-
ven geht, sodann den Strahl S, S,
wenn in S die Curven eine ge-
meinschaftliche Tangente haben,
und endlich die Tangente in S,,
wenn diese beide Curven beriihrt.
Jeder Strahl von S projicirt also
einen gemeinschaftlichen Punkt
der beiden Curven.

Ordnung fallen zusammen, wenn

sie finf Strahlen, oder vier
Strahlen und den Beriihrungs-
punkt in einem u, oder drei
Strahlen und die Ber@hrungs-
punkte in zwei von ihuen w, u,
gemein haben. '

Denn schneiden wir die bei-
den Biischel durch den gemein-
schaftlichen Strahl 4 m einer
Punktreihe, so sind zu dieser
die beiden Punktreihen projec-
tiv, in deuen die Biischel von
dem Strahle u, geschnitten wer-
den. Diese conjectiven Reilien
aber sind identisch, weil sie drei
Punkte entsprechend gemein
haben ; ndmlich jeden Punkt, der
in einem von % und w, ver-
schiedenen  gemeinschaftlichen
Strahle der Biischel liegt, sodann
den Punkt uu,, wenn in u die
Biischel einen gemeinschaftlichen
Beriihrungspunkt haben, und
endlich den Beriilirungspunkt in
%,, wenn dieser beiden Biischeln
angehort. Durch jeden Punkt
von u geht also noch ein gemein-
schaftlicher Strahl der Biischel.
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Siebenter Vortrag. |

Folgerungen aus den Lehrsiitzen des Pascal
und des Brianchon. Die drei Arten ven Curven :
zweiter Ordnung.

[13 Die wichtigen Eigenschaften, die wir von den Sechsecken in
der Curve und im Strahlenbiischel zweiter Ordnung bewiesen haben,
fiihren uns zu nicht minder wichtigen Sitzen * iiber ' ebensolche
Fiinfecke, Vierecke und Dreiecke. Der Ableitung dieser “Sitze
muss ich einige Bemerkungen iiber die Tangenten der Curven und
die Beriihrungspunkte der Biischel zweiter Ordnung vorausschicken.

Hy Wir nannten eine Gerade p, (Fig. 32), die mit einer Carve
zweiter Ordnung in einer Ebene liegt und mit ihr nur einen
Punkt S, gemein hat, eine Tangente der Curve am Punkte S,,
und fanden, dass durch jeden Punkt der Curve eine einzige Tan-
gente geht. Jeder andere durch S, gehende Strahl a, der Ebene
schneidet die Curve in noch einem zweiten Punkte 4. Drehen
wir den Strahl ¢, um S;, so durchlduft sein Schmttpunkt A die
Curve; er nihert sich dem Puankte S, ins Unbegrenzte, wenn a,
der Tangente p, unbegrenzt niher kommt. Die Tangente stellt
sich hiernach dar als die Grenzlage der Verbindungslinie von zwei
einander unendlich nahe kommenden (consecutiven) Curvenpunkten,
und zwar ldsst sich diese Definition anwenden auf die Tangenten
nicht allein der Curven zweiter Ordnung, sondern ganz beliebiger
Curven. — Analog nannten wir einen Punkt P, (Fig. 33), durch
den nur ein Strahl u, eines Biischels x zweiter Ordnung geht,
einen Beriihrungspunkt des Biischels im Strahle »,, und fanden,
dass auf jedem Strahle des Biischels x ein einziger Beriihrungs-
punkt liegt. Durch jeden anderen Punkt 4, von %, geht noch
ein zweiter Strahl a des Biischels. Bewegt sich 4, auf w,,
so durchliuft a den Biischel x und néhert sich dem Strahle u,
ins Unbegrenzte, wenn A4, dem Punkte P, unbegrenzt niher
kommt. Der Beriihrungspunkt stellt sich hiernach dar als die

Grenzlage des Schnittpunktes von zwei consecutiven; d. h. ein-

apder unendlich nahe kommenden Strahlen des Biischels.
Reye, Geometrie der Lage. L 4. Aufl. 6
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Wenn also in einem der Curve zweiter Ordnung eingeschrie-
benen Sechseck zwei benachbarte Eckpunkte einander unbegrenzt
sich nihern, so tritt an die Stelle der sie verbindenden Seite eine
Tangente der Curve; und wenn in einem Sechseck, dessen Seiten

saus Strahlen eines Biischels zweiter Ordnung bestehen, zwei be-
nachbarte Seiten einander unbegrenzt sich ndhern, so tritt an die
Stelle des Eckpunktes, worin sie sich schneiden, ein Beriihrungs-
punkt des Biischels. Jenachdem nun ein, zwei oder drei paar be-
nachbarte Elemente zusammenfallen, geht das Sechseck iiber in
ein Fiinfeck, ein Viereck oder ein Dreieck. Fiir das Fiinfeck lauten
hiernach die Lehrsitze des Pascal und des Brianchon, wie folgt:

In jedem einer Curve zweiter

In jedem, von Strahlen eines

Ordnung eingeschriebenen Fiinf-

Biischels zweiter Ordnung ge-

eck liegen die Schnittpunkte von
zwei Paaren nicht benachbarter
Seiten in einer Geraden mit dem
Punkte, in welchem die fiinfte
Seite und die Tangente des
gegeniiberliegenden Eckpunktes
sich schneiden (Fig. 36).

bildeten Fiinfeck schneiden sich
die Diagonalen, welche irgend
zwei Paare von Eckpunkten ver-
binden, in einem Punkte der Ge-
raden, welche den fiinften Eck-
punkt mit dem Beriihrangs-
punkte der gegeniiberliegenden

Seite verbindet (Fig. 37).

Tig. 36.

Fig. 87.

Dieser Doppelsatz enthdlt die Losung der beiden Aufgaben:
Wenn fiinf beliebige Punkte | Wenn fiinf Strahlen eines
einer Curve zweiter Ordnung ge- l Biischels zweiter Ordnung ge-
geben sind, ihre Tangenten mit- | geben sind, ihre Beriihrungs-
telst des Lineals zu zeichnen. punkte zu zeichnen.
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[{l> Fir das Viereck erhalten wir die folgenden Sitze (Fig. 38):

Fig. 88,

In jedem ciner Curve zweiter

In jedem von Strahlen eines

Ordnung eingeschriebenen Vier-

Biischels zweiter Ordnung ge-

eck liegen die beiden Schnitt-

bildeten Viereck schneiden sich

punkte der Gegenseiten mit dem

die beiden Diagonalen und die

Schnittpunkte der Tangenten

Verbindungslinie der Beriih-

gegeniiberliegender Eckpunktein

rungspunkte gegeniiberliegender

emer Geraden (Mac Laurin).

[

7 Die drei Punkte, in denen die
Seiten eines der Curve zweiter
Ordnung eingeschriebenen Drei-
ecks von den Tangenten der
gegeniiberliegenden Eckpunkte
geschnitten werden, liegen auf
einer Geraden.

g

Seiten in einem Punkte.

Fiir das Dreieck endlich ergiebt sich Folgendes:

Die drei Geraden, welche die
Eckpunkte eines von Strahlen
eines Biischels zweiter Ordnung
gebildeten Dreiecks mit den Be- -
rithrungspunkten der gegeniiber-
liegenden Seiten  verbinden,
schneiden sich in einem Punkte.

Alle diese Sitze, die auch zur Losung einer Reihe einfacher

Aufgaben (namentlich derjenigen von Seite 73) benutzt werden
konnen, lassen sich direkt, ohne Benutzung des Sechsecks ableiten,

Ich will Ihnen beispielsweise fiir das Viereck diesen direkten Be-

6*
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weis geben, weil er uns zugleich neue merkwiirdige Eigenschaften
projectiver Grundgebilde aufschliesst, und weil ich zudem die Satze
iiber das Viereck zu weiteren Folgerungen benutzen will.

Um in zwei projectiven Strahlenbiischeln S, S; (Fig. 34) zu
jedem Strahle des einen den entsprechenden Strabl des anderen
leicht zu finden, haben wir einen dritten Strahlenbiischel S, be-
stimmt, der zu jedem der ersteren perspectiv liegt. Zu dem Ende
brachten wir die Biischel S, S; in deu resp. Punktreihen » und
u, zam Schnitt mit zwei Geraden, die wir durch den Schnitt-
punkt von zwei homologen Strahlen a, a, der Biischel legten. Da
diese Punktreihen perspectiv liegen, so ist der Strahlenbiischel S,
den sie erzeugen, der gesuchte.

Fig. 89,

Dieser Schluss gilt auch dann noch, wenn % mit a, und u,
mit ¢ zusammenfillt (Fig. 39). Die Punkte ba, und b,a¢ (d. h.
B und B,) oder ca; und c¢,a (d. h. € und C,) u.s. w., in denen
zwei homologe Strahlen a, @, von je zwei anderen b, b, oder c,
¢, wechselsweise geschnitten werden, liegen also mit einem
festen Pankte S; in einer Geraden. Wird durch diesen Punkt S,
irgend eine Gerade DD, gelegt, die in D und D, die resp. Strah-
len @, und @ schneidet, so sind SD und S, D, homologe Strahlen
der Biischel S, S;. Lassen wir nun D, mit S zusammenfallen,
so gehen SD und D, D in S8, oder ¢ fiber, und diesem Strahle
von S entspricht der Strahl S, S oder ¢,, welcher die Mittelpunkte
der Biischel S, S; verbindet. Die Gerade SS; oder ¢ ist also
eine Tangente der von S und S, erzeugten Curve zweiter Ord-
nung, und ebenso S, S; oder p,. Der feste Punkt S; ist somit
Schnittpunkt der beiden Tangenten ¢ und p, in S und S,, d. h.
der beiden Strahlen, die in den Biischeln S, S, dem gemeinschaft-
lichen Strahle SS, entsprechen. Wir gelangen deshalb immer
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zu demselben Punkté S;, mdogen wir nun mit a, @, oder mit
irgend einem anderen Paare (b, b, oder ¢, ¢,) homologer Strahlen
die resp. Geraden u,, » zusammenfallen lassen. Durch den Punkt
S, geht die Verbindungslinie von je zwei Punkten kI, und %1,
in denen irgend zwei Paare k, k; und !/, !, homologer Strahlen
sich wechselsweise schneiden.

Um in zwei projectiven Punktreihen u, », (Fig. 35) zu jedem
Punkte der einen den entsprechenden- Punkt der anderen Reihe
leicht auffinden zu kionnen, haben wir in' folgender Weise eine
dritte Punktreihe u; bestimmt, die zu jeder der gegebenen per-
spectiv liegt. Wir projicirten w, w, durch die resp. Strablen-
biischel S, S;, deren Mittelpunkte wir auf der Verbindungslinie
von irgend zwei homologen Punkten 4, A, der gegebenen Punkt-
reihen annahmen. Da diese Strahlenbiischel perspectiv liegen, so
ist die Punktreihe uy, deren Scheine sie sind, die gesuchte.

Lassen ‘wir nun S mit 4, und S, mit 4 zusammenfallen
(Fig. 40), so geht u, durch die beiden Punkte von « und %,, die

- Fig. 40.

dem Schnittpunkte uu, entsprechen. Zwei beliebige homologe
Pankte D, D;, werden némlich aus resp. 4, und 4 durch zwei
Strahlen A, D und 4D, projicirt, die sich auf der Geraden w,
schneiden. Aber. dieser Schnittpunkt und folglich aueh D, fillt
mit dem Pankte w,u, oder P, zusammen, wenn D mit wu, oder
P zur Deckung gebracht wird, so dass #, wirklich durch den
einen und ebenso durch den anderen der beiden Punkte P,, @
geht, die dem Schnittpunkte PQ, von u und u, entsprechen.
Mit -anderen Worten: Die Gerade u, verbindet die in % nnd w,



120

1

86 Siebenter Vortrag.

liegenden Beriihrungspunkte des von den Punktreihen u, ¥, erzeng-
ten Strahlenbiischels zweiter Ordnung. Wir gelangen deshalb
immer zu derselben Geraden u,, mdgen wir nun mit 4, 4,, oder
mit irgend einem anderen Paare (B, B, oder C, C,) homologer
Punkte die resp. Mittelpunkte S, S zusammenfallen lassen. Jeder
Schnittpunkt zweier Strahlen, wie BC, und B,C, durch welche
irgend zwei Paare (B, B, und C, C,) homologer Punkte sich
wechselsweise projiciren, liegt auf der Geraden u,.
Die eben gewonnenen Ergebnisse kdnnen wir in folgendem
Doppelsatze znsammenfassen:
Die beiden Punkte ab, und i
a,b, in denen irgend zwei paar
homologe Strablen der projec-
tiven Biischel S, S, sich wechsels- |
weise schneiden, liegen in einer |

Die beiden Geraden A B, und
A, B, durch welche irgend zwei
paar homologe Punkte der pro-
jectiven Punktreiben u, u, sich
wechselsweise projiciren, schnei-

Geraden mit dem Schnittpunkte
S, der beiden Strahlen, die dem
gemeinschaftlichen Strahle S.S,
der Biischel entsprechen.

den sich auf der Verbindungs-
linie ¥, der beiden Punkte, die
dem gemeinschaftlichen Punkte
uu, der Reihen entsprechen.

Sie werden in diesen Sitzen sofort die friiheren iiber das
Viereck in der Curve und im Strahlenbiischel zweiter Ordnung
~ wieder erkennen, wenn Sie Folgendes beachten:

Die Biischel S, S, erzeugen
eine Curve zweiter Ordnung;
die Geraden @, b, und a,,b sind
die zwei paar Gegenseiten eines
der Curve eingeschriebenen Vier-
ecks abb, a,, in S; aber schnei-
den sich die Tangenten von zwei
gegeniiberliegenden Eckpunkten

DiePunktreihen u, u, erzeugeix
einen Strahlenbiischel zweiter
Ordnung; die Punkte 4, B, und
A,,B sind die zwei paar Gegen-
punkte eines in dem Biischel
enthaltenen Vierseits, u, aber
verbindet die Beriihrungspunkte
von zwei Gegenseiten u, u, dieses.

S, S, dieses Vierecks (Fig. 39). | Vierseits (Fig. 40).
Dass die obigen Siétze ganz besonders geeignet sind, uns zu

jedem Elemente des einen von zwei projectiven einformigen Grund-
gebilden das entsprechende Element des anderen zu liefern, liegt
auf der Hand. Wenn z. B. in den projectiven Punktreihen u, 4,
(Fig. 40) drei paar homologe Punkte gegeben sind, so lasst sich
aus ihmen die Gerade u, sofort ableiten; diese aber weist, wie
der Satz rechts angiebt, jedem Punkte von % den entsprechenden
Punkt von u, zu. ,

Die soeben wiederbolt bewiesenen Sitze von den Vierecken
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in der Carve und im Strahlenbiischel zweiter Ordnung lassen sich
auch in der folgenden allgemeineren Form aussprechen (Fig. 38):

Fig. 88.

Bilden vier Punkte, K, L, M,

Bilden vier Strahlen k, !, m,

N einer Curve zweiter Ordnung

n eines Biischels zweiter Ord-

ein_vollstindiges Viereck und

nung ein vollstindiges Vierseit

ihre Tangenten k, I, m, n_ein

und ihre Beriihrungspunkte K,

vollstiindiges Vierseit, so liegen

L, M, N ein vollstindiges Vier-

in den Verbindungslinien der drei

eck, so gehen durch die Schnitt-

Nebeneckpunkte X, Y, Z des

punkte X, Y, Z der drei Dia-

Vierecks je zwei Gegenpunkte

gonalen des Vierseits je zwei

des Vierseits.

Gegenseiten des Vierecks.

Die frither aufgestellten Sitze nimlich gelten links filr jedes
der drei einfachen Vierecke, die in dem vollstindigen Viereck
KLMN, und rechts fiir jedes der drei einfachen Vierseite, die
in dem vollstindigen Vierseit X/mn enthalten sind.

In dieser Fassung sagt aber der Satz links ganz das-
selbe aus wie der Satz rechts; denn beide sagen aus, dass die
drei Diagonalen des Vierseits dasselbe Dreieck bilden wie die drei
Nebeneckpunkte des Vierecks. Hat aber umgekehrt ein Viereck
KLMN zu einem ihm umschriebenen Vierseit kimn diese Lage,
so kann sowohl eine Curve zweiter Ordnung construirt werden,
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welche die Geraden %, I, m, # in den Punkten K, L, M, N be-
rithrt, als auch ein Biischel zweiter Ordnung, der die Punkte K,
L, M, N in den Strahlen k, !, m, n zu Beriihrungspunkten hat.
Denn die Curve zweiter Ordnung durch K, L, M, N, welche in
K die Gerade & beriihrt, hat in Folge des Satzes auch die Ge-
raden !, m, n zu Tangenten; und der Biischel zweiter Ordnung,
welcher die Strahlen %, I, m, n enthélt und in ¥ den Punkt K
zum Berithrungspunkte hat, muss auch die Punkte L, M, N zu
Beriihrungspunkten haben. Vier Tangenten einer Curve zweiter
Ordnung und ibre vier Beriihrungspunkte konnen also stets als
vier Strahlen eines Biischels zweiter Ordnung und deren vier Be-
rithrangspunkte aufgefasst werden.

Eine Curve zweiter Ordnung durch drei Berithrungspunkte
K, L, M eines Biischels zweiter Ordnung, die in zwei dieser
Punkte K, L die zugehdrigen Strahlen %, ! des Biischels tangirt,
geht folglich auch durch jeden vierten Beriihrungspunkt N des
Biischels und tangirt in N den zugehorigen Strahl n des Biischels.
Umgekehrt enthilt ein Biischel zweiter Ordnung jede Tangente
einer Curve zweiter Ordnung, sobald er drei Tangenten und die
Beriihrungspunkte von zwei derselben enthiélt. Wir haben so die
folgende schone Beziehung zwischen den Curven und Biischeln
zweiter Ordnung bewiesen:

Die Tangenten einer Curve Die Beriihrunggpunkte eines

zweiter Ordnung bilden einen | Strahlenbiischels zweiter Ord-
Strahlenbiichel zweiter Ordnung. ! nung liegen auf einer Curve zwei-

DieCurve ist vonder zweiten Clas- 1 ter Ordnung. Keine Gerade ent-
se, d.h, durch keinen Punktgehen | halt mehr als zwei von ihnen.
mehr als zwei ihrer Tangenten. ’ :
, Zwei Curven zweiter Ordnung fallen zusammen, wenn sie
finf Tangenten, oder vier Tangenten und den Beriihrungspunkt
von ejner, oder drei Tangenten und die Beriihrungspunkte von
zwei dieser Tangenten gemein haben. Denn die beiden sie umhiillen-
den Strahlenbiischel zweiter Ordnung fallen zusammen (Seite 80).

Seiner Wichtigkeit wegen beweise ich den letzten Doppelsatz
noch einmal auf andere Art, wobei sich noch eine neue interes-
sante Eigenschaft der Curve zweiter Ordnung ergeben wird. Moge
yon. den vier Eckpunkten K, L, M, N (Fig. 38) eines der Curve
gweiter Ordnung eingeschriebenen Vierecks einer, K, sich auf der
Curve bewegen, indess die iibrigen drei nebst ihren Tangenten I,
m, n ihre Lage beibehalten. Dann gleitet oder wélzt sich die
Tangente & des Punktes K auf der Curve fort, und auch ihre
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Schnittpunkte E, 4 mit den resp. Tangenten #u, | bewegen sich,
Es ist aber. leicht zu erkennen, dass F und A4 bei dieser Be-
wegung zwei projective Punktreihen in resp. # und I beschreiben,
dass also die Tangente & einen Strahlenbiischel zweiter Ordoung
durchlduft. Denn die .beiden Diagonalen EB und AD des Vier-
seits klmn schueiden sich in einem verinderlichen Punkte Y der
festen Greraden LN und beschreiben folglich um die festen Eck-
punkte B und D zwei perspective Strahlenbiischel; von diesen
aber sind die beiden von E und A4 beschriebenen Punktreihen %,
I zwei Schnitte. Damit ist der Satz links bewiesen; der Satz
rechts aber lisst sich ganz analog beweisen.

Auch die Gerade MK geht durch den Punkt Y und be-
schreibt bei der Bewegung des Punktes K einen Strahlen-
biischel um den festen Punkt M; dieser Biischel M ist zu dem
von BE beschriebenen Biischel B perspectiv und folglich za der
von E beschriebenen Punktreihe n prOJectxv Daraus folgt, wenn
K die Curve durchliuft:

' Sind von einer Curve zweiter Ordnung ein beliebiger fester
Punkt M und eine beliebige feste Tangente n gegeben, und lassen
wir jedem Strahle von M, der einen verdnderlichen Punkt K der
Curve projicirt, den Schnittpunkt von n mit der Tangente des
Punltes K entsprechen, so sind der Strahlenbiischel M und die
Punktreihe. n projectiv auf einander bezogen.

Diesen Satz hat Chasles seinem Traité des Sections coniques
zu Grunde gelegt, ohne ihn jedoch ausreichend zu begriinden.
Der Satz ist in der Ebene sich selbst reciprok, da ja, wie eben
bewiesen wurde und auch aus ihm selbst folgt, die Tangenten
einer Curve zweiter Ordnung stets einen Biischel zweiter Ordnung
bilden. Wir folgern aus ihm:

»Die Tangenten an vier harmonischen -Punkten einer Curve

wzweiter Ordnung sind vier harmonische Tangenten.*
Sie werden nimlich von jeder fiinften Tangente # in vier har-
monischen Punkten geschnitten, weil ihre vier Beriihrungspunkte
aus jedem fiinften Punkte der Curve durch vier harmonisehe
Strablen projicirt werden. :

Den Satz, dass ein Biischel zweiter Ordnung von u'gend zwei
seiner Strahlen in projectiven Punktreihen geschnitten wird,
kionnen wir nunmehr aunch so aussprechen.

wDer Biischel der Tangenten einer Curve zweiter Ordnung wird
wyon je zwei Tangenten in projectiven Punktreihen geschnitten.'
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Der Lehrsatz des Brianchon kann jetzt in folgender Fassung
dem Lehrsatze des Pascal gegeniihergestellt werden:
,Von jedem einer Curve zweiter Ordnung ,,umschriebenen‘
»Sechseck (dessen Seiten die Curve berithren) schneiden sich die
,,drei Hauptdiagonalen in einem Punkte.*
So wird der Lehrsatz des Brianchon gewthnlich ausgesprochen,
und eine analoge Fassung pflegt man den aus ihm folgenden
Satzen iiber das Fiinfeck, Viereck und Dreieck im Strahlenbiischel
zweiter Ordnung zu geben.

Ich begniige mich damit, Ihnen noch einige der frither be-
wiesenen Sitze nebst ihren reciproken in dieser neuen Fassung
vorzufiihren, jedoch iibertragen auf die Gebilde zweiter Ordnung
im Strahlenbiindel. Nach friiheren Satzen (Seite 70) wird jede
Curve und jeder Strahlenbiischel zweiter Ordnung aus einem nicht
in der Ebene liegenden Punkte durch einen Kegel resp. einen
Ebenenbiischel zweiter Ordnung projicirt. Jede Tangente der
Curve wird durch eine Ebene projicirt, die mit dem Kegel nur
einen Strahl gemein hat und eine ,Berithrangsebene‘* des Kegels
heisst. Ebenso wird jeder Beriihrungspunkt des Strahlenbiischels
zweiter Ordnung durch einen sogenannten ,,Beriihrungsstrahl® des
Ebenenbiischels projicirt, und durch diesen Strahl geht nur eine
Ebene des Biischels. Da auch umgekehrt jeder Kegel und jeder
Ebenenbiischel zweiter Ordnung von einer beliebigen Ebene in
einer Corve resp. einem Strahlenbiischel zweiter Ordnung ge-
schnitten wird, so ergiebt sich:

Die Beriihrungsebenen eines
Kegels zweiter Ordnung bilden
einen Ebenenbiischel zweiter Ord-
nong.

Die Strablen eines Kegels
zweiter Ordnung werden aus je
zwei unter ihnen durch projec-
tive Ebenenbiischel projicirt (vgl.
Seite 79).

Die Berﬁhrﬁngsstrahlen eines
Ebenenbiischels zweiter Ordnung
bilden einen Kegel zweiter Ord-
nung.

Die Beriihrungsebenen eines .
Kegels zweiter Ordnung werden
von je zwei unter ihnen in pro-
jectiven Strahlenbiischeln ge-
schnitten.

Aehnlich wie friher (Seite 79) konnen wir daher folgende

Definitionen aufstellen:

Vier Strahlen eines Kegels
zweiter Ordnung heissen ,,har-
monische Strahlen‘, wenn sie

aus irgend einem und folglich

Vier Beriihrungsebenen eines
Kegels zweiter Ordnung heissen
y»yharmonische  Beriihrungsebe-

nen‘‘, wenn sie von irgend einer
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aus jedem fiinften Strahle des | und folglich von jeder fiinften
Kegels durch vier harmonische | in vier harmonischen Strahlen
Ebenen projicirt werden. geschnitten werden.

Die Lehrsitze des Pascal und des Brianchon lauten fiir
den Kegel zweiter Ordnung:
_ In jedem einem Kegel zweiter In jedem einem Kegel zweiter
Ordnung eingeschriebenen Sechs- | Ordnung umschriebenen Sechs-
kant schneiden sich die drei paar | kant schneiden sich die dre?
Gregenseiten in drei Geraden, die | Hauptdiagonal-Ebenen in einer
in einer Ebene liegen. Geraden.

Es wird eine niitzliche Uebung fiir Sie sein, wenn Sie auch
die iibrigen Sitze, die wir fiir ebene Gebilde bewiesen haben, aunf
die entsprechenden Gebilde im Strahlenbiindel iibertragen.

Wir konnen schon an dieser Stelle beweisen, dass jede Curve
zweiter Ordnung als ebener Schnitt von Kreiskegeln aufgefasst

werden kann, also im Sinne der Griechischen Geometer ein

Loty 7

Kegelschnitt ist. Jeder Kreis ist eine Curve zweiter Ordnung.

denn er wird aus je zwei seiner Punkte S, S, darch congruente
und somit projective Strahlenbiischel projicirt, weil Peripherie-
winkel, die auf demselben Bogen stehen (wie < ASB und
< A8, B in Fig. 41), gleich sind. Jeder gerade oder schiefe

Fig. 41. Fig. 43.

Kreiskegel ist folglich ein Kegel zweiter Ordnung (Seite 70), nnd
jeder Kegelschnitt ist eine Curve zweiter Ordnung. .
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Sei nun . eine beliebige Curve zweiter Ordnung und k, ein
Kreis, welcher % in einem Punkte A beriihrt, dessen Ebene aber
die Ebene von k¥ in der Tangente a von A schneidet (Fig. 42).
Wir legen durch irgend drei Punkte von a drei andere Tangenten
b, ¢, d an k und ebenso drei Tangenten b,, c,,d, an k,, bringen
die Ebenen bb,, cc,, dd, zum Schnitt in einem Punkte S und
projiciren aus S den Kreis k, auf die Ebene von k. Dann ist die
Projektion eine Curve zweiter Ordnung, -die mit k¥ die vier Tan-
genten a, b, ¢, d und den Beriihrungspunkt A von a gemein hat
und folglich mit k& zusammenfillt (Seite 88). Der Kreiskegel
S (k,) geht demnach auch durch k, die beliebige Curve zweiter
Ordnung % liegt auf ihm und ist ein Kegelschnitt. Wir sind
berechtigt, die Curven zweiter Orduung nunmehr ,,Kegelschnitte**
zu nennen.

Geraden mehr als zwei Pankte gemein hat, konnen wir fiir jhren

Verlauf in der Ebene eine bemerkenswerthe Folgerung ziehen.
Die Curve hat nimlich biernach mit der unendlich fernen Geraden
ihrer Ebene entweder keinen Punkt gemein, oder einen Punkt,

_worin sie von der unendlich fernen Geraden beriibrt wird, oder end-
lich zwei Schnittpunkte. Im ersten Falle sind alle Punkte der Curve
eigentliche Punkte und alle ihre Tangenten eigentliche Strahlen
der Ebene; die Curve wird in diesem Falle eine ,Ellipse‘* genannt
(s. Figg. 34 bis 42). Im zweiten Falle erstreckt sich die Curve
mit zwel Aesten ins Unendliche, indem sie dem Punkte zustrebt,
worin sie die unendlich ferne Gerade beriihrt; sie heisst dann eine
,Parabel* (s. Fig. 33, Seite 72). Im dritten Falle besteht die
Curve aus zwei krammen Linien, deren jede mit zwei Aesten den
beiden unendlich fernen Curvenpunkten zustrebt, und durch diese
Punkte hiingen die beiden krummen Linien mit einander znsammen;
die Curve heisst in diesem Falle eine ,,Hyperbel** (Fig. 32 Seite 71).
Weil die unendlich ferne Gerade die Hyperbel schneidet, so sind
alle Tangenten der Hyperbel, insbesondere auch die Tangenten
der beiden unendlich fernen Curvenpunkte, eigentliche Strahlen
der Ebene. Es giebt also zwei eigentliche Tangenten, welche die
Hyperbel in ihren unendlich fernen Punkten beriihren; sie heissen
die ,,Asymptoten* der Hyperbel.

Dieselben drei Arten von Curven zweiter Ordnung konnen
wir _aus jedem Kegel zweiter Ordnung herausschneiden, dessen
Mittelpunkt nicht unendlich fern liegt. Eine durch den Mittel-
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punkt gelegte Ebene ¢ hat niéimlich mit dem Kegel entweder nur
diesen Punkt gemein, oder sie berithrt ihn in einem Strahle s,
oder endlich sie schneidet ibn in zwei Strahlen p, q. Jede zu ¢
parallele Ebene ¢, schneidet im ersten Falle alle Strahlen des
Kegels in eigentlichen Punkten und den Kegel selbst in einer
Ellipse. Im zweiten Falle ist die Schrnittcurve eine Parabel, weil
der parallele Strahl s in einem unendlich fernen Punkte von ¢,
geschnitten wird; und zwar ist die Schnittlinie von ¢, mit der
Beruhrungsebene ¢ die unendlich ferne Tangente der Parabel.
Endlich im dritten Falle ist die Schuittcurve eine Hyperbel, weil
die beiden Kegelstrahlen p,” ¢ ihre unendlich fernen Punkte mit e,
gemein haben. Die Ebenen, die in p und g den Kegel beriihren,
werden von ¢, in den Asymptoten der Hyperbel geschnitten; die
Hyperbel aber besteht aus zwei krummen Linien, weil beide Hilf-
ten des Kegels von ¢, geschnitten werden. Wir konnen die Hy-
perbel wie jede Curve zweiter Ordnung als eine in sich zuriick-
laufende, geschlossene Curve auffassen, weil jeder sie projicirende
eigentliche Kegel eine geschlossene, in sich zuriicklaufende
Fliche ist.

Zwei projective Strahlenbiischel, die schief in einer Ebene
liegen, erzeugen eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenachdem

von ihnen keine homologen Strahlen, oder ein oder zwei paar ho=

mologe Strahlen parallel laufen. Wird der eine Strahlenbiischet

so in der Ebene verschoben, dass er mit dem andern concentrisch
wird, wahrend seine Strahlen ihre Richtungen beibehalten, so
haben die concentrischen Biischel im ' ersten Falle keinen, im
zweiten Falle einen und im dritten zwei Strahlen entsprechend
gemein. Der dritte Fall tritt namentlich dann ein, wenn die
Biischel entgegengesetzt projectiv sind. Wir werden hiernach oft
sofort entscheiden konnen, ob eine durch geniigend viele Be-
dingungen, z. B. durch fiinf Punkte bestimmte Curve zweiter Ord-
nung eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist.

Schwieriger ist diese Entscheidung, wenn die Curve durch
Tangenten gegeben ist oder durch projective Punktreihen, die den
sie umbhiillenden Biischel zweiter Ordnung erzeugen. Doch er-
kennen Sie sofort, dass zwei projective Punktreihen dann und

nur dann die Tangenten einer Parabel erzeugen, wenn ihre un-

endlich fernen Punkte einander entsprechen; denn nur in diesem
Falle ist die unendlich ferne Gerade der Ebene eine der Tan-
genten.
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Man nennt solche projective Punktreihen, deren unendlich
ferne Punkte einander entsprechen, ,,projectiv @hnlich*. Werden
sie in perspective Lage gebracht, sodass irgend zwei eigentliche
homologe Punkte zusammenfallen (Fig. 43), so stellen sie sich dar

Fig. 48.

als Schnitte eines Parallelstrahlenbiischels; ihr Projectionscentrum

liegt némlich anf dem unendlich fernen Strahle, also selbst un-

endlich fern. Daraus folgt:
.Projectiv_shnliche Punktreihen werden durch ihre homologen
,,Punkte proportional getheilt; ihre homologen Strecken stehen
,zu einander in einem constanten Verhiltniss‘.

Die Bezeichnung ,,projectiv ahnlich* erklirt sich aus diesem Satze.

Beildufig ergiebt sich fir die Parabeltangenten die metrische Be-

giehung:
wZwel beliebige Tangenten u, u, einer Parabel werden von den
,ibrigen 44,, BB,, CC,, ... proportional getheilt* (Fig. 33).

Bei dieser Gelegenheit seien noch folgende Sitze angefiihrt:

»Bewegen sich die Eckpunkte eines Dreiecks so auf drei ge-
wgebenen Geraden, dass zwei Seiten ihre Richtungen beibehal-
»ten, so umhiillt die dritte Seite eine Parabel, falls sie nicht
,»gleichfalls ihre Richtung unveriindert beibehilt.*

Denn durch die Parallelstrahlenbiischel, welche die ersten beiden

Dreiecksseiten beschreiben, werden zwei der gegebenen Geraden

auf die dritte und folglich auf einander projectiv dhnlich bezogen.
»9ind in einer Ebene eine Punktreihe  und ein Strahlenbiischel
»S projectiv auf einander bezogen, und zieht man durch jeden
wPunkt von u eine Parallele oder Normale zu dem entsprechen-
yden Strahle von S, so schneiden sich diese Parallelen resp. diese
y»Normalen entweder in einem Punkte, oder sie umbhiillen eine
,Parabel, die auch die Gerade u beriihrt.*
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Der_Schnitt des Strahlenbiischels S mit der unendlich fernen Ge-
raden ist ndmlich eine zu w projective unendlich ferne Punkt-

. 5{\‘1
Fig. 88.

reihe. Liegt diese nicht perspectiv zu u, so erzeugt sie mit u
einen Strahlenbiischel zweiter Ordnung, der auch die unendlich
ferne Gerade enthdlt und folglich eine Parabel umhiillt. Fiir den
Fall der Parallelen ist der Satz hiermit bewiesen; fiir den Fall
der Normalen fithrt man ihn auf den erledigten Fall zuriick, in-
dem man den Biischel S in seiner Ebene um einen rechten
Winkel dreht.

130 Projiciren wir eine Curve zweiter Ordnung aus einem unend-
lich fernen Punkte, der nicht in ihrer Ebene liegt, so erhalten
wir einen Kegel mit unendlich fernem Mittelpunkt, dessen Strahlen
also parallel sind. Dieser wird ein ,,Cylinder zweiter Ordnung
genannt. Zwei projective, aber nicht perspective Ebenenbiischel
mit parallelen ‘Axen erzeugen demnach einen Cylinder zweiter
Ordnung. Wir theilen die Cylinder ein in elliptische, parabolische
und hyperbolische, jenachdem sie von irgend einer und folglich
von jeder Ebene, die nicht durch ihren unendlich fernen Mittel-
punkt geht, in Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln geschnitten
werden, oder was dasselbe ist, jenachdem sie keinen oder einen
unendlich fernen Strahl oder zwei solche enthalten.
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Achter Vortrag.

Pol und Polare in Bezug auf Curven zweiter Ordnung.*)

Die Sitze iiber Vierecke, die einer Curve zweiter Ordnung
um- oder eingeschrieben sind, fiihren uns zu sehr wichtigen Eigen-
schaften der Kegelschnitte, von denen ich Ihnen einzelne schon
in der Einleitung angegeben habe. Wir gelangen zu ihnen durch
folgende Betrachtung: '

Ist in der Ebene einer Curve zweiter Ordnung ein Punkt U
gegeben, der nicht auf der Curve selbst liegt (Figg. 44 und 45),
und legen wir durch ihn zwei die Curve schneidende Gerade AC
und BD, so kdnnen wir diese als die Diagonalen eines der Curve
eingeschriebenen einfachen Vierecks 4 BCD betrachten. Die zwei
paar Gegenseiten BC, AD und 4B, CD dieses Vierecks schnei-
den sich dann in je zwei Punkten P und @, die Tangenten a, ¢
in zwei gegeniiberliegenden Eckpunkten A, C schneiden sich in
einem dritten Punkte R, und diese drei Schnittpunkte P, Q, R
liegen in einer Geraden w. Auf derselben Geraden schneiden sich
auch die Tangenten b, d, die in den Eckpunkten B, D die Curve

*) Die Polarentheorie der Kegelschnitte wird irrthiimlich meistens La
Hire zugeschrieben. Wir verdanken sie Desargues, der sie 1639 in seinem
»Brouillon projeet d'une atteinte....* entwickelte (Vgl. Desargues Oeuvres,
réunies par Poudra, Paris 1864, T. I.). Uebrigens beweist schon Apollonius,
Conicorum lib. TIT prop. XXXVII, dass der Schnittpunkt zweier Tangenten
eines Kegelschnittes von den Punkten der Beriihrungssehne harmonisch ge-
trennt ist durch die Curve. Wenn Apollonius trotzdem nicht zu der Polaren-
theorie gelangt, so ist m. E. die antike Auffassung der Kegelschnitte daran
schuld. Apollonius fasst sie auf als ebene Schnitte von korperlichen (soliden)
Kreiskegeln, die aber an der Spitze enden, also nur je eine Hilfte eines
Kegels zweiter Ordnung bilden. Die Hyperbel ist deshalb bei Apollonius
nur eine der beiden krummen Linien, aus denen unsere Hyperbel besteht
(vgl. Seite 92); sie wird von den Geraden, die beide Linien treffen, nur in
je einem Punkte geschnitten, und trennt keine zwei Punkte dieser Geradem
harmonisch; auch geht durch unendlich viele Punkte der Ebene nut je eine
ihrer Tangenten.
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beriihren (vgl. die S#tze iiber das eingeschriebene Viereck Seite
83 und 87).

Sind nun ¥ und W die Schnittpunkte der Geraden » mit
resp. AC und BD, so ist ¥ von U harmonisch getrennt durch
die Curvenpunkte 4 und C. Denn von dem Viereck PBQD
schneiden sich je zwei Gtegenseiten in A und C, wihrend die Dia-
gonale BD durch U und die Diagonale PQ durch ¥ geht. Eben-
so sind U und W harmonisch getrennt durch B und D, was man mit

Hiilfe des Vierecks PAQC leieht beweist.. Die Gerade % wird also
auch construirt, wenn wir nur eine Secante AC durch U legen, auf
dieser den Punkt ¥V suchen, der von U durch die Curvenpunkte
A und C harmonisch getrennt ist, und mit ihm den Schnittpunkt
R der beiden Tangenten von A und C verbinden. Und wie auch
die zweite Secante BD durch U gelegt werden moge, so miissen
auf der Geraden %, die schon durch ihre Punkte ¥ und R be-
stimmt ist, allemal folgende Punkte liegen:
1) Die Schnittpunkte P und @ der Gegenselten des Vierecks
ABCD;
2) Der Schnittpunkt S der beiden Tangenten von B und Dj
3) Der von U durch die Curvenpunkte B und D harmonisch:
getrennte Punkt W.
Wir wollen U den ,,Pol* der so bestimmten Geraden % nennen,
und umgekehrt » die ,,Polare* des Punktes U. Die Polare eines

Rey e, Geometrie der Lage. I. 4. Aufl, 7
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gegebenen Puanktes beziiglich einer Curve zweiter Ordnung kann
man hiernach auf verschiedene Art, und zwar darch lineare Con-
structionen leicht finden. Umgekehrt kann man den Pol U einer
gegebenen Geraden ¥ construiren, indem man aus zwei beliebigen
Punkten R, S der Geraden zwei paar Tangenten a, ¢ und b, d
an die Curve zweiter Ordnung legt (Figg. 44 und 45). Durch
den Pol U gehen dann:

1) Die Diagonalen des einfachen Vierseits abcd;
2) Die Verbindungslinien AC und BD der Beriihrungspunkte
‘jedes Tangentenpaares; :

3) Die beiden Strahlen, von denen der eine durch a und ¢, der
andere durch b und d harmonisch getrennt ist von w.
Denn der Schnittpunkt U von 4C und BD ist der Pol von #,
weil seine Polare die Schnittpunkte der beiden in A und C resp.
B und D beriihrenden Tangenten enthdlt und deshalb mit u zu-
sammenfdllt. Ferner sind die Geraden RU und % harmonisch
getrennt durch die Tangenten a, ¢, weil ihre Punkte U, ¥V durch
die Beriihrungspunkte 4, C harmonisch getrennt sind; und ebenso
ist SU von u harmonisch getrennt durch 4 und d, so dass die
Behauptung 3) bewiesen ist. Die Richtigkeit der Behauptung 1)
folgt unmittelbar aus dem friiher bewiesenen Satze (Seite 83)

diber das umschriebene Vierseit.

Wenn die Polare u eines Punktes U (Fig. 45) die Curve
zweiter Ordnung schneidet, so wird die Curve von den beiden
Geraden beriihrt, die den Punkt U mit den Schnittpunkten ver-
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binden.
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Denn bhitte eine dieser Geraden mit der Curve noch

einen zweiten Punkt gemein, so miisste dieser von dem ersten
Schnittpunkte harmonisch getrennt sein durch U und %, was un-

moglich ist, da dieser erste Schnittpunkt auf u liegt.

Die Ge-

rade u ist also in diesem Falle die ,,Beriihrungssehne des Punk-

tes U, d. h. sie verbindet die Beriihrungspunkte der beiden

Tangenten, die aus U an die Curve zweiter Ordnung gehen.
Alle diese Ergebnisse konnen wir in folgendem Doppelsatze

zusammenfassen :
Wenn durch einen Punkt U,

Wenn von beliebig vielen Punk-

der in der Ebene einer Curve

ten einer Geraden u, die in der

zweiter Ordnung, aber nicht auf

Ebene einer Curve zweiter Ord-

der Curve liegt, beliebig viele

Secanten durch die Curve ge-

nung liegt, aber die Curve nicht
beriihrt, je zwei Tangenten an

zogen werden, so liegen die fol-

die Curve gezogen werden, so

genden Punkte auf einer Ge-

gehen die folgenden Geraden

raden u:

i) Von jedem der Curve einge-
schriebenen einfachen Vier-
eck, das zwei dieser Secanten
zu Diagonalenhat, die Schnitt-
punkte der Gegenseiten;

2) auf jeder Secante der Punkt,
der von U dureh die beiden
Curvenpunkte harmonisch ge-
trennt ist; .

3) die Schnittpunkte von je zwei
Tangenten, deren Beriih-
rungspunkte mit U in einer
Geraden liegen;

4) wenn von U Tangenten an
die Curve gezogen werden
konnen, deren Berithrungs-
punkte.

durch einen Punkt U:

1) Von jedem der Curve um-
schriebenen einfachen Vier-
geit, dessen (tegenseiten auns
zwei dieser Tangentenpaare
bestehen, die beiden Diago-
nalen;

2) die Geraden, welche durch jo
zwei Tangenten harmonisch
von % getrennt sind;

3) die Geraden, welche die Be-
rithrungspunkte je eines Tan-
gentenpaares verbinden;

4) wenn u die Curve schneidet,
die beiden Tangenten an den
Schaittpunkten.

Die Gerade u heisst die ,,Polare‘* des Punktes U, und dieser

heisst der ,,Pol* von u in Bezug auf die Curve zweiter Ordnung, -

Liegt ein Punkt A auf der Curve zweiter Ordnung, und ist
a die Tangente an diesem Punkte, so soll a die Polare von 4

heissen und umgekehrt 4 der Pol von a.
Grenzfall des vorigen betrachtet werden.

Dieser Fall kann als
Hierdurch und durch
7#
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das Vorhergehende ist also jedem Punkte der Ebene eine Polare
in Bezug auf die Curve zugeordnet, und umgekehrt jeder Geraden
ein Pol.

Von einem Punkte in der Ebene einer Curve zweiter Ord-

nung sagen wir, er liege ,,ausserhalb* oder ,innerhalb" der Curve,

jenachdem durch ihn zwei oder keine Tangenten der Curve gehen.

Die Punkte einer Tangente liegen also ausserhalb der Curve; nur

der Beriibrungspunkt liegt ,auf'* der Curve. Jede Gerade der

Curvenebene enthilt nnendlich viele Punkte, die ausserhalb der
Carve liegen, némlich ihre Schnittpunkte mit den Tangenten, und
zwar folgen diese Punkte stetig auf einander, weil die Tangenten
stetig auf einander folgen. Die innerhalb der Curve liegenden
Punkte einer Gieraden folgen daher gleichfalls stetig aunf einander.
Wenn die Verbindungslinie von zwei ausserbalb der Curve ge-
legenen Punkten 4, B die Curve schneidet, so sind diese Puukte
nicht durch die Schoittpunkte von einander getrennt, sondern
man kann auf der ausserhalb der Curve liegenden Strecke der
Geraden von 4 nach B gelangen (nothigenfalls iiber den unend-
lich fernen Punkt hinweg), ohne einen Curvenpunkt zu f{iber-
schreiten. Ebenso sind zwei innerhalb der Curve liegende Punkte
nicht durch die Curve von einander getrennt, sondern sie liegen
auf einer von der Curve eingeschlossenen Strecke ihrer Verbin-
dungslinie. Wenn aber zwei Punkte darch die Curve von ein-
ander getrennt sind, so liegt der eine innerhalb, der andere
ausserhalb der Curve; denn sie kénnen nach dem eben Bewiese-
nen weder beide innerhalb, noch beide ausserhalb der Curve liegen.
Also:
»Die Ebene wird durch eine in ibhr liegende Curve zweiter
»Ordnung in zwei Theile zerlegt. Von einem beliebigen Punkte
»des einen Theils kann man in der Ebene zu jedem anderen
wPunkte desselben Theiles, dagegen zu keinem Punkte des an-
»deren Theiles gelangen, ohne die Curve zu iiberschreiten. Die:
»Punkte des einen Theiles liegen ausserhalb der Curve, und es
.lassen sich von ihnen je zwei Tangenten an die Curve ziehen;
.die Punkte des anderen Theiles liegen innerhalb der Curve,
wund durch sie gehen keine Tangenten. Die Curve zweiter
+Ordnung ist die gemeinsame Grenze beider Theile.*
Ein innerhalb der Curve gelegener Punkt ist somit von jedem
Punkte seiner Polare harmonisch getrennt durch die Curve; jede
dorch ihn gelegte Gerade der Ebene schneidet die Curve in zwei
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Punkten, seine Polare aber schneidet die Curve nieht. Ein ausser-
halb der Curve gelegener Punkt R ist nicht von jedem Punkte
seiner Polare durch die Curve getrennt; zieht man durch R die
beiden Tangenten an die Curve, 80 begrenzen diese auf der Polare
die Strecke der Punkte, die von R harmonisch getrennt sind. Die
Curve nebst allen von ihr eingeschlossenen Punkten ist in dem
einen der beiden vollkommenen Winkel enthalten, die von zwei
beliebigen Tangenten gebildet werden.

137 Wir werden spiter von diesen S#tzen, die Ihnen vielleicht
“selbstverstindlich scheinen, aber nach meiner Ansicht wohl des
Beweises bedurften, mehrfach Gebranch machen. Zuniichst be-
weise ich ‘mit ihrer Hiilfe folgenden Hauptsatz der Polaren-

theorie:
Die Polaren der Punkte

DiePoleder Strahleneines

einerGeradenu gehendurch

Punktes Uliegen aufderPo-

den Pol Uder Geraden. Liegt
ndmlich ein Punkt von « inner-
halb der Curve zweiter Ordnung,
80 ist er von U harmonisch ge-
trennt, und seine Polare muss
deshalb durch ‘U gehen. Liegt
ein Punkt R von u ausserhalb
der Curve (Figg. 44 und 45),
so kann man durch ihn Tangen-
ten an die Curve ziehen; und
die Gerade, die den Beriihrungs-
punkt von einer dieser Tangen-
ten mit U verbindet, ist die
Polare von R, weil ihr Pol so-
- wohl auf % als auch auf jener
Tangente liegen muss. Liegt
endlich ein Punkt von # auf
der Curve, so ist seine Polare
identisch mit seiner Tangente;
dieseabergeht gleichfallsdurch U.

lare v des Punktes. Wenn
nimhch ein Strahl von U die
Curve zweiter Ordnung schnei-
det, so erhdlt man seinen Pol,
indem man an den Schnittpunk-
ten Tangenten construirt und
deren Schnittpunkt sucht. Dieser
aber liegt, wie vorhin bewiesen,
auf der Polare u von U. Schnei-
det ein Strahl von U die Curve
nicht, so liegt sein Pol inner-
balb der Curve, ist also von
jedem Punkte des Strahles und
folglich auch von U harmonisch
getrennt, also wieder anf u ge-
legen. Beriihrt endlich ein Strahl
von U die Curve, so liegt der Be-
rithrungspunkt auf % und ist zu-
gleich der Pol des Strahles.

Von zwei beliebigen Punkten der Ebene liegt hiernach ent-

weder keiner oder jeder in der Polare des andern; und von zwei
beliebigen Geraden der Ebene geht entweder keine oder jede
durch den Pol der andern.

13§ Durch diese und die vorhergehenden Sitze ist das Princip
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der Dualitit, worauf ich spiter noch einmal zurtickkommen werde,
wenigstens fiir das ebene Feld und tiberhaupt fiir Grundgebilde

der zweiten Stufe bewiesen. Denn zu jedem ebenen Gebilde

kbnnen wir mit Hiilfe einer Curve zweiter Ordnung ein reciprokes
ebenes Gebilde construiren, indem wir zu jedem seiner Punkte
die Polare und zu jeder seiner Geraden den Pol bestimmen. Da-
her wird es kiinftig geniigen, wenn ich von je zwei reciproken
Sétzen, die sich auf ebene Gebilde beziehen, immer nur den einen
beweise.

Mit Hilfe der Polaren hat Brianchon seinen Lehrsatz aus
dem Pascal’schen Satze abgeleitet. Von einem der Curve zweiter
Ordnung eingeschriebenen Sechsecke bestimmte er ndamlich zu jeder
Seite den Pol, indem er an den beiden auf ibr gelegenen Eck-
punkten Tangenten construirte und deren Schnittpunkt suchte
(Fig. 46). Den Seiten und Eckpunkten des eingeschriebenen

Pig. 46.

Sechsecks entsprechen dann die Eckpunkte und Seiten eines um-
schriebenen Sechsecks; und der Schnittpunkt von zwei beliebigen
Seiten des eingeschriebenen hat zur Polare die Verbindungslinie
der entsprechenden Eckpunkte des umschriebenen Sechsecks. Da
nun die drei Punkte, in denen die Gegenseiten des eingeschriebe-
nen Sechsecks sich schneiden, in einer Geraden u liegen (Pascal),
so gehen die drei Geraden, welche die Gegenpunkte des um-
schriebenen Sechsecks verbinden, durch einen Punkt U, den Pol
der Geraden u (Brianchon).
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Sie ersehen schon aus dieser einen Anwendung, welcher Nutzen
aus der Polarentheorie gezogen werden kann. Mit Hiilfe einer
Curve zweiter Ordnung kann zu jeder ebenen Curve ein ihr reci-

proker Strahlenbiischel gefunden werden, indem jeder Punkt der

Curve einen Strahl des Biischels zur Polare hat; den Eigenschaf-
ten der Curve aber werden Eigenschaften des Biischels entsprechen.
Wir werden spiter noch allgemeinere Beziehungen dieser Art zu
untersuchen haben.

Sind P, @ zwei beliebige Punkte einer Geraden u (Figg. 44
und 46), so gehen dem obigen Hauptsatze zufolge ihre Polaren
p, q durch den Pol U von u. Wir wollen nun P irgendwo auf
u, dagegen @ im Schnittpunkte von % und p annehmen; dann
bilden P, @, U die Eckpunkte eines Dreiecks, ihre Polaren p, ¢,
u aber die gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks. Dieses
Dreieck wird ein ,,Poldreieck‘ der Curve zweiter Ordnung ge-
nannt; jeder seiner Eckpunkte ist der Pol der gegeniiberliegen-
den Seite. Wir gelangen zu Poldreiecken, wie ohne Weiteres ein-
leuchtet, mittelst des Doppelsatzes (vgl. auch Fig. 38):

Die drei paar Gegenseiten eines |  Die drei Diagonalen eines voll-
vollstéindigen Vierecks, das einer | stindigen Vierseits, das einer
Curve zweiter Ordnung einge- | Curve zweiter Ordnung umschrie-
schrieben ist, schneiden sich in | ben ist, bilden ein Poldreieck der
den Eckpunkten eines Poldrei- | Curve (Seite 98).
ecks der Curve. -
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Zu jedem Poldreieck PQ U konnen unendlich viele der Curve
eingeschriebene Vierecke construirt werden, deren drei paar Gegen-
seiten sich in P, Q und U schneiden. Man lege durch P eine
Secante BC an die Curve (Fig. 44), verbinde die beiden Curven-
punkte B, C mit dem Punkte U und bringe die Geraden B U und
CU in resp. D und 4 zum zweiten Male mit der Curve zum
Schnitt; dann ist ABCD eines der unendlich vielen eingeschrie-
benen Vierecke, deren Gegenseiten in P, @ und U sich schneiden.
Der Beweis liegt auf der Haund.

Werden nun von dem eingeschriebenen Viereck die beiden
Eckpunkte 4, C nebst dem Punkte U festgehalten, und wird der
Punkt P auf der Polare 4 von U verschoben, so bewegt sich der
Eckpunkt B auf der Curve. Die beiden Geraden PB, QB be-
sehreiben folglich um die resp. Mittelpunkte C, 4 zwei projective
Strahblenbiischel, und die Punkte P, @ beschreiben auf u zwei
projective Punktreihen, namlich die Schnitte jener Strahlenbiischel
mit 4. Wir schliessen daraus, dass der Strahlenbiischel, den die
Polare UQ oder p des Punktes P um U beschreibt, wahrend P
die Punktreihe w durchlduft, zu dieser Punktreihe projectiv ist.
Also: :

Wenn emn Punkt P eine Punktreihe u durchliuft, so be-
schreibt seine Polare p einen Strahlenbiischel U, der zu der
Punktreihe projectiv ist; es ist u (P) A U (p).

Durch diesen Satz wird die Abhingigkeit, worin eine be-
liebige Figur zu ihrer Polarfigur steht, niher angegeben. Wir
folgern daraus:

»Sind in einer Ebene zwei Curven zweiter Ordnung x, X ge-
»geben, und bestimmen wir zu jedem Punkte der einen x die
wPolare in Bezug auf die andere Curve )\, so umhiillen diese
wPolaren eine Curve zweiter Ordnung x, (Brianchon), die soge-
»nannte Polare von x in Bezug auf \.*
Denn denken wir uns x durch zwei projective Strahlenbiischel U,
V erzeugt, so entsprechen diesen als Polaren in Bezug auf ) zwei
Punktreihen u, », die zu den Biischeln und folglich auch zu ein-
ander projectiv sind. Diese Punktreihen erzeugen einen Biischel
zweiter Ordnung, welcher die Curve x, umbhiillt.

In der Theorie der Curven zweiter Ordnung werden die fol-
genden Bezeichnungen hiufig angewendet:

Zwei Punkte der Ebene heissen Zwei Gerade der Ebene heissen
nconjugirt* beziiglich einerCurve | ,;conjugirt*beziiglich einer Curve
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zweiter Ordnung, wenn der eine | zweiter Ordnung, wenn die eine
und folglich jeder auf der Po- ’ und folglich jede durch den Pol

lare des anderen liegt. i der anderen geht.

Ein Punkt ist also jedlem Punkte seiner Polare, und eine
Gerade ist jeder durch ibren Pol. gehenden Geraden conjugirt.
Die Eckpunkte und ebenso die Seiten eines beliebigen Poldreiecks
der Curve sind alle drei conjugirt; Jacob Steiner nannte des-
halb das Poldreieck ein ,,Tripel conjugirter Punkte-oder conjugir-
ter Strahlen*. Jeder Punkt der Curve zweiter Ordnung ist sich
selbst conjugirt, weil er auf seiner Polare, der Tangente, liegt;
und jede Tangente der Curve ist sich selbst conjugirt, weil sie
durch ihren Pol, den Beriihrungspunkt, geht.

[Q 3y Wenn die Verbindungslinie Wenn durch den Schnittpunkt
von zwei conjugirten Punkten ! von zwei conjugirten Geraden a,

A, B die Curve zweiter Ordnung

b zwei Tangenten der Curve

schneidet, so sind 4 und B

zweiter Ordnung gehen, so sind

durch die beiden Schnittpunkte

a und b durch diese Tangenten

harmonisch getrennt. Denn die
Polare von A4 geht durch B und
enthilt alle Punkte, die von A4
durch je zwei Curvenpunkte har-
monisch getrennt sind.

harmonisch getrennt. Denn der
Pol von a liegt auf b, und durch
ihn gehen alle Strahlen, die von
a durch je zwei Tangenten har-
monisch getrennt sind.

Die Curve zweiter Ordoung schliesst deshalb von jedem Pol-
dreieck einen Eckpunkt ein und die iibrigen beiden Eckpunkte
aus; sie schneidet zwei Seiten des Poldreiecks, nicht aber die dritte.

Aus der Definition der conjugirten Punkte und Geraden folgt

weiter:

Wenn zwei Pankte 4, B einem
dritten C conjugirt sind, so ist
ihre Verbindungslinie die Polare
von C. Denn die Polare von C
muss sowohl durch 4 als auch
dureh B gehen.

Wenn zwei Gerade a, b einer
dritten ¢ conjugirt sind, so ist
ibr Schnittpunkt der Pol von c.
Denn dieser Pol muss sowohl auf
a als auch auf & liegen.

Sind u, v zwei nicht conjugirte Gerade der Ebene, so konnen
wir jedlem Punkte P von u den ihm conjugirten Punkt P, von
v zuweisen (Fig. 47). Die Punktreihen %, v aber werden dadurch
projectiv; denn v wird ein Schnitt des Strahlenbiischels U, der
aus den Polaren der Punkte von u besteht und (nach Seite 104)
zu der Punktreihe u projectiv ist. Die Verbindungslinien von je
zwei conjugirten Punkten P, P, der Geraden u, + bilden also einen
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Strahlenbiischel erster oder gweiter Ordnung, jenachdem der
Schnittpunkt uo sich selbst conjogirt ist, d. h. auf der Curve
gweiter Ordnung liegt, oder nicht. Da P den beiden Punkten P,
und U conjugirt ist, so ist P, U die Polare von P, und PP, ist
der Geraden P, U conjugirt. Jenen Strahlenbiischel erster oder
zweiter Ordnung erhalten wir also auch, wenn wir durch jeden
. Punkt P, von v den Strahl legen, welcher der Geraden P, U con-
jugirt ist.

Fig. 47. Fig. 48.

Sind andererseits U, ¥V zwei nicht conjugirte Punkte der
Ebene, so konnen wir jedem Strahle p von U den ihm conjugirten
Strahl p, von V zuweisen (Fig. 48). Die Strahlenbiischel U, V
werden dadurch projectiv; denn U wird ein Schein der Punktreihe
v, die aus den Polen der Strahlen von V besteht und zu dem
Strahlenbiischel . ¥ projectiv ist. Die Biischel U, V erzeugen also
eine Punktreihe erster oder zweiter Ordnung, jenachdem der ge-
meinschaftliche Strahl UV sich selbst conjugirt ist, d. h. die Curve
zweiter Ordnung beriihrt, oder nicht. Da p, den beiden Strahlen
p und v conjugirt ist, so ist pv der Pol von p,, und der Punkt
7.p ist dem Punkte pv conjugirt. Jene Punktreihe erster oder
zweiter Ordnung erhalten wir also auch, wenn wir in jedem Strahle
p von U den Punkt bestimmen, der dem Punkte pv conjugirt ist.
Daraus folgen die Satze:

Sind in der Ebene einer Curve zweiter Ordnung eine Gerade
v und ein nicht auf v liegender Punkt U gegeben, und f

1 w .
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bestimmen wir in jedem Strahle

107

wird durch jeden Punkt von v

von U den Punkt, welcher dem

der Strahl gelegt, welcher der

Schnittpunkte des Strahles mit

Verbindungslinie des Punktes

der Geraden v conjugirt ist, so

mit dem Punkte U conjugirt ist,

liegen alle diese Punkte in einer

so umhiillen alle diese Strahlen

Curve zweiter Ordnung. Diese
Curve geht durch den Pol V
der Geraden », durch U und die
Beriihrungspunkte der zwei paar
Tangenten, die von U und V
an die gegebene Curve zweiter
Ordnung etwa gezogen werden
konnen. Wenn aber die Gerade
UV die gegebene Curve zweiter
Ordnung beriihrt, so erhalten
wir eine Punktreihe erster statt
einer Curve zweiter Ordnung.*)

eine Curve zweiter Ordnung.
Diese beriihrt die Polare w des
Punktes U, die Gerade » und
die Tangenten der zwei paar
Punkte, in denen die gegebene
Curve zweiter Ordnung von v
und % geschnitten wird. Wenn
aber der Punkt uv auf der ge-
gebenen Curve liegt, so erhal-
ten wir einen Strahlenbiischel
erster statt der Tangenten einer
Curve zweiter Ordnung.

Werden links die gegebene Curve zweiter Ordnung und der

Punkt U festgehalten, so entspricht jedem Punkt der Ebene ein
conjugirter Punkt, der mit ihm auf einem Strahle von U liegt;
einer beliebigen Geraden aber entspricht im Allgemeinen eine
Curve zweiter Ordnung. Werden ebenso rechts die gegebene
Curve zweiter Ordnung und die Gerade v festgehalten, so ent-
spricht jedem Strahl der Ebene ein conjugirter Strahl, der jenen
in einem Punkte von v schneidet; einem Strahlenbiischel erster

Ordnung aber entspricht im Allgemeinen ein_Biischel zweiter
Ordnung. Wir gelangen auf diese Weise zu zwei besonderen
Fillen der sogenannten ,,geometrischen Verwandtschaft zweiten
Grades*.

Aus dem Vorhergehenden (Seite 105 und 106) ergeben sich
noch folgende Sitze:

*) Als besonderer Fall des Satzes links ist der folgende zau erwihnen:

»nDie Mittelpunkte der Sehnen eines Kegelschnittes, die nach einem be-
»liebig gegebenen eigentlichen Punkte convergiren, liegen auf einem an-
nderen Kegelschnitte.*
Die Gerade v liegt in diesem Falle unendlich fern, und jeder der Mittel-
punkte ist dem unendlich fernen Punkte der zugehdrigen Sehne conjugirt.
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Ist ein Dreieck AM B, (Fig.47)
einer Curve zweiter Ordnung
eingeschrieben, so schneidet jede
Gerade, die einer Seite 4B, con-
Jjugirt ist, die beiden anderen
Seiten in conjugirten Punkten.
Und wenn umgekehrt eine Ge-
rade irgend zwei Seiten des Drei-
ecks in conjugirten Punkten
schneidet, so geht sie durch den
Pol der dritten Seite.

Achter Vortrag.

Ist ein Dreieck UV W (Fig. 48)
einer Curve zweiter Ordnung
umschrieben, so bestimmt jeder
Punkt, der einem FEckpunkte
W conjugirt ist, mit den beiden
anderen Eckpunkten zwei con-
jugirte Strahlen. Wenn umge-
kehrt ein Punkt aus zwei Eck-
punkten des Dreiecks durch con-
jugirte Strahlen projicirt wird,
so liegt er auf der Polare des

dritten Eckpunktes.

Die Punktreihen AM oder » und B, M oder v (Fig. 47) sind
nimlich perspectiv auf einander bezogen, wenn jedem Punkte
von % sein conjugirter Punkt in v als entsprechender zugewiesen
wird; denn der gemeinschaftliche Punkt M von  und v ist sich
selbst conjugirt. Der Mittelpunkt S des von % und v erzeugten
Strahlenbiischels liegt aber auf der Tangente des Punktes 4, weil
deren Schnittpunkt 4, mit v dem Punkte 4 conjugirt ist; und
ebenso liegt S auf der Tangente des Punktes B,. Folglich ist
S der Pol von 4B, und jede durch S gelegte Gerade schneidet
% und v in conjugirten Punkten. — Den Satz rechts konnen Sie
analog beweisen; seine Richtigkeit folgt aber auch aus dem Prin-
cip der Dualitit.

Ich schliesse diese Reihe von Sitzen mit dem Beweise des
folgenden umkehrbaren Satzes: ‘

»Wird eine Curve zweiter Ordnung von zwei conjugirten Strah-

wlen AC und BD geschnitten (Fig. 49), so sind die Schnitt-

wpunkte 4, B, C, D vier harmonische Curvenpunkte und ihre

»langenten a, b, ¢, d vier harmonische Tangenten der Curve.*
Der Pol @ von AC, in welchem die Tangenten a, ¢ sich schnei-
den, liegt auf der Geraden BD, weil diese zu AC conjugirt ist;
ebenso liegt der Schnittpunkt R von b und d auf AC. Bezeichnen
wir noch mit P den Schnittpunkt von 4C und BD, so sind P,
B, @, D vier harmonische Punkte und RQ, b, RP, d vier har-
monische Strahlen. Also sind auch die Strahlen CA4, CB, ¢, CD
vier harmonische Strahlen, und die Punkte ca, ¢b, C, cd vier
harmonische Punkte; d. h. die Punkte 4, B, C, D werden aus
C und folglich aus jedem Punkte der Curve durch vier harmo-
nische Strahlen projicirt, und die Tangenten a, b, ¢, d werden
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von ¢ und folglich von jeder Tangente in vier harmonischen
Punkten geschnitten.

by Alle fiir die Curve zweiter Ordnung soeben aufgestellten
Sitze lassen sich wiederum auf den Kegel zweiter Ordnung iiber-
tragen, weil dieser von einer beliebigen Ebene in einer Curve
zweiter Ordnung geschnitten wird. Ich wiederhole hier nur einen
Sata: ‘

Fig. 49.

wIst in einem Strahlenbiindel ein Kegel zweiter Ordnung und'

wein nicht auf dem Kegel gelegener Strahl s gegeben, und legt

wman durch s beliebig viele, den Kegel schneidende Ebenen,.

,,bestimmt sodann:

wl) in jeder Ebene den Strahl, der von s durch den Kegek
harmonisch getrennt ist, '

»2) die Schnittlinien von je zwei Tangentialebenen des Kegels,
deren Beriihrungsstrahlen mit s in einer Ebene liegen,

»3) in jedem dem Kegel eingeschriebenen Vierkant, dessen
Diagonalebenen durch s gehen, die Schnittlinien der Gegen--
seiten, .

»4) den Beriihrungsstrahl jeder Tangentialebene, welche durch
s an den Kegel gelegt werden kann, :

y80 liegen alle diese Strahlen in einer Ebene o, welche die

wPolarebene oder Polare des Strahles s genannt wird.*
Ich ttberlasse es Ihnen, auch die iibrigen Sitze der Polarentheorie
auf den Kegel zu iibertragen, und bemerke nur noch, dass s der




110 Neunter Vortrag.

»Polstrahl der Ebene o bezliglich des Kegels zweiter Ordnung
genannt wird.

Neunter Vortrag.

Durchmesser und Axen der Curven zweiter Ordnung.
Gleichungen der Kegelschnitte.

Jul Aus den Satzen fiber die Pole und Polaren ergiebt sich
~ ,Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Curve zweiter Ord-
swnung liegen auf einer Geraden, die ein Durchmesser der
wCurve genannt wird (vergl. Fig. 50).

Denn da diese Mittelpunkte durch die Curve harmonisch getrennt
sind von dem unendlich fernen Punkte der parallelen Geraden
{Seite 46), so liegen sie auf der Polare dieses Punktes. Zugleich
ergiebt sich:
nwDie Polare jedes unendlich fernen Punktes der Ebene ist
wein Durchmesser der Curve zweiter Ordoung. Der Durch-
wmesser hilftet alle ihm conjugirten Sehnen und verbindet die
yBerihrungspunkte der ihm conjugirten Tangenten‘,
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wenn solche vorhanden sind. ‘Zwei Tangenten der Curve schnei-
den sich in einem Punkte des Durchmessers, wenn ihre Beriihrungs-
sehne dem Durchmesser conjugirt ist (Seite 99).

Wir fanden frither (Seite 101), dass die Polaren der Punkte
einer Geraden durch den Pol der Geraden gehen. Fiir die Durch-
messer einer Curve zweiter Ordnung folgt hieraus:

,,Die Durchmesser einer Curve zweiter Ordnung gehen alle
ndurch einen Punkt, némlich durch den Pol der unendlich
»fernen Geraden.*

Ist die Curve eine Parabel, so beriihrt sie die unendlich ferne
Gerade in deren Pol (Seite 92 und 99). Wir schliessen daraus:

»Die Durchmesser einer Parabel sind parallel und geben durch
,,den unendlich fernen Punkt der Parabel.*

Ist dagegen die Curve eine Ellipse oder Hyperbel, so ist der Pol
der unendlich fernen Geraden ein eigentlicher Punkt. Er heisst
der ,Mittelpunkt* der Cnrve, weil ihm folgende Eigenschaft zu-
kommt:

wJede durch den Mittelpunkt gehende Sehne der Curve zweiter
»Ordnung wird in ihm gehilftet.*
Der Mittelpunkt ist ndmlich von einem unendlich fernen Punkte
seiner Polare harmonisch getrennt durch die beiden Endpunkte
der Sehne, hat also von diesen Endpunkten gleichen Abstand. |

Die Parabel hat keinen Mittelpunkt, wie sich aus folgendem
Satze ergiebt:

»Wenn zwei Sehnen einer Curve zweiter Ordnung sich gegen-
yseitig hilften, so ist ihr Schnittpunkt der Pol der unendlich
»fernen Geraden, und die Sehnen liegen folglich auf zwei
,,Darchmessern der Curve.*

Die Richtigkeit dieses Satzes erkennen Sie daraus, dass der
Schnittpunkt von den unendlich fernen Punkten der Sehnen durch
deren Endpunkte und somit durch die Curve harmonisch getrennt
ist. Da nun der Pol der unendlich fernen Geraden in Bezug auf
eine Parabel identisch ist mit dem unendlich fernen Punkte der
Parabel, so giebt es keine zwei Parabelsehnen, die einander
hilften.

e »Im Mittelpunkte einer Hyperbel schneiden sich ihre beiden

»» Asymptoten*';
denn durch den Pol einer Geraden gehen allemal die Tangenten
der Curvenpunkte, die auf der Geraden liegen. — Der Mittelpunkt
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einer Hyperbel liegt ausserhalb, der Mittelpunkt einer Ellipse
liegt innerhalb der Curve (Seite 100).

e Za jedem Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel giebt es
einen conjugirten Durchmesser; von zwei conjugirten Durchmessern
geht jeder durch den unendlich fernen Pol des anderen.

nwZwei conjugirte Durchmesser einer Ellipse oder Hyperbel
»bilden mit der unendlich fernen Geraden allemal ein Poldreieck
sder Curve. Jede Sehne der Curve, die zu dem einen von zwei
wconjugirten Durchmessern parallel lauft, wird durch den an-
wderen gehilftet;*
denn sie geht, wenn unbegrenzt verlangert, darch deren Pol. Schnei-
det von zwei conjugirten Durchmessern der eine die Curve, so sind
die Tangenten der beiden Schnittpunkte dem anderen Durchmesser
parallel. Hiernach kann zu jedem Daurchmesser leicht der con-
jugirte gefunden werden.

1§25 »Yon jedem einer Curve zweiter Ordnung umschriebenen
wParallelogramm sind die Diagonalen zwei conjugirte Durch-
y,messer.‘

wvon jedem einer Curve zweiter Ordnung eingeschriebenen
»Parallelogramm sind die Seiten zwei conjugirten Durchmessern
wparallel.*
Die Diagonalen sowohl des eingeschriebenen als auch des um-
schriebenen Parallelogramms (Fig. 51) sind Durchmesser der Curve,

weil ihr Schnittpunkt die unendlich ferne Gerade zur Polare hat
(Seite 99). Ziehen wir durch diesen Schnittpunkt zwei Parallelen
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P, q zu den Seiten des eingeschriebenen Parallelogramms, so hilftet
jede von ihnen die beiden Gegenseiten, die zu der anderen pa-
rallel sind; p und ¢ sind also zwei conjugirte Durchmesser. Auf
p und g liegen auch die Pole der vier Seiten des eingeschriebenen
Parallelogramms; oder p und ¢ sind die Diagonalen des wmschrie-
benen Vierecks, dessen Seiten die Curve zweiter Ordnung in den
Eckpunkten des eingeschriebenen Parallelogramms beriihren. Dieses
umschriebene Viereck aber ist ein Parallelogramm, weil die Tan-
genten an den Endpuukten einer Durchmessersehne parallel sind;
und zwar kann es als ein ganz beliebiges, der Carve umschriebenes
Parallelogramm betrachtet werden.
JIT Der letzte Satz lisst sich auch so aussprechen:
»Die beiden Sehnen, die einen beliebigen Punkt einer Ellipse
yoder Hyperbel mit den Endpunkten einer Durchmessersehne ver-
»binden, sind zu conjugirten Durchmessern der Carve parallel.
Sind von einer Carve zweiter Ordnung zwei paar conjugirte Durch-
messer und ein Punkt gegeben, so kann man hiernach leicht fiinf
weitere Punkte der Curve finden. Man ziehe durch den gegebenen
Punkt P einen Durchmesser, und bestimme seinen zweiten Schnitt-
punkt @ mit der Carve auf Grund des Satzes, dass PQ durch
den Mittelpunkt gehiilftet wird. Ueber PQ als Diagonale con-
struire man ferner zwei Parallelogramme, deren Seiten je einem
Paare conjugirter Durchmesser parallel sind; dann liegen die zwei
paar neuen Eckpunkte dieser Parallelogramme ebenfalls auf der
Curve zweiter Ordoung. — Ebenso kionnen von einer Curve
zweiter Ordnung leicht sechs Tangenten angegeben werden, wenn
eine Tangente und zwei paar conjugirte Durchmesser bekannt sind.

i »Wenn je zwei conjugirte Durchmesser einer Curve zweiter
»Ordnung sich rechtwinklig schneiden, so ist die Curve ein
. Kreis.* . )

Denn in diesem Falle stehen die Seiten jedes eingeschriebenen
Parallelogramms auf einander senkrecht; das Parallelogramm ist
also ein Rechteck und seine Diagonalen, d. h. zwei beliebige und
somit alle Durchmessersehnen der Curve haben gleiche Linge.

Dass der Kreis eine Curve zweiter Ordnung ist, wurde schon
frither (Seite 91) bewiesen. Er wird durch projective, gleiche
und gleichlaufende Strahlenbiischel erzengt und aus je zwei seiner
Punkte durch congruente und somit projective Strahlenbiischel
projicirt. Auch lésst sich leicht zeigen, dass die Tangenten
eines Kreises einen Strahlenbiischel zweiter Ordnung bilden. Die

Reye, Geometrie der Lage. 1. 4. Aufl. 8



T

114 Neunter Vortrag.

Strecken, welche zwei feste Tangenten des Kreises auf einer be-
weglichen Tangente begrenzen, werden némlich aus dem Mittel-
punkte unter constanten Nebenwinkeln gesehen, und die Punkt-
reihen, in denen der Tangentenbiischel des Kreises von zwei seiner
Tangenten geschnitten wird, werden folglich aus dem Mittelpuukte
durch congruente Strahlenbiischel projicirt und sind projectiv als
Schnitte dieser Biischel.

Da sich die projectiven Eigenschaften des Kreises auf so ein-
fache Weise ergeben, so haben die meisten Autoren, die wie
Steiner und Chasles die neuere Geometrie durch Rechnung be-
griinden, den Kreis zum Ausgangspunkt fir die Untersuchung der
Curven zweiter Ordnung gewdhlt.*) Bei diesem Lehrgange ist
jedoch der Nachweis erforderlich, dass durch projective einformige
Grundgebilde keine anderen Curven zweiter Ordnung als die
Kegelschnitte erzeugt werden konnen. Denn gibe es noch andere,
so miissten fiir diese alle fiir den Kreis und die Kegelschnitte
aufgestellten Siatze noch besonders bewiesen werden, z. B. die
Sitze, dass sie aus je zwei ihrer Punkte durch projective Strahlen-
biischel projicirt’ und dass -ihre Tangeutenbiischel von je zwei
Tangenten in projectiven Punktreihen geschnitten werden. Sind
diese Sitze fiir den Kreis bewiesen, so lassen sie sich unmittelbar
doch nur auf Schnitte von Kreiskegeln iibertragen. Wir haben
den Beweis, dass alle Curven zweiter Ordnung Schnitte von Kreis-
kegeln oder Kegelschnitte sind, schon friiher (Seite 92) gefiihrt.

»Hat eine Curve zweiter Ordnung mehr als ein Paar con-
wjugirter Durchmesser, die auf einander senkrecht stehen, so
»ist sie ein Kreis.*

Denn ziehen wir durch die Eudpunkte 4, B einer Durchmesser-
sehne Parallelen zu zwei auf einander senkrechten conjugirten
Durchmessern der Curve, so erhalten wir ein Rechteck, das der
Curve zweiter Orduung und zugleich einem Kreise eingeschrieben
ist. Jedes zweite Paar rechtwinkliger conjugirter Durchmesser
liefert uns ein zweites solches Rechteck iiber derselben Diagonale
AB. Der Kreis hat also im genannten Falle mit der gegebenen
Curve zweiter Ordnung ausser 4 und B noch mindestens vier
Punkte gemein, und fillt daher ganz mit ibr zusammen (Seite 80).

*) In seinen Vortrigen an der Berliner Universitit hat Jacob Steiner
dfe Curven zweiter Ordnung durch ihre projective Erzeugung definirt. Vgl.
Schrdter, die Theorie der Kegelschnitte, 3. Aufl., Lpz. 1898, Vorwort.
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Stehen zwei conjugirte Durchmesser auf einander senkrecht,
80 heissen sie die ,,Axen*, und ihre Schnittpunkte mit der Curve
zweiter Ordnung heissen ,,Scheitelpunkte* der Curve. Nur der
Kreis hat mehr als ein Paar Axen, indem je zwei conjugirte
Durchmesser ein Axenpaar des Kreises bilden. Um die Aufgabe
zu losen:

»Yon einer Ellipse oder Hyperbel die Axen zu construniren“,
verfahren wir wie folgt. Wir beschreiben iiber einer Durchmesser-
sehne 4 B der Curve aus deren Mittelpunkte einen Kreis (Fig. 52),
welcher die Tangenten an den
Endpunkten 4, B und daher
auch die Curve schneidet. Jeder \
von den beiden Halbkreisen iiber T
der Sehne 4 B liegt dann theil- ——
weiseinnerhalb, theilweise ausser- /
halb der Curve, und hat daher
noch einen Schnittpunkt mit ihr
gemein. Die vier Schnittpunkte /
des Kreises mit der Curve aber V)
sind die Eckpunkte eines ein-
geschriebenen Rechtecks, zu des- /
sen Seiten die gesuchten Axen
parallel laufen. Es folgt aus Fig. 52.
dieser Construction:

»Die Ellipse sowohl wie die Hyperbel hat ein paar Axen.*

Eine Axe kann auch definirt werden als ein solcher Dareh-
messer der Curve zweiter Ordnung, der senkrecht steht auf den
ihm conjugirten und durch ihn gehilfteten Sehnen. Die Parabel
hat nur eine Axe; diese enthdlt die Mittelpunkte aller zu der
Richtung der Durchmesser senkrechten Parabelsehnen. Eine Curve
zweiter Ordnung wird durch jede ihrer Axen in zwei symme-
trische Hilften getheilt; sie geht durch Spiegelung an der Axe
in sich selbst iiber.

Zwei conjugirte Gerade sind harmonisch getrennt durch die
beiden Tangenten, die aus ihrem Schnittpunkte an die Curve
zweiter Ordnung gezogen werden konnen (Seite 105). Also:

,»Zwei conjugirte Durchmesser der Hyperbel sind allemal durch

ndie Asymptoten harmonisch getrennt. Der eine Durchmesser

schneidet daher die Hyperbel, der ihm conjugirte andere
8*

(B
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»schuneidet sie nicht. Die Axen der Hyperbel hilften die Winkel
nzwischen den Asymptoten'' (Seite 47).

|- Auf jeder Transversale, die zu einem Durchmesser der Hy-

perbel parallel lauft, begrenzen daher die Asymptoten eine Strecke,
deren Mittelpunkt auf dem conjugirten Durchmesser liegt (Seite 47).
Schneidet oder beriihrt die Transversale die Hyperbel, so fillt der
Mittelpunkt der auf ibr enthaltenen Sehne resp. der Beriihrungs-
punkt zusammen mit dem Mittelpunkte jener Strecke. Daher die
Sitze (vergl. Fig. 54 auf Seite 118):
wAuf jeder Secante einer Hyperbel haben die beiden Ab-
ynschnitte zwischen der Curve und ihren Asymptoten gleiche
»Linge (Apollonius).
wDer Abschnitt einer Hyperbeltangente zwischen den
»wAsymptoten wird vom Beriihrungspunkte gehilftet.
Der erste dieser Siitze kann zu einer sehr einfachen Construction
der Hyperbel benutzt werden, wenn von ihr die Asymptoten und
ein eigentlicher Punkt gegeben sind. Auf jeder durch den Punkt
gelegten Secante bestimmt der Satz sofort den zweiten Hyperbel-
punkt. .

Die Hyperbel wird von nur einer ihrer "Axen geschnitten,
und zwar rechtwinklig in zwei Scheitelpunkten; die Ellipse hat
vier Scheitelpunkte, zwei auf jeder ihrer beiden Axen. Die Pa-
rabel hat.nur einen eigentlichen Scheitelpunkt; sie hat mit ihrer
Axe den Scheitelpunkt und ihren unendlich fernen Punkt gemein.

Eine Hyperbel wird gleichseitig genannt, wenn ihre
Asymptoten auf einander senkrecht stehen. Die Winkel zwischen
je zwei conjugirten Durchmessern der gleichseitigen Hyperbel
werden durch die Asymptoten gehilftet (Seite 47), Wenn ein
Durchmesser sich um den Mittelpunkt dreht, so dreht sich dem-
nach sein conjugirter Durchmesser in entgegengesetztem Sinne,
und zwar so, dass die beiden von den Durchmessern beschriebenen
Biischel symmetrisch gleich werden. Die projectiven Strahlen-
biischel, wodurch die gleichseitige Hyperbel aus den Endpunkten
einer Durchmessersehne projicirt wird, sind hiernach gleich, aber
nicht gleichlaufend; denn ihre homologen Strahlen sind zu je zwei
conjugirten Durchmessern parallel, weil sie sich auf der Hyperbel
schneiden (Seite 113).

Wird der Mittelpunkt D einer Parabelsehne 4B (Fig. 53)
verbunden mit dem Schnittpunkte C der Tangenten von 4 und
B, so ist die Verbindungslinie ein Durchmesser der Parabel; denn
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sie ist die Polare des unendlich fernen Punktes von A B (Seite 97).
Nun sind aber C und D harmonisch getrennt durch die beiden
Schuittpunkte von CD mit der Parabel, und einer dieser Schnitt~
punkte liegt unendlich fern. Der andere Schnittpunkt E hilftet
also die Strecke CD, und es ergiebt sich:

Fig. 53.

»Die gerade Strecke, die den Pol einer Parabelsehne mit ihrem
»Mittelpunkte verbindet, wird durch die Parabel gehalftet.
Auf gleiche Weise ergiebt sich, dass eine Hyperbel die beiden
Strecken hilftet, die parallel zu den Asymptoten aus einem be-
liehigen Punkte der Ebeue bis an die Polare des Punktes ge-

zogen werden konnen. )

(% Dieses sind die wichtigsten metrischen Beziehungen, die sich
aus der Polarentheorie der Curven zweiter Ordnung schon jetzt
ergeben. Aber auch aus den Sitzen iiber eingeschriebene und
umschriebene Vierecke und Dreiecke lassen sich fiir diese Curven
einige nicht unwichtige metrische Relationen ableiten, insbesondere
ans dem Satze (vergl. Seite 83):

,,Die beiden Diagonalen eines der Curve zweiter Ordnung um-
,,schriebenen Vierecks B B, D, D schneiden sich in einem Punkte
,,S, der mit den Berithrungspunkten von je zwei Gegenseiten in
,,einer Geraden hegt “

Ist die Curve eine Hyperbel, und werden (wie in Fig. 54) die
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zwei paar Gegenseiten des Vierecks von den Asymptoten und
irgend zwei anderen Tangenten gebildet, so liegt der Punkt S anf
der unendlich fernen Geraden und die beiden Diagonalen BD,

und B, D sind parallel. Die Dreiecke D, BD und D, BB, iiber der
Gmndlinie D, B sind folglich mhaltsglelch und ebenso die Drei-

Fig. 5.

~ ecke D, AD und B, AB, die sich von jenem um das gemeinschaft-
liche Dreleck D, BA unterscheiden. Also:
wDie Drelecke welche die beiden Asymptoten mit Je einer an-
wderen Tangente der Hyperbel bilden, sind inhaltsgleich.*
Die parallelen Diagonalen BD,, B,D und der Mittelpunkt
A begrenzen auf den Asymptoten proportionale Abschnitte; wir
haben:
AB: AD=AD,:AB, oder AB.AB, =AD.AD,.

Das Produkt der Abschnitte, die eine Tangente BB, (oder DD,)
auf den beiden Asymptoten abgrenzt, ist also constant. Wir
wollen nun durch den Beriibrungspunkt P der Tangente eine
Parallele PQ zu der einen Asymptote bis an die andere ziehen.
~ Dann ergiebt sich, weil P den Abschnitt BB, der Tangente hilftet
(Seite 116):

QP oder y=14 AB, und AQ oder x =4 AB.
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Da nun A B. AB, sich nicht @ndert, wenn die Tangente BB, an
der Hyperbel hingleitet, so bleibt auch z .y constant, wenn der
Punkt P die Hyperbel beschreibt. Also:
,» Wahlt man die Asymptoten einer Hyperbel zu Axen paralleler
»Coordinaten, so ist die Gleichung der Hyperbel xy = Const.*
Damit ist die synthetische Theorie der Hyperbel mit der analy-
tischen in Verbindung gebracht.

In den Elementen der analytischen Geometrie pflegt man dle
Ellipse und die Hyperbel durch Parallel-Coordinaten auf con-
jugirte Durchmesser zu beziehen. Indem wir dieses Verfahren auf
unsere Curven zweiter Ordnung anwenden, beweisen wir ohne
grosse Miihe ihre Identitit mit den analytisch durch Gleichungen
dargestellten Curven zweiten Grades.

Von den conjugirten Durchmessern OX und OY (Fig. 65)
schneidet mindestens der eine, OX, die Curve zweiter Ordnung

Fig 55.

(Seite 115); die Tangenten u, u, der beiden Schnittpunkte 4, C;
sind zu dem anderen Durchmesser O Y parallel. Wir beweisen nun
zuniichst den Satz:

wDas Produkt der Strecken 4B und C,B,, die eine beliebige

wlangente BB, der Curve zweiter Ordnung auf den beiden pa-

wrallelen Tangenten u, u; abschneidet, ist constant‘‘ (Apollonius).
Némlich die drei Tangenten bilden mit einer beliebigen vierten
DD, ein der Curve umschriebenes Viereck, dessen Diagonalen BD,
und B, D sich in einem Punkte S des Durchmessers A C, schneiden,



Ib¥

120 Neunter Vortrag.

und aus der Proportion AB:C,D, = AD:C,B,, die daraus sich
ergiebt, folgt sofort, dass AB.C,B, = AD.C,D,, also con-
stant ist. Dieses constante Produkt ist positiv, etwa = - % wenn
die Curve eine Ellipse ist; und zwar ist & der auf OY liegende
Halbmesser der Ellipse, wie man leicht findet, wenn man DD,
parallel zu OX zieht. Im Falle der Hyperbel ist 4B.C,B,
negativ, etwa = — b% weil dann die Strecken 4B und C, B, ent-
gegengesetzten Sinn haben; und b ist die absolute Grisse der
Strecken, welche jede der beiden Asymptoten auf den parallelen
Tangenten %, u, abschneidet.

Die drei Tangenten u, u, und BB,, von denen BB, die
Curve im Punkte P beriihren moge, bilden nun ein umschriebenes
Dreieck, von welchem B, B, und der unendlich ferne Punkt des
Durchmessers 0Y die Eckpunkte sind. Die drei Verbindungs-
linien dieser Eckpunkte mit den Beriihrungspunkten der gegen-
iiberliegenden Seiten schneiden sich folglich in einem Punkte
(Seite 83); der Schnittpunkt R der Geraden BC, und B, 4 liegt
also anf der Ordinate y oder PQ des Punktes P. Weil aber:

QR _ QC, __ PB, _ RP
4B~ 4C, ~ BB, 4B’
80 muss QR =RP =} QP =}y sein.
Die Gleichung der Curve zweiter Ordnung ergiebt sich nun,
wenn wir die beiden Seiten der Gleichungen:
R C, R A
EB 3011 und (gB, AC’Q,
mit einander multipliciren und sodann QR =4y, AB. C, B, = + b2,
AC,=2.4A0=2a und 0Q =z, also auch QC, = a —x und
AQ =a -+ x setzen. Wir erhalten so:

2 b J—S ) 2 2
tfpr =" oder - i_g'_z L

und zwar gilt das obere Vorzeichen fiir die Ellipse, das untere

fir die Hyperbel. Dieser Gleichung geniigen die Coordinaten z, y

eines beliebigen Punktes P der Curve zweiter Ordnung, wenn

diese auf conjugirte Durchmesser bezogen wird.

Ist die Curve eine Parabel, so pflegt man zur Ordinatenaxe
eine beliebige Tangente O Y (Fig. 56) zu wéhlen, und zur Abscissen-
axe den Durchmesser OX, welcher durch den Beriihrungspunkt
O der Tangente geht. Die Parabel wird aus ihrem unendlich
fernen Punkte U, der auf O X liegt, und aus dem Punkte O durch
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projective Strahlenbiischel projicirt. Sind also P, Q zwei be-
liebige Parabelpunkte, deren Coordinaten wir mit z, y und z,, y,
bezeichnen, so wird die projective Verwandtschaft der Biischel U
und O dargestellt durch:

U(OPQU) % 0(0PQU).

/8

Fig. 56.

Wir schneiden nun den Biischel U mit der Tangente OY = u,
und den Biischel O mit dem durch @ gehenden Durchmesser ',
und erhalten die projectiv &hnlichen Punktreihen:
u; (OP,Q,U,) A w (0P QU),
deren unendlich ferne Punkte U,, U einander entsprechen. Es
gilt demnach die Proportion (Seite 94):
OP, _OF

_ 00, ~ 0¢°

Wegen der Aehnlichkeit der Dreiecke OP,P und O Q,P’ ist

ausserdem:

OP, _ PP 0P, _ PP
00, = 0.7 " 0p, = 0'F"
Aus den beiden Proportionen folgt durch Multipliciren:
OB\ _ AP A
OQI) =00 oder o=

z
z,
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Zehnter Vc}rtrug.

wDie Abscissen z, x, der beiden Parabelpunkte P, Q verhalten
wsich also zu einander wie die Quadrate y®, y,* ihrer Ordi-

,,naten.*

Gewdhnlich schreibt man die Gleichung der Parabel in der Form

yi

y®*=2px, indem man =2 p setzt.

1

Zehnter Vortrag.
Regelschaaren und Regelflichen zweiter Ordnung.

Durch projective einférmige Grundgebilde, die entweder in
derselben Ebene liegen oder demselben Strahlenbiindel angehdren,
gelangen wir zu den Curven, Biischeln und Kegeln zweiter Ord-

nung. Wir wollen jetzt untersuchen, ob zwei beliebig im Raum

liegende projective Grundgebilde erster Stufe nicht noch andere

als die genannten Gebilde zweiter Ordnung erzeugen konnen. Zu-

niéchst finden wir:

Ein Strahlenbiischel S erzeugt
mit einer zu ihm projectiven
Punktreihe - denselben Ebenen-
biischel zweiter oder erster Ord-
nung wie mit dem Biischel,
durch welchen u aus dem Mittel-
punkte von S projicirt wird.
Denn die Ebene, die irgend
einen Punkt von % mit dem ent-
sprechenden Strahle des Biischels
S verbindet, geht aunch durch
den entsprechenden Strahl des
anderen Biischels.

Ein Strahlenbiischel S erzeugt
mit einem zu ibm projectiven
Ebenenbiischel » dieselbe Punkt-
reihe zweiter oder erster Ord-
nung wie mit dem Strahlen-
biischel, in welchem % durch die
Ebene von S geschnitten wird.
Denn der Punkt, den irgend eine
Ebene vonu mit dem entsprechen-
den Strahle des Biischels S ge-
mein hat, liegt auch auf dem
entsprechenden Strahle des an-
deren Strahlenbiischels:

Zwei projective Strahlenbiischel, die beliebig im Raume liegen,
erzeugen, wenigstens unmittelbar, kein neues Gebilde. Denn zwei
homologe Strahlen der Biischel haben im Allgemeinen keinen
Schnittpunkt gemein, bestimmen also aunch keine Verbindungs-
ebene. Ebenso erzeugen eine Punktreibe und ein zu ihr projectiver
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Ebenenbiischel kein neues Gebilde, weil ein Punkt der Reihe mit
der entsprechenden Ebene des Biischels kein drittes Element be-
stimmt.

Neue Gebilde erhalten wir demnach nur noch durch pro-
jective Punktreihen oder Ebenenbiischel, die beliebig im Raume

liegen. Zwei projective Punktreihen u, %,, die nicht in einer
Ebene liegen, erzeugen eine Schaar V von Strahlen, die je zwei

homologe Punkte der Reihen verbinden. Keine zwei Gerade dieser

»Regelschaar* ¥V liegen in einer Ebene; denn sonst wiirden zwei
Punkte von u, zugleich aber zwei Punkte von #, in der Ebene
liegen und folglich  und %, selbst, gegen die Voraunssetzung. Die
Strahlen der Regelschaar erfiillen eine krnmme Fliche (Figg. 57
und 58), die eine , Regelfliche'* genannt wird und folgende
Eigenschaften hat: '

»Die Regelfliche enthidlt noch eine zweite Schaar U von Ge-

wraden. Jede Gerade der einen Schaar wird von jeder Geraden
wder anderen Schaar geschnitten; dagegen liegen keine zwei
»Oerade aus einer und derselben Schaar in einer Ebene.*

Jeder Punkt eines beliebigen Jede Ebene durch einen be-
Strahles der einen Schaar liegt | liebigen Strahl der einen Schaar

auch auf einem Strahle der an- | geht auch durch einen Strahl

deren Schaar. der anderen Schaar.
Seien ndmlich v, v;, v, irgend drei Strahlen der Schaar V,

von denen also jeder zwei homologe Punkte der Reihen u, u, ver-
bindet, und sei %, irgend eine Gerade, welche die Strahlen v, v,, v,
schneidet. Projiciren wir dann die . projectiven Punktreihen
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4, u, ans der Axe wy, so erhalten wir zwei projective Ebenen-
biischel, welche die drei Ebenen w,r, uyr; und w,z,, entsprechend
gemein haben und folglich identisch sind (vergl. Seite 58). Je
zwei homologe Punkte von u und u, liegen demnach mit u, in
einer Ebene, und u, schneidet jeden Strahl der Regelschaar V.
Dasselbe gilt von jeder anderen Geraden uy, die mit den drei
Strahlen v, v,, v, incident ist. Also:

»Die Regelschaar U besteht aus allen Geraden, welche drei be-

,liebige Strahlen v, v;, v, der Regelschaar ¥ schneiden. Ebenso
»besteht die- Schaar V7 aus allen Geraden, welche drei Strahlen
wiby U, ug der Schaar U schneiden; sie ist durch die drei Strah-
wlen v, v, v, bestimmt.‘*
Jeder Strahl der einen Schaar soll ein ,,Leitstrahl** der anderen
heissen, weil er alle Strablen dieser anderen Schaar schneidet;
jede der beiden Schaaren heisst die ,,Leitschaar'* der anderen.

Die Regelfliche kann also in zweifacher Weise so durch eine
Gerade beschrieben werden, dass diese an drei festen windschiefen
Geraden hingleitet. Die drei festen Geraden sind Leitstrahlen
der Regelschaar, die von der beweglichen Geraden beschrieben
wird und die Regelfliche iiberdeckt. Jeden Punkt eines Leit-
strahls trifft die bewegliche Gterade einmal, und in jede Ebene,
die durch einen Leitstrahl gelegt werden kann, fillt sie einmal
hinein (vergl. Seite 28). Die vorhin aufgestellten Sitze sind hier-
durch bhewiesen.

Zwei _projective Ebenenbiischel #, u,, deren Axen nicht in
einer Ebene liegen, erzeugen ebenfalls eine Regelschaar V. Diese
wird auch erzeugt durch zwei projective Punktreihen %, %,, von
denen die eine ein Schnitt des Biischels «, mit der Geraden u ist,
die andere ein Schnitt des Biischels « mit der Geraden u,. Jede
Gerade, in der sich homologe Ebenen der Biischel schneiden, verbmdet
némlich homologe Punkte dieser Reihen.

»Eine Regelschaar wird von je zwei ihrer Leitstrahlen in
wprojectiven Punktreihen geschnitten und aus je zwei ibrer
,,Leitstrahlen durch projective Ebenenbiischel projicirt.. Diese
»Ebenenbiischel sind zu jenen Punktreiben perspectiv.** ’

Denn seien w, w,, w, drei Leitstrahlen der Regelschaar, %o
schneiden diese jeden Strahl der Schaar. Wir erhalten also be-
liebig viele Strahlen der Schaar, indem wir entweder durch w,
beliebig viele Ebenen legen und in jeder dieser Ebenen die Ver-
bindungslinie ihrer Schnittpunkte mit % und w0, ziehen, oder in-
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dem wir in w, beliebig viele Punkte annehmen, jeden dieser -
Punkte mit « und w, verbinden und die beiden Verbindungs-
ebenen jedesmal zum Schnitt bringen. Diese Constructionen lehren,
dass die Regelschaar von den )eiden Leitstrahlen w, w, in pro-
Jectiven Punktreihen geschnitten wird, die zu dem Ebenenbiischel
w, perspectiv liegen, und dass sie aus w und w, durch projective
Ebenenbiischel projicirt wird, die zu der Punktreihe w, perspec-
tiv liegen.
nYier Strablen einer Regelschaar heissen harmonische
wOtrahlen der Schaar, wenn sie von einem und folglich von
»jedem Leitstrahle der Schaar in vier harmonischen Punkten
ngeschnitten, also aueh aus jedem Leitstrahle durch vier har-
,.monische Ebenen projicirt werden.*

Sind némlich w, w, irgend .zwei Leitstrahlen, so werden die
Punktreihen w, w, durch die Regelschaar projectiv auf einander
bezogen; und wenn irgend vier Strahlen der Schaar von w in har-
monischen Punkten geschnitten werden, so sind auch ihre Schnitt-
punkte mit %, harmonisch. Zugleich aber werden die vier Strahlen
aus w, durch vier harmonische Ebenen projicirt; denn diese Ebenen
gehen durch die vier in w liegenden harmonischen Schnittpunkte.

(74— Darch drei Strahlen a, b, ¢ im Raume, von denen keine zwei
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in einer Ebene liegen, ist ein vierter harmonischer Strahl d be-
stimmt, der von einem der drei Strahlen, etwa von b, getrennt ist.
Suchen wir auf irgend einer Geraden, welche die drei gegebenen
schneidet, zu den Schnittpunkten den vierten harmonischen Punkt,
so liegt dieser auf d. Ueberhaupt ist d ein vierter Strahl der
durch a, b und ¢ gehenden Regelschaar; er ist in dieser durch a

und ¢ harmonisch getrennt von b.

Wenn eine Gerade mehr als zwei Punkte mit einer Regel-
fliche gemein hat, so liegt sie ganz auf der Fliche; denn sie
schneidet dann mehr als zwei Gerade der einen Schaar, muss also
ein Leitstrahl dieser Schaar sein und der zweiten Regelschaar an-
gehiren. Wegen dieser Eigenschaft wird die Regelfliche zum
Unterschiede von anderen geradlinigen Flichen als , Regelfliche
zweiter Ordnung‘* bezeichnet. Eine Ebene, die die Regelfliche in
einem Strahle % der einen Schaar und folglich (nach Seite 123)
auch noch in einem Strahle v der anderen Schaar schneidet, hat
deshalb ausser den Geraden u, » keinen Punkt P mit der Fliche
gemein. Denn sonst wiirde jede Gerade, die durch P ginge und
% und v in je einem Punkte schnitte, ganz auf der Regelfliche
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liegen, und die ganze Ebene wiirde in der Fliche enthalten sein,

was unmoglich ist. Da nun jede durch den Schnittpunkt von %
und p_gehende Gerade der Ebene nur diesen Schnittpunkt uv mit
der Regelfliche i und_in ihm die Fliche berithrt, so

wollen wir sagen, ,,die Regelfliche wird von der Ebene im Punkte

4o beriihrt.*
wDie Anzahl der Beriihrungsebenen, die durch eine Gerade

»l an die Regelfliche gelegt werden konnen, ist gleich der An-

»zahl der Punkte, die die Gerade mit der Regelfliche ge-

,,mein hat.‘*

Denn da jede durch ! gehende Beriihrungsebene einen Strahl der
einen (und auch einen Strahl der anderen) Regelschaar enthilt,
80 hat die Gerade ! mit diesem Strahle einen Schnittpunkt ge-
mein. Es fallen aber keine zwei dieser Schnittpunkte zusammen,
weil keine zwei Strahlen der Regelschaar incident sind. Daraus
folgt, dass eine Gerade ganz auf der Regelfliche liegt, wenn in
ibr mehr als zwei Beriihrungsebenen sich schneiden. Die Regel-
fliche heisst ,,Fliche zweiter Klasge,' weil durch eine beliebige
Gerade hochstens zwei ihrer Berithrungsebenen gehen.

Zwei projective Ebenenbiischel, die eine Regelschaar erzeugen,
werden von einer beliebigen Ebene in projectiven Strahlen-
biischeln geschnitten; jeder Schnittpunkt homologer Strahlen dieser
Strahlenbiischel aber liegt auf einem Strahle der Regelschaar.
Wird dieselbe Regelschaar durch projective Punktreihen erzeugt,
und werden diese aus einem beliebigen Punkte durch concen-
trische projective Strahlenbiischel projicirt, so geht jede Ver-
bindungsebene homologer Strahlen dieser Biischel durch einen
Strahl der Regelschaar. Daraus ergiebt sich der erste Theil der
Satze: .

Eine Regelschaar wird von |  Eine Regelschaar wird ans
jeder Ebene, die keinen Strahl ' jedem Punkte, der auf keinem
der Schaar enthilt, in einer | Strahle der Schaar liegt, durch
Curve zweiter Ordnung geschnit- | einen Ebenenbiischel zweiter Ord-

ten. Die Ebenen, welche die | nung projicirt. Die Punkte, in
Regelfliche in den Punkten einer | denen die Regelfiiche von den
Curve zweiter Ordnung beriih~ | Ebenen eines solchen Biischels
ren, bilden einen Ebenenbiischel | beriihrt wird, liegen auf einer
zweiter Ordnung. Curve zweiter Ordnung.

Um die zweite Hilfte zuniichst des Satzes rechts zu beweisen,
legen wir durch drei von den Beriihrungspunkten eine Ebene.
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Diese schneidet den Ebenenbiischel in einem Strahlenbiischel zwei-
ter Ordnung, der jene drei Punkte zu Beriihrungspunkten hat
und eine Curve zweiter Ordnung einhiillt. Aber diese Curve ist
identisch mit der Schnittcurve der Regelfiiche und der Ebene,
weil beide Carven zweiter Ordnung die drei Beriihrungspunkte

. und deren drei Tangenten gemein haben. Ganz analog wird der

Satz links bewiesen, indem man durch den Schnittpunkt von drei
Beriihrungsebenen einen Biischel von Beriihrungsebenen an die
Regelfliche legt.

Eine Regelfliche zweiter Ordnung heisst ein ,.einfaches oder
einschaliges Hyperboloid** (Fig. 57), wenn sie keine unendlich ferne

(Gterade enthilt, sondern mit der unendlich fernen Ebene eine
Curve zweiter Ordnung gemein hat. Dagegen wird sie ein ,hyper-

bolisches Paraboloid genannt (Fig. 58), wenn die eine und folg- .

lich (Seite 123) jede ihrer beiden Regelschaaren einen unendkch
fernen Strahl besitzt. Eine ,,paraboloidische** Regelschaar, deren
Ort ein hyperbolisches Paraboloid ist, wird von je zwei ihrer
Leitstrahlen in projectiv #hnlichen Punktreihen geschnitten, deren
unendlich ferne Punkte einander entsprechen (vgl. Seite 94).
Ein hyperbolisches Paraboloid wird beschrieben, wenn eine Ge-
rade an_zwei ,,windschiefen‘, d. h. sich nicht schneidenden Ge-
raden », u, hingleitet und dabei einer festen Ebene parallel bleibt,
die die Richtungen von % und #, nicht enthalt. Denn die be-

wegliche Gerade gleitet nicht nur an % und u,, sondern ausser-
dem an der unendlich fernen Geraden der gegebenen Ebene; sie
beschreibt also eine Regelfliche, welche einen und folglich noch
einen zweiten unendlich fernen Strahl enthilt. Das hyperbolische
Paraboloid wird von einer beliebigen Ebene, die durch keinen
seiner Strahlen geht, in einer Hyperbel geschnitten; nur dann,
wenn die Ebene eine bestimmte Richtung enthilt, ist die Schnitt-
linie eine Parabel. Die Schnittcurve geht némlich durch die
beiden Punkte, welche die unendlich fernen Strahlen der Fliche
mit der Ebene gemein haben, und diese Punkte fallen nur dann
zusammen, wenn die Ebene den gemeinschaftlichen Punkt der
beiden unendlich fernen Strahlen enthilt.

Das einschalige Hyperboloid wird von der unendlich fernen
Ebene nicht beriithrt, wie das hyperbolische Paraboloid, sondern von ihr
in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten. Die Beriihrungsebenen
an den unendlich fernen Punkten des Hyperboloides sind daher
eigentliche Ebenen. Diese ', Asymptotenebenen haben mit dem

&Mgffz»
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Hyperboloid je zwei parallele Gerade gemein; sie schneiden sich
in einem Punkte S und bilden einen Ebenenbiischel zweiter Qrd-
nung (Seite 126). Der von ihnen eingehiillte Kegel zweiter Ord-
nung beriihrt das Hyperboloid lings seiner unendlich fernen Curve,
und wird dessen , Asymptotenkegel“ genaunt. Jeder Strahl des
Asymptotenkegels lauft zu je einem Strahle der beiden Regel-
schaaren parallel, indem er den unendlich fernen Punkt des
Strahles enthiilt. Eine Ebene, die durch keinen Strahl des Hyper-
boloides geht, schneidet die Fliche in einer Hyperbel, Parabel
oder Ellipse, jenachdem sie mit der unendlich fernen Curve des
Hyperboloides zwei Punkte, einen oder keinen Punkt gemein hat,
oder was dasselbe ist, jenachdem sie zau zwei Strahlen, oder nur
zu einem oder zu keinem Strahle des Asymptotenkegels pa-
rallel ist.

Ich fiige noch folgenden Satz hinzu, der sich aus dem Vor-
hergehenden ergiebt:

W&\( »wWird zu jedem Strahle einer Regelschaar eine Parallele durch

(els

Qs

weinen beliebigen Punkt gelegt, so liegen alle diese Parallelen
win einer Asymptotenebene oder in einem Kegel zweiter Ord- (Seluctr
»oung, jenachdem die Regelschaar einem hyperbolischen Para- w.it det
»boloide oder einem einschaligen Hyperboloide angehort.‘ )
Ein hyperbolisches Paraboloid wird , gleichseitig'* genannt, ’
wenn die Strablen seiner beiden Regelschaaren zu zwei auf
einander senkrechten Ebenen parallel laufen. Jede Regelschaar
des gleichseitigen Paraholoides enthélt einen Strahl, der die
Leitebene und alle Strahlen der anderen Schaar rechtwinklig
schneidet.
Eine Regelschaar U wird nach vorhin bewiesenen Sitzen
(Seite 124) aus ihren oo! Leitstrahlen durch eine ,,Schaar pro-
jectiver Ebenenbiischel** oder ,, Biischelschaar** projicirt; sie wird

erzeugt durch je zwei dieser projectiven Ebenenbiischel. Ebenso
wird ihre Leitschaar V aus den Strahlen von U durch die oot
projectiven Biischel einer zweiten Biischelschaar projicirt, und
durch je zwei dieser Biischel erzeugt. Die beiden Biischelschaaren
erzeugen sich gegenseitig, denn die Ebenenbiischel einer jeden von
ihnen bestehen ans homologen Ebenen der oo!Biischel der an-
deren. Wir nennen jede der beiden Biischelschaaren den ,, Triger*
der anderen und sagen von ihnen, sie ,tragen‘‘ oder ,stiitzen
sich** oder ,ruben auf einander.* Als ,,Ordnungsfliche* der
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Biischelschaaren bezeichnen wir die Regelfliche zweiter Ordnung,
auf welcher die Axen ihrer oc! Ebenenbiischel liegen.

Die Regelschaar U wird von ihren oo?!Leitstrahlen in einer
nSchaar projectiver Punktreihen* geschnitten; diese oo!Punkt-
reihen aber erzeugen durch ihre homologen Punkte eine zweite
Schaar projectiver Punktreihen, die auf den Strahlen von U liegen
und Schnitte der Leitschaar von U sind. Jede der beiden Schaa-
ren projectiver Punktreihen ist der Triiger der anderen; ihre
»wOrdnungsfliche ist die Regelfliche zweiter Ordnung, welche alle
ihre Punktreihen und die Regelschaar U enthilt.

Durch zwei projective Kbenenbiischel %, %, sind zwei sich
stiitzende Biischelschaaren bestimmt, von denen die eine (ww,) die
beiden Biischel verbindet, Denn # und u, erzeugen i. A. eine
Regelschaar ¥, die ans ihren oo!Leitstrahlen durch die oco!pro-
jectiven Biischel der Schaar (#u,) projicirt wird; die Btischel der
anderen Biischelschaar aber bestehen aus homologen Ebenen der
oc!Biischel von (uw,), sie’ werden durch diese Biischel erzeugt,
und ihre Axen sind die Strahlen von V. Wenn die beiden Biischel
%, u, einen Kegel zweiter Ordnung erzeugen, so wird dieser aus
seinen oo !Strahlen durch die projectiven Biischel der Schaar (uu,)
projicirt (vgl. Seite 90); die zweite Blischelschaar aber fillt dann
mit (uu,) zusammen. Haben jedoch % und u, eine Ebene ¢ ent-
sprechend gemein und somit zu einander und zu einem Strahlen-
biischel S perspective Lage, so zerfillt der Kegel in ¢ und die
Ebene m von S; die beiden Biischelschaaren aber bestehen in die-
sem besonderen Falle aus perspectiven Ebenenbiischeln, deren Axen
in den Ebenen ¢ und v zwei concentrische Strahlenbiischel bilden,
.und zwar haben die Biischel der Schaar (u%,) die Ebene ¢ ent-
sprechend gemein und sind perspectiv zu dem Strahlenbiischel S
in der Ebene . Die Biischel der anderen Schaar bestehen aus
homologen Ebenen der co!Biischel von (uu,), sie haben die Ebene
7 entsprechend gemein und einer von ihnen ist ausgeartet und
reducirt sich auf die Ebene o.

Reye, Geometrie der Lage. 1. 4. Aufl. 9
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Eilfter Vortrag.
Projective Verwandtschaft von Elementargebilden.

Durch projective einformige Grundgebilde kionnen fiinferlei
Gebilde zweiter Ordnung erzeugt werden, wie wir gesehen haben,
ndmlich die Curven oder Punktreihen zweiter Ordnung, die Strah-
lenbiischel und die Ebenenbiischel zweiter Ordnung, die Kegel
zweiter Ordnung und die Regelschaaren. Es ist zweckmissig, mit
von Staudt diese Gebilde zweiter Ordnung und die einformigen
Grundgebilde zusammenzufassen unter dem gemeinschaftlichen Na-
men Elementargebilde. Zu den Elementargebilden gehoren
dann zweierlei Punktgebilde, nimlich die Punktreihen erster und
zweiter Ordnung, ferner zweierlei Ebenengebilde, niamlich die
Ebenenbiischel erster und zweiter Ordnung, und endlich viererlei
Strahlengebilde, néimlich die Strahlenbiischel erster und zweiter
Ordnung, die Kegel zweiter Ordnung und die Regelschaaren,

Mein gegenwirtiger Vortrag nun wird Ihnen zeigen, dass wir

1£&3

diese Elementargebilde in analoger Weise auf einander beziehen
konnen wie die einférmigen Grundgebilde, Das Gebiet unserer

Untersuchungen erweitert sich dadurch bedeutend; insbesondere
gelangen wir zu einer grossen Anzahl neuer Punkt-, Strahlen-
und Ebenen-Gebilde, die ebenso bemerkenswerthe Eigenschaften
besitzen, wie die bisher betrachteten. Zugleich aber werden wir
zu weiteren wichtigen Sitzen iiber die Gebilde zweiter Ordnung
gefiihrt, die auf anderem Wege schwerlich so leicht sich ergeben
mochten. :
Zuniichst erinnere ich Sie an folgende friiher aufgestellte
Satze, die als Definitionen der harmonischen Elemente in Gebilden
zweiter Ordnung aufgefasst werden konnen:
Vier harmonische Punkte einer Vier harmonische Strahlen
Curve zweiter Ordnung werden | eines Strahlenbiischels zweiter

19

aus jedem finften Punkte der
Curve durch vier harmonische
Strahlen projicirt (Seite 79).
Vier harmonische Strahlen
eines Kegels zweiter Ordnung

Ordnung schneiden jeden fiinf-
ten Strahl des Biischels in vier
harmonischen Punkten.

Vier harmonische Ebenen eines
Ebenenbiischels zweiter Ordnung

~
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werden aus jedem fiinften Strahle ’ schneiden jede finfte Ebene des
des Kegels durch vier harmo- | Biischels in vier harmonischen
nische Ebenen projicirt (Seite 90): | Strahlen.
,»Vier harmonische Strahlen -einer . Regelschaar werden von
njedem Leitstrable der Schaar in vier harmonischen Punkten
»geschnitten und aus jedem Leitstrahle durch vier harmonische
»Ebenen projicirt (Seite 125).

JFs Wir konnen nun die friiher (Seite 54) aufgestellte Definition
der projectiven Verwandtschaft von Grundgebilden auf alle Ele-
mentargebilde ausdehnen, indem wir sagen:

. Zwei Elementargebilde heissen projectiv, wenn sie so auf

einen Gebildes vier harmonische Flemente des anderen entsprechen.
. Auch den Begriff der perspectiven Lage einférmiger Grund-
gebilde konnen wir auf Elementargebilde anwenden, indem wir
festsetzen:

Zwei ungleichartige projective Elementargebilde heissen per-
spectiv, wenn jedes Element des einem in dem entsprechenden
Elemente des anderen liegt.

Eine Punktreihe zweiter Ordnung z. B. liegt perspectiv zu
einem durch sie gehenden Kegel, wenn jedem Strahle des Kegels
der auf ihm liegende Punkt der Reihe entspricht. Eine Punkt-
reihe zweiter Ordnung wird aus jedem ihrer Punkte durch einen
zu ihr perspectiven Strahlenbiischel projicirt; ein Strahlenbiischel
zweiter Ordoung wird von jedem seiner Strahlen in einer zu ihm
perspectiven Punktreihe geschnitten, und ebenso eine Regelschaar
von jedem ihrer Leitstrahlen. Denn zwei Elementargebilde, von
denen das eine mittelst des anderen in dieser Weise erzeugt ist,
sind . projectiv, weil vier harmonischen Elementen des einen alle-
mal vier harmonische Elemente des anderen entsprechen. Wird
jedem Punkte einer Curve zweiter Ordnung seine Tangente zu-
gewiesen, so ist die Curve aunf den sie einhiillenden Strahlen-
biischel perspectiv bezogen; denn in vier harmonischen Punkten
wird die”Curve allemal von vier harmonischen Strahlen des Bii-
schels beriihrt (Seite 89). Zwei Curven zweiter Ordnung sind
daher projectiv auf einander bezogen, wenn die beiden sie ein-
hiillenden Strahlenbiischel projectiv sind.

(¢ Zwei Gebilde zweiter Ordnung konnen dadurch projectiv auf
einander bezogen werden, dass man zwei zu ihnen perspective

9*




132 Eilfter Vortrag.

emfdrm;ge Grundgebxlde proJechv auf einander bezieht. Zwei pro-
ive Ele lich nach Seite 64

_ggm. deren ]edes zum fo]g@len perspectlve Lage hal:= Auch
konnen zwei Elementargebilde E, E, auf eine einzige Art pro-
jectiv so auf einander bezogen werden, dass drei gegebenen Ele-
menten a, b, ¢ des einen drei beliebig gewihlte Elemente a,, b, ¢,
des andern entsprechen; denn dieser Satz ist fiir einformige Grund-
gebilde bereits bewiesen. Die projective Beziehung der beiden
Elementargebilde E, E, ist dadurch, dass:

E (abe) R E, (a,,¢,)
sein soll, vdllig bestimmt.

Sollen z. B. in einer Ebene zwei Punktreihen zweiter Ord-
nung k, k, (Fig. 59) projectiv so auf einander bezogen werden,

Fig. 59.

dass den Punkten 4, B, C von k die resp. Punkte 4,, B,, C,
von k, entsprechen, oder

k(ABC) K k, (4,B,C,)
ist, so bezeichnen wir mit S und T, die beiden Punkte von &
und k,, die aus A4 resp. 4, durch den Strahl 4.4, projicirt wer-
den, und projiciren sodann die Punktreihen aus S und 7, durch
zwei Strahlenbiischel 8 (4BC...) und T,(4,B,C, ...). Diese

-~
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Biischel sind zu den. Punktreihen und folglich zu einander pro-
Jjectiv und liegen, weil sie den Strahl A4, entsprechend gemein
haben, perspectiv. Je zwei homologe Punkte D, D, der beiden
Panktreihen werden also aus S resp. T, durch Strahlen projicirt,

die sich auf einer bestimmten Geraden % schneiden.
wWenn zwei gleichartige projective Elementargebilde, z. B.

y»zwei Punktreihen zweiter Ordnung, auf einander liegen, so

nhaben sie entweder alle H(_)der hochstens zwei Elemente ent-

nSprechend gemein.**

Denn identische Elementargebilde sind zugleich projectiv.

Zwei Curven zweiter Ordnung,
die in derselben Ebene liegen und
einen Punkt S gemein haben,
werden projectiv auf einander
bezogeén, wenn in ihnen je zwei
Punkte einander zugewiesen wer-
den, die mit S in einer Geraden
liegen. Denn beide Curven sind
alsdann perspectiv zu dem Strah-
lenbiischel S. Jeden von S ver-
schiedenen gemeinschaftlichen
Punkt haben die Curven ent-
sprechend gemein, den Punkt S
aber nur dann, wemn sie in
ihm eine gemeinschaftliche Tan-
gente haben, also sich in S be-
rithren.

Zwei Curven zweiter Ordnung,
diein derselben Ebene liegen und
eine Tangente 8 gemein haben,
werden projectiv auf einander
bezogen, wenn von ihnen je zwei
Tangenten einander zugewiesen
werden, die sich in einem Punkte
von s schneiden. Denn die sie
einhiillenden Biischel zweiter Ord-
nung sind alsdann perspectiv zu
der Punktreihe 8. Die Curven
haben jede von s verschiedene
gemeinschaftliche Tangente ent-
sprechend gemein, s selbst aber
nur dann, wenn sie sich in einem
Punkte von s beriihren.

Zwei verschiedene Curven zweiter Ordnung, die in der links

B, C, S entsprechend gemein

angegebenen Weise auf einander bezogen sind, haben hdchstens
drei Punkte entsprechend gemein. Denn wenn sie ausser S noch

" vier Punkte oder drei Punkte und die Tangente in S gemein

hiitten, wiiren sie identisch (nach Seite 80). Ebenso kdnnen rechts
die beiden Curven hochstens drei Tangenten emtsprechend gemein
Wir werden so zu dem Doppelsatze gefiihrt:

Wenn zwei projective Curven |  Wenn zwei projective Curven
zweiter Ordnung vier Punkte 4, | zweiter Ordnung vier Tangenten
entsprechend gemein haben, so
haben sie alle ihre Tangenten
entsprechend gemein, und sind
identisch.

haben, so haben sie alle ihre
Punkte entsprechend gemein,
und sind identisch.
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Wir beweisen den Satz links wie folgt. Die beiden Curven
konnen nur auf eine einzige Art so auf einander bezogen werden,
dass den drei Punkten 4, B, C der einen dieselben drei Punkte
A, B, C der anderen entsprechen. Dieses geschieht aber, wenn
wir beide Curven auf den Strahlenbiischel S perspectiv beziehen.
Sollen nun die Curven auch noch den Punkt S entsprechend ge-
mein haben, so beriihren sie in ihm eine gemeinschaftliche Tan-
gente und sind folglich identisch (Seite 80). — Der Satz rechts
ergiebt sich aus dem anderen mittelst des Princips der Dualitét,
das wir ja fiir die Ebene bereits bewiesen haben; doch kann ich
Ihnen als niitzliche Uebung nur empfehlen, einen direkten Beweis
dafiir aufzusuchen.

Werden die beiden Curven aus einem beliebigen Mittelpunkte
durch projective Kegel projicirt, so erhalten wir fiir diese einen
ganz analogen Doppelsatz. Ist eine Curve zweiter Ordnung pro-
jectiv zu einer Regelschaar oder Kegelfliche zweiter Ordnung,
und liegen mehr als drei Punkte der Curve auf den ihnen ent-
sprechenden Strahlen, so ist die Curve perspectiv zu der Regel-
schaar oder Kegelfliche; denn sie ist identisch mit dem Schnitte
der Schaar oder Fliche, welcher in ihrer Ebene liegt, weil sie zu
ihm projectiv ist und mehr als drei Punkte mit ihm entsprechend
gemein hat. Ebenso hat ein Ebenenbiischel zweiter Ordnung zu
einem Strahlenbiischel zweiter Ordnung oder zu einer Regelschaar,
die zu ihm projectiv sind, perspective Lage, wenn mehr als drei
seiner Ebenen durch ihre entsprechenden Strahlen gehen. Pro-
jiciren wir namlich das Strahlengebilde zweiter Ordnung auns dem
Mittelpunkte des Ebenenbiischels, so erhalten wir einen zweiten
Ebenenbiischel zweiter Ordnung; dieser aber ist mit dem ersteren
identisch, weil er zu ihm projectiv ist und mehr als drei Ebenen
mit ihm entsprechend gemein hat.

Hierher gehort auch der Beweis der Sitze:

Zwei nicht concentrische Ke- Zwei Curven zweiter Ordnung,

gel zweiter Ordnung, die in der
Verbindungslinie s ihrer Mittel-
punkte von einer und derselben
Ebene beriihrt werden, schnei-
den sich in einer Curve zweiter

-Ordnung.

Beziehen wir nimlich die
Kegel perspectiv auf den Ebenen-

welche die Schnittlinie @ ihrer
Ebenen in einem und demselben
Pankteberiihren, liegenanfeinem
Kegel zweiter Ordnung (Fig.42).

Beziehen wir die Tangenten-
biischel der beiden Curven per-
spectiv auf die Punktreihe a, so
haben sie den Strahl a ent-



Projective Verwandtschaft von Elementargebilden.

biischel s, so haben sie den
Strahl s entsprechend gemein;
je zwei andere homologe Strah-
len der Kegel aber treffen
sich, weil sie mit s in einer
Ebene liegen. Die Verbin-
dungsebene von irgend drei
Schnittpunkten homologer Strah-
len schneidet die'Kegel in zwei
projectiven Carven zweiter Ord-
nung, die identiseh sind, weil
sie nicht nur jene drei Schnitt-
punkte, sondern auch einen
Punkt von s entsprechend ge-
mein haben.
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sprechend gemein (vergl. Seite.
133); je zwei andere homologe
Tangenten aber liegen in einer

‘Ebene, weil sie sich auf a schnei-

den. Aus dem Schnittpunkte S
von irgend drei Verbindungs-
ebenen homologer Tangenten
werden die Biischel durch pro-
jective Ebenenbiischel zweiter
Ordnung projicirt, welche iden-
tisch sind, weil sie die drei
Ebenen und eine durcha gehende
vierte Ebene entsprechend ge-
mein haben.

V Fig. 42.

Einfacher noch ldsst sich der Beweis so fiihren. Legen wir
‘links durch drei gemeinschaftliche Punkte der Kegel eine Ebene,
so haben die beiden in ihr liegenden Kegelschnitte die drei Punkte
gemein, ausserdem aber den Schnittpunkt von 2 mit der Ebene.
Und da beide Curven in diesem vierten Punkte von der gemein-
schaftlichen Beriihrungsebene der Kegel und deren Schnittlinie
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Eilfter Vortrag.

beriihrt werden, so fallen sie zusammen (Seite 80). Aehnlich er-

giebt sich der Satz rechts.
Wenn ein Biischel S erster
Ordnung mit einer zu ihm pro-
jectiven Curve ¢ zweiter Ord-
nung in einer Ebene, jedoch
nicht zu ihr perspectiv liegt, so
gehen hdchstens drei Strahlen
des Biischels durch die ihnen

Wenn eine Punktreihe erster
Ordnung mit einem zu ihm pro-
jectiven Biischel zweiter Ordnung
in einer Ebene liegt, aber nicht
zu ihm perspectiv ist, so liegen
hochstens drei Punkte der Reihe
auf den entsprechenden Strahlen

entsprechenden PunktederCurve, | des Biischels, mindestens aber
mindestens aber ein Strahl. ein Punkt.

Denn jeder zu der Curs¢ o perspective Biischel S, ist zn dem
Biischel S projectiv und erzeugt mit ihm im Allgemeinen eine
zweite Curve zweiter Ordnung; diese geht durch die Punkte S, S,
und hat mit der Curve ¢ jeden Punkt gemein, der auf dem ent-
sprechenden Strahle von S liegt. Gehen mehr als drei Strahlen
von S durch die entsprechenden Punkte von g, so haben die beiden
Curven ausser S, noch mindestens vier Punkte gemein, sind also
identisch, und S liegt perspectiv zu 6. Da jede Curve zweiter
Ordnung ihre Ebene in zwei getrennte Theile zerlegt, so miissen
die beiden Curven, falls sie nicht zusammenfallen, sich entweder
in ihrem gemeinschaftlichen Punkte S, beriihren, oder in S, und
mindestens einem zweiten Punkte P schneiden, indem die eine
Curve theils innerhalb, theils ausserhalb der anderen liegt. Im
letzteren Falle entsprechen die Strahlen SP und S, P einander,
und SP geht folglich durch den ihm entsprechenden Pankt P der
Curve ¢; im ersteren Falle entspricht dem Strahle SS; von S die
gemeinschaftliche Tangente in S; und folglich der auf SS; lie-
gende Punkt S; der Curve 6. Also liegt mindestens ein Punkt
der Curve auf dem ihm entsprechenden Strahle des Biischels.

Ganz analoge Sitze gelten fiir die Gebilde erster und zweiter
Ordnung im Strahlenbiindel. Wir ziehen daraus den Schluss:

Sind_ein_einformiges Grundgebilde und ein Elementargebilde
aweiter Ordnung projectiv auf einander bezogen, und_gehen mehr
als drei Elemente des einen Gebildes durch die ihnen entsprechen-
den Elemente des anderen, so liegen die beiden Gebilde perspectiv,
d. h. jedes Element des einen Gebildes geht durch das thm ent-
sprechende Element des anderen.

Ist das Gebilde zweiter Ordnung eine Regelschaar, das andere
Gebilde also entweder eine Punktreihe oder ein Ebenenbiischel
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erster Ordnung, so konnen wir schon dann schliessen, dass die
beiden Gebilde perspectiv liegen, wenn drei Strahlen der Regel-
schaar durch die entsprechenden drei Punkte der Punktreihe gehen
oder aber in den entsprechenden Ebenen des Biischels liegen.
Denn der Trager der Punktreihe resp. die Axe des Ebenenbiischels
ist mit drei Strahlen der Schaar incident, also ein Leitstrahl der

Regelschaar (Seite 124).

Wie wichtig diese Sitze sind, mogen Sie aus den Folgerungen

abnehmen:

Ein Ebenenbiischel erster Ord-
nung erzeugt mit einer zu ihm
projectiven  Regelschaar oder

Eine ' Punktreihe erster Ord-
nung und eine Regelschaar oder
ein Strahlenbiischel zweiter Ord-

Kegelfliche zweiter Ordnung im

nung, die zu einander projectiv

Allgemeinen eine ,,Raumcurve
dritter Ordnung‘, die mit jeder
beliebigen Ebene mindestens
einen Punkt und héchstens drei
Punkte gemein hat.

sind n im Allgemeine
einen ,,Ebenenbiischel dritter

Ordnung*, der mit jedem Punkte
mindestens eine Ebene und hoch-
stens drei Ebenen gemein hat.

Denn eine Ebene schneidet die Regelschaar oder Kegelfliche (links)
in einer zu ihr perspectiven Punktreihe zweiter Orduung, von
welcher im Allgemeinen hochstens drei Punkte auf den ent-
sprechenden Ebenen des Biischels liegen. — Aus dem Satze folgt:

Drei projective Ebenenbiischel
erster Ordnung erzeugen i. A.
eine Raumcurve dritter Ordnung.

- Drei projective Punktreihen
erster Ordnung erzeugen i. A.
einen Ebenenbiischel dritter Ord-

nung.
Denn zwet der drei Ebenenbiischel erzeligen i. A. eine Regel-
schaar oder Kegelfliche zweiter Ordnung, die zu dem dritten

Biigchel projectiv ist und mit ihm die Raumcurve erzeugt. In’

jedem Punkte der cubischen Raumcurve schneiden sich drei ho-
mologe Ebenen der Biischel.

Wenn eine Punktreihe erster
Ordnung % und eine zu ihr pro-

Wenn _ein _Strahlenbiische]
erster und el i jec-

jective Punktreihe & zweiter Ord-

. tiver Strahlenbiischel zweiterOrd-

nung in einer Ebene liegen, so
bildendieVerbindungslinien ihrer

homologen Punkte einen ,,Strah-

nung in einer Ebene liegen, so
ist der Ort der Schnittpunkte
ihrer homologen Strablen eine

lenbiischel dritter Ordnung;*

»Curve dritter Ordnung;* diese

dieser sendet durch einen belie-

hat mit einer beliebigen Geraden

&7577'
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bigen Punkt der. Ebene min- | der Ebene mindestens einen und
destens einen Strahl und hdch- | hdchstens drei Punkte gemein.
stens drei Strahlen. )

Denn ist S ein beliebiger zn u perspectiver und folglich zu &
projectiver Biischel erster Ordnung, so gehen hochstens drei
Strahlen von S durch die entsprechenden Punkte von %, minde-
stens aber ein Strahl. — Der Strahlenbiischel dritter Ordnung be-
steht aus den Tangenten einer Curve dritter Classe.

Haben die projectiven Punktreihen % und k einen Punkt P
entsprechend gemein, so ist jeder durch P gehende Strahl als
Verbindungslinie von zwei (zusammenfallenden) homologen Punk-
ten zu betrachten, und der Strahlenbiischel dritter Ordnung ent-
hilt den Biischel erster Ordnung P. Die folgenden Sétze sind
deshalb nicht als Ausnahmen, sondern als besondere Fille des
eben bewiesenen Doppelsatzes zu betrachten.

Wenn eine Punktreihe erster Wenn ein Strahlenbiischel
Ordnung » und eine zu ibr pro- | erster und ein zu ihm projec-
jective Punktreihe zweiter Ord- | tiver StrahlenbiischelzweiterOrd-
nung k zwei Pankte 4, B ent- | nung zwei Strahlen entsprechend
sprechend gemein haben, so er- | gemein haben, so erzeugen sie
zeugen sie einen Strahlenbiischel | eine Punktreihe erster Ordnung.
erster Ordnung.

Mége noch dem Punkte-C von w der Punkt C, von k ent-
sprechen, und sei S der Punkt von %, welcher aus C; durch den
Strahl C,C projicirt wird. Beziehen wir dann % und % perspectiv
auf den Strahlenbiische] S, so sind sie anf einander projectiv so
bezogen, dass den drei Punkten 4, B, C von u di& resp. drei
Punkte 4, B, C; von k entsprechen. Weil aber (Seite 132) durch
u (ABC) ‘A k(ABC,) die projective Verwandtschaft von % und
k eindeutig bestimmt ist, so bilden die Verbindungslinien homo-
loger Punkte wirklich einen Strahlenbiischel S erster Ordnung,
dessen Mittelpunkt auf der Curve k liegt.

Daurch eine Curve zweiter Ord- ’ Durch einen Ebenenbiischel
nung und zwei Gerade a, b, die. | zweiter Ordnung und zwei wind- -
mit der Curve je einen Punkt | schiefe Gerade a, b, die aus dem
gemein haben, aber weder mit | Mittelpunkte des Biischels darch
ihr noch mit einander in einer | zwei seiner Ebenen projicirt wer-
Ebene liegen, ist eine zu der | den, ist eine zu dem Biischel
Corve perspective Regelschaar | perspective  Regelschaar  be-
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bestimmt, von welcher die beiden
Gteraden Leitstrahlen sind.

Die beiden zu der Curve per-
spectiven Ebenenbiischel a, b er-
zeugen diese Regelschaar.
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stimmt, die ¢ und b zu Leit-
strahlen hat.

Die beiden zu dem Ebenen-
biischel perspectiven Punktreihen
a, b erzeugen die Regelschaar.

Die Leitschaar der Regelschaar enthilt die Geraden a, b und
kann ebenfalls auf die Curve resp. den Ebenenbiischel zweiter Ord-

nung perspectiv bezogen werden.
Wenn eine Punktreihe erster
und eine Curve zweiter Ordnung
projectiv sind und einen Punkt
A entsprechend gemein haben,
ohne in einer Ebene zu liegen,
S0 erzeugen sie eine zu ihnen

perspective Regelschaar.

Wenn zwei Ebenenbiischel
erster und zweiter Ordnung pro-
jectiv. sind und eine Ebene ent-
sprechend gemein haben, ohne
in einem Biindel zu liegen,
80 erzeugen sie eine zu ihnen
perspective Regelschaar.

Mogen (links) den Punkten 4, B, C der Punktreihe die Punkte

A, B,, C, der Curve entsprechen; dann ist die zu der Curve
perspective Regelschaar, welcher die Geraden B B,, CC, angehdren,
auch zu der Punktreihe perspectiv, weil drei Punkte 4, B, C der
Reihe in den ihnen entsprechenden Strahlen der Regelschaar liegen
(Seite 137). Der Beweis rechts ist ganz analog zu fiihren.

Aus einem beliebigen Punkte, der nicht in der Ebene der
Cuarve liegt, wird diese durch einen Kegel zweiter Ordnung, die
Regelschaar aber durch einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung pro-
jicirt. Und von einer beliebigen Ebene wird der Ebenenbiischel
zweiter Ordnung in einem Strahlenbiischel zweiter Ordnung, die
Regelschaar aber in einer Punktreihe zweiter Ordnung geschnitten.
Daraus ergiebt sich:

Wenn eine Punktreihe erster
und ein Kegel zweiter Ordnung

projectiv sind, und ein Pankt

der Reihe auf dem entsprechen-

-den Strahle des Kegels liegt, so
.erzeugen die beiden Gebilde einen

zu ihnen perspectiven Ebenen-

- biischel zweiter Ordnung.

Wenn ein Ebenenbiischel erster
und ein Strahlenbiischel zweiter
Ordnung projectiv sind, und eine
Ebene des ersteren Biischelsdurch
den entsprechenden Strahl des
letzteren geht, so erzeugen die
beiden Biischel eine zu ihnen
perspective Punktreihe zweiter
Ordnung.

Dieser Satz fiihrt unmittelbar za dem folgenden, wenn beriick-
sichtigt wird, dass jede Curve zweiter Ordnung als Schnitt eines
Kegels zweiter Ordnung aufgefasst werden kann:
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Wenn eine Panktreihe erster
und eine Curve zweiter Ordnung
projectiv sind, in einer Ebene
liegen und einen Punkt ent-
sprechend gemein haben, so er-
geugen sie einen zu ihnen per-
spectiven Strahlenbiischel zweiter

Eilfter Vortrag.

Wenn zwei Strablenbiischel
erster und zweiter Ordnung pro-
jectiv sind, in einer Ebene liegen
und einen Strahl entsprechend
gemein haben, so erzeugen sie
eine zu ihnen perspective Curve
zweiter Ordnung.

Ordnung.
wZwei projective Regelschaaren abc und a,b,¢,, von denen
wjede die Leitschaar der anderen ist, erzeugen eine Curve und einen
nEbenenbiischel zweiter Ordnung, die zu ihnen perspectiv sind.*
Die beiden Regelschaaren konnen némlich nur auf eine Art pro-
jectiv s0 auf einander bezogen werden, dass den Strahlen a, b, ¢
der einen Schaar die resp. Strablen a,, b,, ¢, der anderen ent-
sprechen. Dieses geschieht aber, wenn je zwei Strahlen einander
zagewiesen werden, die sich auf der Verbindungsebene der drei
Punkte aa,, bb,, cc, schneiden oder mit dem Schnittpunkte der
drei Ebenen aa,, bb,, cc, in einer Ebene liegen. Die Schnitt~
punkte homologer Strahlen der Schaaren liegen also aunf einer
Curve zweiter Ordnung, und die Verbindungsebenen homologer
Strahlen bilden einen Biischel zweiter Ordnung.

»von zwei projectiven Regelschaaren oder Kegeln zweiter
»Ordnung schneiden sich hochstens vier paar homologe Strahlen,
nfalls nicht je zwei homologe Strablen sich schneiden.*

Wenn némlich von den projectiven Regelschaaren irgend zwei
homologe Strahlen in einer Ebene s liegen, so projicire man die
beiden Schaaren aus ihren in & liegenden Leitstrahlen durch zwei
Ebenenbiischel. Fallen die beiden Leitstrahlen nicht zusammen,
so erzeugen diese Biischel, da sie die Ebene ¢ entsprechend ge-
mein haben, einen Strahlenbiischel S erster Ordnung. Die Strahlen
von S schneiden je zwei homologe Strahlen der Regelschaaren,
die Ebene von S aber schneidet die beiden Schaaren in projec-
tiven Curven zweiter Ordnung, die entweder hochstens drei oder
alle ihre Punkte entsprechend gemein haben (Seite 133). Diese
entsprechend gemeinschaftlichen Punkte sind die Schnittpunkte
homologer Strahlen der Schaaren, und umgekehrt. Fallen jene
beiden Leitstrahlen zusammen, so schneiden sie die Regelschaaren
in zwei projectiven Punktreihen, die entweder hochstens zwei oder
alle ihre Punkte entsprechend gemein haben; zugleich werden die
Schaaren aus den beiden identischen Leitstrahlen durch Ebenen-
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biischel projicirt, die entweder hochstens zwei oder alle ihre Ebenen
entsprechend gemein haben. In jeder dieser Ebenen liegen und
in jedem jener entsprechend gemeinschaftlichen Punkte scheiden
sich homologe Strahlen der Regelschaaren. — Ganz analog be-
weist man den Satz, wenn an die Stelle von einer oder jeder der
beiden Regelschaaren ein Kegel zweiter Ordnung tritt. Wir
schliessen daraus:

Es giebt im Allgemeinen
hichstens vier Punkte, in denen
je vier homologe Ebenen von
vier beliebigen projectiven Ebe-
nenbiischeln erster Ordnung sich

Von vier projectiven Punkt-
reihen erster Ordnung liegen
im Allgemeinen hdchstens vier
Gruppen homologer vier Punkte

in je einer Ebene.
schneiden. :
Die Ebenenbiischel erzeugen némlich paarweise projective Regel-
schaaren oder Kegel zweiter Ordnung, fiir die der vorhergehende
Satz gilt; es schneiden sich folglich je vier homologe Ebenen
der Biischel in einem Punkte, sobald fiinf oder mehr Gruppen
homologer vier Ebenen existiren, die durch je einen Punkt gehen.

Zwei projective Curven zwei-
ter Ordnung, die auf einander
liegen, erzeugen entweder einen
zu ihnen perspectiven Strahlen-
biischel zweiter Ordnung, oder
es giebt einen Punkt, der mit
je zwei homologen Punkten der
Curven in einer Geraden liegt.

Zwei projective Strahlen-
biischel zweiter Ordnung, die in
einander liegen, erzeugen ent-
weder eine zu ihnen perspective
Curve zweiter Ordnung, oder es
giebt eine Gerade, auf der sich
je zwei homologe Strahlen der
Biischel schneiden.

Jede zu der einen Curve perspective Regelschaar erzeugt nimlich

-mit ibrer Leitschaar, die wir auf die andere Curve perspectiv be-
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ziehen, einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung, der zu allen vier
Gebilden perspectiv ist; und jenachdem der Mittelpunkt dieses
Biischels ausserhalb oder auf der Curvenebene liegt, tritt der
erstere oder der letztere Fall des Satzes ein. — Wenn also von
den Verbindungslinien homologer Curvenpunkte irgend drei durch
einen und denselben Punkt U gehen (Figg. 62 und 63, Selte 146),
so schneiden sie sich alle in diesem Punkte.

Zwei projective Curven ABCD
und 4 BC, D, zweiter Ordnung,
die zwei Punkte 4, B entspre-
chend gemein haben aber nicht

Zwei projective Ebenenbiischel
zweiter Ordnung, welche zwei
Ebenen entsprechend gemein ha-
ben aber nicht concentrisch sind,

ﬁ«/j 0y
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in derselben Ebene liegen, er-
zeugen ein zu ihnen perspeeti-
ves Strahlengebilde zweiter Ord-

Eilfter Vortrag.

erzeugen ein zu ihnen perspec-
tives Strahlengebilde zweiter
Ordnung, ndmlich entweder eine

nung, ndmlich entweder eine
Regelschaar oder einen Kegel
zweiter Ordnung.

Denn die zu der Curve ABCD perspective Regelschaar oder Kegel-
filiche, welcher die Strahlen CC, und DD, angehbren, ist auch
zu der Curve ABC,D, perspectiv (Seite 134). Die Curven er-
zeugen einen Kegel, wenn ihre Tangenten in C und C, die Ge-
rade AB in einem und demselben Punkte schneiden. Wenn sie
namlich auch in diesem Falle eine Regelschaar erzeugten, so wiirde
die Verbindungsebene jener Tangenten ausser dem Strahle CC,;
der Regelschaar noch einen Leitstrahl der Schaar enthalten (Seite
123) und daher mit einer oder jeder der Curven noch einen von
C oder C, verschiedenen, auf diesemn Leitstrahl liegenden Punkt
gemein haben, was unmoglich ist. Hieraus folgt:

Zwei Curven zweiter Ordnung, |  Zwei nicht concentrische Kegel

die von der Schnittlinie ihrer | zweiter Ordnung, die einem und
Ebenen eine und dieselbe Strecke | demselben Flichenwinkel ein-
AB einschliessen, konnen durch | geschrieben sind, schneiden sich
zwei Kegel zweiter Ordnung ver- | in zwei Curven zweiter Ordnung.
bunden werden.
Denn die Curven lassen sich auf zweifache Art projectiv so aunf
einauder beziehen, dass sie die Endpunkte 4, B ihrer gemein-
schaftlichen Sehne entsprechend gemein haben, und dass die Tan-
genten von zwei anderen homologen Punkten C und C, sich in
einem Punkte der Geraden A B schneiden.

Wir sind jetzt in den Stand gesetzt, folgenden Satz iiber die
perspective Lage von Elementargebilden zweiter Ordnung zu be-
weisen :

Wenn eine Curve und ein Bilschel zweiter Ordnung oder ein

Kegel und ein Ebenenbiischel zweiter Ordnung projectiv sind, und

fiinf Elemente A, B, C, D, E des ersteren Gebildes in den thnen

entsprechenden Elementen o, B, v, 8, ¢ des letzteren liegen, so
haben die beiden Gebilde perspective Lage.
Wir wollen annehmen, das erstere Gebilde sei eine Curve zweiter
Ordnung u, und das letztere ein Ebenenbiischel zweiter Ordnung
S; auf diesen Fall lassen sich némlich alle iibrigen Fille des
Satzes zuriickfiihren. Wir brauchen dann nur zu zeigen, dass ein

Regelschaar oder einen Strahlen-
biischel zweiter Ordnung.
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Strahlengebilde construirt werden kann, das za der Curve und zu-
gleich zu dem Ebenenbiischel perspectiv ist; denn damit ist be-
wiesen, dass jeder Pankt der Curve auf der ihm entsprechenden
Ebene des Biischels liegt.

Ist die Ebene % der Carve ein Element des Biischels S, so
erhalten wir in ihr als Schnitt mit S einen zu S perspectiven
Biischel erster Ordnung % (aByd¢), der auch zu der Carve
u (ABCDE) perspectiv liegt, weil mehr als drei seiner Strahlen
durch die entsprechenden Curvenpunkte gehen (Seite 136); der
Punkt S liegt daher auf der Curve. Und umgekehrt, wenn S
auf der Carve liegt, so projiciren wir diese aus S durch einen
Biischel erster Ordnung S (ABCDE), der dann auch zu dem
Ebenenbiischel S (afy3ds) perspectiv ist, weil mehr als drei seiner
Strahlen in den entsprechenden Ebenen von S liegen; die Ebene
von % gehort daher dem Ebenenbiischel S als Element an. —
Liegt der Punkt S nicht anf der Curve, und gehort deren
Ebene nicht zu dem Ebenenbiischel S, so sei 4, der Curvenpunkt
der aus A durch die Ebene a projicirt wird, also der zweite
Schnittpunkt dieser Ebene und der Curve, der mit 4 zusammen-
fallt, wenn die Curve von a beriihrt wird. Durch 4, ziehen wir
in der Ebene a eine von A.A; verschiedene Gerade g und pro-
jiciren aus dieser die Curve zweiter Ordnung durch einen Ebenen-
biischel erster Ordnung g (A BCDE). Der Biischel g ist zu dem
Ebenenbiischel zweiter Ordnung S projectiv und erzeugt mit ihm
eine zu beiden perspective Regelschaar (Seite 139), weil er mit
ihm die Ebene a entsprechend gemein hat; und diese Schaar ist
auch zu der Curve zweiter Ordnung perspectiv, weil vier Strahlen
der Schaar durch die entsprechenden Punkte B, C, D, E der
Curve gehen (Seite 134).

Wenn eine Cuarve zweiter Ord- Wenn ein Ebenenbiischel zwei-

nung ABCDE und eine Regel-
schaar abcde projectiv aber nicht
perspectiv sind, und zwei Punkte
A, B der Curve in den ent-
sprechenden Strahlen a, b der
Schaar liegen, so erzeugen die
beiden Gebilde einen zu ihnen
perspectiven Ebenenbiischel zwei-
ter Ordnung.

ter Ordnung und eine Regel-
schaar projectiv aber nicht per-
spectiv sind, und zwei Ebenen
des Biischels durch die entspre-
chenden Strahlen der Schaar
gehen, so erzeugen die beiden
Gebilde eine zu ihnen perspec-
tive Punktreihe zweiter Ordnung.

Denn der Ebenenbiischel zweiter Ordnung, der die Regelschaar
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abcde aus dem Schnittpunkte der drei Ebenen Ce¢, Dd, Ee pro-
jicirt, ist auch zu der Curve A BCDE perspectiv.

Zwei projective Curven zwei- ;

Zwei projective Strahlenbii-

ter Ordnung, die in derselben | schel zweiter Ordnung, die zwei
Ebene liegen und zwei Punkte | Strahlen entsprechend gemein
entsprechend gemein haben, er- = haben, erzeugen entweder eine

zeugen entweder einen zu ihnen
perspectiven Biischel zweiter Ord-
nung, oder es giebt einen Punkt,
der mit je zwei homologen Pank-
ten der Curven in einer Geraden

zu ihnen perspective Punktreihe
zweiter Ordnung, oder es giebt
eine Gerade, auf der sich je
zwei homologe Strahlen der
Biischel schneiden.

liegt. :
Nimlich jede Regelschaar, die zu der einen Curve perspectiv ist,
erzeugt mit der anderen einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung,
und dieser wird von der Curvenebene im Allgemeinen in einem
Strahlenbiischel zweiter Ordnung geschnitten. Nur wenn der
Mittelpunkt des Ebenenbiischels in der Ebene der Curven liegt,
tritt der letzte Fall des Satzes ein.

Liegen zwei projective Curven- zweiter Ordnung in einer
Ebene, ohne dass sie Punkte entsprechend gemein haben, so er-
zeugen sie im Allgemeinen einen Strahlenbiischel vierter Ordnung,
von welchem hochstens vier Strahlen durch einen Punkt gehen.
Gehen ndmlich durch einen Punkt S mehr als vier Verbindungs-
linien homologer Curvenpunkte, so gehen durch ihn auch alle
itbrigen, weil ein Ebenenbiischel zweiter Ordnung, welcher den
Punkt S zum Mittelpunkt hat und zu einer der beiden Curven
zweiter Ordnung perspectiv ist (etwa eine zu ihr perspective Regel-
schaar projicirt), auch za der anderen Curve perspective Lage hat.
Ebenso erzeugen zwei projective Strahlenbiischel zweiter Ordnung,
die in einer Ebene liegen, i. A. eine Curve vierter Ordnung, die
mit keiner Geraden mehr als vier Punkte gemein hat. Wir miissen
daranf verzichten, schon hier diese und andere Erzeugnisse pro-
jectiver Elementargebilde zweiter Ordnung eingehend zu besprechen.
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_ Involutionen. *)

206 Wenn zwei gleichartige projective Elementargebilde %, u,,
z. B. zwei projective Punktreihen ,,conjectiv** sind, d. h. in ein-
ander liegen, so kann jedes Element P ihres gemeinschaftlichen
Triigers sowohl zu dem einen Gebilde » als auch zu dem anderen
u, gerechnet werden; ihm entsprechen deshalb zwei Elemente,
eines in %, und das andere in . Im Allgemeinen sind diese bei-
den ihm entsprechenden Elemente von einander verschieden, wie
in Fig. 60, wo den Punkten P, @, R von u die resp. Punkte P,,

: @,y B, von u, entsprechen; doch ist auch moglich, dass sie zu-
sammenfallen, wie in Fig. 61, so dass dem Elemente P ein an-

P 0 R
: . L . , Fig. 60.
‘ 4 zr z
P 0 R
£ . ¢ — Fig. 61.
T 9 y 4 B

deres P, doppelt entspricht. Dem Elemente P des ersten Ge-
bildes % entspricht dann das Element P, des zweiten u,, und dem
Elemente P==Q, des zweiten u, entspricht ebenfalls das Ele-
ment P, == Q des ersten Gebildes u.

*) Als ,Involution* bezeichnete zuerst Desargues die von ihm ent-
deckte Relation unter den drei Punktepaaren, in denen ein Kegelschnitt und
die Gegenseiten eines ihm eingeschriebenen Vierecks von einer Transversale
getroffen werden. (Vgl. Poncelet, Propriétés projectives des figures, Paris
1822, No. 178.) Mbbius erweiterte 1855 den Begriff, indem er tberhaupt
Gebilde, deren Elemente involutorisch gepaart sind, als Involutionen begeich-
nete (s. M8bius, Werke. II, S. 872).
Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 10
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Man sagt nun:

wZwei gleichartige projective Gebilde u, ,, die nicht alle
~ihre Elemente entsprechend gemein haben, aber conjectiv sind,
nliegen involutorisch oder haben involutorische Lage, wenn in
wihnen je zwei homologe Elemente einander doppelt entsprechen.
wZwei ungleichartige projective Gebilde liegen involutorisch,
»wenn das eine mit einem Sohnitt oder Schein des anderen in-
nvolutorisch liegt.‘

Dreht sich ein rechter Winkel um seinen Scheitelpunkt, so
beschreiben seine Schenkel zwei projective gleiche Strahlenbiischel,
die involutorisch liegen. Zwei projective Punktreihen zweiter Ord-
nung auf einem Kegelschnitte liegen involutorisch, wenn drei und
folglich alle Verbindungslinien ihrer homologen Punkte sich in
einem Punkte schneiden (vgl. Seite 141); dagegen liegen sie nicht
involutorisch, wenn diese Verbindungslinien einen Biischel zweiter
Ordnung bilden. Weist man jedem Punkte einer Geraden u, die
in der Ebene einer Curve zweiter Ordnung liegt ohne sie zu be-
rithren, seine Polare beziiglich der Curve zu, so erhilt man einen
Strahlenbiischel U, der nicht bloss zu der Punktreihe u projec-
tiv ist, sondern auch zu ihr involutorische Lage hat (Seite 104
und 101).

Wir konnen nun folgenden Satz beweisen:

wlwei projective Punktreihen zweiter Ordnung, die auf der-
wselben Cuarve liegen, haben involutorische Lage, wenn in ihnen
wirgend einem Punkte A ein anderer Punkt 4, doppelt ent-
nspricht.¢

Fig. 62. Fig. 63.
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Seien B, B, (Figg. 62 und 63) zwei andere homologe Punkte der
Punktreihen, sei also die projective Verwandtschaft der beiden
Reihen durch
AA B X A, AB,

gegeben; sei ferner U der Schnittpunkt von 44, und BB,, und
u seine Polare in Bezug auf die Curve zweiter Ordnung. Die
beiden Strahlenbiischel B, (4 4,B) und B(4,4B,), die aus den
Punkten B, und B die projectiven Punktreihen 4 4, B und 4,4 B,
projiciren, sind dann perspectiv zu der Punktreihe u. Denn sie
sind projectiv und haben den Strahl B, B oder BB, entsprechend
gemein, liegen also perspectiv; die von ihnen erzeugte Punktreihe
erster Ordnung aber liegt in u, weil (nach Seite 99) diese Gerade den
Schnittpunkt der homologen Strahlen B, 4 und BA,, sowie den
von B, 4, und BA enthilt. Je zwei andere Curvenpunkte C und
C,, die mit U in einer Geraden liegen, werden ebenfalls durch
zwei paar homologe Strahlen der perspectiven Biischel B, B, pro-
jicirt und sind daber zwei einander deppelt entsprechende Punkte
der Reihen zweiter Ordnung. Hieraus und aus friiher (Seite 99)
aufgestellten Sitzen folgt:

»Wenn zwei projective Punktreihen zweiter Ordnung involuto-

wrisch liegen, so gehen die Verbindungslinien ihrer homologen

., Punkte alle durch einen Punkt U; die Schnittpunkte ibrer

»homologen Tangenten aber liegen alle auf der Polare u des

,Punktes U. Die Gerade u heisst die Involutionsaxe und

»nder Punkt U das Involutionscentrum der Punktreihen.

Die involutorisch liegenden Punktreihen zweiter Ordnung
werden aus jedem ihrer Punkte durch involutorisch liegende Strah-
lenbiischel projicirt, aus jedem ausserhalb ihrer Ebene gelegenen
Punkte aber durch involutorisch liegende Kegel. Eine Regelschaar
oder Kegelfliche, die zu der einen Punktreihe perspectiv ist, liegt
zu der anderen involutorisch.

Die beiden projectiven Strahlenbiischel zweiter Ordnung, welche
zwei involutorisch liegende Punktreihen zweiter Ordnung einhiil-
len, haben gleichfalls involutorische Lage; denn auch die Tan-
genten von je zwei homologen Punkten entsprechen einander
doppelt. Diese Strahlenbiischel werden daher von jedem ihrer
Strahlen in involutorisch liegenden Punktreihen erster Ordnung
geschnitten.

Wir- konnen hiernach den vorhin bewiesenen Satz auf alle

Elementargebilde ausdehnen, indem wir sagen:
10*
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Zwei gleichartige projective und zugleich conjective Ele-
mentargebilde haben involutorische Lage, wenn in ihnen irgend
zwei Elemente einander doppelt entsprechen.

Bestehen némlich die beiden Elementargebilde aus Strahlen, so
construiren wir zwei conjective, zu ihnen perspective Punktreihen
zweiter Ordnung. Diese haben involutorische Lage, weil zwei
ihrer Punkte einander doppelt entsprechen; folglich liegen auch
die beiden Strahlengebilde involutorisch. Sind die Elementar-
gebilde zwei Ebenenbiischel oder Punktreihen, so construiren wir
zwei zu ihnen perspective und in einander liegende Strahlen-
gebilde; und weil diese, wie soeben bewiesen, involutorische Lage
haben, 8o gilt dasselbe von den ersteren Gebilden.

Um zwei projective Punktreihen erster Ordnung in involuto-
rische Lage zu bringen, bestimmen wir in jeder von ihnen den
»Mittelpunkt*, d. h. den Punkt, dessen homologer unendlich fern
liegt, und legen sodann die Punktreihen so auf einander, dass
ibre Mittelpunkte zusammenfallen. Weil alsdann der Mittelpunkt
und der unendlich ferne Punkt einander doppelt entsprechen, so
liegen die beiden Punktreihen in der That involutorisch. Im All-
gemeinen hat die Aufgabe zwei Lisungen. Entsprechen die un-
endlich fernen Punkte der beiden Reiben einander, so hat die
Aufgabe nur dann Losungen, und zwar unendlich viele, wenn
die Punktreihen projectiv gleich sind.

Zwei involutorisch liegende gleichartige Gebilde werden ge-
wohnlich als ein einziges ,involutorisches Gebilde‘, als eine so-
genannte , Involution* aufgefasst; die homologen Elemente dieser
Involution nennt man ,,einander zugeordnet* oder ,,conjugirt* oder
»involatorisch gepaart'’. Beispielsweise werden die Punkte einer
Gteraden %, die beliebig in der Ebene einer Curve zweiter Ord-
nung angenommen ist, involutorisch gepaart, wenn je zwei hin-
sichtlich der Curve conjugirte Punkte einander zugeordnet werden
(Seite 146). Ebenso bilden die Paare conjugirter Durchmesser
einer Curve zweiter Ordnung eine Strahleninvolution, und fiber-
baupt die hinsichtlich der Curve conjugirten Strahlen eines be-
liebigen Punktes der Ebene.

Aufeiner involutorischen Curve |  Auf einem involutorischen Ke-
zweiter Ordnung (Figg. 62 und l gel zweiter Ordnung liegen je
63) liegen je zwei einander zu- | zwei einander zugeordnete Strah-
geordnete Punkte mit einemnicht | len mit einer nicht auf dem
auf der Curve gelegenen Punkte, | Kegel gelegenen , Involutions-
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dem ,,Involutionscentram‘* U, in | geraden* in einer Ebene; je
einer Geraden; je zwei einander | zwei einander zugeordnete Be-
zugeordnete Tangentenschneiden | rithrungsebenen sehneiden sich
sich auf der Polare » von U, | aufderPolarebene dieser Geraden
beziiglich des Kegels, der seg.
s Ivolutionsebene.*

Der Satz links ist nur eine Wiederholung des Seite 147 be-
wiesenen; aus ihm ergiebt sich der Satz rechts, wenn der
Kegel zweiter Ordnung durch eine beliebige Ebene in einer Curve
zweiter Ordnung geschnitten wird. Haben némlich zwei Ele-
mentargebilde perspective Lage, und sind die Elemente des einen
involutorisch gepaart, so sind dadurch auch die Elemente des
anderen involutorisch gepaart.

»wWill man die Elemente eines Elementargebildes involu-
ntorisch paaren, so darf man in ihm zwei Paare 4, 4, und
»B, B, zugeordneter Elemente willkiirlich annebhmen; dadurch aber
»ist zu jedem Elemente des Gebildes ein zugeordnetes bestimmt.**

Die Involution 44,, BB, CC, .... entsteht ndmlich aus zwei
in einander liegenden Gebilden, die projectiv so auf einander be-
zogen sind, dass den Elementen 4, 4,, B des einen die resp.
Elemente A4,, A, B, des anderen entsprechen; aher diese projec-
tive Beziehung 4 4, B A" A4, B, ist durch die drei paar homologen
Elemente vollig bestimmt. )

Liegt die Involution auf einer Curve zweiter Ordoung, so
kann zu jedem fiinften Punkte C der zugeordnete C, leicht ge-
funden werden mit Hiilfe des In-
volutionscentrums U (Figg. 62 u.
63), da in U die Geraden 4 4,,
BB, und CC, sich schneiden.
Analoges gilt von der Involution
auf einem Kegel zweiter Ordnung.
Sind die Strahlen einer Regel-
schaar involutorisch zu paaren,
so schneiden wir die Schaar in
einer Curve zweiter Ordnung und
brauchen dann nur deren Punkte
involutorisch zu paaren. Die
Strahlen eines Biischels erster Ord- /
nung S (Fig. 64) werden involu- Fig. 64.
torisch gepaart, indem man eine zu dem Biischel perspective Curve
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zweiter Ordnung, z. B. einen durch den Mittelpunkt S gehenden
Kreis construirt und die Punkte dieser Curve einander paasrweise
zuordnet. Aehnlich konnen wir mit jedem anderen Elementar-
gebilde verfahren. Die Elemente eines einformigen Grundgebildes
lassen sich iibrigens, wie wir sehen werden, auch ohne Hiilfe der
Gebilde zweiter Ordnung involutorisch paaren.

Zwei involutorisch liegende gleichartige Elementargebilde, z. B.
zwei involutorisch liegende Punktreihen zweiter Ordnung (Figg. 62
und 63), sind gleichlaufend oder entgegengesetzt projectiv, jenach-
dem zwei einander zugeordnete Elemente 4, 4, durch irgend
zweli andere B, B, getrennt sind oder nicht. Im ersteren
Falle (Fig. 63) bewegen sich zwei homologe Elemente, von denen
das eine das Gebildle 44, B und das andere zugleich das Gebilde
A, A B, beschreibt, in demselben Sinne, und kdnnen nie zasammen-
treffen; im letzteren Falle (Fig. 62) bewegen sie sich in entgegen-
gesetztem Sinne, und miissen zweimal auf einander fallen. Wir
wollen jedes Element, welches zwei involutorisch liegende Gebilde
_entsprechend gemein haben, ein ,,Doppel- oder Ordnungselement*
der von ihnen gebildeten Involation nennen; dann gilt der Satz:

Fig. 62. Fig. 63.

.Eine Involution hat keine oder zwei Doppelelemente und_
..heisst elliptisch oder hyperbolisch, jenachdem in ihr zwei con-
ojugirte Elemente durch irgend zwei andere getrennt sind oder
,picht. In jedem Doppelelemente fallen zwei einander zuge-
,ordnete Elemente der Involution zusammen.*
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Liegt das Involutionscentrum U einer involutorischen Curve
zweiter Ordnung ausserhalb d urve (Fig. 62), so hat die In-
volution zwei Doppelpunkte M, N, nimlich die Beriihrungspunkte
der Tangenten, die durch U an die Curve gezogen werden kinnen.

Die Involutionsaxe % schneidet in diesen Punkten die Curve, da
sie die Polare von U ist (Seite 147 und 99).
wDie Doppelelemente M, N einer Involution sind durch
wje zwei einander zugeordnete Elemente A, A4, harmoniseh
ngetrennt.*
Es geniigt, wenn dieser Satz fiir eine Involution auf einer Curve
zweiter Ordnung bewiesen wird, da jeder andere Fall auf diesen
zuriickgefiihrt werden kann. Sei B, B, ein zweites Paar zuge-
ordneter Punkte (Fig. 62); dann schneiden sich die Gegenseiten
des einfachen Vierecks ABA, B, in zwei hinsichtlich der Curve
conjugirten Punkten (Seite 103, 105), die durch M und N harmonisch
getrennt sind. Die Strahlen BA, BM, BA,, BN sind vier har-
monische Strahlen, weil sie vier harmonische Punkte projiciren,
und folglich sind die Doppelpunkte M, N auf der Curve harmo-
nisch getrennt durch die Punkte 4, A,. Dieses folgt auch aus
dem Satze von Seite 108, da M N und A4, conjugirte Strah-
len sind.
Um die Elemente eines Klementargebildes involutorisch zw

‘paaren, konnen wir in ihm entweder zwei paar conjugirte Ele-

mente (Seite 149) oder die beiden Doppelelemente M, N oder

ein Doppelelement M und ein paar conjugirte Elemente 4, A,

beliebig annehmen; dadurch aber ist zu jedem Elemente das zu-

geordnete vollig bestimmt. Denn zwei Elemente des Gebildes sind
conjugirt, wenn sie durch M und N harmonisch getrennt sind;
durch A, A, und M aber ist das zweite Doppelelement N sofort
bestimmt, da es von M durch 4 und 4, harmonisch getrennt ist.

Die bisherigen Sitze iiber Involutionen sind von solcher

Wichtigkeit und werden so hinfig angewendet, dass es wohl ge-

rechtfertigt erscheint, wenn wir einige von ihnen noch einmal

anf mehr elementarem Wege beweisen, znmal da sich hierbei noch
neue niitzliche Sitze ergeben werden. Wir gehen dabei von fol-
gender Erklirung aus:

_ ,Zwei Gebilde ABCDE... und 4,B,C,D,E, ..., die nur
,,aus einzelnen Elementen zweier Elementargebilde u, u, be-
,stehen, sollen projectiv genannt werden, wenn diese Ele-
,,mentargebilde projectiv so auf einander bezogen werden kon-
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,nen, dass den Elementen 4, B, C, D, E, ... von % die resp.
»Elemente 4,, B,, C,, D,, E, ... von u, entsprechen. Wir
. »benutzen mit von Staudt das Zeichen A fiir projectiv.*
Sind z. B. 4, u, zwei Punktreihen erster Ordnung, die auf inci-
denten Geraden liegen, so ist nur dann
ABCDE ... x A,B,C,D,E, ...,
wenn die Strahlen 44,, BB,, CC,, DD,, EE,, ... entweder
alle durch einen Punkt gehen oder eine Curve zweiter Ordnung
beriihren, die auch % und u, tangirt. _
Die Beziehung 4 BC D "X A,B,C,D, bedeutet auch, wie
frither (Seite 68) gezeigt wurde, dass zwischen den Abschnitten
der Geraden u, u, die Proportion besteht:
AB.CB _ AB, B
AD° CD =~ A4,D, " C\D,’

Ein ,,Wurf“ ABCD, d. h. ein Gebilde, das aus vier Ele-
menten eines Elementargebildes besteht, ist projectiv zu jeder aus
thm abgeleiteten Permutation, die entsteht, wenn irgend zwei von
den vier Elementen und zugleich die beiden ibrigen vertauscht
werden (Mobius, v. Staudt); oder es ist:

ABCD X BADC X CDAB X DCBA.

Sei ABCD ein Wurf auf einer
Geraden, auf welchen Fall alle
iibrigen Fille sich zuriickfiihren
lassen, und sei z. B. zu beweisen,
dass ABCD =CDAB ist. Wir
projiciren A BCD aus einem be-
liebigen Punkte S (Fig. 65) auf
eine durch 4 gehende Gerade,
und nennen 4 EF'G diese Pro-
jection, bezeichnen ausserdem mit 7' den Schnittpunkt von CF
und DE. Dann ist:

ABCD eine Projection von AEFG aus dem Mittelpunkte S,

s

A B\

N

Fig. 65,

'AEFG ” ” ” CTFS ” ”" " D!
CTFS " " " CDAB " " ” E'
Es ist also:

ABCD X AEFG X CTFS X CDAB
und folglich: ABCD X CDAB.
Ebenso lassen sich die iibrigen Homographien des Satzes beweisen.
Wir folgern daraus:
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st abed X ABCD, so ist auch abcd x BADC X CDAB
wAN DCBA.**)

A Zugleich aber ergiebt sich wieder der vorhin (Seite 146) auf
andere Art bewiesene Satz, dass zwei in einander liegende pro-
jective Elementargebilde involutorische Lage haben, wenn in ihnen
irgend zwei homologe Elemente A4, A, einander doppelt ent-
sprechen. Denn wenn noch dem beliebigen Elemente B des einen
Gebildes das Element B, des anderen entspricht, wenn also
AA,B X A AB, die projective Verwandtschaft oder ,,Homo-
graphie*“ der beiden Elementargebilde darstellt, so folgt aus der
Relation:

AA BB, N A, AB,B,
dass auch dem Elemente B, des ersteren Gebildes das Element B

des letzteren entspricht, dass also je zwei homologe Elemente
B, B, der beiden Gebilde einander doppelt entsprechen.

Schon frither biitten wir hieraus folgern konnen:

,,Bine Punktreihe erster Ordnung u liegt involutorisch zu einem
,»ihr projectiven Biischel S, dessen Mittelpunkt kein Punkt von
w4 ist, wenn von irgend zwei Punkten P, P, der Reihe jeder

*) Mit Hiilfe dieses wichtigen Satzes pflegt man u. A, die folgenden
bemerkenswerthen Lehrsitze zu beweisen:

Die sechs Eckpunkte von zwei be- | Die sechs Seiten von zwei belie-
liebigen Poldreiecken einer Curve £* | bigen Poldreiecken einer Curve zwei-
zweiter Ordnung liegen auf einer | ter Ordnung berviihren eine zweite
zweiten Curve zweiter Ordnung, der | Curve zweiter Ordnung, der unend-
unendlich viele Poldreiecke der ers- | lich viele Poldreiecke der ersteren
teren eingeschrieben werden konnen. | umschrieben werden kdnnen.

Seien nimlich ABC und DEF die beiden Poldreiecke, von deren
sechs Eckpunkten keine drei in einer Geraden liegen mogen. Dann sind
die Strahlenbiischel A(BCEF) und D(CBFE) projectiv (Seite 106), weil in
Bezug auf %* den vier Strahlen 4B, AC, AE, AF des Biischels 4 die resp.
Strahlen DC, DB, DF, DE des Biischels D conjugirt sind. Aus 4(BCEF)
A~ D(CBFE) folgt aber A(BCEF) X D(BCEF), und es liegen demnach
die sechs Punkte 4, B, C, D, E, F auf einer Curve zweiter Ordnung, wie
der Satz links behauptet. Sind nun D' und E' zwei Punkte dieser Curve,
die beziiglich der Curve k? conjugirt sind und- folglich einem Poldreieck
D'E'F' von %% als Eckpunkte angehdren, so liegt auch der Eckpunkt F'
auf der durch 4, B, C, D, E, F gehenden Curve zweiter Ordnung; denn
mit dieser Curve hat die durch 4, B, C, D', E', F' gehende fiinf und
folglich alle Punkte gemein. — Auf #hnliche Art ist der Satz rechts zu
beweisen.
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»auf dem Strahle des Biischels liegt, der dem anderen Punkte
,-entspricht.*
Denn der Schnitt des Biischels mit dem Triiger der Reihe ist pro-
jectiv zu % und hat mit u involutorische Lage, weil die Punkte
P, P, einander doppelt entsprechen. Auf dhnliche Weise erkennt
man, wann ein Ebenenbiischel zu einer Punktreihe oder einem
Strahlenbiischel involutorisch liegt.

Dass je zwei conjugirte Elemente 4, A, einer Involution
durch deren Doppelelemente M, N, wenn solche vorhanden, har-
monisch getrennt sind, lisst sich ebenfalls elementar beweisen.
Sei die Involution M.N.AA, entstanden aus zwei projectiven
Punktreihen erster Ordnung, die involutorisch liegen; dann ent-
sprechen den Punkten M, A, N, A4, der einen Reihe die Punkte
M, A,, N, A der anderen, weil M und N in den projectiven
Reihen sich selbst, 4 und A4, aber einander doppelt entsprechen.
Es ist also MANA, A~ MA,NA. Projiciren wir nun MANA,

aus einem beliebigen Punkte S
(Fig. 66) auf eine durch M
gehende Gerade, so ist die Pro-
jection MRKT zu MANA,
und folglich auch zu MA, N4
projectiv, also MRKT X
MA,NA. Diese projectiven Ge-
bilde haben aber den Punkt M
entsprechend gemein und liegen
- perspectiv; d. h. die drei Geraden
RA,, KN, TA schneiden sich
in einem Punkte Q.  Wir erhalten somit ein Viereck QRST,
dessen Gegenseiten sich in A4 und 4, schneiden, wahrend die
Diagonalen beziehungsweise durch M und N gehen; die Punkte
MANA, sind also wirklich vier harmonische Punkte (Seite 38).

Eine Gruppe von drei Elementepaaren 44, . BB, . CC, einer
Involution heisst ebenfalls eine Involution im engeren und ur-
spriinglichen Sinne des Wortes. Ihre sechs Elemente sind nicht
unabhingig von einander, weil ja in einer Involution zu jedem
Elemente das zugeordnete bestimmt ist, sobald zwei paar zuge-
ordnete Elemente gegeben sind; auch sind je zwei Gebilde pro-
jectiv, die wie 44, BC und 4,4B,C,, oder AB,C,C und 4, BCC,
durch Vertauschung zugeordneter Elemente in einander iibergehen.
Umgekehrt folgt aus der Homographie A 4, BC X 4,4 B,C,, dass




Involutionen. 155

die drei Elementepaare 4, 4,; B, B,; C, C, eine Involution
AA, .BB, .CC, bilden; denn in den projectiven Gebilden
AA,BC und 4,4B,C, entsprechen die Elemente 4, A4, einander
doppelt, also auch die Elemente B, B,, und ebenso C, C,. Ein
Doppelelement M oder N kann in der Involution die Stelle eines
Elementepaares vertreten; so z. B. ist M. A4, . BB, eine In-
volution, wenn MAA, B MA,AB,. Ebenso ist M. N. A4,
eine Involution, wenn MANA, projectiv zu MA,NA und somit
ein harmonisches Gebilde ist.

2 7 Wir kénnen nun folgenden Doppelsatz beweisen:

Die drei paar Gegenseiten Die drei paar Gegenpunkte
eines vollstindigen Vierecks | eines vollstandigen Vierseits wer-
- | ﬁ QRST (Fig. 67) werden von | den aus jedem Punkte, der mit M; vy
“wﬁ jeder Geraden u, die mit dem | dem Vierseit in einer Ebene
Viereck in einer Ebene liegt | aber auf keiner der vier Seiten
aberdurch keinen Eckpunkt geht, | liegt, durch drei Strahlenpaare
in drei Punktepaaren einer In- | einer Involution projicirt.
volution geschnitten.

Fig. 67.

Moge u die Seiten BT und SQ, ST und QR, QT und RS
in den resp. Punkten 4 und 4,, B und B,, C und C; scheiden,
und sei O der Schuittpunkt von R7T und SQ. Dann ist ATOR
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eine Projection sowohl von ACA,B, aus dem Mittelpunkte Q,
als auch von 4BA4,C, aus dem Mittelpunkte S, und daher
ACA,B, X ATOR X ABA,C,.

Ausserdem aber ergiebt sich, wenn A mit 4, und zugleich B mit
C, vertauscht wird (Seite 152):

ABA,C, N A,C,AB.
Folglich ist auch:

ACAB, X A,C,AB,
und A4, .BB,.CC, eine Involution. Denn wenn zwei in »
liegende Punktreihen projectiv so auf einander bezogen werden,
dass den Punkten 4, C, 4, der einen die resp. Punkte 4,, C,, 4
der anderen entsprechen, so liegen sie involutorisch, weil ja 4 und
A, einander doppelt entsprechen; B, und B aber entsprechen ein-
ander wegen der Beziehung 4CA4,B; ‘A 4,C,4B.

Sind nun von einer geraden Punktinvolution u zwei Punkte-
paare A, A, und B, B, gegeben, und soll zu einem beliebigen
finften Punkte C der zugeordnete C; bestimmt werden, so kénnen
wir ohne Benutzung der Gebilde zweiter Ordnung wie folgt ver-
fahren (Fig. 67). Wir construiren ein vollstindiges Viereck, von
welchem zwei (tegenseiten durch resp. A und 4,, zwei andere
durch resp. B und B, gehen, eine fiinfte Seite aber den Punkt C
enthilt; dann trifft die sechste Seite den gesuchten Punkt C,.

Zwei so construirte Vierecke Q RST und Q, R, S, T, haben zu
der Involution 44, . BB, . CC;, verschiedene Lage, wenn ihre
durch 4, B, C gehenden Seiten sich in dem einen Viereck in
einem Eckpunkte 7' schneiden, wihrend sie in dem anderen ein
Dreieck Q,R,S, bilden; ihre sechsten Seiten aber gehen gleich-
wohl beide durch C; (Fig. 67). Liegen die beiden Vierecke in ver-
schiedenen Ebenen, so bilden ihre acht Eckpunkte zwei Tetraeder
QRST, und Q,R,S,T, die einander sowohl um- als auch ein-
geschrieben sind. Die Aufgabe von Moebius, ein Tetraeder zu
constrairen, das einem gegebenen Tetraeder nm- und zugleich ein-
geschrieben ist, wird hiernach leicht gelost und hat unendlich
viele Losungen.

Sind zwei Punkte M, N der Geraden u sowohl durch 4 und
4, als auch durch B und B,, also durch zwei paar Gtegenseiten
des Vierecks Q RST harmonisch getrennt, so sind sie auch durch
C und C,, mithin durch das dritte paar Gegenseiten harmonisch
getrennt. Denn M, N sind dann die Doppelpunkte der Involu-
tion 44, . BB, . CC,.
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220 »wWenn einer Curve zweiter Ordnung ein einfaches Viereck

Vel

»@RST eingeschrieben ist (Fig: 68), so bilden die drei Punkte-
,paare, in demen eine Gerade u die Curve und die zwei paar
nGegenseiten des Vierecks schneidet, eine Involution* (Lehrsatz
des Desargues). '

Fig. 68.

Denn es werde » von den Seitenr 7Q, QR, RS 'und ST in den
resp. Punkten 4, B, 4,, B, geschnitten, von der Curve aber in
den Punkten P und P,. Dann sind die beiden Biischel, durch
welche die Curvenpunkte P, R, P,, T aus @ und S projicirt
werden, projectiv (Seite 79), und folglich auch die Punktreihen
PBP, A und PA,P,B,, in denen diese Biischel von der Geraden
u geschnitten werden. Da nun PA, P, B, X" P,B,PA, (Seite 1562),
so folgt auch:
PBP,A N P,B,PA,,

d. h. PP,. AA, . BB, ist eine Involution. — Der so bewiesene
Satz von Desargues enthilt eine wichtige Eigenschaft von sechs
beliebigen Punkten eines Kegelschnitts.

Ein analoger Satz gilt fiir die Curven zweiter Ordnung, die
einem einfachen Vierseit eihgeschrieben sind, also dessen Seiten
bertihren. Weil aber eine Involution schon durch zwei ihrer Ele-
mentepaare 4, 4, und B, B, bestimmt ist (Seite 149), so gilt
auch folgender Doppelsatz:

Die einem Viereck umschrie- Diée einem Vierseit eingeschrie-
benen Curven zweiter Ordnung | benen Curven zweiter Ordnung
schneiden eine Gterade %, die in | senden durch einen Punkt S, der
der Ebene des Vierecks liegt } in der Ebene des Vierseits aber
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aber durch keinen Eckpunkt auf keiner Seite liegt, Tangen-
geht, in Punktepaaren eiver In- : tenpaare, die eine Involution
volution. Die Doppelpunkte die- bilden. Die Doppelstrahlen dieser
ser Involution sind conjugirt be- ; Involution sind conjugirt beziig-
ziiglich der Curven und harmo- ! lich der Curven und harmonisch
niseh getrennt durch je zwei | getrennt durch je zwei Gegen-
Gegenseiten des Vierecks; in | punkte desVierseits; sie beriihren
jhoen wird die Gerade % von | zwei der Curven im Punkte S.
zwei der Curven beriihrt. |

Jenachdem Doppelelemente vorhanden sind oder nicht, giebt
es zwei oder keine Curven zweiter Ordnung, die
einem Viereck umschrieben sind | einem Vierseit eingeschrieben
und eine beliebige Gerade u der | sind und durch einen beliebi-
Ebene beriihren. . i gen Punkt der Ebene gehen.

Zugleich ist die Aufgabe, diese Curven zweiter Ordnung zu
construiren, zuriickgefiihrt auf die folgende: ,In einer Involution
die Doppelelemente zu bestimmen.* Mit dieser Aufgabe zweiten
Grades werden wir uns in einem spiteren Vortrage beschiftigen.
Fiir Involutionen auf Curven zweiter Ordnung liegt ihre Losung
auf der Hand (vgl. Seite 151). -

Liegt die Geerade u des Satzes links unendlich fern, so er-
giebt sich insbesondere:

nwDurch vier eigentliche Punkte einer Ebene konnen entweder
,»zwei oder keine Parabeln gelegt werden.*

Wenn das Viereck einem Kreise eingeschrieben ist, so liegen
die Doppelpunkte der Involution auf der unendlich fernen Ge-
raden in zwei zu einander normalen Richtungen. Zieht man ndm-
lich durch einen Punkt des Kreises Parallelen zu den drei paar
Gegenseiten des Vierecks, so schneiden diese Parallelen den Kreis
in drei Punktepaaren, die auf parallelen Sehnen liegen; sie bilden
folglich eine (symmetrische) Involution, deren Doppelstrablen zu
einander normal sind. Darans und aus dem Vorhergehenden folgt:

Curven zweiter Ordnung, die einem Kreisviereck umschrieben
,,sind, haben parallele Axen. Die Richtungen ibrer Axen half-
,ten die drei paar Nebenwinkel, die von je zwei Gegenseiten
,,des Kreisvierecks gebildet werden.*

Mit Hiilfe dieses Satzes sind die Richtungen der Axen eines
Kegelschnittes leicht zu bestimmen.
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Metrisches fiber Involutionen.

5 Unter den Strahlen- und Ebeneninvolutionen sind von be-

sonderem Interesse die ,,rechtwinkligen*‘ <oder ,,orthogonalen*,
deren conjugirte Elemente sich rechtwinklig schneiden. Wenn in
einer Ebene ein rechter Winkel sich um seinen Scheitelpunkt
dreht, so beschreiben seine Schenkel zwei gleiche concentrische
Strahlenbiischel, die involutorisch liegen und eine rechtwinklige
Involution bilden. - Die Paare conjugirter Durchmesser eines Kreises
bilden eine orthogonale Involution; die Punktepaare, in denen der
Kreis seine Durchmesser schneidet, werden ans jedem Punkte des
Kreises.durch Strablenpaare einer rechtwinkligen Involution pro-
jicirt. Eine orthogonale Ebeneninvolution wird von jeder zu ihrer
Axe normalen Ebene in einer orthogonalen Strahleninvolution ge-
schnitten.

,Jn einer Strahleninvolution erster Ordnung giebt es zwei

wund i. A. nur zwei conjugirte Strahlen, die sich rechtwinklig

,.Schneiden; diese heissen die Axen der Involution.*
Die Involution wird nimlich von einem durch ihren Mittelpunkt
S gelegten Kreise in einer Punktinvolution 44,. BB, . XX,
geschnitten (Fig. 69), deren Centrum U von dem Mittelpunkte

Fig. 69.

des Kreises i. A, verschieden ist; und nur durch die beiden Kreis-
punkte X, X;, die mit U auf einem Durchmesser liegen, gehen

]
s

g:‘
i

\
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zwei zn einander normale conjugirte Strahlen der Strahleninvolu-
tion. Diese beiden ,,Axen‘ der Involution trennen deren Doppel-
strahlen, wenn solche vorhanden sind, harmonisch und hidlften
folglich die von den Doppelstrahlen gebildeten Nebenwinkel
(Seite 47). Sie sind mit Hiilfe des Kreises leicht zu constrairen,
wenn zwei paar conjugirte Strahlen gegeben sind. Insbesondere
construirt man auf diese Weise die Axen SX, SX, einer Hy-
perbel oder Ellipse, wenn von ihr zwei paar conjugirte Durch-
messer SA4, SA4, und SB, SB, gegeben sind.

nEine Strahleninvolution erster Ordnung ist rechtwinklig,

Fo«Taam . ,Wenn in ihr irgend zwei nicht conjugirte Strablen a, b mit

22Y

gy 0>

pibhren zugeordueten a,, b, rechte Winkel bilden. Analoges gilt
,»von der Ebeneninvolution.*
Die Involution ist némlich durch die beiden Strahlenpaare a, a,
und b, b, vollig bestimmt (Seite 149), die involutorische Paarung
ihrer Strahlen aber wird bewirkt, indem man je zwei sich recht-
winklig schneidende Strahlen einander zuordnet. Der Satz folgt
auch aus obiger Figur 69, worin dann U mit dem Mittelpunkte
des Kreises zusammenfillt.
nwWerden einer Curve zweiter Ordnung rechtwinklige Drei-
.ecke so eingeschrieben, dass ibhre Katheten alle in einem
»Punkte S sich schneiden, so gehen ihre Hypotenusen durch
»einen Punkt der Normale von S.
Denn durch die rechtwinklige Strahleninvolution der Katheten
werden die Curvenpunkte involutorisch gepaart.

Weil die rechtwinkligen Strahlen- und Ebeneninvolutionen
keine Doppelelemente haben, so werden sie von jeder Transversale
in einer elliptischen Punktinvolution geschnitten. Es ldsst sich
leicht zeigen, dass jede elliptische Involution 44, . BB, . CC,
auf einer eigentlichen Geraden # als Schnitt rechtwinkliger Strah-
leninvolutionen aufgefasst werden kann. Weil ndmlich in u die

‘conjugirten Punkte A4, A4; durch je zwei andere B, B, getrennt

sind (Seite 150), so haben zwei Kreise, die mit % in einer Ebene
liegen und die Gerade in 4, A, resp. B, B, rechtwinklig schnei-
den, zwei Punkte P, Q gemein (Fig. 70). Aus jedem dieser
Punkte aber wird die Punktinvolution % durch eine Strahlen-
involution projicirt, die zwei paar Axen hat und folglich recht-
winklig ist.

Jedes beliebige Punktepaar C, C, von u liegt demnach mit
P und @ auf einem zu % normalen Kreise; die Gerade PQ aber
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Fig. 10.

geht durch den ,,Mittelpunkt* O der Involution %, dessen conjugirter
O, unendlich fern liegt. Liisst man P, @ und die zu % normalen
Kreise um die Gerade # rotiren, so ergiebt sich:

,,Eine elliptische Punktinvolution % erster Ordnung wird aus
,,anendlich vielen Punkten durch rechtwinklige Strahleninvolu-
,tionen projicirt. Der Ort dieser Punkte ist ein Kreis, welcher
den Mittelpunkt der Punktinvolution zum Centrum hat, und
,,dessen Ebene zu der Geraden # normal ist. Durch den Kreis
,»gehen alle Kugeln, die die Gerade # in je einem Punktepaare
,,der Involution rechtwinklig schneiden.‘
Aus dem Satze iiber die Abschnitte von Kreissecanten, die
durch einen Punkt O gehen, ergiebt sich (Fig. 70):
OP.0Q=0A4.04,=0B.0B,=0C.0C, =...,
und damit der Satz:
,Das Produkt der Abschnitte zwischen dem Mittelpunkte O und
nzwei conjugirten Punkten einer Punktinvolution erster Ordnung
,ist constant; es heisst die Potenz der Involution.‘
Dieser Satz gilt nicht nur fiir elliptische Punktinvolutionen son-
dern auch fiir solche hyperbolische, von deren Doppelpunkten
M, N keiner unendlich fern liegt (Fig. 71). Denn durch M und
N sind je zwei conjugirte Punkte der Involution, wie 4 und 4,,
B und B, oder O und O, harmonisch getrennt, der Mittelpunkt
O aber hilftet die Strecke M, N, weil sein conjugirter Punkt O,
unendlich fern liegt, und es ist (Seite 50):

OM?=04.04,=0B.0B,=0C.0C, =.... =0N2
Die Potenz 0A4.0A, ist positiv im Falle der hyperbolischen und

Reye, Geometrie der Lage. L 4. Aufl. 11
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negativ im Falle der elliptischen Punktinvolution; die conjugirten
Punkte 4, A, liegen im ersteren Falle anf derselben Seite und
im letzteren auf verschiedenen Seiten des Mittelpunktes O.

‘ﬂ:/--:q--‘\ Ll
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Beiliufig ergiebt sich aus dem letzten Satze:
,In zwei projectiven Punktreihen erster Ordnung haben die
,»Abschnitte, welche irgend zwei homologe Punkte 4, 4, oder
»B, B, mit den beiden Mittelpunkten O, @, bilden, ein con-
,stantes Produkt O4.Q, 4, = OB. Q,B,."

Denn die beiden Punktreihen kommen in involutorische Lage,
wenn sie so aufeinander gelegt werden, dass ihre Mittelpunkte
zusammenfallen (Seite 148), und es ist dann 04 . 04, =
OB . OB,. Einen anderen leichten Beweis des Satzes findet man,
wenn man die Punktreihen in perspective Lage bringt.

,Die Tangenten der Winkel a, a,, welche zwei conjugirte
,»Strahlen einer Strahleninvolution S erster Ordnung mit einer
,,Axe der Involution bilden, haben ein constantes Produkt.*

Die Involution § wird némlich von einer zu der Axe normalen
Transversalen in einer Punktinvolution geschnitten, deren Mittel-
punkt O auf der Axe liegt. Aus der Gleichung 04.04, =
Const. fiir conjugirte Punkte dieser Involution aber folgt durch
Division mit SO? sofort die Gleichung g a . ¢g @, = Const. fiir
conjugirte Strahlen der Involution S..

By. Von einer ,symmetrischen*' Strahlen- oder Ebeneninvolution
erster Ordnung schneiden sich die beiden Doppelelemente recht-
winklig; sie hélften die Nebenwinkel, die von den Paaren con-
jugirter Elemente der Involution gebildet werden, weil sie je zwei
conjugirte Elemente harmonisch trennen (vgl. Seite 47). Darch
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Spiegelung an einem Doppelelemente geht jedes Element der sym-
metrischen Involution in das ihm zugeordnete iiber. Die Doppel-
strablen einer symmetrischen Strahleninvolution konnen deshalb
‘als ,,Symmetrieaxen‘ der Involution bezeichnet werden; von ibnen
verschieden sind die ,,Axen‘ der Involution, denn diese halften
die von den Doppelstrahlen gebildeten Winkel (Seite 160). Eine
hyperbolische Punktinvolution auf einer Gteraden u wird aus den
Punkten der Kugel, welche # in den Doppelpunkten der Involution
rechtwinklig schneidet, durch symmetrische Strahleninvolutionen
projieirt. :

In einer ,symmetrischen* Punktinvolution erster Ordnung
liegt ein Doppelpunkt N unendlich fern, und der andere M hilftet
folglich die von je zwei conjugirten Punkten begrenzten Strecken.
Eine hyperbolische Strahleninvolution wird von jeder Transver-
sale, die zu einem ihrer Doppelstrahlen paraMel ist, in einer sym-
metrischen Punktinvolution geschnitten, deren Symmetrie-Centrum
M auf dem anderen Doppelstrahle liegt.

Fiir drei beliebige Punktepaare einer Involution 4 4, . BB, .
CC, erster Ordnung gilt u. a. die Beziehung 4.4, BC, X 4,4 B,C
(Seite 154), und fiir die Strecken, welche die sechs Punkte be-
grenzen, gilt deshalb die Proportion (Seite 68):

A4y BA, _ A4 BA o Ak BA _ A4 AB

AC, ° BG 4,C " B,C AC, " BG C4, " CB,’
Hieraus ergiebt sich durch Ausmultiplieiren die wichtige Formel:

AB, .BC,.CA,=BA,.CB, . AC,,

die sich ganz beildufig schon in den Collectiones des Pappus
(lib. VII, prop. 130) findet. Die Formel bleibt gilltig, wenn in
ihr zwei conjugirte Punkte, etwa C und C,, vertauscht werden;
denn aus A4, BCX 4,4B,C, folgt ebenso:

AB,.BC.C A, = BA,.C,B,. AC.
Fir die Sinus der Winkel, welche drei paar Elemente einer

Strahlen- oder Ebeneninvolution erster Ordnung bilden, gelten
ganz analoge Gleichungen.

AfB/l ’Cl 'CAI =A C‘ -Zﬂ'ac3’

11*
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Dreizehnter Vortrag.

Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung.*)

In der Ebene einer Curve zweiter Ordnung sind die Strahlen
eines beliebigen Punktes U paarweise conjugirt beziiglich der
Curve. Sie bilden eine elliptische oder hyperbolische Strahlen-
involution, jenachdem der Punkt U innerhalb oder ausserhalb der
Curve liegt. Der Punkt U aber hat eine besondere Bedeutung
fir die Curve, wenn diese Strahleninvolution eine rechtwinklige
ist; er heisst in diesem Falle ein ,,Brennpunkt* der Curve zweiter
Ordnung. Wir definiren also die Brennpunkte wie folgt:

»Ein Brennpunkt einer Curve zweiter Ordnung hat solche
,lL_agg,fdass seine beziiglich der Curve conjugirten Strahlen sich
wrechtwinklig schneiden (De la Hire). Er ist der Mittelpunkt
weiner rechtwinkligen Involution conjugirter Strahlen.

Ein Brennpunkt kann nur inuerhalb der Curve zweiter Ord-
nung liegen; denn die Strahleninvolution jedes ausserhalb ge-
legenen Punktes hat ja zwei Doppelstrahlen, némlich die durch
ihn gehenden Tangenten der Curve. Jeder Brennpunkt F' liegt
auf einer Axe der Curve zweiter Ordnung; der durch F gelegte
Durchmesser nimlich ist eine Axe, weil er senkrecht steht auf der
durch F' gehenden, ihm conjugirten Sehne. Die Verbindungslinie
von zwei Brennpunkten F, F, ist eine Axe der Curve, weil sie zu
den beiden Senkrechten, die in F' und F; auf ihr errichtet wer-
den konnen, conjugirt ist, und weil ihr Pol mit dem unendlich
fernen Punkte dieser Senkrechten zusammenfillt (vgl. Seite 115).

Vom Kreise ist der Mittelpunkt ein Brennpunkt. Zwei
Strahlen, die in Bezug auf einen Kreis conjugirt sind, schneiden
sich nur dann rechtwinklig, wenn einer oder jeder von ihnen ein
Durchmesser ist. Der Kreis hat deshalb ausser dem Mittelpunkte

*) Die wichtigeren Brennpunktseigenschaften der Ellipsen und Hyperbeln
ausser den auf die Leitlinien beziiglichen und der fundamentalen, die wir
zar Definition der Brennpunkte benutzen, waren schon dem Apollonius
(ca. 247 v. Chr.) bekannt. (Vgl. conicorum liber III, prop. 45 u. figde.).
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keinen Brennpunkt, Von der folgenden Untersuchung soll der
Kreis ausgeschlossen werden.

229 Zu einem Strahle p in der Ebene einer Curve zweiter Ord-
nung giebt es einen conjugirten normalen Strahl p, (Fig. 72);

Fig 72.

dieser geht durch den Pol von p und schneidet p rechtwinklig. Eine
Axe a der Curve zweiter Ordnung schneide nun p und p, unter
schiefen Winkeln in den resp. Punkten P und P,; dann ist jeder
Strahl des Biischels P zu dem ihm conjugirten Strahle des Bii-
schels P, normal. Denn die Biischel P, P, werden projectiv,
wenn jedem Strahle des einen der ihm conjugirte Strahl des
anderen zugewiesen wird (Seite 106); da aber, wenn 4 den un-
endlich fernen Pol der Axe a bedeutet, die drei Strahlen a, PA,
p von P ihre resp. conjugirten Strahlen P, 4, a und p, von P,
rechtwinklig schneiden, so erzeugen P und P, einen Kreis iiber
der Durchmessersehne PP,, und je zwei conjugirte Strahlen dieser
Biischel sind zu einander normal. Hieraus folgt die erste Hilfte
des Satzes:
,»In einer Axe a einer Curve zweiter Ordnung giebt es zu jedem
,Punkte P einen Punkt P;, so dass je zwei durch P und P,
»gehende conjugirte Strahlen sich rechtwinklig schneiden. Die
80 einander zugeordneten Punkte bilden auf der Axe a eine
»Involution.*
Die zweite Hilfte dieses Satzes ergiebt sich aus Folgendem.
Wir beziehen die beiden Parallelstrahlenbiischel, deren Strahlen
zu resp. p und p, parallel sind, projectiv auf einander, indem wir
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jedem Strahle des einen Biischels den ibm conjugirten Strahl des
anderen zuweisen (Seite 106). Die Gerade a wird von diesen
Biischeln in projectiven Punktreihen geschnitten, welche involu-
torisch liegen, weil ihre homologen Punkte, wie P und P,, ein-
ander doppelt entsprechen.
,Hat diese Involution auf a zwei Doppelpunkte, so ist jeder
»von ihnen ein Brennpunkt der Curve zweiter Ordnung; hat
,»sie keine Doppelpunkte, so sind die beiden Punkte der Ebene,
naus denen sie durch rechtwinklige Strahleninvolutionen pro-
,jicirt wird (Seite 161), Brennpunkte der Curve.*
Denn je zwei conjugirte Strahlen eines solchen Punktes schneiden
gich rechtwinklig. Im letzteren Falle liegen die Brennpunkte in
der anderen, von a verschiedenen Axe der Curve zweiter Ordnung
und bilden die Doppelpunkte einer in dieser Axe liegenden Invo-
lution, die auf gleiche Weise entsteht wie die erstere.

Keine Curve zweiter Ordnung hat mehr als zwei Brenn-
punkte; denn jede Verbindungslinie von zwei Brennpunkten ist
eine Axe der Curve, und nur der Kreis hat mehr als zwei Axen.
Als ,,Hauptaxe* einer Ellipse oder Hyperbel bezeichnet man die
Axe, welche die beiden Brennpunkte der Curve enthilt; die andere

- Axe wird ,,Nebenaxe' genannt.

151
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,Umschreibt man einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypo-
wtenuse in der Nebenaxe einer Curve zweiter Ordnung liegt
»und dessen Katheten conjugirt sind, einen Kreis, so schneidet
ydieser die Hauptaxe in den Brennpunkten der Curve. Die
s Brennpunkte liegen demnach symmetrisch beziiglich der Neben-
»,8xe und haben vom Mittelpunkte der Curve gleichen Ab-
,,stand.*

Dieser Satz folgt sofort aus der zweiten Hilfte des vorhergehen-

den Satzes.

Die Hyperbel wird von ihrer Hauptaxe geschnitten, weil die
beiden Brennpunkte auf der Hauptaxe innerhalb der Hyperbel -
liegen. In der Involution a, deren Doppelpunkte die Brennpunkte
einer Ellipse oder Hyperbel sind, ist der Mittelpunkt der Curve
dem unendlich fernen Punkte zugeordnet; denn wenn von den
conjugirten normalen Strahlen p, p, der eine unendlich fern liegt,
so ist der andere ein Durchmesser der Curve. Hieraus folgt
wiederum, dass die Brennpunkte vom Mittelpunkte gleichen Ab-
stand haben (Seite 162).

,»Ueberhaupt sind die Brennpunkte harmomsch getrennt durch
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»je zwei conjugirte Gerade, die sich rechtwinklig schneiden,
»Z. B. durch die Tangente und die Normale eines beliebigen
»,Punktes der Curve.*

Ist die Curve zweiter Ordnung eine Parabel und a deren
Axe, so haben die beiden projectiven Parallelstrahlenblischel, von
denen vorhin die Rede war, die unendlich ferne Gerade ent-
sprechend gemein; denn diese Gerade ist als Tangente der Parabel
sich selbst conjugirt. In der Involution a fillt dempach der eine
Doppelpunkt zusammen mit dem unendlich fernen Punkte, und
dieser ist als ein (uneigentlicher) Brennpunkt der Parabel anzu-
sehen. Die Parabel hat nur einen eigentlichen Brennpunkt; er
hélftet als zweiter Doppelpunkt den Abschnitt zwischen je zwei
einander zugeordneten Punkten P, P, der Involution a.

Insbesondere ergiebt sich:

»Der Brennpunkt der Parabel hilftet den Abschnitt der Axe a,
»der zwischen der Tangente und der Normale eines beliebigen
»Parabelpunktes liegt.*

Seien nun F, F, die beiden Brennpunkte einer Curve zweiter
Ordnung, von denen der eine im Falle der Parabel unendlich fern
liegt .in der Richtung der parallelen Durchmesser. Je zwei con-
jugirte Gerade SP und SP,, die auf einander senkrecht stehen
(Fig. 72), sind wie gesagt durch die Punkte F, F; und folglich
auch durch die Strahlen SF und SF, harmonisch getrennt; sie
hélften daher die Winkel zwischen SF und SF, (Seite 47). Ist
S ein Punkt der Curve, so beriihrt eine der Geraden SP und
SP, die Curve, und es ergiebt sich:

wJede Tangente einer Curve zweiter Ordnung . bildet gleiche
»Winkel mit den beiden Geraden, die den Beriibrungspunkt mit
»den Brennpunkten der Curve verbinden. Wenn die Curve Licht-
nstrahlen reflectirt, so wirft sie demnach die von einem Brenn-
,punkte ansgehenden Strahlen nach dem anderen Brennpunkte
,zuriick oder aber im Falle der Hyperbel so zuriick, dass die re-
,,flectirten Strahlen vom anderen Brennpunkt auszugehenscheinen.*
Dieser Eigenschaft verdanken die Brennpunkte oder ,,Foci® ihren
Namen.

Liegt der Punkt S ausserhalb der Curve, so hilften die bei-
den conjugirten normalen Strahlen SP, SP, nicht nur die von
SF und SF, gebildeten Winkel, sondern auch die Winkel zwi-
schen den Tangenten, die von S an die Curve gezogen werden
konnen; denn auch diese Tangenten sind durch SP und SP,
harmonisch getrennt (Seite 105). Daraus folgt:
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»Wird der Schnittpunkt von zwei Tangenten verbunden mit
sden Brennpunkten einer Curve zweiter Ordnung, so bildet die
weine Verbindungslinie mit der einen Tangente denselben
»Winkel wie die andere Tangente mit der andern Verbindungs-
wlinie* (Fig. 72).

Die Polare f eines Brennpunktes F' der Curve zweiter Ord-
nung wird ,,Directrix* oder ,,Leitlinie* der Curve genannt. Es
giebt zwei Leitlinien bei der Ellipse und der Hyperbel, und eine
eigentliche bei der Parabel. Fiir letztere nun gilt der Satz:

»Lwei Parabeltangenten P4, PB stehen auf einander senkrecht
nwenn ihr Schnittpunkt P auf der Leitlinie liegt.*

In diesem Falle ndmlich
geht die Polare von P
durch den Brennpunkt F
(Fig. 73), sie enthilt
die Beriibrungspunkte A4,
B der beiden Tangenten,
und jede dieser Tangen-
ten bildet mit 4B die-
selben Winkel wie mit
einem beliebigen Durch-
messer. Folglich ist in
dem Dreieck 4 PB die
Summe der Winkel 4
und B gleich der Summe
der Winkel, welche PA
und PB mit dem durch P
gehenden  Durchmesser
PC bllden, also gleich dem Winkel P, und weil die Winkel 4, B
und P zusammen zwei Rechte ausmachen, so muss P ein rechter
Winkel sein.

Andere bemerkenswerthe Eigenschaften der Brennpunkte einer
Curve zweiter Ordnung ergeben sich aus ihrer Definition, wonach
je zwei conjugirte Strahlen eines Brennpunktes sich rechtwinklig
schneiden; u. A. gilt der Satz (vgl. Fig. 73):

wDer Abschnitt einer Tangente zwischen dem Beriithrungspunkte
»A und einer Leitlinie wird aus dem zugehorigen Brennpunkte
wdurch einen rechten Winkel projicirt.

Die Schenkel dieses Winkels sind namlich zwei conjugirte Strahlen

Fig. 18.
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des Brennpunktes £, weil der Punkt, in welchem die Tangente
von der Leitlinie f geschnitten wird, die Gerade F'4 zur Polare hat.

2340 Seien T'A und TB zwei beliebige Tangenten einer Curve ‘-, ..
zweiter Ordnung (Fig. 74) und sei 4B die Polare ihres Schnitt-

Fig. .

- punktes T'; dann ist der Schnittpunkt P von 4 B und der Leitlinie
f der Pol der Geraden F'T, und FT steht senkrecht zu FP, weil
diese beiden Strahlen des Brennpunktes F' conjugirt sind. Zugleich
sind ¥4 und FB harmonisch getrennt durch FT und FP, weil
A und B harmonisch getrennt sind durch F'T und P. Folg-
lich werden die von FA und FB gebildeten Nebenwinkel ge-
hélftet durch F'T und F'P (Seite 47). Also:

»Wird ein Brennpunkt einer Curve zweiter Ordnung verbunden
»mit den Berithrungspunkten und mit dem Schnittpunkte von
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wzwei Tangenten, so bildet die letzbere Verbmdungshme gleiche
,»Winkel mit den beiden ersteren.‘

Werden durch 4 und B (Fig. 74) Parallele zu FT gezogen,
die in resp. 4, und B, die Leitlinie f schneiden, so sind auch
A, und B; harmonisch getrennt durch P und FT. Die Winkel
zwischen F'4, und FB, werden daber ebenfalls durch FT und
FP gehilftet. Hieraus folgt sogleich, dass die Dreiecke 4, A F'
und B, BF gleiche Winkel haben und #hnlich sind, dass also die
Proportion gilt:

FA: A4, = FB: BB,.

Die Abschnitte 4.4, und BB, bilden gleiche Winkel mit der
Leitlinie f und sind deshalb proportional zu den Abstinden 4.4,
und BB; der Punkte 4, B von der Leitlinie, so dass wir auch
baben:

* FA: 44, = FB: BB,.

Nun sind aber 4 und B zwei ganz beliebige Curvenpunkte: also
gilt der Satz:

»Die Abstinde eines beliebigen Punktes der Curve zweiter Ord-
wnung von einem Brennpunkte und von der zugehdrigen Leit-
plinie stehen in einem constanten Verhiltniss zu einander*t
(Pappus).

Fir die Parabel ist dieses Verhiltniss gleich eins und sind
die beiden Abstinde gleich gross; denn der Scheitelpunkt der
Parabel ist eben so weit entfernt vom Brennpunkte wie von der
Leitlinie, weil er durch beide harmonisch getrennt ist von dem
unendlich fernen Parabelpunkte. Mit Benutzung der Scheitelpunkte
beweisen Sie leicht, dass der Werth des constanten Verhaltnisses
kleiner ist als eins bei der Ellipse und griosser als eins bei der
Hyperbel. Da eine Curve zweiter Ordnung durch jede ihrer
Axen in symmetrische Hilften zerfillt, so hat das Verhiltniss
denselben Werth fiir den einen wie fiir den anderen Brennpunkt
und dessen Leitlinie; sind also r, r; die Abstinde irgend - eines
Curvenpunktes 4 von den beiden Brennpunkten F, F, (Fig. 756
und 76), d und d;, seine Abstinde von den zugehdrigen beiden
Leitlinien f, f;, so ist

r
- = 71; = Const. =g,

wo auch der Curvenpunkt liegen mdge. Es folgt hieraus, dass
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Fo
13
Fig. 5. Fig. 76.
auch ;i;‘ = e, also constant ist. Bei der Ellipse ist aber
1

d + dy, und bei der Hyperbel ist d — d, constant und zwar gleich
dem Abstande der beiden Leitlinien von einander; also muss fiir
die Ellipse die Summe » - »,, und fir die Hyperbel die Diffe-
renz r — r; constant sein.

»Die Summe der Abstinde eines Ellipsenpunktes von den Brenn-

»wpunkten der Ellipse ist constant.‘

,Die Differenz der Abstinde eines Hyperbelpunktes von den

»Brennpunkten der Hyperbel ist constant.*
Fillt 4 mit einem Scheitelpunkte der Hauptaxe zusammen, so -
ergiebt sich, dass diese constante Summe oder Differenz gleich ist
dem Abschnitte 2a zwischen den Scheitelpunkten der Hauptaxe.
Die Ellipse schliesst von ihrer Hauptaxe einen grosseren Abschnitt
ein als von der Nebenaxe; ist nimlich 26 der Abschnitt auf der
Nebenaxe und ¢ die Excentricitit, d. h. der Abstand der Brenn-
punkte vom Mittelpunkte der Curve, so_ergiebt sich (Fig. 76):

a® —b® = c? und folglich 2a > 2b.

237 Wenn zwei Punkte zu einer Geraden symmetrisch liegen,
d. h. wenn ihre Verbindungslinie auf der Geraden senkrecht steht
und von ihr gehilftet wird, so heisst der eine der ,,Gegenpunkt
des anderen beziiglich der Geraden. Fiir die Ellipse und die Hy-
perbel nun gilt der Satz:

,Die Gegenpunkte eines Brennpunktes F) beziiglich der Tan-
»genten einer Ellipse oder Hyperbel liegen auf einem Kreise
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wvom Radius 2a, dessen Mittelpunkt der andere Brennpunkt
F ist.*
"

Sei némlich G der Gegenpunkt von F, bezliglich einer beliebigen
Tangente, deren Beriibrungspunkt A ist (Fig. 77), so liegen F,

Fig. 77,

A und G in einer Geraden, weil AF, und folglich auch AG mit
der Tangente denselben Winkel bildet wie 4 F (Seite 167). Da
ausserdem die Punkte ¥, und G' von A gleichen Abstand haben,
so ist F'G' gleich der Summe resp. Differenz von FA4 und AF;,
also constant = 2a, wie der Satz behauptet. — Der Fusspunkt
N des von F, auf die Tangente gefillten Lothes ist der Mittel-
punkt von F,G; und da der Mittelpunkt M der Curve die Strecke
F,F hilftet, so 1st MN parallel zu F'G und gleich § FG = a.
Also
wDie Fusspunkte der Lothe, die von den Brennpunkten einer
,,Ellipse oder Hyperbel auf deren Tangenten gefillt werden
»konnen, liegen auf einem Kreise, der den Abschnitt zwischen
»den Scheitelpunkten der Hauptaxe zur Durchmessersehne hat.*

Betrachtet man die Parabel als Grenzfall der Ellipse oder
Hyperbel, etwa als eine Ellipse, von der ein Brennpunkt nnendlich
fern liegt, so gelangt man zu folgendem Satze:
»wDie Fusspunkte der Lothe, die vom Brennpunkte F' einer Pa-
,»rabel auf deren Tangenten gefdllt werden konnen, hegen auf
,»der Scheiteltangente der Parabel.‘

Um ihn zu beweisen, legen wir durch den Schnittpunkt N der
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Scheiteltangente NS und einer beliebigen Tangente N4 (Fig. 78)
eine Parallele NF, zur Axe und eine Gerade NF nach dem

N

Fig. 18.

Brennpunkte; dann sind die Winkel FN4 und SNF, gleich
(Seite 168), weil NF, den zweiten, unendlich fernen Brennpunkt
der Parabel enthilt; und da SNF, ein rechter Winkel ist, so
muss auch FNA ein rechter sein.

Diese Siitze geben uns zugleich Mittel an die Hand, die Brenn-
punkte eines Kegelschnittes auf einfache Weise zu construiren
(vgl. Fig. 77 und 78). Eine andere sehr einfache Construction
der Brennpunkte einer Ellipse oder Hyperbel ist die folgende.
Man construire in den beiden Scheitelpunkten der Hauptaxe die
Tangenten; diese schneiden jede dritte Tangente in zwei Punkten
P, Q, die aus jedem Punkte der Hauptaxe durch conjugirte Strah-
len projicirt werden (Seite 108). Um die Brennpunkte zu er-
halten, deren conjugirte Strahlen auf einander senkrecht stehen,
beschreibe man einen Kreis iiber PQ als Durchmessersehne; die
Schnittpunkte des Kreises mit der Hauptaxe sind die gesuchten
beiden Brennpunkte (Apollonius). Insbesondere ergiebt sich:

wDie Brennpunkte einer Hyperbel liegen mit den vier Schnitt-
,punkten der Scheiteltangenten und der Asymptoten auf einem
. Kreise.'

Wenn ¢ und @ die Abstinde der Brenppunkte und der Scheitel-
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punkte vom Centrum der Hyperbel bezeichnen, und & den Ab-
schnitt einer Scheiteltangente zwischen dem Scheitelpunkt und
einer Asymptote, so folgt hieraus fiir die Excentricitit ¢ die be-
kannte Gleichung:
a® 4 b* =%

Werden zwei Tangenten T4, TB einer Curve zweiter Ord-
nung von einer dritten in den resp. Punkten 4,, B, geschnitten,
und sind 4, B und C die resp. drei Beriihrungspunkte (Fig. 79),

Fig. 79.

so gelten fir die Winkel, durch welche die Abschnitte der Tan-
genten aus einem eigentlichen Brennpunkte F' der Curve projicirt
werden, folgende Gleichungen (Seite 169):

/[ B,FC= / BFB, =1} / BFC,

/[ CFA, = / A\ FA=1}% /CFA4; )
folglich: / B,FC+ / CFA,=4(/ BFC+ / CFA),
oder / ByFA, = / BFT= / TFA.
Wenn also die ersten beiden Tangenten 7’4 und 7'B fest bleiben,
withrend die dritte 4, B, ibte Lage #indert, so bleibt der Winkel
B, FA, seiner Grosse nach constant. Bewegt sich die dritte Tan-
gente an der Curve hin, so beschreiben 4, und B, zwei projec-
tive Punktreihen in den festen Tangenten, die Strahlen F'4; und
FB, aber zwei gleiche Strahlenbiischel um F. Also;
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wDie projectiven Punktreihen, in denen irgend zwei Tangenten
weiner Curve zweiter Ordnung die iibrigen schneiden, werden
»aus jedem Brennpunkte der Curve durch zwei gleiche und gleich-
»laufend projective Biischel projicirt.*

Dieser Satz gilt auch dann, wenn die Curve zweiter Ordnung eine
Parabel oder ein Kreis, und der Brennpunkt der unendlich ferne
Punkt der Parabel oder der Mittelpunkt des Kreises ist. Sind
von einer Curve zweiter Ordnung drei Tangenten und ein Brenn-
punkt gegeben, so konnen hiernach leicht beliebig viele andere
Tangenten construirt werden.

Nimmt man die bewegliche Tangente in zwei beliebigen Lagen
an, so ergiebt sich ohne Schwierigkeit:

»Von einem Tangentenvierseit der Curve zweiter Orduung wer-
nden die drei paar Gegenpunkte aus jedem Brennpunkte F
»durch eine symmetrische Strahleninvolution projicirt.*:

Sind niéalich P, P, und @, @, zwei paar Gegenpunkte, so ist
/[ PFQ = / Q,FP,; die Mittellinien der von F'P und FP, ge-
bildeten Nebenwinkel hilften folglich auch die Winkel zwischen
den beiden Strablen F'Q und FQ,.

Ist die Curve zweiter Ordnung eine Parabel (Fig. 79), so
kann die bewegliche Tangente 4, B, in das Unendliche riicken,
und die Geraden FA, und FB, bilden folglich dieselben Winkel
mit einander wie die festen Tangenten 7'4 und T'B. Das Viereck
B,TA,F ist demnach ein Kreisviereck, und:

,Jeder Kreis, der einem Tangentendreieck B,T A4, einer Pa-
»rabel umschrieben ist, geht durch den Brennpunkt F der
,,Parabel.*

Wenn man also den vier Dreiecken, die von den Seiten eines
Vierseits gebildet werden, Kreise umschreibt, so haben diese einen
Punkt mit einander gemein, némlich den Brennpunkt der Parabel,
die dem Vierseit eingeschrieben werden kann. , .

Ist die Curve zweiter Ordnung eine Hyperbel, und sind die
beiden festen Tangenten 7’4, T'B ihre Asymptoten, also 4, B
ihre unendlich fernen Punkte, so laufen 7'B und F'B parallel und
der Winkel B,FA, = BFT-ist gleich dem einen der beiden
Winkel, welche die Asymptote T'B mit der Hauptaxe F'T' bildet;
dem anderen ist der Winkel 4, F, B, gleich, durch welchen 4,B,
aus dem zweiten Brennpunkte F, projicirt wird. Folglich sind



176 Vierzehnter Vortrag.

B,FA, und 4,F B, zwei Nebenwinkeln gleich, und B{F A, F,
ist ein Kreisviereck. Also:
nDie beiden Brennpunkte einer Hyperbel liegen mit den Punkten,
win denen eine beliebige Tangente die beiden Asymptoten
wschneidet, auf einem Kreise. Die Mittelpunkte dieses Kreises
»uand der Hyperbel liegen mit denselben beiden Schnittpunkten
»auf einem zweiten Kreise.'*

Vierzehnter Vortrag.
Confocale Kegelschnitte.

A Confocal oder homofocal heissen solche Curven zweiter Ord-

Sepv¥  nung, die in einer Ebene liegen und dieselben zwei Brennpunkte
haben. Die Hauptaxen confocaler Kegelschnitte fallen zusammen,
weil auf ihnen die beiden Brennpunkte liegen, ebenso aber ihre
Nebenaxen und Mittelpunkte, weil sie den Abstand der beiden
Brennpunkte hilften. Wenn der eine Brennpunkt unendlich fern
liegt, so sind die confocalen Curven Parabeln mit demselben eigent-
lichen Brennpunkte und derselben Axe.

Mit einem gegebenen Kegelschnitt % sind unendlich viele
andere confocal. Wenn der Scheitelpunkt eines rechten Winkels
einen mit % concentrischen Kreis durchlduft, wihrend der eine
Schenkel um einen Brennpunkt von % sich dreht, so umhiillt der
andere Schenkel einen der mit % confocalen Kegelschnitte (Seite172),
und zwar eine Ellipse oder Hyperbel, jenachdem der Kreis die
Brennpunkte ein- oder ausschliesst. Wenn der Kreis durch die
beiden Brennpunkte F, F, geht, so zerfillt der Tangentenbiischel
des Kegelschnittes in die beiden Strahlenbiischel F, F,; der
Kegelschnitt, als Curve zweiter Classe aufgefasst, zerfillt dann in
die beiden Bremnnpunkte. — An die Stelle der mit % concentri-
schen Kreise treten die zu der Hauptaxe normalen Geraden, wenn
k eine Parabel ist, ein Brennpunkt also unendlich fern liegt. Aus
dieser Construction confocaler Kegelschnitte folgt sofort:
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»Eine Schaar confocaler Kegelschnitte ist durch einen beliebigen
nihrer Kegelschnitte bestimmt. Jede Gerade der Ebene beriihrt
»einen der confocalen Kegelschnitte.‘

Zwei zu einander normale Gerade der Ebene sind conjugirt
beziiglich der confocalen Kegelschnitte, wenn sie durch die beiden
Brennpunkte harmonisch getrennt sind (Seite 166). Daraus folgt:

»wDie Pole einer Geraden g beziiglich confocaler Kegelschnitte
nliegen auf einer zu g normalen Geraden g,, die von g har-
wmonisch getrennt ist durch die beiden Brennpunkte. Wenn
,,8180 zwéi normale Gerade conjugirt sind beziiglich irgend eines
nKegelschnittes %4, so sind sie conjugirt beziiglich aller mit %
nconfocalen Kegelschnitte und harmonisch getrennt durch die
»beiden Brennpunkte.*

Diese Sitze enthalten eines der wichtigsten Merkmale con-
focaler Curven zweiter Ordnung. Aus ihnen ergiebt sich, dass in
jedem Punkte S der Ebene zwei conjugirte Gerade sich recht-
winklig schneiden; diese Geraden hilften die von den Brennstrah-
len des Punktes gebildeten Nebenwinkel, zugleich aber die Winkel
zwischen den Tangenten, die aus S an irgend einen der con-
focalen Kegelschnitte gehen. Also:

»Die Tangentenpaare, die durch einen beliebigen Punkt S an
,»die confocalen Kegelschnitte gezogen werden kénnen, bilden
»eine symmetrische Involution, deren zu einander normale
»Doppelstrahlen g, ¢, beziiglich der Kegelschnitte conjugirt
»sind. Zwei der confocalen Kegelschnitte beriihren g resp. g,
»in S und schneiden sich rechtwinklig in S. Die Ebene wird
ndemnach durch die confocalen Curven in unendlich kleine
~ ,,Rechtecke getheilt* (vgl. Fig. 80 auf der folgenden Seite).

Von den beiden durch S gehenden confocalen Kegelschnitten
ist der eine eine Ellipse und der andere eine Hyperbel, falls nicht
beide Parabeln sind. Denn ihre Tangenten g, g, in S trennen
die Brennpunkte harmonisch; die eine schneidet also die Haupt-
axe zwischen den beiden Brennpunkten, und diese beriihrt in S
die Hyperbel, wihrend die andere in S die Ellipse beriihrt. Eine
Ellipse schneidet jede mit ihr confocale Hyperbel in vier Punkten
rechtwinklig; dagegen schneiden zwei confocale Ellipsen oder Hy-
perbeln sich nicht, vielmehr schliesst eine von ihnen die andere
ein. Zwei confocale Parabeln schneiden sich in keinen oder in
zwei eigentlichen Punkten rechtwinklig, jenachdem ihre Scheitel-

punkte auf derselben Seite des Brennpunktes liegen oder nicht.
Reye, Geometrie dexr Lage. 1. 4. Aufl, 12
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Die Pole einer Geraden g in Bezug auf zwei der confocalen
Kegelschnitte liegen auf einer zu g conjugirten und normalen Ge-
raden g,. Wenn nun g um einen Punkt U sich dreht, so be-

—F

Fig. 80. -

schreiben diese Pole in den beiden Polaren von U zwei projectiv
dhnliche Punktreihen, und die Gerade g, umhiillt folglich eine
Parabel, die auch die beiden Polaren beriihrt. Also:

wDen Strahlen eines beliebigen Punktes U sind beziiglich der

nconfocalen Kegelschnitte die Tangenten einer Parabel con-

wjugirt; die Polaren von U beziiglich je eines der confocalen

»Kegelschnitte beriihren dieselbe Parabel.*
Die Parabel beriihrt auch die Axen der confocalen Kegelschnitte,
wie leicht einzusehen ist, und in U schneiden sich zwei ihrer
Tangenten rechtwinklig. Der durch U gehende Durchmesser der
Kegelschnitte ist demnach die Leitlinie der Parabel (Seite 168).

Jedem Strahle g von U ist die zu ihm normale Tangente g,

der Parabel conjugirt; der Biischel U aber und der Tangentenbiischel
der Parabel sind projectiv. Die Schnittpunkte homologer Strahlen
dieser Biischel liegen folglich auf einer Curve dritter Ordnung
(Seite 137); sie sind die Punkte, in denen die Strahlen von U je
cinen der confocalen Kegelschnitte beriihren und zu je einem
anderen normal sind. Also:

wDie Strahlen eines beliebigen Punktes U beriihren in den

,Punkten einer Curve dritter Ordnung, die sich selbst in U
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»rechtwinklig schneidet, je einen der confocalen Kegelschnitte;

wsie sind in denselben Punkten zu je einem der Kegelschnitte

»normal.*
Die Curve ist eine ,,Strophoide* (vgl. Anhang Nr. 88); sie geht
durch die Brennpunkte der confocalen Kegelschnitte und zerfillt,
wenn U auf einer der Axen liegt, in diese Axe und einen Kreis
(vgl. Seite 165).

Man erhilt die Polaren von U, wenn man von zwei durch

U gehenden Geraden g, # die Pole beziiglich je eines der confocalen
Kegelschnitte bestimmt und diese Pole verbindet. Nun liegen
aber die Pole auf zwei zu g resp. A normalen Tangenten g,, h,’
der von den Polaren umbhiillten Parabel; es ergiebt sich also:

wDie Pole von zwei beliebigen Geraden g, kA beziiglich je eines
nder confocalen Kegelschnitte sind homologe Punkte von zwei
wprojectiv @hnlichen Punktreihen g¢,, A,.*

Die Construction der confocalen Kegelschnitte, von der wir
ausgingen (Seite 176), ist mit der folgenden identisch. Einen
Kreis mit dem Mittelpunkte M bringen wir zum Schnitt mit einem
verinderlichen Strahle s eines Punktes F und errichten auf s in
den beiden Schnittpunkten P, P; Normalen; dann umbhiillen diese
beiden parallelen Normalen einen Kegelschnitt ¥, welcher M zum
Mittelpunkte und F' zum Brennpunkt hat. Aendert der Kreis
seinen Halbmesser ¢, so beschreibt der Kegelschnitt % eine con-
focale Schaar. Nun ist aber bekanntlich das Produkt der Ab-
schnitte F'P, F'P, der Kreissecante s constant, und zwar gleich
c¢?—a? wenn ¢ den Abstand des Brennpunktes F vom. Mittel-
punkte M, die s. g. ,,Excentricitit' des Kegelschnittes, bezeichnet.
Also:

»Das Produkt der Abstinde eines Brennpunktes von parallelen
»Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel ist constant.*
Sind d und e die Abstinde des Mittelpunktes von einer der pa-
rallelen Tangenten ¢ und einem zu ¢ parallelen Strahle des
Brennpunktes F, so sind ¢ + d und e — d die Abstinde des
Brennpunktes von den parallelen Tangenten, und es wird:

e?—di=c?—a?l
Fiir die Tangente ¢, eines zu % confocalen Kegelschnittes &k, mogen
d,, ¢, und a, dieselbe Bedeutung haben, wie d, ¢ und a fiir ¢,
sodass auch:

e —d?=c?—aq,?
12*
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wird. Wenn nup die Tangenten ¢, ¢, der confocalen Kegelschnitte
k, %k, sich rechtwinklig schneiden, so ist ms— der Abstand
ihres Schnittpunktes vom Mittelpunkte M, ferner /g3 | ¢ 3 die
Excentricitét ¢, und es ergiebt sich aus den vorhergehenden Glei-
chungen:
d* +d,? =a? + a,? — ¢ = Const.
»Wenn also die beiden Schenkel eines rechten Winkels zwei
nconfocale Kegelschnitte %, %, umbhiillen, so beschreibt sein
»Scheitelpunkt einen mit % und %, concentrischen Kreis‘
(Chasles).
Dieser Kreis geht in eine zur Axe normale Gerade iiber, wenn %
und %, confocale Parabeln sind.

Andere bemerkenswerthe Eigenschaften confocaler Kegel-
schnitte héngen mit Vierseiten zusammen, denen Kreise einge-
schrieben werden konnen. Zuniichst beweisen wir den Satz:

wDie vier Geraden, welche zwei beliebige Punkte G, G, eines
nKegelschnittes mit den beiden Brennpunkten verbinden, be-
writhren einen Kreis.*
Ist nimlich M der Schnittpunkt der Tangenten von G' und @,
(Fig. 81), so bildet bekanntlich F'M gleiche Winkel mit FG und

Fig. 81.

FG, (Seite 169); M hat also gleichen Abstand von F'G' und F@,,
ebenso aber auch von F|G und F,G,. Ferner bildet die Tan~
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gente MG des Kegelschnittes gleiche Winkel mit den Brenn-
strahlen ihres Beriihrungspunktes G, sodass M auch von FG
und F;G und folglich von allen vier Geraden FG, F@G,, F,G
und F; G, gleichen Abstand hat. Diese vier Geraden werden also
von einem Kreise beriihrt, dessen Mittelpunkt M ist.

Wenn G, den Kegelschnitt beschreibt, so #ndert sich der
Kreis, indem er fortwithrend die Geraden F'G' und F,G beriihrt;
sein Mittelpunkt .beschreibt die Tangente des Punktes G. Daraus
folgt:

nZieht man an die einem Winkel eingeschriebenen Kreise aus
wzwei Punkten F, F, der Schenkel je zwei andere Tangenten,
1,80 schneiden sich dlese auf einem Kegelschnitt, der F und F
»zu Brennpunkten hat und den Winkel hilftet.*

Dieser Satz enthdlt eine Construction confocaler Kegelschnitte;

aus ihm ergiebt sich:
»von jedem Tangentenvierseit eines Kreises sind zwei beliebige
nGegenpunkte die Brennpunkte von zwei Kegelschnitten, die
»je zwei andere Gegenpunkte verbinden. Zwei beliebige Punkte
w@, G, eines Kegelschnittes sind demnach die Brennpunkte
neines zweiten Kegelschnittes, der durch die Brennpunkte F, F,
,,des ersteren geht.* '

Dieser Satz lidsst sich fiir Ellipsen und Hyperbeln auch mit-
telst der Sitze von der Summe oder Differenz der Brennstrahlen
beweisen. Ist z. B. der erstere Kegelschnitt eine Elllpse (Fig. 81),
go ist:

FG+ F,G=FG, + F,G, und folglich
FG@—FG,=F,G, —F,G.
Die Brennpunkte ¥, F', der Ellipse liegen demnach auf verschie-
denen Zweigen einer Hyperbel, welche die Ellipsenpunkte &, &,
zu Brennpunkten hat.

Da von einer Schaar confocaler Curven zweiter Classe eine
Curve in die beiden Brennpunkte zerfillt (Seite 176), so ist die
Umkehrung eines der vorhergehenden Sitze in dem folgenden
Satze enthalten:

,»Die vier gemeinschaftlichen Tangenten eines Kegelschnittes %
,und eines Kreises bilden ein Vierseit, dessen drei paar Gegen-
»punkte auf drei mit % confocalen Kegelschnitten liegen.‘

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir, dass die drei paar
Gegenpunkte 44,, BB, und CC, des Vierseits (Fig. 82) aus
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dem Mittelpunkte M des Kreises durch eine symmetrische In-
volation projicirt werden (Seite 175). Die Doppelstrahlen dieser
Involution schneiden sich rechtwinklig in M und sind conjugirt
beziiglich aller dem Vierseit eingeschriebenen Curven zweiter Ord-
nung (Seite 158); sie sind insbesondere conjugirt beziiglich des
Kegelschnittes ¥ und folglich auch beziiglich der mit % confocalen
Kegelschnitte (Seite 177). Einer dieser Kegelschnitte beriihrt M.A
und damit auch den zugeordneten Strahl MA, der Involution.
Nun werden aber die Winkel der beiden in A4 sich schneidenden
Tangenten von k durch zwei zu einander normale Gerade ge-
hilftet, die in Bezug auf k¥ und die mit k¥ confocalen Kegel-
schnitte conjugirt sind, und M4 ist die eine dieser Mittellinien.
Jener eine mit k¥ confocale Kegelschnitt beriihrt deshalb M4 im
Punkte A (Seite 177) und ebenso MA, in 4,; er verbindet die
beiden Gtegenpunkte 4, A, des Vierseits mit einander. Ebenso
liegen die Gegenpunkte B, B, (oder C, C,) auf einem mit k con-
focalen Kegelschnitte, dessen Tangenten in B uud B, (resp. C
und C,) beide durch M gehen.

Aendert der Kreis sich stetig so, dass er die in 4 sich
schneidenden Tangenten von % fortwihrend beriibrt, so beschreibt
der Schnittpunkt A4, der iibrigen beiden gemeinsamen Tangenten
einen durch 4 gehenden, mit % confocalen Kegelschnitt k,. Wir
schliessen daraus:

,Die zwei paar Tangenten, die von zwei Punkten eines Kegel-
»schnittes %, an einen confocalen Kegelschnitt & gezogen wer-
,,den konnen, beriibren einen Kreis‘* (Chasles).

Mit Hiilfe dieses Satzes lassen sich die merkwiirdigen Eigen-
schaften confocaler Kegelschnitte beweisen, welche Chasles 1843
ohne Beweis verdffentlicht hat*). Diese Eigenschaften hingen
mit der Theorie der elliptischen Integrale innig zusammen; sie
beziehen sich namlich auf gewisse Bogen eines Kegelschnittes,
deren Differenz rectificirbar, d. h. durch eine gerade Strecke ge-
nau darstellbar ist. Chasles nennt diese Bogen ,,dhnlich* (sem-
blables); wir wollen sie lieber ,vergleichbar* nennen. Der Ein-
fachheit wegen bezeichnen. wir als ,,Pol* und ,,Schenkel* eines

*) Comptes Rendus de I'Acad. Roy. des Sciences, 28. Oct. 1843, t. XVII,
p. 838—844. Vgl. meinen Beweis in der Ziiricher Vierteljabrsschrift, 1896,
Jubelband.
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Kegelschnittbogens I/’?) den Schnittpunkt 4 der Tangenten seiner
Endpunkte P, Q und die beiden Abschnitte P4, AQ dieser Tan-
genten zwischen ihren Beriihrungspunkten und dem Schnittpunkte
(vgl. Fig. 82). Von Ellipsenbogen setzen wir voraus, dass sie den
halben Ellipsenumfang nicht iiberschreiten. Nach Chasles gelten
dann u. a. folgende Definition und Siitze:

%,

Fig. 82.

L ,Zwei Bogen eines Kegelschnittes & heissen vergleich-
»bar, wenn ihre Pole auf einem mit % confocalen Kegelschnitt
vk, liegen, welcher % einschliesst. Ihre Differenz ist rectificir~
wbar, und zwar gleich der Summe der Schenkel des einen ver-
wimindert um die Summe der Schenkel des anderen Bogens. Die
,,Taugenten ihrer vier Endpunkte beriihren einen Kreis.

II. ,,Wenn zwei vergleichbare Bjgen eines Kegelschnittes
»wk in einem Endpunkte zusammenstossen, so ist ihre Differenz
ngleich der Differenz der Schenkel ihrer Bogensumme. Der
ngemeinsame Endpunkt liegt mit dem Pole dieser Bogensumme
»auf einem mit % confocalen Kegelschnitt. In ihm wird % von
weinem Kreise beriihrt, der mit % auch die Tangenten der an-
nderen beiden Endpunkte gemein hat.*
Wir wollen diese Sitze beweisen. Zwei vergleichbare Bogen
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I/’b und P:a, von %k werden nach dem vorhin bewiesenen Satze
in ihren Endpunkten von vier Tangenten eines Kreises beriihrt,
weil ihre Pole 4 und A4, suf einem mit £ confocalen Kegel-
schnitt %, liegen. Die Tangenten 4P und 4¢Q (Fig. 82) mbgen
den Kreis in resp. P’ und @’ berithren, ferner die Tangente
A, P, in resp. C und B,, die Tangente 4,Q, aber in resp. B
und C, schneiden; von 4, P, und 4, Q, werde der Kreisin P," und
¢, berithrt. Dann sind 44,, BB, und CC, die drei paar Gegen-
punkte des Tangentenvierseits. Wenn 4; auf %, unendlich nahe
an A hinanriickt, so wird der Kreis verschwindend klein, und es
vereinigen sich noch zwei Gegenpunkte B, B, mit 4; die ibrigen
beiden Gegenpunkte C, C, aber fallen dann mit resp. P und Q
zusammen. Nun ist bei beliebiger Lage von 4 und 4, auf &,
(vgl. Fig. 82):
€4+ 4¢, =CP' +¢C,=CFP,+ ¢,0,=C4,+ 4,C,;
die Gleichung CA + AC, = CA, + A, C, aber lasst sich
schreiben:

(PA—PC)+(4Q + QC,) = (CP, + P, 4,)

+ (4,0, —C,9,),

woraus folgt: _
(PA+AQ)—(PCH+CP)=(P, 4, + 4,0,)
—(@C, +C,9)).
In dieser Gleichung fallen, wenn A4 und 4, auf k, unendlich
nabe bei einander liegen, die Streckensummen PC + CP, und

QC, 4 C, Q, mit den resp. Bogenelementen 1/’?’, und Q/al zu-
sammen; und wenn von beiden Seiten der Gleichung noch der
Bogen P, Q subtrabirt wird, so ergiebt sich:

N\ N
1) PA+AQ—PQ=P1A~1 +A101 ‘PxQu
und somit der Satz:
»Wenn auf einem Kggelschnitt £ ein Bogen f’-b seine Lage
»und Lénge so @ndert, dass sein Pol A4 einen mit % confocalen
»und % einschliessenden Kegelschnitt %, beschreibt, so bleibt
wdie Differenz seiner Liénge und der Summe PA 4 AQ seiner
s»Schenkel constant.‘*
Die Gleichung (1) und dieser Satz gelten zundchst fiir unendlich
nahe Punkte 4, 4,, also fiir unendlich kleine Verschiebungen von
4, dann aber auch fiir endliche Verschiebungen von 4, weil diese
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aus unendlich kleinen zusammengesetzt werden konnen. Die Sitze
(I.) von Chasles sind damit bewiesen.

Die beiden Gegenpunkte B, B, des Vierseits liegen auf einem
mit % und %k, confocalen Kegelschnitt %,, welcher k¥, und dann
auch % schneidet. Wir lassen nun das Vierseit so sich #éndern,
dass B, den Kegelschnitt %, bescbreibt, B aber fest bleibt. Sei
S der B zuniichst liegende Schnittpunkt von k; und k. Wenn
dann B, auf k, unendlich nahe an S hinanriickt, so vereinigen
sich die beiden Tangenten B, P, und B, Q von %k mit der Tan-
gente des Punktes S, und ihre Beriihrungspunkte P, und @ fallen
mit S zusammen; der dem Vierseit eingeschriebene Kreis aber
geht iiber in einen Kreis, der den Kegelschnitt £ in S, ausser-
dem aber die beiden Tangenten BP und B@Q, von % beriihrt.
Zugleich gehen die Punkte 4, A, iiber in die Pole 4’, A’, der

Kegelschnittbdgen PS und g-(:) 4y und da sie nach wie vor auf
einem mit % confocalen Kegelschnitt liegen, so sind diese Bogen
vergleichbar. Nach Gleichung (1) ist also:

N N
PS—SQ,=PA4A + 48— (S4',+ 4',9,).
Die Tangenten 4'S und SA’; aber sind gleich den resp. anderen

Tangenten, die von 4" und A4, an den eingeschriebenen Kreis
gehen, und folglich wird:

- A'S— 84y =AB—BA;
die vorige Gleichung geht dadurch iiber in:
on) N
() PS—SQ,=PB—BQ,.
Auch die Chasles’schen Sitze (II.) sind damit bewiesen.
.Die Gleichung (1) fithrt, wenn man einen I;Q\ und P:al

tiberdeckenden Bogen KL addirt, ohne Weiteres zu folgendem

Satze: '
»Wird ein unendlich diinner Faden von gegebener Liénge mit
wden Endpunkten K, L an einem Kegelschnitte & befestigt und
ndurch eine bewegliche Spitze A4 so gespannt, dass er mit
nseinen Enden an % sich anlegt und dazwischen mit zwei in 4
»sich schneidenden Tangenten von % zusammenfillt, so be-
nschreibt die Spitze A bei ihrer Bewegung einen mit % con-
,,focalen Kegelschnittbogen.*

Der Satz gilt auch fiir den Fall, dass & eine Hyperbel ist und

K, L auf verschiedenen Hyperbelzweigen liegen; doch unter-
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driicken wir den Beweis fiir diesen Fall. Wird ein geschlossener
Faden um eine Ellipse herumgelegt und wiederum durch eine sich
bewegende Spitze 4 gespannt gebalten, so beschreibt 4 eine mit
jener confocale Ellipse.

Wenn auf einem Kegelschnittzweige ¥ zwei an einander

grenzende Bogen 1,;0\ und 63? mit den resp. andern fl\ @, und
Qﬁ, vergleichbar sind, so ist auch ihre Bogensumme PR mit
N N oy

P, R, vergleichbar. Denn die Pole der Bogen PP,, ¢Q, und

ﬁl liegen auf einem mit & confocalen Kegelschnitt, wie man
durch stetige Aenderung der Punkte R und R, leicht beweist;

die Bogen PR und P/,\R, werden folglich in ihren Endpunkten
von vier Tangenten eines Kreises beriihrt, und daraus folgt der
Satz. Aus ihm ergiebt sich obne Weiteres seine Verallgemei-
nerung:

wlwei Bogen PR und P/Tli’l eines Kegelschnittzweiges % sind
wvergleichbar, wenn jeder von ihnen aus m Theilbdgen besteht,
ndie mit je einem der m Theilbogen des anderen vergleichbar
,,8ind.*

Wenn die m Theilbdgen von PR mit einander vergleichbar

sind, so sind es auch die m Theilbogen von P:\R,; denn aus der
Definition (L) folgt sofort, dass zwei mit einem dritten vergleich-
bare Bogen auch mit einander vergleichbar sind. Daraus er-
giebt sich: '

nwWerden zwei vergleichbare Bogen PR und Ii}il von k in je
»m vergleichbare Bogen getheilt, so liegen die Pole dieser
»2m Theilbogen alle auf einem mit & confocalen Kegelschnitt
»k,. Die Tangenten ihrer End- und Theilpunkte bilden die
,Seiten von zwei Polygonstiicken, welche dem Kegelschnitt &,

N Y
,,eingeschrieben und den resp. Bogen PR und P, R, umschrie-

,ben sind. Die Differenz von PR und P/I\Rl ist nach (I.)
,»gleich der Differenz der Umfiinge dieser umschriebenen Poly-
,,gonstiicke.* :

Fiir die Ellipse ergiebt sich hieraus:
»Wird eine Ellipse £ in m vergleichbare Bégen getheilt, so
,,bilden die Tangenten der m Theilpunkte ein ihr umschriebenes
,,Polygon, dessen Eckpunkte auf einer bestimmten, mit % con-
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wfocalen Ellipse &k, liegen. Jeder Punkt der Ellipse k, ist
»Eckpunkt eines ihr eingeschriebenen mecks, welches der El-
»lipse k so umschrieben ist, dass ¥ durch die Beriihrangspunkte
»der Seiten in m vergleichbare Bogen getheilt wird. Diese
smecke haben alle den gleichen Umfang.*
Chasles, dem wir auch diese Sitze verdanken, bemerkt noch, dass
dieser Umfang ein Minimum resp. Maximum ist in Bezug auf
andere mecke, die der Ellipse ¥ umschrieben resp. der Ellipse &,
eingeschrieben sind.
Wenn zwei Tangenten eines Kegelschmttes k auf einem mit
k confocalen Kegelschnitt £, sich schneiden, so bilden sie gleiche
Winkel mit der Tangente von k; im Schnittpunkte (Seite 177);
wir konnen sie daher als die beiden Richtungen eines an %, re-
flectirten Lichtstrahles auffassen. Daraus und ans dem Vorher-
gehenden folgt:
,»Ein Lichtstrahl, der an der Innenseite einer Ellipse &, immer
»auf's Nene reflectirt wird, beriihrt in allen seinen Lagen
»einen mit k, confocalen Kegelschnitt k. Ist auch % eine El-
»lipse, und kehrt der Strahl nach m Reflexionen zu seiner
»ersten Lage zuriick, so giebt es unendlich viele mecke, welche
»der Ellipse ¥ um- und zugleich der Ellipse %, eingeschrie-
,ben sind. Alle diese mecke haben gleichen Umfang.*

Finfzehnter Vortrag.

Normalen und Kriimmungskreise der Kegelschnitte;

In der Ebene eines Kegelschnittes ¥ konnen wir je zwei
Strahlen g, ¢, einander zuordnen, die sich rechtwinklig schneiden
und in Bezug auf & conjugirt sind. Zu einem beliebigen Strahle
¢ der Ebene giebt es i. A. nur einen conjugirten normalen Strahl
g1, bnémlich das Loth, das aus dem Pole von g auf g gefillt
werden kann. Nur die Axen des Kegelschnittes £ und die un-
endlich ferne Gerade der Ebene machen eine Ausnahme; denn
alle zu einer Axe normalen Strahlen sind ihr conjugirt, und die
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unendlich ferne Gerade ist zu allen Durchmessern von %k conjugirt
und normal.

" Dea Schnittpunkt von zwei conjugirten normalen Strahlen
g, g9, nennen wir ihren ,Fusspunkt. Ein beliebiger Strahl g
der Ebene hat nur einen seiner Punkte zum Fusspunkt; die un-
endlich ferne Gterade aber und jede Axe des Kegelschnitts ¥ hat
alle ihre Punkte zu Fusspunkten. Ist k ein Kreis, so ist von je
zwei conjugirten normalen Strahlen einer ein Durchmesser. Wir
wollen hinfort annehmen, die Curve k sei kein Kreis; dann gelten
die folgenden, frither bewiesenen Sitze (vgl. Seite 177):

»Die conjugirten normalen Strahlen g, g, sind durch die beiden
»wBrennpunkte des Kegelschnittes % harmonisch getrennt und
nbeziiglich aller mit % confocalen Kegelschnitte conjngirt. Ihre
nZuordnung bleibt dieselbe, wenn k durch einen dieser con-
nfocalen Kegelschnitte ersetzt wird.*

Ein beliebiger Punkt P der Ebene ist Fusspunkt von zwei
conjugirten Strahlen g, g,, die sich in ihm rechwinklig schneiden.
Die beiden Nebenwinkel, deren Schenkel den Punkt P mit den
Brennpunkten von % verbinden, werden durch g und g, gehalftet.
Ist P ein Punkt des Kegelschnitts %, so fallen die beiden Strah-
len g, g, mit seiner Tangente und seiner Normale zusammen;
liegt P ausserhalb k, so hillften ¢ und ¢, die Winkel zwischen
den beiden Tangenten, die durch P an k gehen; liegt P inner-
halb oder ausserhalb der Curve %, so sind g, g, die Axen der
Involution conjugirter Strahlen, deren Mittelpunkt P ist. Jeder
Brennpunkt von k ist Fusspunkt aller seiner Strahlen, weil je
zwei conjugirte Strahlen des Brennpunktes sich rechtwinklig
schneiden.

Dreht sich von zwei conjugirten normalen Strahlen g, g,
der eine um seinen Schnittpunkt mit einer Axe a von k, so dreht
gich auch der andere um seinen Schnittpunkt mit a; der Fuss-
punkt von ¢ und g, aber beschreibt einen Kreis, der die beiden
Brennpunkte des Kegelschnittes # harmonisch trennt oder durch
sie geht, jenachdem a die Haupt- oder die Nebenaxe von % ist
(Seite 166). Wenn sich der eine Strahl g parallel verschiebt, so
beschreibt auch der andere g, einen Parallelstrahlenbiischel; der
Fusspunkt von g und g, aber beschreibt i. A. eine gleichseitige

" Hyperbel, welche durch die Brennpunkte von % geht und deren
Asymptoten zu ¢ und g, parallel sind (vgl. Seite 165 u.). Die Hy-
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perbel zerfillt, wenn & eine Parabel ist, in eine eigentliche und
die unendlich ferne Gerade (Seite 167).

Die Zuordnung der Strahlen g, g, ist involutorisch und eine
»Verwandtschaft zweiten Grades** in dem Strahlenfelde der Ebeue.
Denn schon friither (Seite 178) ergab sich:

»Wenn von den conjugirten normalen Strahlen g, g, der eine
»einen Biischel P erster Ordnung beschreibt, so umhiillt der
»andere i. A. eine Parabel =, Diese Parabel beriihrt die Axen
,des Kegelschnittes ¥ und die Polare des Punktes P nach %;
»ihre Leitlinie ist der durch P gehende Durchmesser von £.
,Die Fusspunkte der Strahlen von P und der Tangenten von
» liegen auf einer Curve dritter Ordoung, einer Strophoide,
»die sich selbst in P rechtwinklig schneidet und durch die
»Brennpunkte von k geht.*

Diese Strophoide ist die Fusspunktcurve der Parabel = fiir
den Punkt P ihrer Leitlinie; sie geht durch den unendlich fernen
Punkt der Leitlinie und ist zu einer gleichseitigen Hyperbel in-
vers, die durch P geht und in Bezug auf einen um P beschrie-
benen Kreis die Polare von = ist (vgl. Nr. 78 und 88 des An-
hangs). Wenn ein Punkt des Kegelschnittes % auf der Strophoide
liegt, so geht entweder seine Tangente oder seine Normale durch
P, und zugleich beriihrt seine Normale resp. Tangente die Pa-
rabel .

,,Die Normalen solcher Punkte des Kegelschnittes &, deren
wTangenten durch P gehen, berithren die Parabel m=. Die ge-.
,ymeinschaftlichen Tangenten von % und = beriihren den Kegel-
»schnitt £ in den Punkten, deren Normalen. durch P gehen..
wDurch den beliebigen Punkt P gehen deshalb hdchstens vier:
,,Normalen von £.‘

Wenn niamlich der Kegelschnitt & den einen von zwei conjugirten
normalen Strablen beriihrt, so ist er in dem Beriihrangspunkte
zu dem andern normal. Von den durch P gehenden Normalen
von %k ist eine ein Durchmesser, wenn % eine Parabel ist; ihr-
Fusspunkt ist der unendlich ferne Parabelpunkt. An eine Parabel
gehen deshalb durch einen beliebigen Punkt hichstens drei eigent-
liche Normalen.

,Die Normalen des beliebigen Kegelschnittes £ bilden i. A.
weinen Strahlenbiischel vierter Ordnung, der die Axen von % und
ydie unendlich ferne Gerade zu Doppelstrahlen hat und durch
wprojective Curven zweiter Ordnung erzeugt wird; sie bilden
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weinen Strahlenbiischel dritter Ordnung, wenn % eine Para-

»bel ist.
Wenn sich némlich an % eine bewegliche Tangente hinwilzt, so
beschreiben ihre Pole in Bezug auf irgend zwei mit & confocale
Kegelschnitte zwei projective Curven zweiter Ordnung, welche
die Normalen von % erzeugen. Diese beiden Curven haben im
Falle der Parabel den unendlich fernen Parabelpunkt entsprechend
gemein und erzeugen dann einen Biischel dritter Ordnung von
Normalen.

Die von den Normalen eingehiillte Curve heisst die , Evolute**
des Kegelschnitts k; sie ist i. A. von der vierten, im Falle der
Parabel aber von der dritten Klasse. In den Punkten der Evo-
lute schneiden sich je zwei consecutive Normalen von %. Eine
beliebige Normale #» von % enthidlt den Mittelpunkt jedes Kreises,
der den Kegelschnitt in dem Fusspunkte @ von » beriihrt (Fig. 83).

Fig. 83,

Wenn aber dieser Mittelpunkt zugleich auf der zundchst benach-
barten Normale liegt, so geht der beriihrende Kreis auch durch
deren Fusspunkt; er ,osculirt den Kegelschnitt £ im Punkte Q,
indem er ihn in @ beriihrt und zugleich schneidet, und ist der
, Krimmungskreis** des Punktes; sein Radius ist der ,,Kriimmungs-
radius* und sein Mittelpunkt das , Kriimmungscentram** des Punk-
tes Q. Die Evolute ist demnach der Ort der Kriimmungscentren
des Kegelschnitts k; sie hat die Axen von %k zu Symmetrie-
Axen.
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Die Hauptaxe einer Ellipse oder Hyperbel moge die Tangente
und die Normale eines Punktes @ der Curve in 4’ und 4 schnei-
den (Fig. 83). Dann sind die beiden Brennpunkte F, F, har-
monisch durch 4" und A4 getrennt, und es ist:

MA.MA = MF? = ¢,
wenn M den Mittelpunkt und ¢ die Excentricitit der Curve be-
zeichnet. Nihert sich der Curvenpunkt @ unbegrenzt einem
Scheitelpunkte S der Hauptaxe, so fillt auch A" mit S zusam-
men, und 4 vereinigt sich mit dem Kriimmungscentram S’ von
S. Wir setzen MS=a und erhalten:

Ms'=°—'und S’S=a—°—’=:tb—',
a . a

wegen a®—c?=+b? (Seite 171 und 174). Der Kriimmungs-
radius S’S fiir die Scheitelpunkte S der Hauptaxe ist also gleich

j_——’;—’; das negative Vorzeichen gilt fiir die Hyperbel und deutet
an, dass im Falle der Hyperbel die Strecken S'S und M S =a
entgegengesetzten Sinn haben. Im Falle der Ellipse ist %' der

Kriimmungsradius fiir die Scheitelpunkte der Nebenaxe, wie ana-
log bewiesen werden kann.

nwZwei beliebige Normalen einer Ellipse oder Hyperbel £,
wdie Verbindungslinie ihrer beiden Fusspunkte @, @, und die
»Axen %, v von k beriihren eine Parabel =.*

Diese entspricht dem Schnittpunkte P der Tangenten von @ und
Q, (Seite 189). Wenn die beiden Normalen n, #, von der Haupt-
axe % in 4, A, und von der Nebenaxe v in B, B, geschnitten
werden (Fig. 83), so sind die Punktreihen:
n(4ABQ)'An, (4,B,9,)

projectiv @hnlich und erzeugen die Tangenten der Parabel =.
Hieraus ergiebt sich:

40 _ 40

BQ B¢
denn wenn der eine Curvenpunkt @ mit einem Scheitelpunkte S
der Hauptaxe zusammenfillt, so wird dieses constante Verhilt-
niss zu:

—';%=j:2—: wegen S'S=i%' und MS =a.

Auch hier gilt das obere Vorzeichen fiir die Ellipse, das untere
fiir die Hyperbel.

b!
= Const. = + —;
a
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Die beiden Tangenten des Kegelschnitts k¥ fallen zusammen,
wenn ihr Schnittpunkt P mit einem Punkte von k zusammenfallt;
zugleich vereinigen sich die beiden Normalen n, n, mit der Nor-
male g von P und ihr Schnittpunkt wird das Kriimmungscentrum
von P und fillt mit dem Punkte P’ zusammen, in welchem die
Normale g die zu P gehorige Parabel = tangirt. Also:

»Wenn der Punkt P auf dem Kegelschnitt % liegt, so beriihrt
wseine Normale die zugehorige Parabel = in dem Kriimmungs-
,centrum von P.* )

Dieses Kriimmungscentram P’ ist hiernach leicht zu con-
struiren. Die beiden Axen w, v von k bilden ndmlich mit der
Normale g und der Tangente g, des Punktes P ein Tangenten-
vierseit der Parabel = (Fig. 84), und die Diagonalen des Vierseits

Fig. 84.

bilden daher ein Poldreieck von w (Seite 103). Nun ist aber die
Diagonale PM die Leitlinie von = (Seite 189); die beiden fibrigen
Diagonalen schneiden sich deshalb in dem Brennpunkte F” der
Parabel. Die in F’ auf der Geraden F'P errichtete Senkrechte
trifft die Normale g in dem Kriimmungscentrum P’ von P
(Steiner); denn auf der Parabeltangente g begrenzen der Beriih-
rungspunkt P’ und die Leitlinie PM einen Abschnitt P’ P, der
aus dem Brennpunkte F’ der Parabel durch einen rechten Winkel
projicirt wird (Seite 168).
‘ Ist & eine Parabel, so liuft deren Axe % zu der Leitlinie
PM der Parabel © parallel und ist folglich die Scheiteltangente
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von m. In dem Rechteck mit den Seiten g, ¢, und der Diagonale
u, dessen Mittelpunkt der Brennpunkt von % ist, liegt deshalb
dem Eckpunkte P der Brennpunkt F von = gegeniiber (Seite 172).
Das Kriimmungscentrum P’ von P aber liegt wieder so auf der
Normale g von k, dass der Winkel PF'P’ ein rechter ist.
Eine sehr einfache Construction der Krimmungskreise von
Kegelschnitten ergiebt sich aus dem Satze (Seite 158):
»Wenn eine Curve zweiter Ordnung einem Kreisviereck um-
»schrieben ist, so bildet jede ihrer beiden Axen mit zwei be-
,liebigen Gegenseiten des Vierecks gleiche Winkel.**
Legen wir zundchst durch irgend zwei Punkte P, @ eines
Kegelschnitts # Kreise, die mit ¥ noch je zwei andere Punkte
R, S gemein haben, so bilden dem Satze zufolge die Sehnen RS
gleichschenklige Dreiecke mit PQ und einer beliebigen Axe % von
k, sind also parallel. Zwei nicht parallele Secanten PQ, RS, die
mit der Axe u gleiche Winkel bilden, haben demnach mit dem
Kegelschnitt % vier Pankte eines Kreises gemein. Das gilt auch
dann noch, wenn P, Q zwei consecutive Curvenpunkte sind, wenn
also der Kreis den Kegelschnitt in P beriihrt. Eine durch P
gelegte Secante, die mit der Axe u dieselben Winkel bildet
wie die Tangente von P, schneidet deshalb den Kegelschnitt %
in einem Punkte R, der auf dem Kriimmungskreise von P liegt.
Der Kriimmungskreis geht durch R und beriihrt in P die Tan-
gente von k; er ist dadurch vollig bestimmt. — Ist P ein Scheitel-
punkt von k, so féllt B mit ihm zusammen. Der Kegelschnitt
wird von den Krimmungskreisen seiner Scheitelpunkte ,,vier-
punktig* beriihrt (hyperosculirt).
win jedem Punkte P einer Ellipse schneiden sich die
wKriimmungskreise von drei anderen Punkten A4, B, C der
»Curve, die mit P auf einem Kreise liegen (Steiner). Das Drei-
weck A BC hat den Mittelpunkt der Ellipse zum Schwerpunkt‘
(Joachimsthal). '
Namlich ein beliebiger Punkt der Ellipse ist Eckpunkt eines ein-
geschriebenen Dreiecks A BC, dessen Seiten mit den Tangenten
der gegeniiber liegenden Eckpunkte parallel laufen. Die den Sei~
ten conjugirten Durchmesser der Ellipse sind Mittellinien des
Dreiecks (Seite 110) und schneiden sich in seinem Schwerpunkt,
der folglich mit dem Mittelpunkte der Ellipse zusammenfillt. Sei
nun P der vierte Schnittpunkt der Ellipse mit dem Kreise, der
dem Dreieck A4 BC umschrieben ist; dann bildet die Gerade AP

Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 18
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mit der Ellipsenaxe u dieselben Winkel, wie ‘die Seite BC und
die Tangente von A4, und der Krimmungskreis von A4, ebenso
aber der von B oder C, geht deshalb durch P. Der Punkt P
aber fillt mit einem beliebigen Punkte der Ellipse dreimal zu-
sammen, wenn der Eckpunkt 4 die Curve einmal beschreibt. —
Diesen Beweis des Satzes verdanken wir Joachimsthal. Die Drei-
ecke ABC sind, beiliufig bemerkt, die griossten, die der Ellipse
eingeschrieben werden konnen.
Ueber die Kriimmung von Kegelschnitten giebt von Staudt
in seinen , Beitrigen zur Geometrie der Lage'* Seite 280 und 386
eine Reihe merkwiirdiger Sitze. Er beweist u. a., dass die Kriim-
mungsradien von zwei beliebigen Punkten eines Kegelschnittes
sich verhalten wie die dritten Potenzen der Abstinde, die diese
Punkte vom Schnittpankte ihrer Tangenten haben. Ich muss
mich hier mit dem Hinweis auf die Staudt’schen Sktze begniigen.
Wir kehren noch einmal zu der Parabel = zuriick, deren

Tangenten zu je einem Strahle des Punktes P normal und conjugirt
sind beziiglich des Kegelschnittes .. Wenn die beiden Curven £,
7 zwei consecutive Tangenten gemein haben, so beriihren sie sich
in deren Schnittpunkt; zugleich gehen durch P zwei consecutive
Normalen von %, und P ist ein Punkt der Evolute von k. Die
Parabel © nun beschreibt eine Parabelschaar, wenn der Punkt P
eine Gerade ! beschreibt; denn sie #éndert sich so, dass sie be-
stindig vier Gerade beriihrt, nimlich die unendlich ferne Gerade,
den zu ! normalen conjugirten Strahl und die Axen von k. Wenn
aber k& eine Parabel ist, so berithrt = drei Gerade und zwar die -
unendlich ferne in dem Schnittpunkte mit der Scheiteltangente
von k. Die Schnittpunkte der gemeinschaftlichen Tangenten von
k und w beschreiben, wie im Anhange Nr. 213 bewiesen wird,
eine Curve dritter Ordnung, die mit & hochstens sechs Punkte
gemein hat. Die Parabelschaar enthélt demnach hochstens sechs
Parabeln, die den Kegelschnitt % beriihren, und die Gerade ! hat
mit der Evolute von % hochstens sechs Punkte gemein. Falls
k eine Parabel ist, zerfillt die Curve dritter Ordnung in die un-
endlich ferne Gerade uud eine Curve zweiter Ordnung, und in
diesem Falle hat die Gerade ! mit der Evolute von % hdchstens
vier Punkte gemein. Also:

,,Die Evolute einer Ellipse oder Hyperbel ist von der sechsten

,,Ordnung und vierten Klasse; die Evolute einer Parabel ist von

,der vierten Ordnung und dritten Klasse.*
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Die Evolute eines Kegelschnitts k¥ liegt symmetrisch in Bezug
auf jede Axe von k; sie hat.die Axen von k¥ und die unendlich
ferne Gerade zu Doppeltangenten (Seite 189) und die Kriimmungs-
centren der Scheitelpunkte von % zu Riickkebhrpunkten (vergl.
Seite 193).

Sechzehnter Vortrag.

Concentrische, #hnliche und #hnlich liegende Ellipsen
oder Hyperbeln. Congruente homothetische Parabeln.

Eine Ellipse oder Hyperbel ist durch die Involution ihrer
conjugirten Durchmesser nicht véllig bestimmt; wir konnen von
ihr noch entweder einen Punkt P oder eine Tangente ¢ beliebig
in der Ebene annehmen. Um sie zu construiren, bestimmen wir,
wenn P gegeben ist, auf dem Durchmesser MP den Punkt P,,
der vom Mittelpunkte M denselben Abstand hat wie P, und ziehen
durch P und P, zu je zwei conjugirten Durchmessern parallele
Gerade; dann schneiden sich diese auf der zu construirenden Curve
(Seite 113). Ist eine Tangente ¢ der Curve gegeben, so ziehen
wir die zu ¢ parallele Tangente ¢, in demselben Abstande vom
Mittelpunkte M wie ¢, und bringen ¢ und ¢, mit je zwei con-
jugirten Durchmessern zum Schnitt; die Verbindungslinien der
zwei paar Schnittpunkte beriihren dann die gesuchte Curve
(Seite 112). Hieraus ergiebt sich:

»Eine beliebige Involution M nicht paralleler Strahlen besteht
naus den conjugirten Durchmessern von unendlich vielen El-
»lipsen oder Hyperbeln, die die ganze Ebene iiberdecken. Die
»Punkte der Ebene .liegen auf je einer, und ihre Geraden be-
ywrihren je eine dieser concentrischen Curven zweiter Ordnung.
wDie beiden Doppelstrahlen der Iuvolution sind die Asymptoten
»der Curven, und in ihren unendlich fernen Punkten berithren
wdie Curven sich doppelt. Die Curven haben ihre Axen ge-
. 18*
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»mein; sie sind Ellipsen oder Hyperbeln, jenachdem ihre Durch-
»messer-Involution M elliptisch oder hyperbolisch ist.**

Wir nennen diese concentrischen Ellipsen oder Hyperbeln
»homothetisch® und bezeichnen ihre Gesammtheit als einen
»Biischel concentrischer homothetischer Kegelschnitte.* Der Bii-
schel ist durch eine beliebige seiner Curven bestimmt. In Bezug
auf seine Kegelschnitte ist einer beliebigen Geraden g der Durch-
messer % conjugirt, dessen conjugirter zu g parallel ist, und dieser
Durchmesser hilftet jede auf g liegende oder zu g parallele Sehne
der homothetischen Kegelschnitte. Also:

»Die Mittelpunkte paralleler Sehnen der concentrischen homo-
wthetischen Kegelschnitte liegen alle auf einem Durchmesser.
wEine beliebige Gerade g der Ebene trifft die Kegelschnitte in
wden Punktepaaren einer symmetrischen Involution; sie schneidet
nden ihr conjugirten Durchmesser in dem)Symmetrie-Centram
nder Involution und beriihrt einen der homothetischen Kegel-
»schnitte in diesem Centrum.‘

Fig. 85.

Seien k, k" irgend zwei der homothetischen Kegelschnitte,
P, Q zwei beliebige Punkte von & und P, Q° die Endpunkte
einer zu PQ parallelen Sehne von %. Dann schneiden sich PP’
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und QQ’, ebenso aber PQ’ und QP’ auf dem zu PQ und P Q’
conjugirten Durchmesser %, der diese parallelen Sehnen halftet.
. Wenn nun PP’ durch den Mittelpunkt M der beiden Kegel-
“schnitte geht (Fig. 85), so schneiden sich PP’ und Q@Q’ in M,
die Dreiecke MPQ und MP'Q’ sind &hnlich, und es ist:

MP' MQ'

MP = M% = Const.
Die auf einander liegenden Halbmesser MQ" und MQ der beiden
Curven stehen also in constantem Verhiltniss za einander, und
wir erhalten zu einer Ellipse oder Hyperbel eine concentrische
homothetische, wenn wir alle ihre Halbmesser in einem bestimm-
ten Verhiltnisse vergrossern oder verkleinern. Kurz:

,»yConcentrische homothetische Kegelschnitte sind #hnlich und
nahnlich liegend, ihr Mittelpunkt ist der Aehnlichkeitspunkt.*

Fiir homothetische Hyperbeln gilt jedoch der Satz nur dann, wenn
sie in demselben Asymptotenwinkel liegen.

wDie Polaren eines Punktes P bezughch der homothetischen

nwKegelschnitte sind parallel;*

denn sie sind zu dem Durchmesser MP conjugirt. Die Pole einer
beliebigen Geraden P¢Q liegen auf dem ihr conjugirten Dareh-
messer. Die Polaren von zwei beliebigen Punkten P, Q bilden
also zwei perspective Parallelstrahlenbiischel, deren homologe
Strahlen sich auf einem Durchmesser schneiden.

Eine beliebige Gerade g der Ebene ist zu einem der homo-
thetischen Kegelschnitte normal, und zwar in ihrem Schnittpunkte
mit dem Durchmesser, der die zu g normalen Sehnen hilftet.
Wir nennen diesen Punkt den ,,Fusspunkt* der Geraden ¢; in
ihm schneidet g den Durchmesser, dessen conjugirter zu g normal
ist. " Nur die Axen der homothetischen Kegelschnitte und die
unendlich ferne Gerade haben mehr als einen Fusspunkt; jeder
ihrer Punkte kann als ihr Fusspunkt aufgefasst werden. Die zn
einer Axe parallelen Geraden haben ihren unendlich fernen Punkt
zum Fusspunkt. '

Wenn sich die Gerade g um einen Punkt S dreht, so be-
schreiben die beiden conjugirten Durchmesser v, v,, von denen der
eine v zu g normal ist, zwei zum Biischel S projective Strahlen-
biischel M, und der Fusspunkt gv, von g beschreibt eine Curve
zweiter Ordnung. Es ergiebt sich:

»yDie Fusspunkte der Normalen, die durch einen Punkt S an
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wdie homothetischen Kegelschnitte gezogen werden kdnnen,
wliegen auf einer gleichseitigen Hyperbel. Diese geht durch S,
wdurch den Mittelpunkt M der Kegelschnitte und durch dle
,unendlich fernen Punkte ihrer beiden Axen. Die Asymptoten®
wder Hyperbel sind also zu den Axen der homothetlschen Kegel-
wschnitte parallel.*

Wenn S auf einer dieser Axen liegt, so zerfillt die Hyperbel in
die Axe und eine zu ihr normale Gterade.

Die gleichseitige Hyperbel schneidet einen beliebigen der -
homothetischen Kegelschnitte in mindestens zwei und hdchstens
vier Punkten, denn sie liegt theils innerhalb, theils ausserhalb
des Kegelschnittes. Von einer Ellipse oder Hyperbel & gehen
demnach durch einen beliebigen Punkt S mindestens zwei und
hochstens vier Normalen (vgl. Seite 189). Wenn zwei dieser
Normalen zusammenfallen, so wird der Kegelschnitt k¥ in ihrem
Fusspunkte P von der zu S gehorigen gleichseitigen Hyper-
bel berithrt, S aber fillt als Schnittpunkt consecutiver Nor-
malen mit dem Kriimmungscentrum P’ von P zusammen und
liegt auf der Evolute von k. Daraus ergiebt sich mit Hiilfe des
Pascal'schen Satzes eine einfache Construction des Kriimmungs-
centrams P’. In dem Vierseit uvg,g (Fig. 84), das die Axen des

Fig. 84.

Kegelschnitts ¥ mit der Tangente und der Normale des Punktes
P bilden, ziehe man die beiden von PM verschiedenen Diagona-
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len; dann schneiden sich auf diesen die zwei paar Gteraden, die
durch P und P’ parallel zu den Axen u, v gelegt werden konnen.

Wenn der Punkt S eine Gerade ! durchldauft, so beschreibt
die zugehorige gleichseitige Hyperbel einen Kegelschnittbiischel,
indem sie bestdndig durch den Fusspunkt von /, durch den Mittel-
punkt M und durch die unendlich fernen Punkte der Axen von
k geht. Die Verbindungslinien ihrer Schunittpunkte mit ¥ um-
hiillen dabei eine.Curve dritter Classe (Anhang Nr. 213), die mit
k hochstens sechs Tangenten gemein hat. Der Hyperbelbiischel
enthilt demnach hichstens sechs Hyperbeln, die den Kegelschnitt
k beriihren, und die Gerade ! hat folglich mit der Evolute von &
hochstens sechs Punkte gemein, wie schon frither (Seite 194) sich
ergab. .

Beziiglich concentrischer homothetischer Ellipsen oder Hy-
perbeln hat jeder ihrer Durchmesser einen und denselben unend-
lich fernen Pol, der auf dem conjugirten Durchmesser liegt. Wir
wollen nun Parabeln mit derselben Axe als ,,homothetisch* be-
zeichnen, wenn sie jedem ihrer Durchmesser einen und denselben
unendlich fernen Punkt als Pol zuordnen. Eine beliebige Parabel
bestimmt dann einen Biischel coaxialer homothetischer Parabeln;
die Punkte der Ebene liegen auf je einer und ihre Geraden be-
rilhren je eine dieser Parabeln. Eine beliebige Gerade g ist einem
Durchmesser % conjugirt und schneidet die homothetischen Para-
beln in den Punktepaaren einer symmetrischen Involution, deren
Symmetriecentrum auf % liegt und mit dem Beriihrungspunkte
der einen, die Gerade tangirenden Parabel zusammenfillt. Alle
auf g liegenden oder zu ¢ parallelen Sehnen der Parabeln werden
von dem Durchmesser u gehalftet.

Von zwei coaxialen homothetischen Parabeln %, k" seien P, P’
zwei Punkte, die auf einem Durchmesser liegen, und PQ, P Q’
zwei parallele Sehnen. Diese Sehnen werden von einem zu PP’
parallelen Durchmesser gehilftet, folglich liegen auch ihre anderen
Endpunkte @, @ auf einem Durchmesser, und PQ@Q P’ ist ein
Parallelogramm. Wenn die beiden Sehnen ihre Richtung #ndern,
80 beschreiben @ und @  die beiden Parabeln %k, %, aber die
Strecke Q@ bleibt gleich PP’ und parallel zu PP’. Die Parabel
k fallt deshalb mit %' zusammen, wenn sie in der Richtung der
Durchmesser um die Strecke Q@ = PP’ verschoben wird. Also:

.,Coaxiale homothetische Parabeln sind congruent; eine beliebige
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wvon ihnen kann mit jeder anderen durch Verschiebung in der
»Richtung der:Durchmesser zur Deckung gebracht werden.
o .

Eine b?ébige Gerade g der Ebene ist in ihrem ,,Fusspunkte‘
zu einer der homothetischen Parabeln normal; und zwar liegt der
Fusspunkt wiederum auf dem Durchmesser, der die zu g normalen
Sehnen der Parabeln hilftet. Hieraus ergiebt sich analog wie
vorhin (Seite 197):

nwDie Fusspunkte der Normalen, die aus einem Punkte S an
y»die homothetischen Parabeln gezogen werden konnen, liegen
,»mit S auf einer gleichseitigen Hyperbel, welche die Axe der
»Parabeln zur Asymptote hat. An eine Parabel gehen demnach
»durch einen Punkt hochstens drei eigentliche Normalen.

Wir begniigen uns mit diesen S#tzen iiber die homothetischen
Parabeln.

Werden concentrische homothetische Hyperbeln oder Ellipsen
aus irgend einem Punkte auf eine beliebige Ebene 7’ projicirt, so
bilden die Projectionen einen Biischel sich doppelt beriihrender
Kegelschnitte. Die beiden Beriihrangspunkte liegen auf einer
Geraden m’', die beziiglich aller Kegelschnitte des Biischels einen
und denselben Pol M’ hat; und zwar ist M’ die Projection des
Centrums M der homothetischen Hyperbeln oder Ellipsen, und m’
die der unendlich fernen Geraden. Jeder Punkt von m hat be-
ziiglich der sich doppelt beriihrenden Kegelschnitte eine und nur
eine durch M’ gehende Polare. Einer beliebigen Geraden g’ der
Ebene 7" ist deshalb ein Strabl von M’ conjugirt, der die Pole
von ¢ bestiglich der sich doppelt beriihrenden Kegelschnitte ent-
hiilt, und die Polaren eines beliebigen Punktes von ' gehen alle
durch einen Punkt von m’. Die Polaren von irgend zwei Punkten
P’, @ der Ebene beziiglich der sich doppelt beriihrenden Kegel-
schnitte bilden zwei perspective Strahlenbiischel, deren Mittel-
punkte in 7’ liegen und deren homologe Strahlen sich auf einer
durch M’ gehen Geraden schneiden.

Ein Biischel von Kegelschnitten, die sich doppelt beriihren,
ist bestimmt, wenn einer seiner Kegelschnitte und die Verbin-
dungslinie m’ der beiden Beriihrungspunkte beliebig gegeben sind.
Ist m' eine Tangente des Kegelschnitts, so fallen die beiden Be-
rithrungspunkte zusammen, und die Kegelschnitte des Biischels
berithren sich ,,vierpunktig® in dem Tangentialpunkte von m’.
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Einen solchen Biischel von. vierpunktig sich beruhrenden Kegel-
schnitten erhilt man, wenn man coaxiale homothetische Parabeln
central auf eine beliebige Ebene projicirt.

Siebenzehnter Vortrag.

Aufgaben zweiten Grades. Imaginire Elemente.

) Unsere Untersuchungen haben uns mehrfach zu Aufgaben
gefiihrt, die im Allgemeinen zwei Losungen zulassen - und nicht
mit alleiniger Anwendung gerader Linien geldst werden konnen,
sondern die Benutzung eines Gtebildes zweiter Ordnung, z. B. eines
Kreises, erfordern. Hierher gehdren u. A. die Aufgaben: ,,Die
Punkte zu bestimmen, welche zwei auf einander liegende projec-
tive Punktreihen entsprechend gemein haben‘, und: ,,Von einem
involutorischen Elementargebilde die Doppelelemente zu bestimmen*‘.
Alle solche Aufgaben lassen sich auf die folgende zuriickfiihren:
nwZwei Punktreihen zweiter Ordnung %, %,, die auf derselben
»Curve liegen, sind projectiv auf einander bezogen; ihre Doppel-
»punkte, d. h. ihre entsprechend gemeinschaftlichen Punkte
»sollen bestimmt werden.‘
Seien 4, B, C (Fig. 86) drei
beliebige Punkte von %, und 4,,
B,, C, die ihnen entsprechenden
Punkte von-%,. Projiciren wir
dann aus 4 die Punktreihe £,
und ebenso aus A; die Punkt-
reihe k, so erhalten wir zwei
projective Biischel 4 (4, B, C,)
und 4,(4BC), die den Strahl
AA, entsprechend gemein haben.
Die Schnittpunkte homologer
Strahlen der Biischel liegen folg-
lich auf einer Geraden u, und

Fig. 86.
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diese verbindet den Schrittpunkt der Strahlen 4B, und 4,B mit
dem Schuittpunkte von AC, und 4,C. Die Punkte aber, welche
u mit der Curve zweiter Ordnung gemein hat, sind die gesuchten
Doppelpunkte, denn die Punktreihen %, k, haben jeden dieser
Doppelpunkte entsprechend gemein. Jenachdem also u die Curve
schneidet, beriihrt oder gar nicht trifft, erhalten wir zwei Doppel-
punkte, oder einen, oder gar keinen Doppelpunkt.

Nach dem Lehrsatz des Pascal liegt auf der Geraden u auch
der Schnittpunkt der Geraden BC, und B,C; denn auf u schuei-
den sich die drei paar Gegenseiten des der Curve eingeschriebenen
Sechsecks AB,CA,BC,. Zu derselben Geraden u gelangen wir
also auch, wenn wir die projectiven Punktreihen %,, ¥ aus den
resp. Punkten B, B, oder aus C, C, durch perspective Strahlen-
biischel projiciren. Sind iiberhaupt P, @ irgend zwei Punkte von
k und P,, Q, die ihnen entsprechenden Punkte von k,, so liegt
der Schnittpunkt der Strahlen PQ, und P,Q auf der Geraden .
Wenn drei Punkte von % nebst den entsprechenden Punkten von
k, gegeben sind, so kann die Gerade u ohne Schwierigkeit con-
struirt werden.

Liegen die Punktreihen k, k, involutorisch, bilden sie also
eine Involution, so ist » die Involutionsaxe, und die Curve wird
von ihr in den beiden Doppelpunkten geschnitten, wenn die In-
volution solche hat. In diesem Falle brauchen wir nur zwei Paare
zugeordneter Punkte 4, 4, und B, B, zu kennen, um u zu con-
struiren; denn den Punkten 4, B, 4,, B, von k entsprechen
dann die resp. Punkte 4,, B,, 4, B von k,, und » geht durch
die beiden Punkte, in denen die Geraden AB, und 4B von den
resp. Geraden 4, B und 4,B, geschnitten werden (vgl. Figg. 62
und 63 auf Seite 146). Der Pol von u, worin sich die Geraden
AA, und BB, schneiden, ist das Involutionscentrum, und wenn
aus ihm Tangenten an die Curve gezogen werden konnen, so be-
rithren diese die Curve in den Doppelpunkten der Involation.

Auf die soeben geloste Aufgabe lassen sich nun die ver-
schiedenen Fille der folgenden allgemeineren Aufgabe leicht zurtick-
fithren:

,,Von zwel projectiven Elementargebilden, die in einander liegen,

,,die Doppelelemente zu bestimmen.* '
Sind die Elementargebilde zwei Kegel oder Regelschaaren, so
schneiden wir sie durch eine beliebige Ebene in projectiven Punkt-
reihen, die auf derselben Curve zweiter Ordnung liegen. Sind




Aufgaben zweiten Grades. 203

sie zwei Strahlenbiischel zweiter Ordnung, so liegen auch die von
ihnen eingehiillten Punktreihen zweiter Ordnung in einander und
sind projectiv; wir brauchen also nur die entsprechend gemein-
samen oder Doppelpunkte dieser Punktreihen zu bestimmen, um
sofort die gesuchten beiden Strahlen, die Tangenten dieser Punkte,
zu erhalten. Liegen zwei projective Strahlenbiischel erster Ord-
nung concentrisch in einer Ebene, so schneiden wir sie durch eine
Curve zweiter Ordnung, die den Mittelpunkt der Biischel enthilt,
in projectiven Punktreihen %, k,; die beiden Strahlen, welche die
Biischel entsprechend gemein haben, gehen dann durch die beiden
Punkte, welche £ und %, entsprechend gemein haben. Sind die
beiden projectiven Elementargebilde zwei Punktreihen v, v, (Fig.87),

/s

M
A, v,
w

.\\ “4_,__‘

Fig. 817.

die in derselben Geraden liegen, so fithren wir diesen Fall auf
den eben erledigten zuriick, indem wir die Punktreihen aus einem
beliebigen Punkte S durch concentrische Strahlenbiischel projiciren.
Wir legen also in der Ebene Sv durch S eine Curve zweiter
Ordnung, z. B. einen Kreis, und projiciren irgend drei Punkte
A, B, C von v und die ihnen entsprechenden Punkte 4,, B, C,
von v, aus dem Punkte S auf diese Curve. Wir erhalten so die
resp. Curvenpunkte 4’, B’, ¢’ und 4’,, B’;, C’,, und bestimmen
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sofort die Gerade u, auf welcher die Schnittpunkte von 4'B’,
und 4’, B’, von B’C’; und B’,C’, sowie von C'4’; und C', 4’
liegen. Wird dann die Curve zweiter Ordnung von u in zwei
Punkten M’, N’ geschnitien, so projiciren wir diese aus dem
Punkte S auf die Gerade v, und erhalten so die beiden Doppel-
punkte M, N der projectiven Punktreihen v, v, (Steiner). Hat
die Curve zweiter Ordnung nur einen oder keinen Punkt mit u
gemein, so erhalten wir nur einen oder keinen Doppelpunkt der
Punktreihen.

Fiir die Biischel und die Kegel zweiter Ordnung ldsst sich
die allgemeine Aufgabe direkt, ohne Benutzung der Curven zwei-
ter Ordnung losen; fiir die einférmigen Grundgebilde kénnen wir
sie daher losen mit Hiilfe eines beliebigen Elementargebildes
zweiter Ordnung. Die bequemste Losung ist jedoch die soeben
gegebene, weil sich Hiilfskreise mittelst des Zirkels sofort con-
struiren lassen.

Bekanntlich sind zahlreiche Fortschritte der Mathematik innig
verkniipft mit dem Bestreben, durch Erweiterung vorhandener oder
Einfihrang neuer Begriffe Ausnahmen von allgemeinen Sitzen
und Regeln zu beseitigen und verschiedene Sitze unter einem
Gesichtspunkte zu vereinigen. So wurde die Arithmetik durch
die negativen, durch die irrationalen und endlich durch die ima-
gindren Zahlen wesentlich bereichert, und ohne die letzteren wiirde
der Fundamentalsatz der Algebra, dass eine Gleichung %" Grades
n Wurzeln hat, mit allen seinen zahlreichen Anwendungen z. B.
in der analytischen Geometrie, geradezu falsch sein. Ebenso er-
wies sich die Einfihrung der unendlich fernen Elemente in die
nenere Geometrie als hochst fruchthar.

Die Aufgaben zweiten Grades nun haben den ersten Anlass
gegeben, auch in die synthetische Geometrie ,,imaginire’* Punkte,
Gerade und Ebenen einzufiihren; und zwar ist es eines der grossen
Verdienste von Staudt’s, die Theorie der imaginiren Elemente
rein geometrisch begriindet und zu einem hohen Grade der Voll-
kommenheit gebracht zu haben. KEs liegt aber in der Natur der
Sache, dass diese Theorie in der synthetischen wie in der ana-
Iytischen Greometrie auf die Anschaulichkeit verzichten muss; des-
halb beschrinke ich mich hier darauf, nur die Anfangsgriinde der
Lehre vom geometrisch Imagindren Ihnen vorzutragen.

Wir definiren die imagindren Elemente durch folgenden Satz,
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welcher zugleich die Ergebnisse der vorhergehenden Untersuchung
zusammenfasst :

nZwei projective Elementargebilde, die in einander liegen, aber
»nicht identisch sind, haben zwei reelle oder conjugirt imaginére
»Elemente gemein*). Diese beiden Doppelelemente kiénnen zu-
,,sammenfallen.*

Wir nennen also die beiden entsprechend gemeinschaftlichen
Elemente ,,imagindr*, so oft sie nicht reell vorhanden sind; in
allen meinen fritheren Vortrigen war nur von ,,reellen* Elementen
die Rede. Eine Involution hat hiernach allemal zwei reelle oder
imagindre Doppelelemente. Auch konnen wir sagen:

‘Eine Curve zweiter Ordnung An eine Curve zweiter Ord-

bat mit jeder reellen Geraden
ihrer Ebene zwei Punkte gemein;

nung gehen durch jeden reellen
Punkt ihrer- Ebene zwei Tan-
genten;

und nur dann, wenn die verschiedenen, in diesem Doppelsatze zu-

sammengefassten Fille getrennt
diese beiden Punkte sind imagindr
oder reell oder sie fallen zusam-
men, jenachdem die Gerade ganz

werden sollen, fiigen wir hinzu:
diese beiden Tangenten sind
imagindr oder reell oder sie
fallen zusammen, jenachdem der

*) Die analytische und iiberhaupt die rechnende Geometrie hat die
imagintiren Punkte, Geraden und Ebenen schon lange eingefiihrt, indem sie
sich auf den Fundamentalsatz der Algebra stitzt. Die Bestimmung jener
Doppelelemente durch Rechnung fihrt in der That zu einer Gleichung
zweiten Grades, deren Wurzeln jenen Elementen entsprechen; die beiden
Doppelelemente aber sind reell oder imaginir, jenachdem die beiden Wur-
zeln der Gleichung reell oder imaginfir sind. Fiir projective Punktreihen
ABCX X 4,B,C, X, auf einer Geraden folgt diese Gleichung aus der Pro-
portion (Seite 68):

AB AX  AB, A AX,

CB ' CX  CB, ° GX;'
wenn man die Abschnitte 4 B, CB,..., C; X, durch die Abscissen a, b,¢,. .., 7,
ihrer Endpunkte 4, B, C,..., X; ausdriickt und hernach annimmt, dass die
homologen Punkte X, X, zusammenfallen. Man erhiilt die Gleichung:
R Sl |
fXy—e

b,—a,
b — ¢

b—a
b—ec °

und aus ibr folgt, wenn z, = = gesetzt wird, die quadratische Gleichung
fir die Abscissen der Doppelpunkte X. Jeder andere Fall von projectiven
Elementargebilden, die in einander liegen, kann auf diesen zurfickgefiihrt
werden.

z—a __
z—c
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Punkt innerhalb oder ausser-
halb oder auf der Curve liegt.

ausserhalb der Curve liegt oder
die Curve schneidet oder sie be-
rithrt.

Wenn die Curve zweiter Ordnung und die Gerade vollstindig
gegeben sind, so wollen wir jhre beiden gemeinschaftlichen Punkte
als bestimmt ansehen. Sind aber z. B. nur fiinf Curvenpunkte
A4, B, C, D, E gegeben, so denken wir uns die Curve durch zwei
projective Strahlenbiischel A(CDE) X B(CDE) erzeugt; diese
Biischel werden von der Geraden in projectiven Punktreihen ge-
schnitten, die jeme beiden Punkte entsprechend gemein haben.
Die beiden Punkte kénnen nach den obigen Regeln bestimmt
werden, wenn irgend eine Curve zweiter Ordnung vollstindig ge-
geben ist. Wir konnen auf diese Weise auch entscheiden, von

. welcher Art eine durch fiinf Punkte bestimmte Curve zweiter

"~

Ordnung ist; denn:
wEine Curve zweiter Ordnung ist eine Hyperbel, Ellipse oder
»Parabel, jenachdem die beiden Punkte, die sie mit der un-
nendlich fernen Geraden gemein hat, reell oder imagindr sind
,,oder zusammenfallen.*
Auch die folgenden Aufgaben zweiten Grades konnen mittelst
derselben Methode gelost werden:
Von einer Curve zweiter Ordnung sind gegeben

vier Punkte und die Tangente
von einem oder drei Punkte und
die Tangenten von zwei der-
selben; die beiden Punkte sollen
bestimmt werden, die sie mit
einer beliebigen reellen Geraden
ihrer Ebene gemein hat.

vier Tangenten und einer von
ihren Beriihrungspunkten oder
drei Tangenten und zwei ihrer
Beriihrungspunkte; die beiden
Tangenten sollen bestimmt wer-
den, die durch einen beliebigen
reellen Punkt ihrer Ebene gehen.

Sind die gemeinschaftlichen Punkte einer Geraden und einer
Curve zweiter Ordnung, von welcher fiinf Tangenten gegeben
sind, zu bestimmen, so suchen wir zunichst die Beriihrungspunkte
der Tangenten, und fiihren so diese Aufgabe auf die vorhin ge-
loste zuriick. :

Die beiden conjugirt imaginiren Doppelelemente einer ellip-
tischen Involution 4.4, . BB, .... werden von v. Staudt da-
durch unterschieden, dass er mit dem Gebilde einen bestimmten in
ihm enthaltenen Sinn 4B A, oder A,BA verbindet. Auch ohne
hierauf niher einzugehen, konnen wir auf Grund des Vorher-
gehenden folgende Sitze und Definitionen aufstellen:
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Ein imagindrer -Punkt liegt Eine imaginire Ebene geht
allemal auf einer reellen Gera- | allemal durch eine reelle Ge-
den; diese enthilt auch den con- | rade; durch diese geht auch die
jugirt imaginiren Punkt. conjugirt imaginire Ebene.
Eine imaginire Gerade ,erster Art geht allemal durch einen
reellen Punkt und liegt in einer reellen Ebene mit ihrer conju-
girt imaginiren Geraden; nidmlich der Punkt und die Ebene sind
die Triiger der projectiven Biischel erster Ordnung, welche die
beiden conjugirt imaginéren Geraden entsprechend gemein haben.

Zwei projective Regelschaaren zweiter Ordnung, die in ein-
ander liegen, haben entweder zwei reelle Gerade, die auch zu-
sammenfallen konnen, oder zwei conjugirt imaginire Gerade
mzweiter Art‘ entsprechend gemein. Von den imaginidren Geraden
erster Art unterscheiden sich diese Geraden zweiter Art dadurch,
dass sie von keiner reellen Ebene in einem reellen Punkte ge-
schnitten und aus keinem reellen Punkte durch eine reelle Ebene
projicirt werden konnen. Eine reelle Ebene namlich schneidet die
beiden projectiven Regelschaaren in zwei projectiven Punktreihen
erster oder zweiter Ordnung, die in einander liegen und nur dann
einen reellen Punkt entsprechend gemein haben, wenn die Regel-
schaaren eine durch ihn gehende reelle Gerade entsprechend ge-
mein haben. Es giebt also eine Art von imagindren Punkten
_ oder Ebenen, dagegen zwei Arten von imaginiren Geraden.

246 Wenn wir von Punkten, Geraden und Ebenen schlechthin
reden, so verstehen wir darunter wie frither reelle Elemente, falls
nicht ausdriicklich das Gegentheil gesagt wird oder aus dem Zu-
sammenhange sich ergiebt. Dieses gilt insbesondere auch von den
folgenden Aufgaben zweiten Grades.

,In einer Ebene sind zwei einfache necke gegeben; es soll ein

,drittes construirt werden, das dem einen der gegebenen ein-

ngeschrieben, dem andern umschrieben ist.* Oder, um bestimm-

»ter zu reden: ,,Ein neck zu construiren, dessen Eckpunkte der

»Reibe nach in n gegebenen Geraden wu,, ug, g, . . . . u, liegen,

,und dessen Seiten der Reihe nach durch n gegebene Punkte

w1, Sgy Sgy ... ., S, der Ebene gehen.*

Wir projiciren aus dem Punkte S, die Punktreihe u, auf
die Gerade u,, dann aus S; die Punktreihe u,, d. h. die Projec-
tion von w,, auf die Gerade uy, ferner aus dem Punkte S; die
Punktreihe w; auf », u. s. w., und endlich aus S, die Punkt-
reihe u, auf u,. Wir erhalten so #» - 1 projective Punktreihen,
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von denen jede eine Projection der vorhergehenden ist, und von
denen die erste und die letzte in einer und derselben Geraden u,
liegen. Jeder Punkt nun, den die erste und die letzte Punkt-
reihe entsprechend gemein haben, kann als erster Eckpunkt des
gesuchten necks angenommen werden, und giebt sofort eine Lo-
sung der Aufgabe. Im Allgemeinen sind also hochstens zwei
necke moglich, die der Aufgabe geniigen. Wenn in besonderen
Fillen die beiden in u, liegenden projectiven Punktreihen mehr
als zwei und folglich alle ihre Punkte entsprechend gemein haben,
8o hat die Aufgabe unendlich viele Losungen. — Die Bedingung,
dass die Geraden u,, w4y, ty,...., %, mit den Punkten S,, S,,
Sgy...., S, in einer und derselben Ebene liegen sollen, ist
fibrigens nicht nothwendig; es geniigt, wenn S, mit %, und %, in
einer Ebene liegt, ebenso S; mit %, und u; u. s. w., sowie endlich
S, mit 4, und u,. Die gegebenen beiden necke kdnnen also auch
sogenannte windschiefe necke sein.
Hierher gehort anch die Aufgabeé:

,Eine Gerade zu finden, die vier gegebene windschiefe Gerade
@, b, ¢, d schneidet.**

Wir beziehen die Ebenenbiischel a, b perspectiv auf die Punkt-
reihe ¢, und schneiden sie durch d in projectiven Punktreihen.
Durch jeden Doppelpunkt dieser projectiven Reihen geht eine
Gerade, die als Schnittlinie homologer Ebenen der Biischel a, &
mit den vier Geraden a, b, ¢, d incident ist. Liegen a, b, ¢, d
in einer Regelschaar, so hat die Aufgabe unendlich viele Lo-
sungen; im allgemeinen Fall hat sie deren zwei. Wir kdnnen
die Aufgabe auch so aussprechen:

»Eine Regelfliche zweiter Ordnung ist durch drei Gerade a, b, ¢
wibrer einen Regelschaar gegeben; es sollen die Punkte bestimmt
wwerden, die sie mit einer beliebigen vierten Geraden d ge-
,mein hat.*

Eine der wichtigeren Aufgaben zweiten Grades ist die fol-
gende:
»Zwei Involutionen liegen in einem und demselben Elementar-
,»gebilde; es sollen zwei Elemente bestimmt werden, die in bei-
,,den Involutionen einander zugeordnet sind.‘

Liegen zunichst die beiden Involutionen auf derselben Curve
zweiter Ordnung, sind etwa (Fig. 88) einerseits den Punkten a,
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B der Curve die resp. Punkte a,, B, zugeordnet, andererseits aber
den.Punkten A4, B die resp. Punkte 4,, B, so suchen wir die
beiden Involutionscentra U und
V. Mit U liegen je zwei con-
jugirte Punkte der einen, und
mit V je zwei solche der anderen
Punktreihe in einer Geraden.
Wird die Gerade UV von der
Curve zweiter Ordnung in zwei
Punkten X, X, geschnitten,
go sind diese in beiden Involu-
tionen einander zugeordnet. Be-
rithrt UV die Curve, so ist der
Beriihrungspunkt ein gemein-
samer Doppelpunkt der beiden
Involutionen. Liegt endlich UV
ganz ausserhalb der Curve, so giebt es keinen reellen Punkt, der
in beiden Involutionen sich selbst oder einem anderen Punkte zu-
geordnet wire. Dieser letzte Fall kann aber nur dann eintreten,
wenn die Involutionen je zwei reelle Doppelpunkte haben, also
beide hyperbolisch sind, weil nur dann beide Involutionscentra U,
V ausserhalb der Curve liegen; und weil in diesem Falle die
Polaren von U und ¥V sich im Pole von UV innerhalb der
Curve schneiden, so sind ausserdem die Doppelpunkte der einen
Involution durch die der anderen getrennt.

Fig. 88.

Betrifft die Aufgabe zwei concentrische Strahleninvolutionen,
so schneiden wir diese durch eine Curve zweiter Ordnung, die
durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt der Biischel geht; und
auf dhnliche Weise kdnnen wir jeden beliebigen Fall unserer all-
gemeinen Aufgabe auf den eben erledigten zuriickfihren. Das
zuletzt gewonnene Resultat gilt deshalb nicht blos fiir Punkt-
involutionen, die auf derselben Curve zweiter Ordnung liegen,
sondern kaun allgemein so ausgesprochen werden:

.+Wenn zwei Involutionen auf einander liegen, so giebt es in
ihnen zwei Elemente, die sowohl in der einen als auch in der
manderen Involution einander zugeordnet sind; diese Elemente
»sind nur dann (conjugirt) imaginiir, wenn beide Involutionen
»hyperbolisch, und die Doppelelemente der einen durch die der

..anderen getrennt sind. Wenn die beiden zweifach einander
Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 14
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wzugeordneten Elemente sich vereinigen, so haben die Involu-
wtionen ein gemeinschaftliches Doppelelement.*
Fiir den Fall zweier Strahleninvolutionen erster Ordnung,
von denen die eine rechtwinklig ist, ergiebt sich inshesondere:
»In einer Strahleninvolution erster Ordnung giebt es allemal
»zwei einander zugeordnete reelle Strahlen, die auf einander
,senkrecht stehen; diese heissen die Axen der Involution.*
Wir haben so aufs Neue bewiesen, dass eine Ellipse oder
Hyperbel zwei zu einander senkrechte conjugirte Durchmesser,
d. h. zwei Axen besitzt (vgl. Seite 115); denn ihre paarweise
conjugirten Durchmesser bilden eine Involution. Schon frither
(Seite 159, 160) losten wir die hieran sich kniipfende Aufgabe
zweiten Grades:
»Von einer Curve zweiter Ordnung sind zwei paar conjugirte
»,Durchmesser gegeben; die Axen der Curve zu construiren.‘
Der Biischel conjugirter Durchmesser eines Kreises ist recht-
winklig. Er wird von der unendlich fernen Geraden der Ebene
in einer Involution conjugirter Punkte geschnitten, die fiir alle
Kreise der Ebene dieselbe bleibt. Die beiden imaginéren Doppel-
punkte dieser Involution sind sich selbst conjugirt beziiglich aller
Kreise der Ebene und somit gemeinsame Punkte dieser Kreise;
sie heissen ,,die unendlich fernen Kreispunkte** der Ebene. Zwei
Gerade schneiden sich nur dann rechtwinklig, wenn sie beziig-
lich der beiden unendlich fernen Kreispunkte ihrer Ebene con-
jugirt sind.
Wir brauchen demniichst die Ldsung “er Aufgabe:
»In einer Strahleninvolution erster Ordnung sind zwei con-
wjugirte Strahlen so zu bestimmen, dass sie durch zwei gegebene
,Punkte M, N harmonisch getrennt sind.*
Damit diese Aufgabe nicht unméglich werde, setzen wir voraus,
dass die Punkte M, N nicht mit dem Mittelpunkte S der Invo-
lution in einer Geraden liegen, und dass durch keinen von ihnen
ein Doppelstrahl der Involution gehe. Projiciren wir dann die
Punktinvolution, von welcher M und N die Doppelpunkte sind,
aus dem Punkte S durch eine zweite Strahleninvolution, so haben
wir die beiden Strahlen zu suchen, die in jeder der concentrischen
Strahleninvolutionen einander zugeordnet sind. — Auch diese Auf-
gabe lisst sich auf andere Elementargebilde iibertragen, und in
verschiedene Formen kleiden. Statt der Strahleninvolution S
kénnte z B. in der Geraden MN eine Punktinvolution gegeben
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sein. Liegt von den Punkten M, N der eine N unendlich fern,

80 lautet dann die Aufgabe:

»In einer Punktinvolution erster Ordnﬁng sind zwei einander
nzugeordnete Punkte zu bestimmen, die von einem gegebenen
»wPunkte M gleichen Abstand haben.*

In einer Ebene ist ein Drei-
eck ABC und eine Strahlen-
involution erster Ordnung F ge-
geben, von welcher kein Doppel-
strahl durch einen Eckpunkt des
Dreiecks geht. Es soll dem Drei-
eck eine Curve zweiter Ordnung
so umschrieben werden, dass je
zwei einander zugeordnete Strah-
len der Involution F' conjugirt
sind hinsichtlich der Curve.

In einer Ebene ist ein Drei-
eck und eine Punktinvolution

- erster Ordnung gegeben, von

welcher keinDoppelpunkt in einer
Seite des Dreiecks liegt. Es soll
dem Dreieck eine Curve zweiter
Ordnung so eingeschrieben wer-
den, dass je zwei einander zn-
geordnete Punkte der Involution
conjugirt sind hinsichtlich der
Curve.

Damit die Aufgabe moglich sei, darf der Mittelpunkt der
Strahleninvolution F mit keinem Eckpunkte des Dreiecks 4BC

(Fig. 89) zusammenfallen.

Wir diirfen daher annehmen, dass

mg 89,

mindestens zwei Seiten des Dreiecks, etwa 4B und AC, nicht
durch F' gehen. Auf jeder dieser Seiten AB, AC muss es einen
Punkt geben, dessen Polare in Bezug auf die gesuchte Curve, falls

14*
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diese existirt, durch F' geht; und da der Punkt von seiner Polare
durch die'Curve harmonisch getrennt ist, andererseits aber je zwei
einander zugeordnete Strahlen von F hinsichtlich der gesuchten
Curve zweiter Ordnung conjugirt sind, so finden wir ihn wie folgt.
Wir bestimmen in der Involution F zwei conjugirte Strahlen p, p,
s0, dass sie durch die Punkte 4 und B, zwei andere ¢, ¢, so,
dass sie durch die Punkte 4 und C harmonisch getrennt sind
(Fig. 89). Sind diese Strahlen imagindr, so giebt es keine reelle
Curve zweiter Ordnung, die den Bedingungen geniigt; doch tritt
dieser Fall nur dann ein, wenn die Involution F' zwei reelle
Doppelstrahlen hat, die durch 4 und B oder auch durch 4 und C
von einander getrennt sind (Seite 209). Moge 4 B von den Strah-
len p, p, in den resp. Punkten P, P, geschnitten werden, und
AC von g und ¢, in den resp. Punkten @ und @,. Dann kénnen
tind miissen wir eine der folgenden Annahmen machen:

1) P und Q seien die Pole von resp. p, und g¢,;
2) P und @, seien die Pole von resp. p, und g;
3) P, und @ seien die Pole von resp. p und g¢;
4) P, und Q; seien die Pole von resp. p und gq.

Jede dieser vier Annahmen fiihrt zu einer Losung der gegebenen
Aufgabe. Wenn z. B. die erste Annahme gemacht wird, so suchen
wir auf der Geraden PC den Punkt C’, welcher durch P und
dessen Polare p, harmonisch von C getrennt ist, und ebenso auf
@B den Punkt B, welcher von B harmonisch getrennt ist durch
Q und dessen Polare ¢;. Die Curve zweiter Ordnung, welche
durch die fiinf Punkte 4, B, C, B, C’ geht, geniigt' dann allen
Bedingungen. Denn sie ist dem Dreieck 4 BC umschrieben; und
da durch P und p, zwei paar Curvenpunkte 4, B und C, C’ har-
monisch getrennt sind, so ist P der Pol von p,, also der Strahl
FP oder p dem Strahle p, conjugirt, ebenso aber auch ¢ dem
Strahle ¢,, und folglich sind je zwei einander zugeordnete Strah-
len der Involution F' conjugirt hinsichtlich der Curve.

Hat die Involution F reelle Doppelstrahlen, so beriihren diese
die gesuchte Curve zweiter Ordnung. Die eben geloste Aufgabe
enthilt also die folgende:

Um ein gegebenes Dreieck eine Einem gegebenen Dreieck eine
Curve zweiter Ordnung zu be- | Curve zweiter Ordnung so ein-
schreiben, die zwei in der Ebene | zuschreiben, dass sie durch zwei

gegebene Gerade beriihrt. gegebene Punkte geht.
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Zugleich aber lehrt die obige Construction, dass diese Doppel-
aufgabe nur dann vier reelle Auflsungen hat, wenn links die
beiden Geraden durch keine zwei Eckpunkte und rechts die beiden
Punkte durch keine zwei Seiten des Dreiecks getrennt sind. Im
andern Falle giebt es gar keine reelle Lisung.
Hat die Involution F' imaginére Doppelstrahlen, .so hat die
Aufgabe vier reelle Losungen. Dieser Fall tritt u. A. dann ein,
wenn die Involution rechtwinklig, also F' ein Brennpunkt der ge-
suchten Curve ist (wie in Fig. 89 angenommen wurde); beiliufig
haben wir damit die Aufgabe geldst:

»Die vier Kegelschnitte zu bestimmen, die einem gegebenen

»Dreieck umschrieben sind und einen gegebenen Punkt zum

»Brennpunkt haben.*

Mbge zum Schluss eine Aufgabe hier Platz finden, die zwar

nicht vom zweiten Grade, aber doch den zuletzt erdrterten nahe
verwandt ist, ndmlich:

In einer Ebene seien ein Drei-
eck ABC und eine Punktinvo-
lution erster Ordnung u gegeben,
80 jedoch, dass kein Doppel-
punkt von # auf einer Seite des
Dreiecks liegt, und dass u kei-
nen Eckpunkt des Dreiecks ent-
hilt. Es soll dem Dreieck eine
Curve zweiter Ordnung umschrie-
ben werden, so dass je zwei con-
jugirte Punkte von % auch hin-
sichtlich der Curve conjugirt
sind.

" In einer Ebene seien ein Drei-
eck und eine Strahleninvolution
erster Ordnung S gegeben, so
jedoch, dass kein Doppelstrahl
von S durch einen Eckpunkt
des Dreiecks geht, und dass S
keine Seite des Dreiecks enthalt.
Es soll dem Dreieck eine Curve
zweiter Ordnung so eingeschrie-
ben werden, dass je zwei con-
jugirte Strahlen von S auch hin-
sichtlich der Curve conjugirt sind.

Es seien den Punkten K und M (Fig. 90), in denen % von

resp. AB und BC geschnitten wird, die resp. Punkte K, und M,
der Involution % zugeordnet; ferner sei K; der Punkt von 4B,
der durch 4 und B harmonisch getrennt ist von K, und M, der
Punkt von BC, der durch B und C harmonisch getrennt ist von
M. Beziiglich der gesuchten Curve ist dann K, K, die Polare des
Punktes K, weil K den beiden Punkten K, K, conjugirt ist;
ebenso ist M; M; die Polare von M. Ist also C’ der Punkt, der
durch K und K, K; harmonisch getrennt ist von C, und A4’ der
Punkt, der durch M und M, M, harmonisch getrennt ist von A,
so geht die gesuchte Curve durch die fiinf Punkte 4, B, C, 4', C".
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Wirklich sind, wie verlangt wurde, die Punkte K, K, (und eben-
8o M, M,) hinsichtlich der so bestimmten Curve conjugirt, weil
K von der Geraden K, K, sowohl durch die Curvenpunkte 4, B,
als auch durch C, C’ harmonisch getrennt und folglich der Pol
von K K, ist.

|

(3

-

Fig. 90.

Wir konnen die soeben gelosten Aufgaben auch wie folgt
aussprechen (vergl. Seite 205):

Durch fiinf Punkte der Ebene, Einem ebenen Fiinfseit, von
~ von denen drei reell und die | dessen Seiten drei reell und die
ibrigen beiden entweder reell | {ibrigen beiden entweder reell
oder conjugirt imagindr sind, | oder conjugirt imagindr sind,
eine Curve zweiter Ordnung zu | eine Curve zweiter Ordnung ein-
legen. | zuschreiben.

Jede dieser beiden Aufgaben hat eine reelle Losung.
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Hauptaxen und Symmetrie-Ebenen, Focalaxen und
cyklische Ebenen eines Kegels zweiter Ordnung.

Die Polarentheorie des Kegels zweiter Ordnung. folgt ohne
Weiteres, wie schon friiher (Seite 109) hervorgehoben wurde, aus
der Polarentheorie der Curve zweiter Ordnung durch die Methode
des Projicirens und Schneidens. Anders verhidlt es sich aber mit
den Sitzen der Gleometrie des Masses, die aus der Polarentheorie
abgeleitet werden konnen; diese lassen sich keineswegs von den
Curven unmittelbar auf die Kegel zweiter Ordnung iibertragen.
Sie sind auch zum Theil fir die Kegel von anderer Art als fir
die Curven zweiter Ordnung, und miissen fiir die Kegel besonders.
entwickelt werden. Doch kionnen uns hierbei die fritheren ver-
wandten Untersuchungen als Vorbild dienen.

Ein beliebiger Kegel zweiter Ordnung mit dem Mittelpunkte
S sei gegeben. Dann hat jede Ebene ¢ des Biindels S einen
Polstrahl e, und sie ist allen durch e gehenden Ebenen des Biin-
dels conjugirt beztiglich des Kegels. Verbinden wir e mit dem zu
¢ normalen Strahle ¢, des Biindels, so erhalten wir eine Ebene
¢’, die zu der Ebene ¢ conjugirt und normal ist. Im Allgemeinen
giebt es zu einer beliebigen Ebene ¢ des Biindels nur eine ,,con-
jugirte Normalebene' &’; wenn aber eine Ebene o zu ihrem Pol-
strahle a rechtwinklig ist, so sind alle ihr conjugirten Ebenen o
zu ihr normal. In diesem Falle hilften o und a die Winkel,
die von beliebigen zwei mit a in einer Ebene liegenden Kegel-
strahlen gebildet werden; denn @ und a sind ja zu einander
normal und trennen die beiden Kegelstrahlen harmonisch (vgl. Seite
109 und 47). Die Strablen des Kegels zweiter Ordnung liegen
also paarweise symmetrisch zu der Ebene a, und wir nennen des-
halb & eine , Symmetrie- oder Haupt-Ebene des Kegels." Der
Polstrahl @ der Symmetrie - Ebene wird eine ,, Hauptaxe* des
Kegels genannt. Eine Symmetrie-Ebene des Kegels steht also
auf ihrem Polstrahle oder der ihr zugeordneten Hauptaxe senk-
recht.
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Wenn eine Ebene ¢ sich um einen Strahl s des Biindels dreht,
80 beschreibt ihr Polstrahl e in der Polarebene von s, und der zu
ibr normale Strabl ¢, in der zu s normalen Ebene des Biindels
einen Strahlenbiischel. Die beiden so beschriebenen Strahlen-
biischel aber sind zu dem Ebenenbiischel 8 und folglich zu ein-
ander projectiv und erzeugen im Allgemeinen einen zu 8 projec-
tiven Ebenenbiischel zweiter Ordnung. Also:

»wWenn von zwei conjugirten Normalebenen des Biindels die
weine ¢ sich um eine Axe s dreht, so beschreibt die andere &’
»im Allgemeinen einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung, welcher
ywdie Polarebene von 8 beziiglich des gegebenen Kegels und die
»za 8 normale Ebene des Biindels enthilt.'

Nur dann dreht auch ¢’ sich um eine Axe s, wenn die beiden
projectiven Strahlenbiischel perspective Lage, also einen Strahl a
entsprechend gemein haben. In diesem Falle liegt s in einer
Symmetrie-Ebene a, die @ zum Pol- und Normalstrahle hat und
deren zugeorduete Hauptaxe die Gerade a ist; und weil a zu der
Ebene sa conjugirt und normal ist, so muss auch s" in o liegen.
Also:
»In einer Symmetrie-Ebene a des Kegels zweiter Ordnung giebt
wes zu jedem Strahle s des Biindels einen zugeordneten Strahl
w8, 80 dass je zwei zu einander normale Ebenen der Biischel
8, & beziiglich des Kegels conjugirt sind.**

Dieser Satz ist analog dem Satze (Seite 165), mit dessen
Hiilfe wir zu den Brennpunkten einer Curve zweiter Ordnung
gelangt sind. Er wird uns zu den sogenannten Focalaxen des
Kegels zweiter Ordnung fithren; doch miissen wir vorher die
Frage erledigen, ob und wie viele Symmetrie-Ebenen bei einem
Kegel ‘zweiter Ordnung vorkommen. Wir wollen zunichst be-
weisen, dass der Kegel mindestens eine Symmetrie-Ebene besitzt.

Sei = der Ebenenbiischel, den die conjugirten Normalebenen
aller durch einen Strahl s des Biindels gehenden Ebenen bilden.
Ist er von der ersten Ordnung, so liegt seine Axe in einer Sym-
metrie-Ebene und deren Vorhandensein ist bewiesen. Ist der Biischel
2 von der zweiten Ordnung, so enthilt er jede Symmetrie-Ebene
des gegebenen Kegels als die conjugirte Normalebene der durch
8 und die zugeordnete Hauptaxe gehenden Ebene. Alle Ebenen
M nun, welche den von = eingehiillten Kegel in reellen Strahlen
schneiden, sind von den iibrigen Ebenen ¢ des Biindels getrennt
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durch die Beriihrungsebenen dieses Kegels (vergl. Seite 100). Ist
alSo ¢ die Gerade, in welcher die conjugirten Normalebenen einer
Ebene m und einer Ebene ¢ sich schneiden, so bilden die con-
jugirten Normalebenen aller durch ¢ gehenden Ebenen einen
Ebenenbiischel 7' erster oder zweiter Ordnung, der mit 2 min-
destens zwei und hdchstens vier reelle Ebenen gemein hat. Kine
dieser gemeinschaftlichen Ebenen ist die conjugirte Normalebene
von st; jede andere aber ist zu zwei verschiedenen ihr conjugirten
Ebenen, nimlich zu je einer Ebene der Biischel s und ¢, normal
und folglich auch zu ihrem Polstrahle, der Schnittlinie dieser
beiden Ebenen. Und da jede zu ihrem Polstrahle normale Ebene
eine Symmetrie-Ebene des gegebenen Kegels zweiter Ordnung ist,
so giebt es im Allgemeinen hdchstens drei reelle Symmetrie-
Ebenen, mindestens aber eine solche.

- Jeder Kegel zweiter Orduung besitzt also mindestens eine
Symmetrie-Ebene @ und eine ihr zugeordnete Hauptaxe a. Nun
ist aber leicht zu zeigen, dass sich in der Hauptaze a allemal -
noch zwei Symmetrie-Ebenen rechtwinklig schneiden. Werden
nédmlich in der Symmetrie-Ebene a je zwei Strahlen des Biindels
einander zugeordnet, die beziiglich des Kegels conjugirt sind, so
bilden diese eine Involution, deren Axen b, ¢ zwei Hauptaxen des
Kegels sind; denn z. B. der Strahl b ist conjugirt und zugleich
normal zu ¢ und zu @, seine Polarebene ca ist folglich zu b normal,
und somit eine Symmetrie-Ebene des Kegels. Ist insbesondere
die Strahleninvolution in a rechtwinklig, so ist jeder ihrer Strah-
len eine Hauptaxe, und jede durch @ gehende Ebene eine
Symmetrie- Ebene des Kegels. Sie iiberzeugen sich leicht, dass in
diesem besonderen Falle der Kegel zweiter Ordnung ein Rotations-
kegel oder gerader Kreiskegel ist, der a zar Rotationsaxe hat.
Wir haben so bewiesen:

»Ein Kegel zweiter Ordnung hat im Allgemeinen drei Sym-
,metrie- Ebenen, die sich in den drei Hauptaxen a, b, ¢ recht-
,»Winklig schneiden und ein rechtwinkliges Poldreikant des Kegels
»bilden. Nur der Rotationskegel hat nicht drei, sondern un-
endlich viele Symmetrie-Ebenen, die alle bis auf eine einzige
wdurch die Rotationsaxe gehen.*

Wir wollen nun zu dem Satze zuriickkehren, der uns vorhin
an die Lehre von den Brennpunkten der Curven zweiter Ordnung
erinnerte. Zunichst setzen wir fest:
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wDie Axe f jedes Ebenenbiischels erster Ordnung, dessen zu ein-
ander normale Ebenen hinsichtlich eines Kegels zweiter Ofd-
»nung conjugirt sind, soll eine Focalaxe des Kegels heissen.
wSie ist die Axe einer rechtwinkligen Involution conjugirter
s»Bbenen.‘
Wenn also eine Ebene sich um eine Focalaxe f dreht, so beschreibt
ibre conjugirte Normalebene gleichfalls den Biischel f; die Axe f
liegt folglich in einer Symmetrie-Ebene des Kegels (Seite 216).
Eine Hauptaxe ist, wie leicht einzusehen, nur dann zugleich
Focalaxe des Kegels, wenn dieser ein Rotationskegel und die
Hauptaxe seine Rotationsaxe ist. Die Rotationskegel, welche wir
fortan ausschliessen, haben iibrigens nur je eine Focalaxe, namlich
eben die Rotationsaxe. — Die Verbindungsebene von zwei reellen
Focalaxen f, f' ist eine Symmetrie - Ebene des Kegels, weil
sie den beiden durch f resp. f gehenden und zu ihr normalen
Ebenen conjugirt ist. Durch keine Focalaxe kann an den Kegel
eine reelle Beriihrungsebene gelegt werden, weil die conjugirten
Ebenen einer Focalaxe eine rechtwinklige, elliptische Involution
bilden.

Eine Symmetrie-Ebene a des Kegels zweiter Ordnung wird
nun von zwei beliebigen conjugirten Normalebenen ¢, ¢’ in zwei
solchen Strahlen s, s’ geschnitten, dass jede durch s gehende
Ebene zu einer durch s’ gehenden conjugirt und normal ist
(Seite 216). Die beiden Biischel s, s’ conjugirter Normalebenen
sind projectiv, und werden von einer zweiten Symmetrie- Ebene 8
in zwei projectiven Strahlenbiischeln geschnitten. Diese aber haben
involutorische Lage, weil ihre homologen Strablen in der ném-
lichen Beziehung zu einander sethen wie s und s'; und die Doppel-
strahlen der von ihnen gebildeten Involution sind Focalaxen des
Kegels. Sind die Doppelstrahlen imagindr, so giebt es (vergl.
Seite 161) zwei Axen, aus denen die Involution durch rechtwink-
lige Ebenenbiischel projicirt wird, und diese sind reelle Focalaxen
des Kegels. Mehr als zwei reelle Focalaxen kann der Kegel nicht
haben; denn die Verbindungsebene von zwei reellen Focalaxen ist
allemal eine Symmetrie- Ebene, diese aber kann nicht mehr als
zwei Focalaxen enthalten, und nur bei dem Rotationskegel ist
eine Focalaxe zugleich Hauptaxe.

241 nwDer Kegel zweiter Ordnung hat also zwei reelle Focal-

waxen f, f', die in einer Symmetrie- Ebene liegen, und nur im
,.Falle des Rotationskegels in der Rotationsaxe zusammenfallen.
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wDurch die Focalaxen sind je zwei conjugirte Normalebenen

wharmonisch getrennt;*
denn diese beiden Ebenen schneiden die Symmetrie-Ebene ff’ in
zugeordneten Strahlen der Involution, von welcher f und f”
die Doppelstrahlen: sind. Insbesondere sind durch f.und f* auch
die iibrigen beiden Symmetrie- Ebenen harmonisch getrennt die
von f und f* gebildeten Winkel werden folghch von zwei Haupt-
axen gehilftet.

Wir konnen hiernach die drei Hauptaxen des Kegels wie
folgt unterscheiden: die erste steht auf der Ebene ff  senkrecht
und liegt ausserhalb des Kegels, die zweite liegt innerhalb und
die dritte ausserbalb des Kegels in der Ebene ff". Von den drei
Symmetrie- Ebenen enthilt die erste die beiden reellen Focalaxen
f und f’, die zweite liegt ganz ausserhalb des Kegels und die
dritte schneidet ebenso wie die erste den Kegel in zwei reellen
nScheitel-Strahlen*; die zweite und die dritte Symmetrie-Ebene
enthalten je zwei conjugirt-imagindre Focalaxen des Kegels.

Die Mittelebenen der Flichenwinkel, die von zwei Beriihrungs-
ebenen des Kegels gebildet werden, sind conjugirte Normalebenen
und somit harmonisch getrennt durch die beiden Focalaxzen f, i
sie hilften also anch die Winkel der beiden Ebenen, welche die
Schnittlinie der beiden Beriihrungsebenen mit f und f’ verbinden.
Ebenso beweist man den Satz (vergl. Seite 167 und 177):

wJede Beriihrungsebene eines Kegels zweiter Ordnung bildet
ngleiche Winkel mit den beiden Ebenen, die den Beriihrungs-
wstrahl mit den Focalaxen des Kegels verbinden. Confocale
nKegel zweiter Ordnung schneiden sich deshalb in ihren gemein-
sschaftlichen Strahlen rechtwinklig. Die Polstrablen einer
nlbene ¢ beziiglich confocaler Kegel zweiter Ordnung liegen in
einer zu ¢ normalen Ebene, die von ¢ harmonisch getrennt ist
,durch die beiden Focalaxen.* -

Sei ¢ die Schnittlinie von zwei Beriihrungsebenen des Kegels,
g der Gegenstrahl von f beziiglich der einen und ¢’ der von f’
beziiglich der anderen Beriihrungsebene. Dann bilden die Ebenen
tg und tf’ dieselben Winkel mit einander wie ¢f und ¢g’; und
weil ausserdem / tg= / ¢tf und / tf = / tg’ ist, so sind die
beiden Dreikante g¢f’ und ftg’ congruent und kénnen durch
Drehung um ihre gemeinschaftliche Kante ¢ zur Deckung gebracht
werden. Die Kantenwinkel gf" und fg sind daber gleich; aber
nur der eine von ihnmen #ndert seine Lage, nicht jedoch seine
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Grosse, wenn die eine der beiden Berithrungsebenen an dem Kegel
fortrollt. Daraus folgt:
wDie Gegenstrahlen einer Focalaxe f beziiglich der Beriihrungs-
webenen des Kegels zweiter Ordnung liegen auf einem Rotations-
»kegel, der die zweite Focalaxe f* zur Rotationsaxe -hat.*

Nach dem vorhergehenden Satze muss jeder dieser Gtegen-
strahlen mit der anderen Focalaxe und dem Beriihrungsstrahle der
zugehorigen Berithrungsebene in einer Ebene liegen; und da_der
Beriihrungsstrahl mit der ersteren Focalaxe dieselben Winkel bildet,
wie mit ihrem Gegenstrahle, so ergiebt sich noch:

wDie Summe resp. Differenz der beiden Winkel, die ein be-

wliebiger Strahl des Kegels mit den beiden Focalaxen f und f~

»bildet, ist constant.*
Jenachdem Sie den einen oder den anderen der beiden Neben-
winkel benutzen, welche der Strahl mit der einen Focalaxe bildet,
erhalten Sie eine constante Summe oder eine constante Differenz.
Aus dem Satze folgt, dass der Kegel von seiner ersten Symmetrie-
Ebene ff’ einen grosseren Winkel einschliesst als von der dritten
(vgl. Seite 171).

VYon einer zu der Focalaxe f' normalen Ebene wird der Kegel
in einer Curve zweiter Ordnung geschnitten, von welcher ein
Brennpunkt auf f liegt; denn je zwei beziiglich der Curve con-
jugirte Strahlen dieses Punktes schneiden sich rechtwinklig, weil
sie in zwei conjugirten und daher normalen Ebenen der Focal-
axe f liegen. Wir kionnen deshalb zwei friither bewiesene Sitze
(Seite 169 und 175) ohne Weiteres in folgender Form auf den
Kegel iibertragen: ' )

»Wird eine Focalaxe f eines Kegels zweiter Ordnung ver-
»bunden mit den Beriihrungsstrahlen und mit der Schnittlinie
»von zwei Berithrungsebenen, so bildet die letztere Verbindungs-
nebene gleiche Winkel mit den beiden ersteren.*

nwDie projectiven Strahlenbiischel, in denen zwei Beriih-
mrungsebenen eines Kegels zweiter Ordnung die iibrigen schnei-
nden, werden aus jeder Focalaxe f des Kegels durch gleiche
»und gleichlaufend projective Ebenenbiischel projicirt.*

Sei & die Schnittcurve des Kegels mit einer zu f normalen
Ebene, ¢ eine Tangente dieser Curve zweiter Ordnung, und F ihr
auf f liegender Brennpunkt. Eine durch f senkrecht zu ¢ gelegte
Ebene schneidet dann ¢ in einem Punkte des Kreises, der die
Curve k in den Scheitelpunkten ihrer Hauptaxe beriibrt (Seite 172);
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sie schneidet zugleich die durch ¢ gehende Beriihrungsebene des

Kegels in der rechtwinkligen Projection von f. Daraus folgt:
,,Projicirt man die Focalaxen f, f’ eines Kegels K® zweiter
,,Ordhung rechtwinklig auf dessen Beriihrungsebenen, so liegen
,die Projectionen auf einem Kegel zweiter Ordnung; dieser
,,beriihrt K2 in den beiden Scheitelstrahlen der Ebene ff’ und
,wird von den zu f oder f* normalen Ebenen in Kreisen ge-
,,schnitten.*

246 Wir wenden uns nunmehr zu den ,,cyklischen Ebenen*
der Kegel zweiter Ordnung, die in gewisser Hinsicht den Focal-
axen reciprok sind und folgendermassen definirt werden konnen:

wDie Ebene jedes Strahlenbiischels erster Ordnung, dessen zu

weinander normale Strahlen hinsichtlich eines Kegels zweiter

»Ordnung conjugirt sind, heisst eine cyklische Ebene des

nKegels. Sie enthiilt also eine rechtwinklige Involution con-

wjugirter Strahlen.‘** :
Man nennt diese Ebene deshalb eine ,,cyklische, weil jede zu
ihr parallele Schnittcurve des Kegels ein Kreis ist (vgl. Seite 113).
Niémlich der Mittelpunkt der Curve liegt auf dem Polstrahle der
Ebene; je zwei conjugirte Durchmesser der Curve aber sind zu
einander normal, weil sie zu conjugirten Strahlen der rechtwink-
ligen Involution parallel laufen. Eine Symmetrie- Ebene ist dem-
nach nur dann zugleich cyklische Ebene des Kegels, wenn dieser
ein Rotationskegel, und wenn seine Rotationsaxe die zu der
Symmetrie- Ebene normale Hauptaxe ist. Der Rotationskegel, den
wir jetzt wieder ausschliessen wollen, hat iibrigens nur diese eine
cyklische Ebene.

267 Eine cyklische Ebene hat mit dem Kegel keinen reellen

! Strahl gemein, weil kein reeller Strahl der Ebene sich selbst
conjugirt ist. Zwei cyklische Ebenen schneiden sich in einer
Hauptaxe, nidmlich in einer Geraden, zu welcher in jeder der Ebe-
nen ein Strahl conjugirt und normal ist. Bezeichnen wir iiber-
haupt zwei Strahlen des Biindels, dem der Kegel angehort, als
weonjugirte Normalstrallen*, wenn sie zu einander normal und
hinsichtlich des Kegels conjugirt sind, so ist leicht einzusehen,
dass zu jedem Strahle ! des Biindels mit Ausnahme der drei
Hauptaxen nur ein conjugirter Normalstrahl I’ existirt; in I’
némlich schneiden sich die Polarebene und die Normalebene des
Strahles 1. : ,

Wenn nun der Strahl ! im Biindel einen beliebigen Strahlen-



2¢ €

222 Achtzehnter Vortrag.

biischel n beschreibt, so beschreiben seine Polar- und seine Normal-
ebene zwei zu 7 projective Ebenenbiischel, und es ergiebt sich:
,Wenn ein Strahl ! im Blindel sich in einer Ebene 7 bewegt,
,.50 beschreibt sein conjugirter Normalstrahl !’ im Allgemeinen
weinen Kegel zweiter Ordnung, der den Polstrahl und die
»wNormale der Ebene %, ausserdem aber die drei Hauptaxen
»des gegebenen Kegels enthiilt. Nur dann beschreibt auch !’
meinen Biischel erster Ordnung 7', wenn % durch eine Haupt-
waxe geht, und in diesem Falle enthdlt auch %' diese Haupt-
naxe.t
Némlich in diesem Specialfalle liegen die beiden zn 7 projectiven
Ebenenbiischel perspectiv. Die Beziehung zwischen den conjugirten
Normalstrahlen des Biindels ist eine involutorische zweiten Grades,
die ebenso wie diejenige zwischen den conjugirten Normalebenen
zur Bestimmung der Hauptaxen des Kegels zweiter Ordnung be-
nutzt werden kann. Sie fiihrt zu allen cyklischen Ebenen des
Kegels, d. h. zu allen denjenigen Ebenen 7, welche mit den zu-
gehorigen Ebenen 7' zusammenfallen.

Die Ebenen einer Hauptaxe a sind paarweise einander zu-
geordnet, so dass zwei conjugirte Normalstrahlen I, I’ allemal
in zugeordneten Ebenen 7, %" von a liegen; und zwar sind die
beiden Biischel M, %' conjugirter Normalstrahlen projectiv, wie
aus dem Vorhergehenden sich ergiebt. Aus einer zweiten Haupt-
axe b werden die Biischel %, %' durch projective Ebenenbiischel
projicirt; diese aber liegen involutorisch, weil ihre homologen
Ebenen in derselben Beziehung zu einander stehen, wie die Ebe-
nen v und . Die beiden Doppelebenen der Involution b sind
cyklische Ebenen des Kegels zweiter Ordnung, wie ohne Wei-
teres einleuchtet. :

Durch jede der drei Hauptaxen gehen also zwei cyklische
Ebenen des Kegels; diese Ebenen sind jedoch conjugirt-imagindr
fiir zwei Hauptaxen, und nur in einer der drei Hauptaxen schuei-
den sich zwei reelle cyklische Ebenen x und »’ (vgl. Seite 218).
Denn giébe es mehr als zwei, etwa drei reelle cyklische Ebenen,
s0 miissten sie sich in den drei Hauptaxen schneiden, also mit
den Symmetrie-Ebenen zusammenfallen, was nach friiheren Be-
merkungen unmdglich ist. Also: '

. Bin Kegel zweiter Ordunung hat zwei reelle cyklische Ebenen
w¥, %, die sich in einer Hauptuxe schneiden und nur dann zu-
,,sammenfallen, wenn der Kegel ein Rotationskegel ist. Der Kegel
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»wird von den Az{x % oder » parallelen Ebenen in Kreisen ge-
»schnitten. Dureh die cyklischen Ebenen x, x' sind je zwei
neonjugirte Normalstrahlen harmonisch getrennt;*
denn diese Strahlen liegen in zwei zugeordneten ]Sbenen der In-
volution, von welcher x und x  die Doppelebenen sind. Insbeson-
dere sind die beiden von xx' verschiedenen Hauptaxen durch x
und % harnmonisch getrennt. -Von den drei Symmetrie-Ebenen
des Kegels hilften folglich zwei die von den cyklischen Ebenen
%, % gebildeten Flichenwinkel; die dritte steht auf % und ¥’
normal. — Da die Mittellinien' der beiden Nebenwinkel, die von
irgend zwei Strahlen des Kegels gebildet werden, zwei conjugirte
Normalstrahlen, also durch x und %' harmonisch hetrennt sind, so
ergiebt sich der Satz:
,,Bringt man die Verbindungsebene von zwei beliebigen Strahlen
wdes Kegels mit den cyklischen Ebenen zum Durchschnitt, so
,,bildet die eine Schnittlinie mit dem einen Strahle denselben
»Winkel, wie der andere Strahl mit der anderen Schnittlinie.*
Ebenso leicht beweist man:
»Der ebene Winkel, den die cyklischen Ebenen auf irgend
,einer Berithrungsebene des Kegels begrenzen, wird von dem
,Beriihrungsstrahle gehilftet. Zwei concyklische Kegel beriihren
nfolglich ihre gemeidschaftlichen Tangentialebenen in je zwei
,zu einander senkrechten Strahlen. Die Polarebenen eines
,»Strahles ! beziiglich concyklischer Kegel zweiter Ordnung
»schneiden sich in einer zu ! normalen Geraden, die von / har-
»monisch getrennt ist durch die beiden cyklischen Ebenen der
»Kegel.* -
Zwei conjugirte Normalstrahlen sind harmonisch getrennt
durch die Beriihrungsebenen von je zwei Kegelstrahlen, die mit
einem von ihnen in einer Ebene liegen; hieraus komnen Sie ohne
Schwierigkeit die Folgerung ziehen:
,Bringt man eine cyklische Ebene znm Durchschnitt mit zwei
yBerithrungsebenen des Kegels und mit der Verbindungsebene
wder beiden Beriihrungsstrahlen, so bildet die letztere Schnitt-
»linie gleiche Winkel mit den beiden ersteren.**

Nehmen Sie noch eine dritte, bewegliche Berithrungsebene zu

Hiilfe, so konnen Sie (nach Analogie von Seite 175) weiter schliessen:
»Die Ebenen, durch welche ein beweglicher Strahl des Kegels
nzweiter Ordnung aus zwei festen Kegelstrahlen projicirt wird,
»begrenzen auf jeder der beiden cyklischen Ebenen Winkel von
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sconstanter Grosse. Zwei projective Ebeunenbiischel, die den
wKegel erzeugen, werden folglich von jeder cyklischen Ebene
win projectiv gleichen und gleichlaufenden Strahlenbiischeln ge-
.schuitten.*®
Die meisten dieser Satze iiber die cyklischen Ebenen und
poch manche andere lassen sich aus analogen Sitzen iiber die
Focalaxen der Kegel zweiter Ordnung ableiten, wenn man recht-
winklig auf einander bezogene Strahlenbiindel zu Hiilfe nimmt.
Wir nennen zwei Biindel S, S, rechtwinklig auf einander be-
zogen, wenn jeder Ebene des einen der zu ibr normale Strahl des
anderen zugewiesen ist, also auch jedem Ebenenbiischel des einen
ein zu ihm projectiver Strahlenbiischel des anderen, dessen Ebene
auf der Axe des Ebenenbiischels normal ist. Vier harmonischen
Ebenen des einen Biindels entsprechen demnach allemal vier har-
monische Strahlen des anderen, die beziehlich zu jenen Ebenen
normal sind. Zwei Elemente des Biindels S bilden dieselben
Winkel mit einander, wie die ihnen entsprechenden Elemente des
Biindels S,. Die Strahlen des einen Biindels schneiden die ent-
sprechenden Ebenen des anderen in den Punkten einer Kugelfliche.
Den Strahlen eines Kegels zweiter Ordnung im Biindel S
entsprechen in S, die Beriilhrungsebenen eines Kegels zweiter
Ordnung; denn denken wir uns jenen Kegél durch zwei projective
Ebenenbiischel erzeugt, so erscheint dieser als Erzeugniss der ent-
sprechenden beiden projectiven Strahlenbiischel. Zwei Strahlen,
die durch den einen Kegel harmonisch getrennt sind, entsprechen
zwei Ebenen, die durch zwei Berithrungsebenen des anderen
Kegels harmonisch getrennt sind; woraus folgt, dass conjugirten
Elementen allemal conjugirte Elemente entsprechen. Zwei zu ein-
ander normalen Strahlen oder Ebenen, die beziiglich des einen
Kegels conjugirt sind, entsprechen demuach zwei zu einander nor-
male Ebenen resp. Strahlen, die conjugirt sind beziiglich des
anderen Kegels. Und jeder cyklischen Ebene des einen Kegels
entspricht folglich eine Focalaxe des apderen, desgleichen jeder
Symmetrie- Ebene des einen eine Hauptaxe des anderen. Wir
konnen deshalb die Eigenschaften der Focalaxen ohne Weiteres in
solche der eyklischen Ebenen eines Kegels zweiter Ordnung iiber-
setzen, und erhalten so beispielsweise den Satz (vergl. Seite 220):
»Die Summe resp. Differenz der beiden Winkel, die eine Be-
writhrungsebene des Kegels mit den beiden cyklischen Ebenen
,bildet, ist constant.‘
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Sind zwei rechtwinklig auf einander bezogene Kegel zweiter
Ordnung gegeben, so entspricht jeder von dem einen Kegel aus-
geschlossenen Ebene ein zu ibr normaler, von dem anderen Kegel
eingeschlossener Strahl. Und wenn von allen ebenen Winkeln,
die der zweite Kegel einschliesst, der grosste derjenige ist, worin die
reellen Focalaxen f, f' liegen, so muss von allen Flichenwinkeln,
die den ersteren Kegel ausschliessen, der seine cyklischen Ebenen
enthaltende der grosste sein. Da nun in der That ein Kegel
zweiter Ordnung von seiner ersten Symmetrie-Ebene ff  einen
grosseren Winkel einschliesst als von der dritten (Seite 220), so
finden wir:
wDie cyklischen Ebenen x, %' eines Kegels zweiter Ordnung
wschneiden sich in der dritten Hauptaxe, die mit der zweiten
nwHauptaxe und den beiden reellen Focalaxen in der ersten
nwSymmetrie-Ebene, aber ausserhalb des Kegels liegt.*
Die beiden ersten Symmetrie- Ebenen des Kegels hilften demnach
die von x und x’ gebildeten Flichenwinkel; dagegen ist die dritte
Symmetrie- Ebene zu » und %" normal.

Ein Kegel zweiter Ordnung und eine mit ihm concentrische
Kugel haben mit einander einen ,,sphérischen Kegelschnitt'* ge-
mein. Die Kugel schneidet jede Symmetrie-Ebene des Kegels in
einer ,,Axe‘* des sphirischen Kegelschnitts, jede eyklische Ebene in
einer ,,cyklischen Linie*, jede Beriihrungsebene in einer sphirischen
, Tangente*, jede Hauptaxe in zwei ,,Mittelpunkten* und jede
Focalaxe des Kegels in zwei ,,Brennpunkten* des sphirischen
Kegelschnittes. ’

Der sphiirische Kegelschnitt ist eine Zwillingscurve, d. h. er
besteht aus zwei getrennten, gleichen Linien, deren Punkte ein-
ander paarweise diametral auf der Kugel gegeniiberliegen. Im
Allgemeinen hat er drei paar Mittelpunkte, in denen seine drei
Axen sich rechtwinklig schneiden, ferner zwei reelle cyklische
Linien und zwei paar reelle Brennpunkte. Durch die vier Brenn-
punkte und die beiden Mittelpunkte, in demen die cyklischen
Linien sich schneiden, geht die erste Axe; die zweite Axe liegt
ganz ausserhalb des sphérischen Kegelschnittes und hat mit der
ersten jene beiden Mittelpunkte gemein; die dritte Axe schneidet
die beiden cyklischen Linien rechtwinklig und enthélt ebenso wie
die erste zwei paar reelle Scheitelpunkte des Kegelschnittes. In
einem besonderen Falle besteht der sphérische Kegelschnitt aus

zwei gleichen Kugelkreisen; er hat dann unendlich viele Mittel-
Reye, Geometrie dex Lage. I. 4. Aufl 15
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punkte, aber nur ein paar reelle Brennpunkte, die zugleich Mittel-
punkte sind.

Alle Eigenschaften des Kegels zweiter Ordnung, die sich auf
seine Symmetrie- Ebenen, Hauptaxen, Focalaxen und cyklischen
Ebenen beziehen, kdnnen auf den sphiirischen Kegelschnitt tiber-
tragen werden. So ergiebt sich u. A.:

nBewegt sich ein Eckpunkt eines sphérischen Dreiecks so
nauf der Kugel, dass der Umfang des Dreiecks constant bleibt,
»80 beschreibt er einen sphiirischen Kegelschnitt, der die ande-
»ren beiden Eckpunkte zu Brennpunkten hat* (Seite 220).

nwBewegt sich eine Seite eines sphirischen Dreiecks so,
»dass die Fliche des Dreiecks constant bleibt, so umbhiillt sie
neinen sphirischen Kegelschnitt, von welchem die anderen bei-
nden Dreieckseiten die cyklischen Linien sind.*




Constructions-Aufgaben und Lehrsitze.

/. Harmonische @Gebilide.

1. Zu drei Elementen eines einformigen Grundgebildes das
vierte harmonische zu construiren (Seite 41 und 47).

2. Nach dem unzuginglichen Schnittpunkte von zwei Ge-
raden aus einem gegebenen Punkte eine dritte (terade zu ziehen
(Seite 4 und 44).

3. Ohne Benutzung des Zirkels eine Strecke AC zu hilften,
wenn eine Parallele zu der Geraden AC gegeben ist (Seite 48).

4. In der Ebene sind gegeben ein Parallelogramm und eine
beliehige Strecke AC; ohne Hiilfe des Zirkels soll AC gehilftet
und zu AC eine Parallele gezogen, sodann AC ver-n-facht oder
in n gleiche Theile zerlegt werden (Seite 46—49).

5. Sind 4, B, C, D vier harmonische Punkte und beschreibt
man iiber dem Durchmesser AC einen Kreis, von welchem S ein
beliebiger Punkt ist, so- wird der von dem Winkel BSD einge-
schlossene Bogen des Kreises entweder von A4 oder von C ge-
hilftet (Seite 47).

8. Zwischen den Schenkeln a, b eines kae]s 1st eine Ge-
rade AB so zu ziehen, dass sie in einem gegebenen Punkte P
gehilftet wird, oder auch so, dass der Punkt A4 die Strecke PB
hilftet (Seite 47).

7. Wenn zwei Punkte von einem dntten durch je zwei
Gegenkanten eines Tetragders harmonisch getrennt sind, so sind
sie von einander durch das dritte paar Gegenkanten harmonisch
getrennt. Denn die Ebene der drei Punkte schneidet das Tetradder
in einem vollstindigen Vierseit, dessen Diagonalen in den drei
Punkten sich schneiden.

15*
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7. Projective Verwandtschaft einformiger @rundgebilde. s /~%.;

8. Zwei Punktreihen u, u, werden perspectiv auf einander
bezogen und sodann in schiefe Lage gebracht, also beliebig gegen
einander verschoben. Es sind die Verbindungslinien ihrer homo-
logen Punkte zu zeichnen, und damit der von » und wu, erzeugte
Strahlenbiischel zweiter Ordnung zu construiren.

9. Zwei Strahlenbiischel werden perspectiv auf einander be-
zogen und sodann durch Verschiebung oder Drehung in schiefe
Lage gebracht; die von ihnen erzeugte Curve zweiter Ordnung,
auf der die Schnittpunkte ihrer homologen Strahlen liegen, ist
zu zeichnen.

10. Zwei Punktreihen u, 4, liegen perspectiv zu einer drit-
ten uy; der von ibnen erzengte Biischel zweiter Ordnung ist za
zeichnen.

11. Zwei Strahlenbiischel S, S; liegen perspectiv zu einem
dritten S;; die von ihnen erzeugte Curve zweiter Ordnung ist zu
zeichnen,

12. Von zwei projectiven Punktreihen u, u, sind drel paar
homologe Punkte 4 4,, BB,, CC, gegeben; zu einem beliebigen
Punkte D von u ist der entsprechende Punkt D, von w, zu con-
gtruiren (Seite 64 und 74), tiberbaupt ist der von » und u, er-
zeugte Strahlenbiischel erster oder zweiter Ordnung zu zeichnen:
Der erste Theil der Aufgabe ist auch fiir den Fall auszufiibren,
wenn % und %, in derselben Geraden liegen.

13. Zu der vorhergehenden Aufgabe die reciproke aufzu-
stellen und auszufithren (Seite 74).

14. Zwei projective Strahlenbiischel oder Punktreihen in per-
spective Lage zu bringen (Seite 59).

15. Eine Punktreihe und einen zu ihr projectiven Strahlen-
biischel in perspective Lage zu brmgen

16. Liegen die Eckpunkte eines einfachen Sechsecks
AB,CA,BC, abwechselnd auf zwei Geraden u, u,, etwa
A, B, C auf u und 4,, B,, C; auf u,, so liegen auch die Schnitt-
punkte 4, By, C; der drei paar Gegenseiten des Sechsecks auf
einer Geraden u, (Seite 86). Dieser Satz findet sich schon in den
Collectiones’ des Pappus, lib. VIL. — Die den Satz erlduternde
Figur ist ebenso wie die friiher (Seite b) besprochene Fig. 3 wegen
ihrer Regelmassigkeit beachtenswerth; sie besteht namlich aus neun
Punkten, die zu dreien auf neun Geraden liegen, und diese neun
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Geraden gehen zu dreien durch die neun Punkte. Durch dieselbe
Figur wird auch der reciproke Satz dargestellt. Wie lautet dieser?

4 17. In dem einen von zwei perspectiven Strahlenbiischeln
sollen zwel zu einander narmale Strahlen construirt werden, denen
in dem anderen Biischel zwei gleichfalls zu einander normale
Strahlen entsprechen. Aus der Auflésung dieser Aufgabe folgt:
" 18. In zwei projectiven Strahlenbiischeln, deren Mittelpunkte
nicht unendlich fern liegen, giebt es allemal zwei einander ent-
sprechende rechte Winkel (Steiner). .

19. Liegen ein Strahlenbiischel S und ein Ebenenblischel u
perspectiv, so steht die Axe von u normal auf einem der beiden
zu einander rechtwinkligen Strahlen von S, denen in u zwei zu
einander rechtwinklige Ebenen entsprechen. Von dieser Bemerkung
ausgehend, findet man, dass die folgenden beiden Aufgaben je
zwei Losungen haben.

20. Gegeben ein Strahlenbiischel S und ein zu ihm projec-
tiver Ebenenbiischel %; es soll: :

a. durch irgend einen Punkt eine Ebene gelegt werden, die
den Biischel u in einem mlt 8 congruenten Strahlenbischel
schneidet;

" b. ein Axe construirt werden, aus welcher der Biischel S durch

einen mit » congruenten Ebenenbiischel projicirt wird. .

21. Einen Strahlenbiischel S und einen Ebenenbiischel % in
solche gegenseitige Lage zu bringen, dass drei gegebene Kbenen
o, @ y von u durch drei gegebene Strahlen a, b, ¢ von S gehen
(Aufg. 20).

22. Die Mantelfliche afy eines dreiseitigen Prismas in einem
Dreieck abc zu schneiden, das einem gegebenen Dreieck .a, b, ¢,
dhnlich ist. Diese Aufgabe kann auf die vorhergehende guriick-
gefiihrt werden.

3. Curven, Biischel und Kegel zweiter Ordnung. ¢ /a7

23. Von einer Curve zweiter Ordnung sind gegeben fiinf
Punkte, oder vier Punkte und die Tangente an einem, oder drei
Punkte und die Tangenten an zwei von ihnen; die Curve mittelst
projectiver Strahlenbiischel zu construiren (Seite 73—175).

24. Von einem Biischel zweiter Ordnung sind gegeben fiinf
Strahlen, oder vier Strahlen und der Beriihrungspunkt in einem,
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oder drei Strahlen und die Beriihrungspunkte in zwei von ihnen;
den Biischel mittelst projectiver Punktreihen zu construiren
(Seite 73—175).

28. Die drei Aufgaben 23 mit Hiilfe des Pascal’schen Satzes
zu léeen, und namentlich:

a. auf beliebigen Geraden, die durch je einen schon bekannten
Curvenpunkt gehen, jedesmal den zweiten Curvempunkt zu
bestimmen ;

b. an jedem gegebenen oder construirten Punkte der Carve die
Tangente zu zeichnen (Seite 82).

26. Die drei Aufgaben 24 mit Hiilfe des Lehrsatzes von
Brianchon zu 13sen, und namentlich:

8. durch beliebige Punkte eines schon bekannten Strahles jedes-
mal den zweiten Strahl des Biischels zweiter Ordnung zu
ziehen;

b. in jedem gegebenen oder construirten Strahle des Biischels
den Beriihrungspunkt zu bestimmen (Seite 82).
Anmerkung. Die Aufgaben 25 und 26 enthalten eine groese Anzahl

besonderer Aufgaben, und jede von diesen lfiest sich auf verschiedeme Arten
18sen, indem man ausser dem Sitzen fiber das Sechseck in der Curve oder
im Biischel sweiter Ordnung auch die tiber das Finfeck, Viereck oder Drei-

eck benutzen kann. Als specielle Fdlle der Aufgaben 25 und 26 nennen
wir die folgenden drei:

WV 27. Eine Hyperbel zu zeichnen, von welcher ausser den bei-
den Asymptoten noch entweder ein Punkt oder eine Tanqente
gegeben ist.

v 28. Eine Parabel zu zeichnen, wenn von ihr vier Tangenten

gegeben sind, oder drei Tangenten und der Berithrungspunkt in
einer von ihnen, oder zwei Tangenten mit ihren Beriihrungs-
punkten.
v 29. Eine Hyperbel zu zeichnen, von welcher drei Punkte und
die Richtungen der beiden Asymptoten gegeben sind.
Wie ordnen sich die Aufgaben 27, 28, 29 den Aufgaben 23
und 24 unter?
¢ - 80. Zu beweisen, dass der Kreis eine Curve zweiter Ordnung
ist, und dass seine Tangenten einen Biischel zweiter Ordnung
bilden. Unter welchem Winkel wird der Abschnitt einer beweg-
lichen Kreistangente, der zwischen zwei gegebenen Tangenten
liegt, vom Mittelpunkte aus gesehen?
o 31. Eine Punktreihe » und ein Biischel S erster Ordnung
liegen in einer Ebene und sind projectiv auf einander bezogen;
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dann umhiillen die Geraden, die durch je einen Punkt von #
gehen und mit dem entsprechenden Strahle von S einen constanten
Winkel bilden, eine Parabel, falls sie nicht alle darch einen
Punkt gehen (vergl. Seite 94). Die Parabel wird auch von u
beriihrt. -

32, Wenn ein Winkel von gegebener Grosse sich so in der
Ebene bewegt, dass sein Scheitelpunkt eine Gerade w beschreibt
und der eine Schenkel sich um einen gegebenen Punkt S dreht,
so umhiillt der andere Schenkel eine Parabel; diese wird von w
beriihrt.

83. Ein verinderliches Dreieck 4S54, bewege sich so in
der Ebene, dass die Endpunkte 4, 4, der Grundlinie zwei Ge-
rade u, u, beschreiben und der Winkel an der Spitze S sich
ohne Aenderung seiner Grésse um seinen Scheitelpunkt dreht.
Dann umhiillt die Grundlinie 4.4, eine Curve zweiter Ordnung,
die # und u, beriihrt. (Nach Seite 175 ist S ein Brennpunkt
der Curve.)

34. Die Grundlinie 4 4, eines verinderlichen Dreiecks 4 PA,
sei der Grosse nach gegeben und gleite auf einer festen Geraden
%, wibrend die anderen beiden Seiten P4, P4, sich um zwei
feste Punkte S, S, drehen. Dann beschreibt die Spitze P eine
Hyperbel, die darch S und S; geht und die Gerade % zar Asymp-
tote hat. Hierans folgt:

85. Wern zwei projective Strahlenbiischel eine Hyperbel er-

.zeugen, so werden sie von jeder Asymptote der Hyperbel in con-

G v
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gruenten, gleichlanfenden Punktreihen geschnitten.

86. Drehen sich zwei Winkel ab und a,b, von gegebener
Grosse in ihrer Ebene dergestalt um ihre festen Scheitel S und
8S,, dass von den vier Schnittpunkten ihrer Schenkel einer aa,
eine Gerade beschreibt, so bewegt sich ‘jeder der fibrigen drei
Schnittpunkte bb,, ab,, a,b auf einer durch S und S; gehenden
Curve zweiter Ordnung (Newton’s organische Beschreibung der
Kegelschnitte). :

87. Fillet man aof die Ebenen eines Ebenenbiischels ¢ Nor-
malen aus einem beliebigen Punkte P, so liegen deren Fusspunkte
auf einem Kreise; dieser hat das von P auf die Axe a gefillte
Loth zur Durchmessersehne, und seine Ebene steht auf a senk-
recht. — Daraus folgt:

38. Legt man darch die Schenkel a, @, eines schiefen Winkels
alle moglichen Paare normaler Ebenen, so schneiden sich diese.
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normalen Ebenen in den Strahlen eines durch a und a, gehenden
Kegels zweiter Ordnung. Jede zu a oder a, normale Ebene
sohneidet den Kegel in einem Kreise, und jede zur Ebene aa,
normale Ebene schneidet ibn in einer Curve zweiter Ordnung,
von welcher eine Axe in aa, liegt. Der Kegel heisst nach
Schroter ein ,orthogonaler Kegel.

39. Den orthogonalen Kegel zweiter Ordnung erhilt man
such mit Hiilfe einer Ebene a, die im Punkte aa, auf a, senk-
recht steht. Lisst man némlich einen rechten Winkel, in dessen
Scheitelpunkte a und a sich schneiden, so sich bewegen, dass
seine Ebene stets durch die Gerade a geht und der eine Schenkel
die Ebene a beschreibt, so beschreibt der andere Schenkel den
orthogonalen Kegel.

40. Fillet man aus einem Punkte P Normalen auf die Strah-
len eines Biischels S erster Ordnung, so liegen deren Fusspunkte
auf einem Kreise; die Normalen aber liegen auf einem orthogo-
nalen Kegel zweiter Ordnung, wenn nicht P in der Ebene des
Biischels liegt.

.41, Wenn zwei concentrische Strahlenbiischel, deren Ebenen
sich unter schiefen Winkeln schneiden, so auf einander bezogen
werden, dass je zwei homologe Strablen auf einander senkrecht
stehen, so erzeugen sie einen Ebenenbiischel zweiter Ordnung.
Mit anderen Worten: Wenn ein rechter Winkel sich so um seinen
Scheitel dreht, dass seine Schenkel sich in zwei Ebenen bewegen,
80 umhiillt seine Ebene einen Kegel zweiter Ordnung, der jene
beiden Ebenen beriihrt.

42, Fillet man auf die Beriihrungsebenen eines Kegels zwei-
ter Ordnung aus einem beliebigen Punkte Normalen, so liegen
diese aof einem zweiten Kegel zweiter Orduung. Namlich die
Beriihrungsebenen werden durch zwei projective Strahlenbiischel
erzeugt, und aus diesen kdnnen sofort zwei projective Ebenen-
biischel erster Ordnung abgeleitet werden, die den zweiten Kegel
erzeugen.

43. Der geometrische Ort eines Punktes S, aus welchem ein
ebenes Viereck KL MN durch einen harmonischen Strahlenbiischel
S(KLMN) projicirt wird, ist eine dem Viereck umschriebene
Curve zweiter Ordnung (Seite 79). Construirt man zu NK, NL
und NM den vierten harmonischen Strahl n, so beriihrt dieser
im Punkte N die Curve, die hiernach leicht construirt werden
kann. )

.Y -
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44. Der geometrische Ort einer Geraden u#, die ein ebenes
Vierseit klmn in einer harmonischen Punktreihe % (kImn) schnei-
det, ist ein Biischel zweiter Ordnung, dem die vier Geraden %, I,
m, n angehoren (Seite 79). Der Beriihrungspunkt des Strahles
n ist von dem Punkte #/ harmonisch getrennt durch nk und nm.
— Die Geraden, auf denen die Seiten eines gegebenen Dreiecks
je zwei gleiche Abschnitte begrenzen, umhiillen drei verschiedene
Parabeln.

45. Wir wollen mit v. Staudt eine Gruppe von vier in be-
stimmter Reihenfolge angenommenen Elementen A, B, C, D eines
einférmigen Grundgebildes einen ,,Wurf* nennen. Zwei Wiirfe
ABCD und abed heissen projectiv, wenn die beiden Grundgebilde,
in denen sie liegen, projectiv so auf einander bezogen .werden
kbnnen, dass den Elementen 4, B, C, D des einen die Elemente
a, b, ¢, d des anderen entsprechen.

Die Sitze 43 und 44 lassen sich dann folgendermassen ver-
allgemeinern:

46. Sei abcd ein gegebener Wurf (bestehend etwa aus vier
Strahlen eines Biischels erster Ordnung); dann liegen alle Punkte
S, aus denefi ein beliebiges Viereck KL MN durch einen zu abcd
projectiven Wurf S(K L MN) projicirt wird, auf einer dem Viereck
umschriebenen Curve zweiter Ordnung. Wie construirt man deren
Tangente im Punkte N? (Vgl. Nr. 43.)

47. Sei ABCD ein gegebener Wurf, dann beriihren alle
Geraden %, die ein ebenes Vierseit klm#n in einem zu ABCD
projectiven Wurfe u(klmn) schneiden, eine dem Vierseit einge-
schriebene Curve zweiter Ordnung. Wie construirt man den Punkt,
worin n diese Curve beriihrt? (Vgl. Nr. 44.)

48. Wenn zwei Dreiecke ABC und D,E,F, einer Curve
zweiter Ordnung %2 eingeschrieben sind, so sind sie auch einer
Curve zweiter Ordnung umschrieben; und umgekehrt. Niwmlich
die Wiirfe A(BCE, F,) und D,(BCE, F)) sind projectiv, weil sie
in den projectiven, die Curve %? erzeugenden Biischeln 4 und D,
einander entsprechen. Ist nun B,C, E, F, der Schnitt des Biischels
A(BCE,F,) mit der Geraden E,F,, und BCEF der Schnitt des
Biischels D, (BCE, F,) mit der Geraden BC, so sind auch B,C, E, F;
und BCEF projective Wiirfe; die sechs Seiten der Dreiecke,
némlich BC, BB,, CC,, E\F,, EE; und FF,, sind also wirklich
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Strahlen eines Biischels zweiter Ordnung. — Die Umkehrung
des Satzes wird analog bewiesen.

+ Pol und Polare; Durchmesser der Curven zweiter Ordnung.
£ 09 Vntiag.
49. Beziiglich einer Curve zweiter Ordnung von einer ge-
gebenen Figur die polare F' zu zeichnen, d. h. von ihren Punk-
ten die Polaren und von ihren Geraden die Pole zu construiren
(Seite 99). Beispiele: ein Polygon und eine beliebige krumme
Linie.
~ 50, An eine gegebene Curve zweiter Orduung aus einem
-beliebigen Punkte Tangenten zu ziehen ohne Benutzung des Zir-
kels (Seite 99).
51. Bewegen sich zwei Tangenten einer Curve zweiter Ord-
nung 8o,

dass die Verbindungslinie ihrer | dassihr Schnittpunkt eine zweite
Berithrungspunkte eine zweite | Curve zweiter Ordnung durch-
Curve zweiter Ordnung einhiillt, | 18uft,so umhiillt dieVerbindunges-
- 80 beschreibt ihr Schnittpunkt | linieihrer Beriihrungspunkteeine
eine dritte Curve zweiter Ord- | dritte Curve zweiter Ordnung.
nung. ‘
Die zweite und die dritte Curve.sind reciproke Polaren be-
ziiglich der ersten (Seite 104).

52. Durch lineare Constructionen die Polare eines Punktes
oder den Pol einer Geraden hinsichtlich einer Curve zweiter Ord-
nung zu bestimmen, die durch fiinf Bedingungen, z. B. durch finf
Punkte oder fiinf Tangenten, gegeben ist, aber nicht gezeichnet
vorliegt. (Vgl. Nr. 23—26.)

53. Kine Curve zweiter Ordnung sei gegeben: darch fiinf
Bedingungen, z. B. durch vier Tangenten und den Beriihrungs-
punkt in einer oder durch drei Punkte und die Tangenten an zwei
von ihnen. Es sollen beliebig viele Durchmesser und der Mittel-
punkt der Curve construirt werden. (Nr. 52.)

54. In einer gegebenen Curve zweiter Ordnung eine Sehmne
so zu ziehen, dass sie in einem gegebenen Punkte P gehilftet
wird. ‘

55. Die Sehnen einer Curve zweiter Ordnung, die von einer
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gegebenen Geraden gehiilftet werden, umhiillen i. A. eine Parabel
(Reite 94).

56. Von einer Eilipse oder Hyperbel sind gegeben zwei paar
conjugirte Durchmesser und entweder ein Punkt oder eine Tan-
gente; beliebig viele Punkte oder Tangenten der Curve zu con-
struiren (Seite 113)

57. Von einer Curve zweiter Ordnung sind gegeben zwei
Punkte oder Tangenten und ein paar conjugirte Durchmesser,
oder auch drei Punkte.oder Tangenten und der Mittelpunkt; die
Curve zu construiren (Seite 111 und 113).

58. Eine Parabel zu construiren, wenn von ihr gegeben sind
drei Punkte oder Tangenten und die Richtung der Durchmesser
(Seite 111), oder aber zwei Punkte oder Tangenten und die Axe.

59. Eine Parabel ist gegeben durch vier Tangenten, die Axe
zu construiren.

60. Eine Curve zweiter Ordnung zu eonstrmren, wenn von
ihr drei Punkte oder Tangenten und eine Axe gegeben sind.

61. Eine Hyperbel zu construiren ans den Asymptoten und
einem Punkte oder einer Tangente (Seite 116 und 118).

62. Von einer gegebenen Curve zweiter Orduung die Axen
zu zeichnen (Seite 115).

63. Projectiv gleiche Strahlenbilschel, die schief in einer
Ebene liegen, erzeugen einen Kreis oder eine gleichseitige Hyperbel,
jenachdem sie gleichlaufend sind oder nicht.

64. Fir wie viele Punkte oder Tangenten zihlen bei der .
Bestimmung einer Curve zweiter Ordnung a) der Mittelpunkt,
b) eine Axe, c¢) zwei conjugirte Durchmesser, d) ein Poldreieck,
e) eine Asymptote, f) ein Punkt und seine Polare, g) zwei con-
jugirte Punkte oder Strahlen, h) ein Durchmesser?

65. Fillet man aus einem Punkte S auf die Durchmesser
einer Curve k?* zweiter Ordnung Normalen, so schneiden diese die
resp. conjugirten Durchmesser in den Punkten einer durch S und
den Mittelpunkt von %? gehenden Hyperbel, deren Asymptoten
mit den Axen von %* parallel laufen. Anf dieser gleichseitigen
Hyperbel liegen die Fusspunkte aller durch S gehenden Normalen
von k* (Apollonius). An eine Curve zweiter Ordnung konnen
deshalb aus keinem Punkte mehr als vier Normalen gezogen wer-
den. — Die Hyperbel beschreibt einen Kegelschnittbiischel, wenn
S eine Gerade beschreibt.

66. Projicirt man eine Curve zweiter Ordnung aus den End-
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punkten einer Durchmessersehne auf zwei Gerade, die zu con-
jugirten Durchmessern der Curve parallel sind, so erhidlt man
(Seite 113) projectiv @hnliche Punktreihen, die also proportional
getheilt sind. FEine bekannte, sehr einfache Construction der
Ellipse oder Hyperbel griindet sich auf diesen Sata.

87. Projicirt man eine Parabel aus einem ihrer Punkte auf
irgend einen Durchmesser ¥ und zugleich aus ihrem unendlich
fernen Punkte auf eine beliebige Gerade u,, so erhilt man in u
und %, zwei projectiv dbnliche Punktreihen. Hieraus folgt eine
sehr einfache Parabel-Construction.

68. In Bezug auf zwei gegebene Curven zweiter Ordnung
hat jeder Punkt A der Ebene zwei Polaren, und wir kdnnen deren
Schnittpunkt 4, dem Punkte A zuorduen. Die beiden Polaren
von A, gehen dann durch A4, und je zwei einander zugeordnete
Punkte, wie 4 und 4,, sind hinsichtlich beider Curven conjugirt.
Ebenso kénnen wir je zwei Strahlen der Ebene einander zuordnen,
die in Bezug auf beide Curven conjugirt sind. Ich behaupte nun
(vergl. Seite 104):

Wk o

Den Punkten einer Geraden
sind im Allgemeinen die Punkte
eines Kegelschnittes zugeordnet.
Alle Kegelschnitte, die auf diese
Art den Geraden der Ebene zu-
geordnet sind, haben mindestens

. einen Punkt und héchstens drei

(v

Punkte U, ¥V, W mit einander
gemein. Die beiden Polaren jedes
solchen gemeinschaftlichen Punk-
tes fallen zusammen, sodass dem
Punkte alle Punkte einer Gera-
den zugeordnet sind.

Den Strahlen eines Punktes
sind im Allgemeinen die Tan-
genten eines Kegelschnittes zu-
geordnet. Alle Kegelschnitte,
deren Tangenten den Strahlen
je eines Punktes zugeordnet sind,
haben mindestens eine und hoch-
stens drei Tangenten u, v, w
mit einander gemein. Die bei-
den Pole voy jeder solchen ge-
meinschaftlichen Tangente fallen
zusammen, sodass der Tangente
alle Strahlen eines Punktes zu-
geordnet sind.

Sind die gegebenenen beiden Curven einem Viereck umschne-

ben, so schneiden sich dessen drei paar Gegenseiten in den Punkten
U, V, W. Diese drei Punkte sind die Eckpunkte und die Geraden
%, v, w sind die Seiten eines gemeinschaftlichen Poldreiecks der
beiden Curven zweiter Ocdnung.

69. In der Ebene einer Curve k? zwelter Ordnung konnen
je zwei Strahlen einander zugeordnet werden, die sich recht-
winklig schneiden und zugleich hinsichtlich der Curve k* con-

Ao
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jugirt sind. Den Strahlen eines eigentlichen Punktes S, der auf
keiner Axe der Curve liegt (vgl. Seite 165), sind dann die Tan-
genten einer Parabel zungeordnet (Nr. 31), die auch von der Po-
lare des Punktes S und von den Axen der Curve k? beriihrt
wird. In S schneiden sich zwei Tangenten dieser Parabel recht-
winklig. Jede gemeinschaftliche Tangente der Parabel und der
Curve k? berithrt 4? in dem Fusspunkte einer von S an k% ge-
zogenen Normale. (Vergl. Nr. 65.)

70. Werden beziiglich einer Parabel je zwei conjugirte
Punkte, die auf einem Durchmesser liegen, einander zugeordnet,
so sind den Punkten einer beliebigen Geraden g die Punkte einer
Parabel y? zugeordnet, welche dieselben Durchmesser hat, wie die
gegebene (vgl. Seite 107). Jedem begrenzten Theile der Ebene
ist ein ihm glelcher Theil zugeordnet

7. Werden in einem Biindel ein Kegel K* zwelter Ordnung
nnd ein bestimmter Strahl » angenommen, so konnen in ihm je
zwei Strahlen a, a, einander zugeordnet werden, die in Bezug
auf K? conjugirt sind und mit » in einer Ebene liegen. Beschreibt
dann @ eine Ebene @, so beschreibt a, einen Kegel zweiter Ord-
pnung, der durch % und den Polstrahl der Ebene o geht und jeden
in a oder in der Polarebene von u liegenden Strahl von K* ent-
hiilt (vergl. Seite 107). — Wie lautet der reciproke Satz?

72. Die in Nr. 68, 69, 70 und 71 besprochenen geometri-
schen Beziehungen gehoren zu den ,,Verwandtschaften zweiten
Grades*, von denen in der zweiten Abtheilang ausfiihrlicher die
Rede sein wird; sie konnen benutzt werden zur Verwandlung
einfacher Gebilde in complicirtere. Von diesen Verwandtschaften
verdient die unter dem Namen ,,Princip der reciproken Radien “
bekannte Inversion hier einen besonderen Platz; denn sie ist nicht
blos fiir die synthetische Gteometrie, sondern auch fiir gewisse
Untersuchungen der mathematischen Physik und der Functionen-
theorie von grosser Wichtigkeit. Dieses Verwandlungs-Princip
stellt sich dar als ein sehr specieller Fall einer friiher (Seite 107)
angegebenen Verwandtschaft zweiten Grades, wie Sie gleich be-
merken werden.
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5- Die Inversion oder das Princip der reciproken Radien.

78. In Bezug auf einen Kreis vom Radius » und dem Mittel-
punkte M heissen zwei Punkte P, P, ,invers*, wenn sie mit M
in einer Geraden liegen und hinsichtlich des Kreises conjugirt sind.
Sie sind durch die Endpunkte eines Kreisdurchmessers harmonisch
getrennt, und es ist folglich (Seite 50):

r2
MP.MP‘ = r? oder MP=—‘l_P;

Das Produkt der Radii vectores von zwei inversen Punkten ist
also constant, oder der Radins vector eines beliebigen Punktes P
ist demjenigen des inversen Punktes P, umgekehrt proportional.
Deshalb hat dieses Abbildungsverfahren der ,,Inversion* von
Liouville*) den Nawen ,,Princip der reciproken Radien* er-
halten. M heisst das ,,Centrum‘ und r* die ,,Potenz‘ der In-
version. Zu jedem von dem Kreise eingeschlossenen Punkte ist
ein aunsserhalb gelegener Punkt und zu jedem unendlich fernen
Punkte der Ebene ist der Mittelpunkt M invers; die Punkte der
Kreislinie fallen mit ihren inversen Punkten zusammen.

74. Die Polare des Punktes P in Bezug auf den gegebenen
Leitkreis steht in dem inversen Punkte P, auf der Geraden M P
senkrecht. Zu den Punkten P, @, R, ... einer beliebigen Ge-
raden g findet man also die inversen Punkte P, Q,, R,,...,
indem man aus dem Pole G von g auf die resp. Geraden MP,
MQ, MR, ... Normalen fallt. Daraus folgt:

»Zu einer beliebigen Geraden ¢ ist ein Kreis y invers, dessen
,»zu ¢ normale Durchmessersehne von dem Inversionscentrum M
yund dem Pole G der Geraden begrenzt wird.*

Umgekehrt ist zu jedem durch M gehenden Kreise y eine Gerade
g invers; denn die Verbindungslinie von zwei Punkten 4, B,
deren inverse Punkte 4,, B, auf y liegen, ist zu einem Kreise
invers, der durch 4,, B; und M geht und folglich mit y iden-
tisch ist. Mobius**) nennt wegen dieser Eigenthiimlichkeit die

*) Liouville in seinem ,,Journ. de Mathématiques*, I. Série T. XIIL
p. 265.

*¥) Moebius in den Abhandlungen der Kdnigl. Sichs. Gesellschaft der
‘Wissenschaften, Leipzig 1855, Bd. II, 8. 531, und in den Berichten iber die
Verhandlungen derselben Gesellschaft von 1853, S. 14 oder Gesammelte
Werke 1I, S. 248 und 205.
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vorliegende Verwandtschaft zweiten Grades eine ,,Kreisverwandt-
schaft*.

79. Zieht man zu der Geraden ¢ eine Parallele durch das
Inversionscentrum M, so beriihrt diese in M den zu g inversen
Kreis v, weil sie ebenso wie g auf dem Durchmesser MG von ¥
senkrecht steht. Wir schliessen daraus:

nwlwei beliebige Gerade f, g der Ebene schneiden sich unter
»denselben Winkeln, wie die zu ihnen inversen Kreise ¢, v.*
Zwei unendlich kleine inverse Dreiecke haben demnach gleiche
Winkel und sind #hnlich; oder mit anderen Worten:
»Durch Inversion wird die Ebene conform (isogonal, winkel-
,.gleich) auf sich selbst abgebildet, sodass die kleinsten Theile
wvon je zwei inversen Figuren #hnlich sind.*
Nur auf den unendlich kleinen Theil der Ebene, welcher den
Mittelpunkt M umgiebt, findet dieser Satz keine Anwendung.

76. Weil eine Gerade als Kreis von unendlich grossem
Radius aufgefasst werden kann, so diirfen wir den Satz, dass
jedem -durch M gehenden Kreise eine Gerade invers ist, und
seine Umkehrung (Nr. 74) als Specialfdlle des folgenden Satzes
ansehen:

»Zu jedem Kreise x ist ein Kreis x, invers; M ‘ist ein Aehn-

ylichkeitspunkt von % und x,.“
Um diesen allgemeineren Satz zu beweisen, nebmen wir auf x
einen festen Punkt P und einen beweglichen @ an, und bezeichnen
wit P, und @, die beiden zu ihnen inversen Punkte, mit P’ und
Q' dagegen die Punkte, in denen x von den resp. Secanten MP
und MQ zum zweiten Male geschnitten wird. Dann ist wegen des
Satzes fiber die Abschnitte von Kreissecanten:

MP.MP' = MQ.MQ,
und wegen des Princips der reciproken Radien:
MP. MP, =MQ. MQ, (=r?);

folglich auch:

MP : MP, = MQ : MQ, und A MP'Q'~ A MP,Q,.
Wenn also Q und damit zugleich @' den Kreis x durchlduft, so
beschreibt @, eine zu x #hnliche und #hnlich liegende Curve,
d. h. gleichfalls einen Kreis x,. Und zwar ist M ein Aehnlich-
keitspunkt, und @ und Q,, sowie P’ und P, sind ,»homologe*
Punkte der beiden Kreise » und x,. ,
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77. ,Jeder Kreis durch zwei inverse Punkte P, P, ist zu
,,sich selbst invers und schneidet den Leitkreis, dessen Punkte
»mit ihren inversen zusammenfallen, rechtwinklig.*

Deon er hat mit seinem inversen Kreise die Punkte P, P, und
zwei zu sich selbst inverse Punkte gemein. Er wird in den letz-
teren von zwei durch M gehenden Geraden beriihrt, weil MP. MP,
=r? ist.

78. Von den Punkten P einer ebenen Curve & umhiillen die
Polaren beziiglich des Leitkreises eine zu k polare Curve %'; fillet
man aber auf die Tangenten von ¥ Normalen aus dem Centrum
M, so liegen deren Fusspunkte P, auf der zu % inversen Curve
k, (Nr. 74). Zu einer Curve n-ter Ordmmg ist demnach invers
die Fusspunktcurve einer Curve n-ter Classe beziiglich des Inver-
sionscentrums M; und jede Fusspunktcurve einer Curve n-ter
Classe ist zu einer Curve n-ter Ordnung invers. Jede Fusspunkt-
curve eines Kegelschnittes insbesondere ist zu einem Kegelschnitt
invers (Seite 104).

Zu einem Kegelschnitt % ist i. A. eine Curve vierter Ordnung
k, invers; denn k, hat mit einer Geraden g so viele Punkte ge-
mein, wie & mit dem zu ¢ inversen Kreise, also hochstens vier
Punkte. Den unendlich fernen Punkten von % entspricht das
Inversionscentrum M auf k,, und dieses ist ein Doppelpunkt der
Curve k,. Wenn der Kegelschmtt k durch das Inversionscentrum
geht, so ist zu ihm, abgesehen von der unendlich fernen Geraden,
eine Curve dritter Ordnung invers. Die Fusspunktcurven einer
Ellipse oder Hyperbel sind i. A. von der vierten, die einer Parabel
sind von der dritten Ordnung; sie sind namlich zu je einem Kegel-
schnitt invers, der im Falle der Parabel durcli das Inversions-
centrum geht.

79. Denkt man sich in der Ebene zwei Punktfelder P, @,
R,...und P, @, R,,..., die zu einander invers sind, und
dreht man sodann das eine der Felder um den Mittelpunkt M,
bis jeder von seinen Punkten einen Halbkreis beschrieben hat, so
liegen wiederum je zwei inverse Punkte, wie P, P, oder @, Q,,
mit M auf einer Geraden, aber auf entgegengesetzten Seiten von
M; und es ist wie friiher:

MP.MP, — MQ.MQ, — MR. MR, — . . .. = Const.

Aber die ,,Potenz‘, d. h. das constante Produkt der Radii vectores
inverser Punkte, hat nicht mehr einen positiven, sondern einen
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negativen Werth. Wir erhalten so einen zweiten Fall der Inver
sion, der sich von dem ersteren auch dadurch unterscheidet, dass
kein Punkt der Ebene mit seinem inversen zusammenfillt. Auch
in diesem zweiten Falle ist die Ebene conform auf sich selbst ab-
gebildet, zu jeder Geraden ist ein durch M gehender Kreis invers,
und iiberhaupt zu jedem Kreise x ein Kreis x,; der Mittelpunkt
M der Inversion ist auch in diesem Falle Aehnlichkeitspunkt von
je zwel inversen Kreisen.

80. Auch die Punkte des Raumes kionnen durch Inversion
einander paarweise zugeordnet werden, indem man den Mittel-
punkt M und den positiven und negativen Werth der Potenz
willkiirlich annimmt. Am leichtesten ist diese Verallgemeinerung
durchzufiihren, indem man zunichst die Punkte einer beliebig
durch M gelegten Ebene einander zuordnet und sodann diese
Ebene um eine durch M gehende Axe dreht. Zwei inverse Punkte
der Ebene stellen dann bei jeder Lage der Ebene inverse Punkte
des Raumes vor.

81. Dreht man die Ebene um die durch M gehende Centrale
von zwei inversen Kreisen, so beschreiben die Kreise zwei inverse
Kugeln; also:

wZu jeder Kugel x ist eine Kugel %, invers; M ist ein Aehnlich-
ykeitspunkt von % und %, (Nr. 76). Zu jeder Ebene n ist eine
ndurch M gehende Kugel invers, die in M von einer zu v pa-
»rallelen Ebene berithrt wird.*

Der letztere Satz ist als Specialfall des ersteren anzusehen, aber
auch leicht besonders zu beweisen. — Weiter ergiebt sich daraus:

nZwei beliebige Ebenen des Raumes schneiden sich unter den-
wselben Winkeln, wie die zu ihnen inversen Kugeln.*

Zwei unendlich kleine inverse Tetraéder haben demnach gleiche
Flichenwinkel und folglich auch gleiche Kantenwinkel; sie sind
(wie einige Ueberlegung lehrt) &hnlich, wenn die Potenz der
Inversion negativ, und symmetrisch &hnlich, wenn sie positiv ist.
Weil demnach ihre homologen Flichen allemal &hnlich sind, so
ergiebt sich:

»Lwei inverse Flichen sind conform auf einander abgebildet.‘

82. Um hiernach eine Kugel x auf einer beliebigen Ebene %
conform abzubilden, wihle man zum Inversionscentrum M einen
der beiden Punkte von x, deren Beriihrungsebenen zu v parallel

Reye, Geometrie der Lage. I 4. Aufl. 16
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sind, und setze die Potenz gleich dem Produkte der beiden Ab-
schnitte M P, MP,, welche x und 7 auf einer durch M gelegten
Geraden begrenzen. Zu der Ebene n ist daun eine Kugel invers,
" die mit der gegebenen x die Punkte P, M und die Berithrungs-
ebene in M gemein bhat und folglich mit x zufammenfillt. Also:

,,Projicirt man eine Kugel x (stereographisch) aus einem aunf
»ihr liegenden Punkte M anf eine Ebene m, die zu der Be-
,rilhrungsebene von M parallel ist, so wird dadurch die Kugel
,,conform (isogonal, winkelgleich) auf der Ebene 7 abgebildet.*

Diese ,,stereographische Projection” wurde schon 150 v. Chr. von
Hipparch zur Abbildung der Himmelskugel benutzt; bei der Her-
stellung von Landkarten wird von ihr Gebrauch gemacht. Man
erreicht dadurch, dass wenigstens die Winkel auf der Karte die-
selbe Grosse haben wie die ihnen entsprechenden auf der Erdober-
fliche; die Langen der verschiedenen Linien unserer Erdoberfliche
sind auf den Laodkarten allemal in veréinderlichem Massstabe
dargestellt, weil eine Kugelfliche sich nicht ohne Verzerrungen
oder Faltungen auf einer Ebene ausbreiten lasst.

83. ,,Zu einem beliebigen Kreise ist allemal ein Kreis invers‘;
in diesem schneiden sich je zwei Kugeln, deren inverse durch
jenen Kreis gehen. Wenn insbesondere der eine Kreis das In-
versionscentrum M enthalt, so artet der andere in eine Gerade
aus (Nr. 74). Die Meridiane und Parallelkreise der Erdoberfliche
gehen deshalb durch die stereographische Projection in zwei
Biischel orthogonaler Kreise iiber; die Projectionen der Meridiane
sind Kreise, die sich in zwei Punkten (den Projectionen des Nord-
und des Siidpoles) schneiden, und zu ihnen sind die Projectionen
der Parallelkreise, die keinen reellen Punkt mit einander gemein
haben, normal. Nur die durch M gehenden Kugelkreise werden
in der Bildebene durch gerade Linien dargestellt. — Verlegt man
insbesondere den Projections-Mittelpunkt M in den Nord- oder
Siidpol, so werden die Parallelkreise durch concentrische Kreise
und die Meridiane durch deren Durchmesser abgebildet.

84. Zu drei beliebig angenommenen Kugeln kann man im
Allgemeinen einen orthogonalen, d. h. sie rechtwinklig schneiden-
den Kreis construiren; dieser liegt in der Centralebene und sein
Mittelpunkt ist ein Potenzpunkt der drei Kugeln. Nur dann wird
die Construction unmbglich, wenn die drei Kugeln zwei Punkte
oder einen Punkt mit einander gemein haben. — Wahlt man nun
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einen Punkt jenes orthogonalen Kreises zum Mittelpunkte der
Inversion, so wird der Kreis in eine Gerade transformirt, die drei
Kugeln aber sind zu drei anderen Kugeln invers, die von der
Geraden rechtwinklig geschnitten werden, und deren Mittelpunkte
folglich auf der Geraden liegen. Drei Kugeln kénnen demnach,
wenn sie nicht durch einen und denselben Punkt gehen, allemal
durch Inversion in drei andere Kugeln verwandelt werden, deren
Mittelpunkte anf einer Geraden liegen, im anderen Falle dagegen
in drei Ebenen. 4

85. Eine Schaar von Kugeln, die durch stetige Bewegung
einer verinderlichen Kugel beschrieben ist, wird im Allgemeinen
von einer Fliche F' eingehiillt, die eine Schaar von kreisformigen
Kriimmungslinien besitzt. Niamlich jede Kugel der Schaar wird
von F ldogs der Kreislinie beriihrt, die sie mit der unmittel-
bar benachbarten Kugel der Schaar gemein hat; und weil die
Normalen von F' in den Punkten dieser Linie sich im Centrum
der Kugel schneiden, so ist die Kreislinie eine Kriimmungslinie
von F. Wird nun die Fliche F' durch Inversion in eine andere
Fliche F, transformirt, so gehen zugleich jene Kriimmungs-
linien iiber in kreisformige Kriimmungslinien von F,, indem F,
die Schaar von Kugeln einhiillt, welche zu der von F' einge-
hiilllten Schaar invers ist. Alle zu Rotationsflichen inversen
Flichen besitzen deshalb je eine Schaar von kreisformigen Kriim-
mungslinien.

86. Eine der merkwiirdigsten unter diesen Flichen ist die
von Dupin entdeckte ,,Cyklide“. Diese wird von einer verinder-
lichen Kugel umhiillt, die bei ihrer stetigen Bewegung fortwihrend
drei gegebene Kugeln beriihrt, Die Theorie dieser Cyklide kénnen
Sie auf Grund des Vorhergehenden leicht entwickeln, indem Sie
die folgenden Siitze beweisen.

»Eine Dupin’sche Cyklide verwandelt sich durch Inversion
sallemal wieder in eine Cyklide; sie kann, wenn das Inversions-
scentram passend gewdhlt wird, sogar in eine Rotations-Cyklide
,transformirt werden, die von einer um eine Axe sich drehenden
»nKugel oder Ebene umhiillt wird (Nr. 84). Die Cyklide be-
»sitzt deshalb zwei Schaaren kreisformiger Kriimmungslinien,
yund wird in ihnen von zwei Schaaren von Kugeln berithrt;
»die Mittelpunkte dieser Kugeln und Kriimmungslinien liegen
»mit je zwei der Krimmungslinien in zwei zu einander nor-
pmalen Symmetrie-Ebenen der Cyklide. Jede Kugel der einen

16*
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wSchaar beriihrt alle Kugeln der anderen Schaar in den Punk-
wten einer kreisformigen Krilmmungslinie. Zwei Kriimmungs-
wlinien konnen durch eine Kugel verbunden werden, wenn sie
»2u derselben Schaar gehdren; im anderen Falle haben sie einen
ngemeinschaftlichen Punkt und schneiden sich in ihm recht-
nwinklig.* ‘

87. ,Die Cyklide hat entweder keinen (reellen) Doppel-
wpunkt, oder zwei Knotenpunkte, in denen allé Kriimmungs-
‘ylinien der einen Schaar sich schneiden, oder einen Cuspidal-
wpunkt, worin diese Kriimmungslinien sich beriithren. Von
wdiesen drei Hauptarten erhélt man wesentlich verschiedene
wFormen, wenn man die zugehdrige Rotationscyklide trans-
wformirt durch Inversionen, deren Mittelpunkte innerhalb, auf
noder ausserhalh der Rotationscyklide angenommen werden.
»Die letzteren beiden Hauptarten konnen durch Inversion auf
neinem geraden Kegel resp. Zylinder conform abgebildet
ywerden.*

,Die Ebenen, in denen die Kriimmungslinien der einen
soder der anderen Schaar (paarweise) liegen, schneiden sich
walle in einer Geraden; diese liegt in der einen Symmetrie-
. Ebene und steht auf der anderen senkrecht. Die Cyklide wird
,von gewissen zwei Ebenmen in allen Punkten je eines Kreises
mberithrt. — Verbindet man die Krimmungslinien der einen
»oder der anderen Schaar mit einem beliebigen Punkte M durch
»Kugeln, so schneiden sich diese in einer Kreislinie.*

»Wenn eine Cyklide sich in das Unendliche erstreckt, was
,bei jeder der drei Hauptarten eintreten kann, so besitzt sie
»zwei gerade Kriimmungslinien, die sich rechtwinklig kreuzen.
»Die Ebenen aller iibrigen Kriimmungslinien gehen theils durch
,,die eine, theils durch die andere von diesen beiden windschiefen
,,(eraden.*

88. Aus den Curven zweiter Ordnung lassen sich durch In-
version verschiedene von den alten Griechen entdeckte Curven
dritter und vierter Ordnung ableiten*). So ergiebt sich die
Hippopede des Eudoxus, die sich selbst schneidende Achterlinie
(oc), durch Inversion der Hyperbel aus deren Centrum. Sie ist

*) Wegen dieser Curven vgl. M. Cantor, Vorlesungen tiber Geschichte
der Math. I 8. 209 und 305—7.
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zugleich Fusspunktcurve einer Hyperbel beaziiglich ihres Centrums
und wird zur Lemniscate, wenn die Hyperbel gleichseitig ist. Die
Hippopede gehort zu den spirischen Linien des Perseus, in denen
eine Rotationscyklide von den zu ihrer Rotationsaxe parallelen
Ebenen geschoitten wird. Auch die Ellipse wird durch Inversion

‘aus ihrem Mittelpunkte M in eine spirische Linie transformirt,

die M zum isolirten Doppelpunkte hat. Die Parabel verwandelt
sich durch Inversion aus ihrem Scheitelpunkte S in die zur
Wiirfelverdoppelung benutzte Cissoide oder Epheulinie des Dio-
kles; ibr Kriimmungskreis in S wird in die oscalirende Asymp-
tote, ihr unendlich ferner Punkt in die Spitze S der Cissoide
verwandelt. Auch die Fusspunkteurve der Parabel beziiglich ihres
Scheitelpunktes ist eine Cissoide. Durch Inversion der gleich-
seitigen Hyperbel aus einem auf ihr liegenden Punkte M erhilt
man die Strophoide. Diese schneidet sich selbst rechtwinklig in
M und ist wie die Cissoide von der dritten Ordnung; sie hat
eine Asymptote, die zu dem Kriimmungskreise der. Hyperbel in M
invers ist, und ist Fusspunktcurve einer Parabel fiir einen Punkt
M der Leitlinie. '

.

¢. Regelschaaren und Regelflichen zweiter Ordnung. 18 Vritozy

89. Die Mittelpunkte der Kegel zweiter Ordnung, welche
die sechs Kanten eines beliebigen windschiefen Sechsecks beriihren,
liegen auf einer Regelfliche zweiter Ordnung; diese geht durch
die drei Hauptdiagonalen des Sechsecks (vgl. Seite 91).

90. Die drei Hauptdiagonalen eines windschiefen Sechsecks,
dessen sechs Kanten auf einer Regelfliche zweiter Ordnung liegen,
schuneiden sich in einem Punkte.

91. Eine Punktreihe « und ein Biischel S erster Ordnuung, i
die nicht in parallelen Ebenen liegen, seien projectiv auf einander \
bezogen; dann bilden die Strahlen, welche durch die Punkte von &
u parallel zu den entsprechenden Strahlen von S gezogen werden
konnen, die eine Regelschaar eines hyperbolischen Paraboloides
(vergl. Seite 94).

92. Eine Punktreihe # und ein Ebenenbiischel v seien pro-
jectiv, und ihre Trdger nicht zu einander rechtwinklig; dann
bilden die Normalen, die aus den Punkten von u auf die ent-
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sprechenden Ebenen von v gefillt werden konnen, eine parabo-
loidische Regelschaar (Nr. 91).

93. Werden auf einer Regelfliche in den Punkten einer auf
ihr liegenden Geraden Normalen errichtet, so bilden diese die
eine Regelschaar eines gleichseitigen hyperbolischen Paraboloides
(Nr. 92; vgl. Seite 128).

94. Werden durch einen beliebigen Punkt zu den Strablen
einer Regelschaar Normalebenen gelegt, so bilden diese einen
Ebenenbiische! erster oder zweiter Ordnung, jenachdem die Regel-
schaar einem hyperbolischen Paraboloid oder einem einschaligen
Hyperboloid angehért (Seite 128).

95. Die Ebenen durch einen festen Punkt, die ein ein-
schaliges Hyperboloid in Parabeln schneiden, umhiillen einen Kegel
gweiter Ordnung; dieser ist dem Asymptotenkegel congruent und
hat™mit ihm die unendlich ferne Curve des Hyperboloides gemein.

96. Eine Regelfliche zweiter Ordnung zu construiren, von
welcher gegeben sind zwei windschiefe Strahlen a, & und drei
Punkte oder Berithrungsebenen, die nicht mit a oder b inci-
dent sind.

97. Welches ist der Ort eines Punktes, der von einem ge-
gebenen Punkte A durch eine Regelfliche zweiter Ordnung har-

monisch getrennt ist? Welche Linie hat dieser geonfetrische Ort

mit einer durch 4 gehenden Ebene gemein?

7. Projective Elementargebilde; geradlinige Flichen dritter
Ordnung. /. Vouliay.

98. In einem Elementargebilde zweiter Ordnung zu’ drei ge-
gebenen Elementen das vierte harmonische zu construiren, z. B.
in einer Curve zweiter Ordnung zu drei Punkten den vierten
harmonischen Punkt.

99. Ein Biischel erster und ein Biischel zweiter Ordnung
liegen in einer Ebene und sind projectiv. Die Curve dritter Ord-
nung zu zeichnen, auf der sich die homologen Strahlen der Biischel
schneiden (Seite 137).

100. Die zu Nr. 99 reciproke Aufgabe betrifft einen Strahlen-
biischel dritter Ordnung; dieser soll gezeichnet werden.

101. Die Curve vierter Ordnung zu zeichnen, die von zwei
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projectiven Strahlenbiischeln zweiter Ordnung erzeugt wird
(Seite 144).

102. Den von zwei projectiven Curven zweiter Ordnung er-
zeugten Strahlenbiischel vierter Ordnung zu zeichnen.

103. Auf einer Cuarve zweiter Ordnung liegt der Scheitel-
punkt S eines Winkels von gegebener Grisse, der eine Sehne
AB der Curve einschliesst. Dreht sich dieser Winkel um S, so
beschreibt i. A. die Sehne AB einen Strahlenbiischel zweiter Ord-
nung (Seite 141); wenn jedoch der Winkel ein rechter ist, so
dreht sich 4B um einen Punkt (Seite 160).

104. Einer Curve zweiter Ordnung ist ein Dreieck 4 BP
umschrieben, dessen Grundlinie AB in einer gegebenen Tangente
% der Curve liegt und von gegebener Liinge ist. Gleitet diese
Grundlinie auf » fort, so beschreibt die Spitze P des Dreiecks
eine neue Curve zweiter Ordnung (Seite_141). Insbesondere er-
giebt sich: Cg"“g“ el

105. Wenn ein Winkel von gegebener Grosse einer Parabel
umschrieben ist, und seine beiden Schenkel auf der Parabel hin-
rollen, so beschreibt sein Scheitelpunkt eine Hyperbel, die Ver-
bindungslinie der beiden Beriihrungspunkte aber einen Biischel
zweiter Ordnung. Nur der rechte Winkel macht eine Ausnahme
(Lebrsatz 115).

108. Es seien gegeben ein Kegel zweiter Orduung und zwei
sich nicht schneidende Gerade a, b, die entweder zu zwei Strahlen
des Kegels parallel laufen oder auf je einer seiner Beriihrungs-
Ebenen senkrecht stehen. Bewegt sich dann eine dritte Gerade
80, dass sie die Geraden a, b schneidet und zu einem veriinderlichen
Strahle des Kegels parallel oder (im zweiten Falle) zu einer ver-
inderlichen Beriihrungsebene des Kegels normal ist, so beschreibt
sie ein einschaliges Hyperboloid (Seite 138). Ao

107. Eine Punktreihe u erster und eine Punktreihe k? zwei-
ter Ordnung, die projectiv auf einander bezogen sind, aber weder
in einer Ebene liegen, noch einen Punkt entsprechend gemein
haben, erzeugen mit einander eine Schaar von Geraden, die wir
eine ,,Regelschaar dritter Ordnung‘ nennen wollen*). Eine be-
liebige Gerade g schneidet mindestens einen Strahl und hochstens
drei Strahlen dieser Schaar, wie sich leicht ergiebt (Seite 137—S8),

*) Vgl. Benno Klein, Ueber die geradlinige Fliche dritter Ordnung
und ibre Abbildung auf einer Ebene, Inaug.-Diss.,, Strassburg 1876.
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wenn man die Punktreihe » aus der Axe g durch einen Ebenen-
biischel projicirt. Die Regelschaar dritter Ordnung wird aus
einem beliebigen Punkte durch einen Ebenenbiischel dritter Ord-
nung projicirt (vgl. Seite 137), der einen Kegel dritter Classe
einhiillt.

108. Jede durch u gehende und die Curve k? schneidende
Ebene enthilt zwei Strahlen der Regelschaar dritter Ordnung.
Projicirt man aus dem Schnittpunkte D von zwei solchen Strah-
len die projectiven Punktreihen u und k% so erhdlt man einen
Biischel erster und einen Kegel zweiter Ordnung, die projectiv
sind und zwei Strahlen entsprechend gemein haben, also (Seite 138)
einen Ebenenbiischel d erster Ordnung erzeugen. Die Strahlen-
paare der Regelschaar, die mit # in je einer Ebene liegen. schnei-
den sich demnach in den Punkten einer Geraden d, und aus
jedem dieser Schnittpunkte wird die Regelschaar durch einen zu
u und k® perspectiven Ebenenbiischel erster Ordnung projicirt.
Wir nennen die beiden windschiefen Geraden » und d die ,,Leit-
linien** der Regelschaar dritter Ordnung, weil sie alle Strahlen
der Schaar schuneiden. Nur dann fillt d mit % zusammen, wenn
u die Curve k% schneidet; in diesem Specialfalle ist die Leitlinie
u zugleich ein Strahl der Regelschaar.

109. Aus einem Punkte S, der auf einem Strahle a der
Regelschaar dritter Ordnung, jedoch auf keiner der Leitlinien u
und d liegt, werden die projectiven Punktreihen » und k% durch
einen Biischel erster und einen Kegel zweiter Ordnung projicirt,
die den Strahl @ entsprechend gemein haben und folglich
(Seite 139) einen zu » und k*® perspectiven Ebenenbiischel zweiter
Ordnung erzeugen. Durch diesen Biischel zweiter Ordnung wird
also die Regelschaar dritter Ordnung aus dem beliebig auf ibr
liegenden Punkte S projicirt. Da der Biischel projectiv ist zu
dem Ebenenbiischel d, welcher ebenfalls zu den Punktreihen «
und %? perspectiv ist, so ergiebt sich:

110. Die Regelschaar dritter Orduung wird auch erzeugt
durch den Ebenenbiischel d erster Ordnung, auf dessen Axe die
Strahlen der Schaar sich paarweise schneiden, und durch einen
zu d projectiven Ebenenbiischel S zweiter Orduung. dessen Mittel-
punkt beliebig auf der Regelschaar angenommen werden kann.
Diese zweite Erzeugungsart ist der zuerst angegebenen reciprok,
und die Regelschaar dritter Ordnung ist folglich zu sich selbst
reciprok. Gehen wir aus von der zweiten Erzeugungsart der
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Schaar, so gelangen wir zu Sitzen, die den vorhin bewiesenen
reciprok sind. So ergiebt sich u. A.:
Die Regelschaar dritter Ord- Die Regelschaar dritter Ord-

" nung wird aus einem beliebigen | nung wird von einer beliebigen

Punkte, der auf einem ihrer | Ebene, die durch einen ihrer
Strahlen liegt, durch einen Ebe- | Strahlen geht, in einer Curve
nenbiischel zweiter Ordnung pro- | zweiter Ordnung geschnitten.
jieirt,

Alle solche Schnittcurven und projicirenden Ebenenbiischel
zweiter Ordnung sind zu einander, zu der Punktreihe erster Ord-
nung % und zu dem Ebenenbiischel erster Ordnung d projectiv.
Die Schnittcurven zweiter Ordnung liegen zu dem Biischel d
und zu allen projicirenden Ebenenbiischeln zweiter Ordnung per-
spectiv.

111. Die Regelschaar dritter Ordnung liegt auf einer gerad-
linigen Fliche F'® dritter Ordnung, die von einer beliebigen Ge-
raden in hocbstens drei Punkten und von einer beliebigen Ebene
in einer Curve dritter Ordnung geschnitten wird. Durch die
Leitlinie d geht die Fliche F'® zweimal, und auf d liegt von
jeder ebenen Schnittlinie der Fliche ein eigentlicher oder isolirter
Doppelpunkt. Die Ebenen, welche durch“@& Strahlen der Regel-
schaar dritter Ordunung gehen, schneiden die geradlinige Fliche
F3 in diesen Strahlen und in je einer Curve zweiter Ordnung;
diese Curve wird von dem zugehdrigen Strahle der Regelschaar
in zwei Punkten geschnitten, von denen der eine auf der Doppel-
linie d liegt, wahrend in dem anderen die Fliche F'® von der
Curvenebene beriithrt wird. Die Ebenen durch die Strahlen der
Regelschaar beriihren demnach die Fliche F'® dritter Ordnung;
die Ebenen der Leitlinie » enthalten jene Strahlen paarweise und
sind doppelt-berithrende Ebenen von F'S,

112. Wir unterscheiden drei Arten von geradlinigen Flichen
dritter Ordnung. Nimlich eine der auf F'3 liegenden Curven k?
zweiter Ordnung kann den Punkt, worin ihre Ebene die Axe u
der doppelt-beriihrenden Ebenen schueidet, entweder einschliessen,
oder ausschliessen, oder sie kann durch ihn gehen; und ganz
ebenso verhdlt sich dann jeder andere Kegelschnitt der Fldche.
In dem ersten Falle liegen (wie aus der ersten Erzeugungsart
Nr. 107 sich ergiebt) in jeder Ebene von # zwei Strahlen der

- Regelschaar dritter Ordnung, und zugleich schneiden sich in jedem

Punkte von d zwei Strahlen der Schaar. In dem zweiten Falle
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trennen die beiden sogenannten Cuspidal- Ebenen der Fliche,
welche durch w gehen und die Curve k* zweiter Ordnung beriih-
ren, die eigentlichen doppelt-beriihrenden Ebenen und die eigent-

lichen Doppelpunkte der Fliche von den ,isolirten*, die gleich

den eigentlichen durch u gehen resp. auf d liegen. Der dritte
Fall endlich ist als Grenzfall der beiden ersteren aufzufassen;
wenn er eintritt, so fallen die beiden Leitlinien % und d (und
damit zugleich die heiden .Cuspidglebenen) zusammen.

118. An zwei windschiefen ‘Gemden u, d und einer Curve
zweiter Ordnung, die von d geschnitten wird, aber weder mit d
noch mit % in einer Ebene liegt, gleite eine Gerade hin; diese
Gerade beschreibt dann eine geradlinige Fliche dritter Ordnung
(Nr. 107), deren Doppelpunkte auf d liegen und deren doppelt-
beriihrende Ebenen durch # gehen. — Wie lautet der reciproke
Satz?

§. Involutionen. /2. wa.,.

114. Wird auf einer Tangente eines Kegelschnittes eine In-
volution angenommen, und zieht man aus deren zugeordneten
Punkten je zwei neue Tangenten an die Curve, so schneiden
sich diese auf einer bestimmten Geraden (Seite 148—9). Insbeson-
dere folgt: :

115. Die Scheitelpunkte aller rechten Winkel, die einer Pa-
rabel umschrieben werden konnen, liegen -auf einer Geraden;
ebenso die Spitzen aller umschriebenen gleichschenkligen Drei-
ecke, deren Grundlinien in einer gegebenen Tangente der Parabel
liegen.

116. Die Spitzen aller einem Kegelschnitt umschriebenen
Dreiecke, deren Grundlinien in einer gegebenen Tangente liegen
und durch deren Beriihrungspunkt A gehilftet werden, liegen
(nach Nr. 114) in einer Geraden, némlich in dem durch A gehen-
den Durchmesser der Curve. Die Geraden, die in jedem Dreiecke
die Beriihrungspunkte der iibrigen beiden Seiten verbinden, sind
zur Grundlinie parallel.

117. Dreben sich zwei Ebenen um feste Gerade u, u, so,
dass sie fortwihrend zu conjugirten Durchmessern eines gegebenen
Kegelschnittes parallel laufen, so beschreibt ihre Schnittlinie eine
durch « und u, gehende Kegel- oder Regelfliche zweiter Ordnung.
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118. Zwei projective Strahlen- oder Ebenenbiischel oder
Punktreihen erster Ordnung sollen in involutorische Lage gebracht
werden (vergl. Nr. 18).

119. Von einer Involution auf einer Geraden sind zwei
Punktepaare 4, 4, und B, B; gegeben; man construire mittelst
des vollstindigen Vierecks zu irgend einem fiinften Punkte C den
zugeordneten C, (Seite 155), und bestimme insbesondere den
Mittelpunkt der Involution, dessen zugeordneter Punkt unendlich
fern liegt.

120. Von einem Kegelschnitt sind zwei paar conjugirte Durch-
messer bekannt; man zeichne zu einem beliebigen fiinften Durch-
messer den conjugirten mit Hiilfe eines vollstindigen Vierseits
(Seite 149 und 155). .

121. Zieht man durch irgend einen Punkt Parallelen zu den
drei paar Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks, so erhilt man
drei paar Strahlen einer Involution (Seite 155). Daraus folgt:

122. Wenn zwei paar Gegenseiten eines vollsténdigen Vier-
ecks sich rechtwinklig schneiden, so sind auch die letzten beiden
(tegenseiten zu einander normal (Seite 160). Oder: Die drei

Hohen eines Dreiecks schneiden sich in einem Punkte, dem ,,H3hen-

punkte“ des Dreiecks.

128. Alle Curven zweiter Ordnung, welche durch die Eck-
punkte und den Hohenpunkt eines beliebigen Dreiecks gehen, sind
gleichseitige Hyperbeln (Seite 1567—8, vergl. Nr. 122). Einem be-
liebigen Viereck kann allemal eine gleichseitige Hyperbel um-
schrieben werden; diese geht durch die Hohenpunkte der vier von
den Eckpunkten gebildeten Dreiecke. '

124. Die Seiten eines beliebigen Dreiecks bilden mit der

unendlich fernen Geraden der Ebene ein vollstindiges Vierseit,

dessen drei paar Gegenpunkte aus dem Hohenpunkt des Dreiecks
durch drei paar normale Strahlen projicirt werden. Daraus und
aus dem zum Lehrsatze des Desargues reciproken Satze folgt
(vergl. Seite 1556 und 157):

125. In dem Hohenpunkte jedes Tangentendreiecks einer
Parabel schneiden sich zwei Tangenten der Parabel rechtwinklig.
Die Hohenpunkte der Tangentendreiecke einer Parabel liegen
folglich auf einer Gteraden, der Leitlinie (Nr. 115; vgl. Seite 168).
Insbesondere liegen die Hohenpunkte der vier Dreiecke, die in
einem vollstindigen Vierseit enthalten sind, auf einer Geraden.

126. Ist einer Ellipse oder Hyperbel ein Rechteck und ist

))IU\’ '
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diesem ein Kreis umschrieben, so schneiden sich in jedem Punkte
S des Kreises zwei Tangenten der Curve rechtwinklig (Seite 157 u.);
denn die zwei paar gegeniiberliegenden Eckpunkte des Rechtecks
werden aus S durch zwei paar rechtwinklige Strahlen projicirt.
Daraus schliessen wir: Die Scheitel aller rechten Winkel, die
einer Ellipse oder Hyperbel umschrieben werden konnen, liegen
auf einem Kreise. — Dieser Satz kann als Specialfall des folgen-
den betrachtet werden.

127. Werden aus je zwei con- ,  Die Verbindungslinien der
jugirten Punkten einer Involu- | Punkte, die eine Curve zweiter
tion » an eine Curve k zweiter | Ordnung mit je zwei conjugirten
Ordoung Tangenten gezogen, so | Strahlen einer Involution S ge-
schneiden sich diese i. A. auf
einer anderen Curve zweiter Ord-
nung.

Eine Ausnabme tritt ein, wenn die Curve & von der Geraden
« beriibrt wird (Nr. 114). Im Allgemeinen kaun der Curve ein
Vierseit abcd umschrieben werden, von welchem zwei Gegen-
punkte ac und bd mit conjugirten Punkten P, P, von % zu-
sammenfallen. Wenn nun im Puukte S zwei Tangenten von %
sich schneiden, die durch zwei andere conjugirte Punkte @, @,
von u gehen, so bilden diese Tangenten SQ, S¢Q, mit den Strah-
lenpaaren SP, SP, und SR, SR,, durch welche zwei paar Gegen-
punkte P, P, und R, R, des Vierseits abcd aus S projicirt wer-
den, eine Involution (Seite 157), und es gehen folglich auch die
Strahlen SE und SR, durch conjugirte Punkte von #. Bezieht
man also die Biischel R, R, projectiv so auf einander, dass ihre
homologen Strahlen durch je zwei conjugirte Punkte von « gehen,
so erzeugen sie eine Curve zweiter Ordnung, den geometrischen
Ort des Punktes S. — Man kann auch sagen: ,,Solche Tangenten
einer Curve zweiter Ordnung, die durch zwei gegebene Punkte
harmonisch getrennt sind, schneiden sich im Allgemeinen auf
einer Curve zweiter Ordnung.” So ausgedriickt ist der Satz links
ein Specialfall des folgenden, dessen Beweis wir unterdriicken:

Biischel zweiter Ordnuung*).
7’

) *) Dieser Biischel zweiter Ordnung zerfillt in zwei Biischel erster Ord-
nung, wenn die Curve von zwei conjugirten Strahlen der Involution S be-
ritbrt wird. Er umhiilit einen Kreis, wenn die Involution rechtwinklig und
it der Curve concentrisch ist.

mein hat, bilden i. A. einen -
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128. Die Tangenten einer

.Curve zweiter Ordnung, die be-

ziiglich einer anderen Curve
zweiter Ordnung coujugirt sind,
schneiden sich im Allgemeinen
auf einer dritten Curve zweiter
Ordnung.
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Die Punkte einer Curve zwei-
ter Ordnung, die beziiglich einer
anderen Curve zweiter Ordnung
eonjugirt sind, liegen im All-
gemeinen auf je einer Tangente
einer dritten Curve zweiter Ord-
nung.

Man findet leicht, dass die dritte Curve (links) durch die
Beriihrungspunkte einer jeden gemeinschaftlichen Tangente der
beiden ersteren geht. Also:

'129. Wenn zwei Kegelschnitte |
vier Tangenten gemein haben,
so liegen deren acht Beriihrungs-
punkte auf einem dritten Kegel-
schnitte.

130. Wenn von den drei Kreisen, welche die Diagonalen eines
vollstindigen Vierseits zu Durchmessersehnen haben, irgend zwei
sich schneiden, so geht anch der dritte durch die beiden Schnitt-
punkte. Die Schenkel jedes rechten Winkels, der einen dieser
Schnittpunkte zum Scheitel hat, beriihren eine dem Vierseit ein-
geschriebene Curve zweiter Ordnung (vgl. Seite 157—8).

131. Die drei paar Gegenpunkte eines Tangentenvierseits des
Kreises werden aus dem Mittelpunkte des Kreises durch eine sym-
metrische Involution projicirt (vgl. Seite 175).

132. Zieht man an eine Curve zweiter Ordnung durch den
Mittelpunkt M einer Sehne zwei Secanten, so bestimmen diese
auf der Curve ein vollstindiges Viereck; die iibrigen zwei paar
Gegenseiten des Vierecks begrenzen auf der Sehne zwei Strecken,
die ebenfalls in M gehilftet werden (Seite 157).

133. Die Axen, aus denen eine hyperbolische Punktinvolu-
tion u erster Ordnung durch symmetrische Ebeneninvolutionen
projicirt wird, bilden einen Strahlencomplex zweiten Grades.
Denn durch einen beliebigen Punkt gehen von ihnen unendlich
viele, und zwar bilden diese einen orthogonalen Kegel zweiter
Ordnung, der die beiden Doppelpunkte der Tuvolution w enthilt.
Der Complex geht durch Drehung um die Gerade # und durch
Spiegelung an einer beliebig durch » gelegten Ebene in sich
selbst iiber; er enthdlt alle Strahlen der beiden Doppelpunkte der
Involution u.

Wenn zwei Kegelschnitte vier
Punkte gemein haben, so beriih-
ren deren acht Tangenten einen
dritten Kegelschnitt.
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134. Die Axen, aus denen eine elliptische Punktinvolution
 erster Ordnung durch orthogonale Ebeneninvolutionen projicirt
wird, bilden eine Strablencongruenz zweiter Ordnung zweiter
Classe, d. h. durch einen Punkt gehen i. A. zwei und in einer
Ebene liegen i. A. zwei von ibnen. Die Congruenz geht in sich
selbst fiber durch Drehung um die Gerade » und durch Spiege-
lung an einer Ebene, die beliebig durch u geht oder im Mittel-
punkte der Involution zu % normal ist. Diese zu % normale
Ebene enthilt unendlich viele Strahlen der Congruenz, die einen
Kreis umbhiillen.

4. Brennpunkte der Curven zweiter Ordnung. /3. I/ﬂﬁ/{ar

135. Von einer Parabel den Brennpunkt F zu constrairen.

a. Der Brennpunkt F liegt auf der Normalen, die auf einer
beliebigen Tangente in ihrem Schuittpunkte mit der Scheitel-
tangente errichtet wird (Seite 172).

b. Der Brennpunkt hilftet den Abschnitt der Axe, welcher
zwischen zwei conjugirten und zu einander rechtwinkligen
Geraden liegt, z. B. zwischen der Tangente und der Normale
eines Parabelpunktes (Seite 167).

c. Jede Parabeltangente bildet mit einem beliebigen Durch-
messer dieselben Winkel, wie mit der Verbindungslinie ihres
Beriihrungspunktes und des Brennpunktes F' (Seite 167).

d. Durch den Brennpunkt geht die Verbindungslinie von je
zwei Parabelpunkten, deren Tangenten sich rechtwinklig
schneiden (Seite 168).

e. Alle den Tangentendreiecken der Parabel umschriebenen Kreise
gehen durch den Brennpunkt F (Seite 175).

186. Von einer Parabel die Leitlinie (Directrix) f zu con-
struiren. .

a. Die Leitlinie ist die Polare des Brennpunktes.

b. Auf der Leitlinie f schneiden sich je zwei zu einander recht-
winklige Parabeltangenten (Seite 168).

¢. Die Hohenpunkte aller Tangentendreiecke der Parabel liegen
auf der Leitlinie (Nr. 125).

187. Die Leitlinien aller einem Dreieck eingeschriebenen
Parabeln gehen durch den Hohenpunkt des Dreiecks; die Brenn-
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punkte der Parabeln liegen auf dem, dem Dreieck umschriebenen

Kreise. Fillet man auns irgend einem Punkte dieses Kreises Nor-

malen auf die Dreieckseiten, so liegen deren drei Fusspunkte in

einer Geraden (Steiner), ndmlich in der Scheiteltangente von einer
der eingeschriebenen Parabeln.

138. Von einer Ellipse oder Hyperbel die beiden Brennpunkte
zu construiren:

a. Als Doppelpunkte einer in der Hauptaxe liegenden Involu-
tion (Seite 166).

b. Mittelst der Scheiteltangenten der Hauptaxe. Diese be-
grenzen auf jeder dritten Tangente eine Strecke, die aus
den Brennpunkten durch rechte Winkel projicirt wird
(Seite 173).

¢ Mittelst des Kreises, der die Curve in den Scheitelpunkten
der Hauptaxe beriihrt. Errichtet man auf einer Tangente:
der Curve zwei Normalen in den beiden Punkten, die sie mit
dem Kreise gemein hat, so schneiden diese Normalen die
Hauptaxe in den Brennpunkten (Seite 172).

d. Indem man einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten
conjugirt sind und dessen Hypotenuse in der Nebenaxe liegt,
einen Kreis umschreibt. Dieser schneidet die Hauptaxe in
den beiden Brennpunkten (Seite 166).

e. Mit Hiilfe des Satzes, dass die Summe resp. Dlﬁ'erenz der
beiden Brennstrahlen eines Curvenpunktes constant ist
(Seite 171).

139. Eine Curve zweiter Ordnung zu constrniren aus einem
Brennpunkte, der zugehirigen Leitlinie und einem Punkte oder
einer Tangente (Seite 168 und 170). Eine Parabel za con-
struiren aus dem Brennpunkte F und zwei Punkten oder Tan-
genten,

140. Eine Curve zweiter Ordnung zu construiren aus einem
Brennpunkte und entweder drei Tangenten oder zwei Tangenten
und einem ihrer Beriihrungspunkte (Seite 175). In beiden Fillen
sofort den zweiten Brennpunkt zu zeichnen (Seite 168).

141. Werden von jeder einem Dreieck 4 BC eingeschriebenen
Curve zweiter Ordnung die Brennpunkte einander zugeordnet, so
wird dadurch zwischen den Punkten der Ebene eine involutorische
Verwandtschaft zweiten Grades hergestellt, von welcher 4, B, C
die drei Hauptpunkte sind. Wenn niémlich der eine Brennpunkt
eine beliebige Gerade u beschreibt, so beschreibt der andere eine
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durch 4, B, C gehende und zu u projective Curve zweiter Ord-
nung (Seite 168). Diese Curve wird ein Kreis, wenn % unendlich
fern liegt (Seite 175). Die Mittellinien der Dreieckswinkel sind
sich selbst zugeordnet. Jede Gerade und jeder Punkt der Ebene
ist Axe bezw. Mittelpunkt von einer der eingeschriebenen Curven.

142. Eine Curve zweiter Ordnung zu construiren aus den
beiden Brennpunkten und einem Punkte oder einer Tangente
(Seite 171 und 172).

143. Die Winkel, welche confocalen Kegelschnitten aus einem
beliebigen Punkte P ihrer Ebene umschrieben werden kénnen,
werden von zwei zu einander normalen Geraden gehilftet (Seite
166—T7), und zwar von den Tangenten der beiden durch P gehen-
den Kegelschnitte.

144. Die Gegenseiten eines Vierecks, das aus einem Pol-

dreieck einer Curve zweiter Ordnung und dessen Hohenpunkt be-
steht, sind durch die Brennpunkte der Curve harmonisch getrennt \’

145. Sind von einer Curve zweiter Ordnung zwei Punkte
A, B und ein Brennpunkt F' gegeben, so liegt der andere Brenn-
punkt F, auf einem der beiden durch F' gehenden Kegelschnitte,
die 4 und B zu Brennpunkten haben. Denn weil AF + BF
gegeben ist, so muss AF, + BF, eine constante Grisse sein
(vgl. Seite 171). — Die zu F gehorige Leitlinie schneidet die
Gerade A B in einem der beiden Punkte, durch welche die Mittel-
linien der von F'4 und F'B gebildeten Winkel gehen (Seite 169).

146. Eine Curve zweiter Ordnung zu construiren aus einem
Brennpunkte, dem Mittelpunkte und einem Punkte oder einer
Tangente (Nr. 142). -

147. Das Produkt der Abstinde eines Brennpunktes von zwei
parallelen Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel ist constant
(Seite 172); ebenso das Produkt der Abstinde beider Brennpunkte
von einer beliebigen Tangente.

148. Eine Ellipse zu zeichnen, deren Axenlingen gegeben
sind:

a. auf Grund des Satzes Nr. 66

b. mit Benutzung der vier Scheiteltangenten (Nr. 23 und 24);

¢. mit Hiilfe der Brennpunkte, die mittelst der Axenldngen zu
construiren sind.

149. Eine Puarabel zu construiren, wenn gegeben sind der
Brennpunkt and die Leitlinie (Seite 170), oder der Brennpunkt,
die Axe und ein Punkt oder eine Tangente, oder der Brennpunkt

ot
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und die Scheiteltangente. Concentrische Kreise werden in ihren
Schnittpunkten mit einer beliebigen Greraden s von den Tangenten
einer Parabel beriihrt; diese hat s zur Scheiteltangente und den
Mittelpunkt der Kreise zum Brennpunkt (Seite 172).

150. Die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei in der Ebene
gegebene Kreise beriihren, liegen auf zwei confocalen Curven
zweiter Ordnung (vgl. Seite 171). Die Mittelpunkte der gegebenen
beiden Kreise sind die Brennpunkte dieser Curven. Toaven o

151. Alle Punkte der Ebene, die von einer Geraden und einem
Kreise gleichen Abstand haben, liegen auf zwei confocalen Para-
beln (vgl. Nr. 150).

152. Wenn der eine Schenkel eines Winkels von gegebener
Grosse eine Curve zweiter Ordnung bestindig beriihrt, indess der
andere sich um einen ihrer Brennpunkte dreht, so beschreibt der
Scheitelpunkt einen Kreis, der die Curve zweimal beriihrt (Seite
172); wenn jedoch die Curve eine Parabel ist, so beschreibt der
Scheitelpunkt eine ihrer Tangenten.

/0. Aufgaben sweiten Grades. /7. /nfias.

153. Einer Curve zweiter Ordnung soll ein einfaches neck
so eingeschrieben werden, dass die Seiten der Reihe nach durch »
gegebene, nicht auf der Curve liegende Punkte gehen.

154. Auf einer Geraden sind zwei paar Punkte gegeben; ein
drittes Punktepaar zu constrniren, welches jedes dieser beiden
Paare harmonisch trennt.  Vat.p.us

155. Einer Curve zweiter Ordnung soll ein einfaches neck
umschrieben werden, dessen Eckpunkte der Reihe nach auf n ge-
gebenen, die Curve nicht beriihrenden Geraden liegen.

156. In der Ebene ist ein einfaches Fiinfeck gegeben; es soll
ein zweites gezeichnet werden, das dem gegebenen um- und zu-
gleich eingeschrieben ist.

157. Durch einen gegebenen Punkt sind zwei Strahlen so zu
ziehen, dass sie auf zwei gegebenen Geraden u, v Strecken von
gegebenen Lingen begrenzen.

188. Zwischen den Geraden u, v soll eine Linie so gezogen
werden, dass sie von zwei gegebenen Punkten aus unter rechten

Winkeln gesehen wird.
Reye, Geometrie der Lage. I. 4. Aufl, 17
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159. Auf einer gegebenen Geraden eine Strecke zu bestimmen,
die aus zwei gegebenen Punkten unter gegebenen Winkeln ge-
sehen wird.

160. Durch einen gegebenen Punkt eine Gerade so zu legen,
dass sie ein gegebenes Dreieck hilftet, oder dass sie mit zwei

seiner Seiten ein Dreieck von gegebenem Inhalt bildet. ¢ l:i=...-.

161. Einem Dreieck soll ein anderes umschrieben werden,
dessen eine Seite von zwei gegebenen Geraden begrenzt wird und
dessen andere zwei Seiten einen Winkel von gegebener Grisse
einschliessen. :

162. In zwei projectiven Bilscheln die homologen rechten
Winkel zu counstruiren (Nr. 18).

163. Man bestimme in zwei projectiven Punktreihen, die in
derselben Geraden liegen, homologe Punkte, die einen gegebenen
Abstand haben; ebenso in zwei concentrischen projectiven Biischeln
homologe Strahlen, die einen Winkel von gegebener Grosse ein-
schliessen. -

164. In zwei projectiven Punktreihen erster Ordnung be-
stimme man zwei homologe Strecken von gegebenen Langen.

165. Eine Curve zweiter Ordnung hat im Allgemeinen zwei
conjugirte Durchmesser, die mit conjugirten Durchmessern einer
anderen in derselben Ebene liegenden Curve zweiter Ordnung pa-
rallel laufen. Nur wenn beide Curven Hyperbeln sind, kann eine
Ausnahme eintreten (Seite 209).

166. Einem Viereck eine Curve zweiter Ordnung zu um-
schreiben, die eine gegebene Gerade beriihrt (Seite 158). Kinem
Vierseit eine Curve zweiter Ordnung so einzuschreiben, dass sie
durch einen gegebenen Punkt geht.

167. In der Ebene von zwei Curven zweiter Ordnung giebt
es mindestens einen reellen Punkt U, der in Bezug auf beide
Curven eine und dieselbe Polare » hat (Nr. 68). Die beiden reellen
oder conjugirt-imagindren Punkte von u, die in Bezug auf jede
der beiden Curven conjugirt sind (vgl. Seite 209), bilden mit U
ein gemeinschaftliches Poldreieck der Curven. Zwei in einer Ebene
liegende Curven zweiter Ordnung haben demnach im Allgemeinen
ein gemeinschaftliches Poldreieck; dieses hat mindestens einen
reellen Eckpunkt und eine reelle Seite.
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/. Focalaxen und cyklische Ebenen von Kegeln
gweiter Ordnung. £ me}.

168. Dreht sich ein gegebener Flichenwinkel um seine Scheitel-
linie s, so umhiillt die Verbindungsebene der beiden Geraden, in
denen seine Schenkel zwei durch einen Punkt von s gelegte Ebenen
beziehungsweise schneiden, einen diese Ebenen beriihrenden Kegel
aweiter Ordnung, der s zur Focalaxe hat (Seite 220). — Wie
lautet der reciproke Satz?

169. Aus den reellen Focalaxen f, f' eines Kegels zweiter
Ordnung werden die Winkel, welche die zu der Symmetrie-Ebene
ff normalen Berithrungsebenen in den iibrigen Beriihrungsebenen
begrenzen, durch rechte Flichenwinkel projicirt (vgl. Seite 173).

170. Die reellen cyklischen Ebenen x, %’ eines Kegels zwei-
ter Ordnung schneiden jeden Flichenwinkel, dessen Schenkel die
beiden zu der Hauptaxe xx' normalen Scheitelstrahlen mit einem
beliebigen Strahle des Kegels verbinden, in zwei rechten Winkeln.

171. Alle Flichenwinkel, welche confocalen Kegeln zweiter
Ordnung aus einem beliebigen Punkte P umschrieben werden
konnen, werden von zwei bestimmten Ebenen gehilftet; diese |
schneiden sich rechtwinklig und beriihren in P zwei der confoca-
len Kegel (vgl. Nr. 143).

172. Alle Winkel, die concyklischen Kegeln zweiter Ordnung
in einer durch ihren Mittelpunkt gehenden Ebene eingeschrieben
werden konnen, werden von zwei bestimmten, zu einander nor-
malen Strahlen gehilftet (Nr. 171). In diesen beiden Strahlen
beriihrt die Ebene zwei der concyklischen Kegel.

178. Wenn vier Beriihrungsebenen eines Kegels x zweiter
Ordnung sich paarweise in zwei Strahlen eines mit % confocalen
Kegels schneiden, so beriihren sie einen Rotationskegel. Sie bilden
ein Vierseit, dessen drei paar (tegenkanten auf drei mit x con-
focalen Kegeln liegen (vgl. Seite 181—2, auch wegen des Be-
weises).

174. Die vier Schnittlinien eines Kegels x zweiter Ordnung
mit zwei beliebigen Beriihrungsebenen eines congyklischen Kegels
liegen allemal auf einem Rotationskegel. Sie bilden ein Vierkant,
dessen drei paar Gegenebenen von drei mit x concyklischen Kegeln
beriihrt werden.

17*
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175. Wird um einen sphirischen Kegelschnitt & ein unend-
lich dilnner geschlossener Faden von gegebener Linge geschlungen
und durch eine bewegliche Spitze 4 so auf der Kugelfliche ge-
spannt gehalten, dass er sich an einen Bogen von % und an zwei
in A convergirende sphirische Tangenten von % anlegt, so be-
schreibt die Spitze 4 bei ihrer Bewegung einen mit k& confocalen
Kegelschnitt auf der Kugel. Die Differenz ans der Summe der
beiden Tangenten und dem von ihnen eingeschlossenen Kegel-
schnittbogen bleibt constant (vgl. Seite 183). Kegelschnitt-
bégen, deren Differenz durch Kreisbdgen genau dargestellt werden
kann, lassen sich hiernach auf einem sphidrischen Kegelschnitt
leicht ¢onstruiren.

176. Wenn ein sphiirisches meck einem sphirischen Kegel-
schnitt # umschrieben und einem mit & confocalen Kegelschnitt
k, eingeschrieben ist, so giebt es unendlich viele sphiirisgche mecke,
welche k um- und zugleich &, eingeschrieben sind. Sie alle haben
gleichen Umfang (vgl. Seite 187)

Von concyklischen sphiirischen Kegelschnitten gilt der néim-
liche Batz; nur haben die mecke nicht gleichen Umfang, sondern
gleiche Winkelsumme und somit gleichen Inbalt.

177. Unter den Kegeln zweiter Ordnung sind ausser den
geraden oder Rotationskegeln hervorzuheben:

a. die gleichseitigen (Schréter), denen rechtwinklige Dreikante
eingeschrieben werden kdnnen,

b. die Kegel, denen rechtwinklige Dreikante umschrieben werden
konnen,

c. die orthognalen Kegel (Schriter), deren cyklische Ebenen zu
zwei Kegelstrahlen normal sind (Nr. 38),

d. die Kegel, deren Focalaxen zu zwei Beriihrungsebenen nor-
mal sind,

e. die Kegel des Pappus*), die von den Ebenen zweier Ge-
raden in je zwei normalen Strahlen geschnitten werden (die
beiden Geraden sind die Polstrahlen der cyklischen Ebenen),

f. die Kegel des Hachette*), an welche von den Strahlen
zweier Ebenen je zwei normale Beriihrungsebenen gehen,

g. und h. die Kegel, deren Focalaxen oder deren cyklische
Ebenen sich rechtwinklig schneiden.

*) Vgl. Theod. Meyer, Ueber die Kegel des Pappus und des Hachette,
Strassburger Inaug.-Diss. Berlin 1884.
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178. Die Mittellinien von zwei verinderlichen Nebenwinkeln
beschreiben einen Kegel des Pappus, wenn der eine Schenkel sich
in einer Ebene y bewegt, indess der andere gy festbleibt. Die
Ebene v ist eine cyklische des Kegels, und ¢ ist ihr Polstrahl.

Aus einem Punkte P einer Kugel werden die grossten Kugel-
kreise durch Kegel des Pappus projicirt.

S d/u VN w-m‘[ -
/2. Polvierecke und Polvierseite von Kegelschnitten.

179. Ein vollsténdiges Viereck nenne ich ein ,Polviereck*
eines Kegelschnittes y2?, wenn von seinen sechs Seiten jede ihrer
Gegenseite conjugirt ist in Bezug auf y% Ebenso soll ein voll-
stindiges Vierseit ein ,,Polvierseit* des Kegelschnittes heissen, wenn
Jjeder von seinen sechs Eckpunkten dem ihm gegeniiber liegenden
Eckpunkte conjugirt ist. Die Polaren der Eckpunkte eines Pol-
vierecks bilden ein Polvierseit; und zwar gehen die sechs Seiten
des Vierecks durch die sechs Eckpunkte der Vierseits.

180. Wenn zwei paar Gegenseiten eines vollstindigen Vier-
ecks aus conjugirten Strahlen bestehen, so gilt das Gleiche von
dem dritten Paare (Hesse), und das Viereck ist ein Polviereck des
Kegelschnittes y2. Denn die Polare eines beliebigen Eckpunktes
schneidet das Viereck in einer Involution (Seite 155), und zwar
jene beiden (und folglich alle drei) Paare von Gegenseiten in
Paaren conjugirter Punkte; hieraus aber folgt, dass von jeder
durch den Eckpunkt gehenden Seite der Pol auf der Gegenseite
liegt. W. z. B. w.

Aehnlich beweist man den reciproken Satz von Hesse: Ein
vollstiindiges Vierseit ist ein Polvierseit von Y2, wenn zwei paar
Gegenpunkte von conjugirten Punkten gebildet werden.

181. Verbindet man die Eckpunkte 4, B, C eines Dreiecks
mit den Polen der ihnen gegeniiberliegenden Seiten, so gehen die
drei Verbindungslinien durch einen Punkt D, der mit 4, B und C
ein Polviereck des Kegelschnittes y* bildet (Nr. 180). Drei be-
liebig angenommene Eckpunkte A4, B, C eines Polvierecks be-
stimmen also den vierten D. Sind insbesondere 4 und B con-
jugirt in Bezug auf y?, so bilden sie mit D ein Poldreieck von y?.
Jedes Viereck, das aus einem Poldreieck von y? und einem be-
liebigen Punkte der Ebene bestebt, ist ein Polviereck von y?




‘15

262 Aufgaben und Lehrsiitze.

(Nr. 179). Es giebt auch uneigentliche Polvierecke, von deren
Eckpunkten drei in einer Geraden liegen oder zwei sich vereinigen.

182. Bringt man die Seiten a, b, ¢ eines Dreiecks zum Durch-
schnitt mit den Polaren der ihnen gegeniiberliegenden Eckpunkte,
80 erhilt man drei Punkte einer Geraden d, die mit a, b und ¢
ein Polvierseit des Kegelschnittes v * bildet (Nr. 180). Drei Seiten
eines Polvierseits bestimmen also die vierte; nur wenn sie ein Pol-
dreieck von y? bilden, kann jede Gerade der Ebene als vierte
Seite angenommen werden.

183. Wenn zwei Polvierecke
ABCD und ABC'D’ von «?
zwei Eckpunkte 4, B mit
einander gemein baben, so liegen
ihre sechs Eckpunkte auf einer
Curve zweiter Ordnung, die unter

Wenn zwei Polvierseite von v 2
zwei gemeinschaftliche Seiten
haben, so beriihren ihre sechs
Seiteneine,,Curvezweiter Classe**’
(d. b. sie gehoren einem Strahlen-
biischel zweiter Orduung an).

Umsténden in zwei conjugirte | Diese Curve kann in zwei con-
Gerade, 4B und CD, zerfallen jugirte Punkte zerfallen.
kann.

Némlich die Strahlenbiischel 4, B werden projectiv auf einander
bezogen, wenn man jedem Strahle von A den ihm conjugirten
Strahl von B zuweist. Es ist also 4(CDC’'D’) ‘A B(DCD'C"),
und (nach Seite 152) folglich A(CDC'D’) ‘X B(CDC'D’), wie
im Satze links behauptet wird.

184. Da ein Poldreieck von y? durch jeden Punkt der Ebene
zu einem Polviereck erginzt wird, so ergeben sich aus dem vorher-
gehenden Doppelsatze sofort die folgenden Satze:

Wenn ein Poldreieck und ein
Polviereck von y* einen gemein-
schaftlichen Eckpunkt besitzen,
so liegen ihre sechs Eckpunkte

Wenn ein Poldreiseit und ein
Polvierseit von y? eine gemein-
schaftliche Seite haben, so be-
rilhren ibre sechs Seiten eine

auf einer Curve zweiter Ordnung. | Curve zweiter Classe.

Zwei beliebigen Poldreiecken eines Kegelschnittes y? kann allemal
eine Curve zweiter Ordnung umschrieben und eine Curve zweiter

. Classe eingeschrieben werden (vergl. auch Seite 153). Diese Curven

konnen aber in zwei Gerade resp. zwei Punkte zerfallen.

185. Zwei Kegelschnitte Y2 und y3, die in derselben Ebene
liegen, haben unendlich viele gemeinschaftliche Polvierecke und
Polvierseite. Man kann zwei Seiten a, b eines gemeinschaftlichen
Polvierecks willkiirlich annehmen; die ihnen gegeniiberliegenden
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Seiten a,, b, verbinden die heiden Pole von a resp. b in Bezug

auf y? und y?¥ mit einander.
Wenn zwei gemeinschaftliche
Polvierecke A BC Dund AB'C’' DY
von v? und y$ einen Eckpunkt 4
mit einander gemein haben, so
liegen ihre sieben Eckpunkte auf

Wenn zwei gemeinschaftliche
Polvierseite von y? und v} eine -
Seite mil einander gemein haben,
so beriihren ihre sieben Seiten
eine Curve zweiter Classe.

einer Curve zweiter Ordnung. .
Ist ndmlich ABB’P ein Polviereck von y? und ABB’'Q ein
solches von v2, so haben die Curven zweiter Ordnung (4 BCD B’ P)
und (4BCDB’Q) fiinf gemeinschaftliche Punkte und fallen des-
halb zusammen mit dem Kegelschnitt (4 BB’PQ); ebenso aber
fallen dieCurven zweiter Ordnung (4 B’C’ D’ BP) und (4 B'C’ D' BQ)
mit (4BB’PQ) zusammen.

186. In Bezug auf drei beliebig gegebene Kegelschnitte v?,
Y3, ¥ der Ebene hat eine Gerade a drei Pole, die im Allgemeinen
nicht in einer Geraden liegen. Beschreibt a einen Strahlenbiischel U,
80 beschreiben diese Pole drei zu U und deshalb auch zu einander
projective Punktreihen w, #,, ug; und von den Strahlen, welche
die homologen Punkte von u und u, verbinden, gehen im All-
gemeinen hochstens drei durch die entsprechenden Punkte von %,
(Seite 136). Diese drei Strahlen, von denen mindestens einer reell
ist, sind je einem Strable von U conjugirt beziiglich der drei
Kegelschnitte y2, y3, y3. Daraus ergiebt sich die eine Hilfte des
Doppelsatzes:

Es giebt in der Ebene unend- Es giebt in der Ebene un-
lich viele Paare von Strahlen, | endlich viele Paare von Punk-
die in Bezug auf drei beliebige | ten, die in Bezug aufdrei be-
Kegelschnitte conjugirt sind. i liehige Kegelschnitte conjugirt
Diese Strablenpaare umhiillen ‘' sind. Der Ort dieser Punkte-
im Allgemeinen eine Curve | paare ist im Allgemeinen eine
dritter Classe; je zwei von | Curve dritter Ordnung; je zwei
ihnen bilden zwei paar Gegen- | von ihnen bilden zwei paar
seiten eines gemeinschaftlichen | Gegenpunkte einesgemeinschaft-
Polvierecks der dreiKegelschnitte ! lichen Polvierseits der drei Kegel- -
(Nr. 180). Drei Tangenten, ; schnitte. Drei Punkte, in de-
die von irgend einem Punkte | nen irgend eine Gerade die
U an die Curve dritter Classe | Curve dritter Ordnung schneidet,
gehen, bilden mit ihren con- ! bilden mit ibren conjugirten
jugirten Tangenten die drei paar ! Curvenpunkten die drei paar



264 Aufgaben und Lehrsiitze.

Gegenseiten eines solchen ge-
meinschaftlichen Polvierecks.

Gegenpunkte eines solchen ge-
meinschaftlichen Polvierseits.

13 Lineare Systeme und Gewebe von Kegelschnitten.

187. Wenn einem Polviereck eines Kegelschnittes y? ein Kegel-
schnitt %#® umschrieben ist, so stehen die beiden Curven y?® und k%
in folgenden merkwiirdigen Beziehungen zu einander:

a. Drei beliebige Punkte von
k?® bestimmen ein Polviereck von
7? (Nr. 181), dessen vierter Eck-
punkt gleichfalls auf k* liegt.

b. Bringt man %?® zum Durch-

schnitt mit zwei Geraden, die in
Bezug anf y* conjugirt sind, so
erhilt man die vier Eckpunkte
eines Polvierecks von y?%.

¢. Der Curve %? konnen dem-
nach dreifach unendlich viele
Polvierecke, im Allgemeinen aber
auch einfach unendlich viele
reelle Poldreiecke von y? ein-
geschrieben werden; jeder von
Y? eingeschlossene Punkt der
Curve %2 ist Eckpunkt von einem
dieser Poldreiecke.

d. Die Polare eines Punktes
von k* beziiglich der Curve y?
schneidet die eine oder auch
jede der beiden Curven in zwei
reellen Punkten, die beziiglich
der anderen Curve conjugirt sind.

e. Zwei Tangenten von y?2,
deren Beriihrungspunkte conju-
girt sind in Bezug auf k2, schnei-
den sich allemal in einem
Punkte von k2.

a,. Drei beliebige Tangenten
von Y? bestimmen ein Polvier-
seit von k2, dessen vierte Seite
gleichfalls Tangente von y? ist.

b,. Zieht man an y? Tangen-
ten aus zwei Punkten, die in
Bezug auf k* conjugirt sind, so
bilden diese Tangenten ein Pol-
vierseit von k2.

¢,. Der Curve y? konnen dem-
nach dreifach unendlich viele
Polvierseite, im Allgemeinen aber
auch einfach unendlich viele
reelle Poldreiseite von %% um-
schrieben werden; jede von k2
ausgeschlossene Tangente der
Curve y? gehort zu einem dieser
Poldreiseite.

d,. Aus dem Pole einer Tan-
gente von 2 beziiglich der
Curve k? gehen an die eine
oder auch an jede der beiden
Curven zwei reelle Tangenten,
die beziiglich der anderen Curve
conjugirt sind.

e,. Zwei Punkte von %2, deren
Tangenten conjugirt sind in Be-
zug auf 2, liegen allemal auf
einer Tangente von y2.
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f. und f;,. Die Curve k% liegt entweder ganz ausserhalb y?
oder theils ausserhalb, theils innerhalb; keine der beiden Carven
schliesst die andere ein.

188. Zum Beweise dieser Siitze diene Folgendes. Zwei Eck-
punkte des Polvierecks von y?, welchem der Kegelschnitt k? um-
schrieben ist, bestimmen mit einem beliebigen dritten Punkte A
von k% ein zweites, der k? eingeschriebenes Polviereck von y?
(Nr. 181 und 183); aus diesem zweiten aber kann ebenso ein drittes
abgeleitet werden, von welchem zwei Eckpunkte 4, B beliebig auf
k* angenommen sind, und dieses dritte fithrt zu einem vierten, der
k? eingeschriebenen Polviereck von 2, welches drei beliebige Punkte
A, B, C von k* zu Eckpunkten hat. Damit ist der Satz a. be-
wiesen, woraus b. ohne Weiteres folgt. — Sei a die Polare von 4
in Bezug auf y?, und moge diese mit y? keinen reellen Punkt
gemein haben, also A innerhalb y? liegen. Dann schneidet a die
Gegenseiten der Polvierecke von y2, welche 4 zom Eckpunkt
haben, in Paaren von Punkten, die hinsichtlich y® conjugirt sind
(Nr. 180); und die so entstehende Involution a ist elliptisch und
hat keine reellen Doppelpunkte. Die Kegelschnitte, die einem be-
liebigen jener Polvierecke umschrieben werden konnen, miissen
deshalb die Gerade a in je zwei reellen, conjugirten Punkten
schneiden, die mit 4 ein reelles Poldreieck von y? bilden; denn
diese Kegelschnitte folgen stetig auf einander, unendlich viele von
ihnen haben mit der Involution a je zwei reelle, einander zugeordnete
Punkte gemein (Seite 157), und unmoglich kann einer von ihnen
mit a zwei imaginire Punkte gemein haben, weil sonst zwischen
ihm und den eben genannten ein anderer liegen wiirde, welcher a
in einem reellen Doppelpunkte beriihrte. Damit sind die Sitze c.
und f. bewiesen, woraus d. und e. sich leicht ergeben.

189. Die Sitze a,. bis f;. der Nr. 187 konnen analog wie
a. bis f. bewiesen werden, sobald gezeigt ist, dass dem Kegel-
schnitt y? irgend ein Polvierseit von %? umschrieben werden kann.
Um diesen Nachweis zu liefern, nehmen wir auf k2 drei Punkte
P, @, R an, deren Verbindungslinien ausserhalb y? liegen, was
(Nr. 187 f.) allemal moglich ist. Die drei Punkte bestimmen ein
der %? eingeschriebenes Polviereck PQRS von Y2, dessen Gegen-
seiten sich in drei ausserhalb y® liegenden Punkten U, V, W
schneiden;, diese Schnittpunkte aber sind paarweise conjugirt in
Bezug auf %2, und zwei von ihnen, U und V, liegen ausserhalb
k*. Werden nun von U und V Tangentenpaare an Y2 gezogen,
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so trennen diese je zwei Gtegenseiten des Polvierecks PQRS har-
"monisch (Seite 105). Die zwei paar Tangenten bilden folglich
ein Vierseit, dessen Gegenpunkte paarweise durch jedes paar Gegen-
seiten des Vierecks PQRS harmonisch getrennt sind; und da
einer E der sechs Eckpunkte des Vierseits, wie man" leicht ein-
sieht, von k?* eingeschlossen ist, 8o ist er auch durch 4* von seinem
Gegenpunkte harmonisch getrennt (Seite 158). Von den Eck-
punkten des Vierseits sind also zwei, U und E, ibren Gegen-
punkten conjugirt hinsichtlich k2, dieses der Y2 umschriebene Vier-
seit ist folglich ein Polvierseit von k* (Nr. 180); w. z. b. w.

190. Von zwei Kegelschnitten k* und Y%, von denen der
eine k? einem Polviereck des anderen y2? umschrieben oder dieser
einem Polvierseit von jenem eingeschrieben ist, sage ich*): ,Die
Curve zweiter Ordnung %? stiitzt oder trigt die Curve zweiter
Classe y?, und umgekehrt y* stittzt sich oder ruht auf k2.
Wenn %k? in zwei Strahlen oder y* in zwei Punkte zerfillt, so
sage ich demgemdss:

Ein Strablenpaar stiitzt die f Ein Punktepaar ruht auf der
Curve zweiter Classe y®, wenn | Curve zweiter Ordnung k2, wenn
seine Strahlen in Bezug auf y? | seine Punkte in Bezug auf k?
conjugirt sind. | conjugirt sind.

Und weil eine Gerade nur dann, wenn sie y? beriibrt, sich selbst
conjugirt ist, so setze ich hinzu:

Eine zweifache Gerade stiitzt | Ein zweifacher Punkt ruht
die Curve zweiter Classe 72, i auf der Curve zweiter Ordnung
wenn sie y? beriihrt. | k%, wenn er auf k? liegt.

191. Alle Kegelschnitte, die eine gegebene Curve zweiter
Classe y? stiitzen und durch drei beliebige Punkte gehen, sind
dem Polviereck von y? umschrieben, welches die drei Punkte zu
Eckpunkten hat (Nr. 187a); durch einen beliebigen vierten Punkt
der Ebene geht demuach nur einer von ihnen. Also:

Die Kegelschnitte k2, die eine Die Kegelschnitte y2, die auf
gegebene Curve zweiter Classe | einer gegebenen Curve zweiter
v? stiitzen, bilden eine Mannig- | Ordoung %? ruhen, bilden eine
faltigkeit von vier Dimensionen, | Mannigfaltigkeit von vierDimen-
die wir ein ,lineares Kegel- | sionen,diewirein,linearesKegel-
schnitt- System vierter Stufe* | schnitt-Gewebe vierter Stufe

.

*) Vergl. meine analytisch-geometrischen Arbeiten in Crelle-Borchardt’s
Journal fir die r. u. a. Mathematik, Bd. 82.
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nennen wollen. Einem beliebigen
Viereck kann im Allgemeinen
nur ein Kegelschnitt dieses Sy-
stemes umschrieben werden.
Das Viereck ist ein Polviereck
von Y2, und alle ihm umschrie-
benen Kegelschnitte gehoren zu

dem Systeme, wenn irgend zwei-

dieser Kegelschnitte die Curve
? stiitzen.
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nennen wollen. Einem beliebigen
Vierseit kann i. A. nur ein
Kegelschuitt dieses Gewebes ein-
geschrieben werden. Das Vier-
seit ist ein Polvierseit von k2,
und alle ihm eingeschriebenen
Kegelschnitte gehoren zu dem
Gewebe, wenn irgend zwei von
ihnen auf der Curve %® ruhen.

192, Von den Kegelschnitten, die zwei gegebene Curven

zweiter Classe y? und vy} stiitzen, geht durch drei beliebige Punkte
A, B, C der Ebene im Allgemeinen ein einziger; dieser enthilt
auch die beiden Punkte, die A, B und C zu einem Polviereck von

% resp. vy} ergiinzen.

Alle Kegelschnitte %?, welche
zwei, drei oder vier beliebig in
der Ebene angenommene Curven
zweiter Classe stiitzen, bilden
eine drei-, zwei-, resp. einfach
unendliche Mannigfaltigkeit, die
wir ein ,lineares Kegelschnitt-
System dritter, zweiter, resp.

Ueberhaupt konnen wir sagen:

Alle Kegelschnitte 2, die sich
auf zwei, drei oder vier beliebig
in der Ebene angenommene Cur-
ven zweiter Ordnung stiitzen,
bilden eine drei-, zwei-, resp.
einfach unendliche Mannigfaltig-
keit, die wir ein ,,lineares Kegel-
schnitt-Gewebe dritter, zweiter,

erster Stufe** nennen wollen. ! resp. ersterStufe‘‘ nennen wollen.

Bei besonderer gegenseitiger Lage der gegebenen Curven er-
leiden diese Sitze Ausnahmen, die sich weiter unten von selbst
ergeben. Die Stufenzahl giebt nicht blos an, wie viele Dimensionen
ein Kegelschnitt-System oder -Gewebe hat, sondern sie ist, wie wir
sehen werden (Nr. 203 und 210), zugleich die Zahl der Punkte
resp. Tangenten, die je eineh seiner Kegelschnitte festlegen.

193. Die linearen Kegelschnitt- Systeme erster und zweiter
Stufe werden gewdhnlich ,,Kegelschnitt-Biischel* resp. ,Kegel-
schnitt-Netze' genannt; ebenso fiihren die reciproken Gebilde auch
die Namen ,,Schaar® resp. ,,Schaarschaar von Kegelschnitten*'.
Allerdings pflegt man den. Kegelschnittbiischel und die Kegel-
schnittschaar zu definiren als die Gesammtheit der Kegelschnitte,
die einem Viereck umschrieben resp. einem Vierseit eingeschrieben
werden konnen; aber diese Definitionen sind in den obigen ent-
halten, wie der folgende Satz lehrt:
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Wenn zweiKegelschnitte eines

linearen Kegelschnitt- Systemes
einem Viereck umschrieben sind,
so ist dieses ein gemeinschaft-
liches Polviereck aller Curven
zweiter Classe, die auf dasSystem
sich stiitzen (Nr. 191); dem
Systeme gehoren folglich alle
dem Viereck umschriebenen

Aufgaben und Lehrsiitze.

Wenn zwei Kegelschnitte eines
linearen Kegelschnitt-Gewebes
einem Vierseit eingeschrieben
sind, so ist dieses ein gemein-
schaftliches Polvierseit aller
Curven zweiter Ordnung, die das
Gewebe stiitzen (Nr. 191); dem
Gewebe gehoren folglich alle
dem Vierseit eingeschriebenen

Kegelschnitte an. Kegelschnitte an.

194. Die Theorie des linearen Kegelschnitt-Systemes vierter
Stufe ist nicht wesentlich verschieden von der Polarentheorie der
Curve zweiter Classe Y%, die auf allen seinen Kegelschnitten ruht.
Wir heben deshalb nur hervor, dass das System ein specielles ist,
wenn y® sich auf zwei Punkte P, @ oder auch auf einen zwei-
fachen Punkt R reducirt. Also:

Die Kegelschnitte der Ebene, |  Die Kegelschnitte der Ebene,
die durch einen gegebenen Punkt ' die eine gegebene Gerade be-
R gehen oder beziiglich deren ' riihren oder beziiglich deren zwei
zwei Punkte P, Q conjugirt sind,  gegebene Gerade conjugirt sind,

bilden ein specielles lineares | bilden ein specielles lineares
Kegelschnitt - System  vierter | Kegelschnitt - Gewebe  vierter
Stufe. Stufe. '

Z. B. die Parabeln der Ebene bilden ein specielles Kegelschnitt-
Gewebe und die gleichzeitigen Hyperbeln bilden ein specielles
Kegelschnitt-System vierter Stufe. Die Curve zweiter Classe 2,
die auf den gleichseitigen Hyperbeln ruht, reducirt sich auf die
beiden unendlich fernen imagindren Kreispunkte (Seite 210). Die
Kegelschnitte der Ebene, von denen eine Axe gegebene Richtung
hat, bilden ein specielles System vierter Stufe, dem alle Kreise
der Ebene angehoren; jedem Viereck, dessen Eckpunkte auf zweien
dieser Kegelschnitte liegen, kann ein Kreis umschrieben werden.

1+ Lineare Kegelschnitt-Systeme und -Gewebe dritter und
erster Stafe.*)
195. Sind von einem Polviereck einer Curve zweiter Classe
v?® zwei Eckpunkte 4, B gegeben nebst der zu 4B conjugirten

*) Vergl. Schréter-Steiner, Die Theorie der Kegelschnitte, III. Auft.
von R. Sturm 8. 218—340 (Leipzig 1889).
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Seite u, so bilden die anderen beiden Eckpunkte C, D auf u zwei
zugeordnete Punkte einer Involution. Man erhilt diese Involution,
wenn man jedem Strahle AC oder AD von A den ihm conjugirten
Strahl BD resp. BC von B zuweist, und sodann die Strahlen-
biischel 4 und B, die dadurch projectiv auf einander bezogen
werden, mit # zum Durchschnitt bringt.

Will man nun von zwei Curven zweiter Classe y? und vy
ein gemeinschaftliches Polviereck construiren, das die Punkte 4, B
zu Eckpunkten hat, so hat man die anderen beiden Eckpunkte
C, D auf der Verbindungslinie der beiden Pole von 4B nach y?
und y% zu suchen. Die Punkte C, D aber sind einander zunge-
ordnet in zwei auf » liegenden Involutionen, und deshalb vollig
bestimmt (Seite 209), wenn die Punktreihen nicht ausnahmsweise
identisch sind. Die Doppelpunkte von jeder dieser Involutionen
sind conjugirt in Bezug auf alle dem Polviereck 4 BCD um-
schriebenen Kegelschnitte; und zwar geht, wie wir frither (Seite
214) bewiesen haben, auch dann durch einen beliebigen Punkt P
allemal einer dieser Kegelschnitte, wenn C und D imaginir werden.
Daraus schliessen wir (vergl. Nr. 192):

. 196. Die Kegelschnitte, welche
zwei Curven zweiter Classe y?
und y# stiitzen und durch zwei
reelle Punkte gehen, sind einem
gemeinschaftlichen  Polviereck
von y? und Y% umschrieben,
dessen iibrige zwei Eckpunkte
aber conjugirt-imagindr sein

Die Kegelschnitte, welche auf
zwei Curven zweiter Ordnung
k® und %2 ruhen und zwei reelle
Gerade beriihren, sind einem ge-
meinschaftlichen Polviereck von
k% und k% eingeschrieben, dessen
iibrige zwei Seiten aber con-
jugirt-imagindr sein konnen.

kénnen.

Wir diirfen (Seite 206) dieses Polviereck als gegeben be-
trachten, wenn ausser seinen beiden reellen Punkten 4, B irgend
ein ihm umschriebener Kegelschnitt bekannt ist nebst der Geraden u,
auf der die anderen beiden Eckpunkte liegen. Sind zwei ihm
umschriebene Kegelschnitte gegeben, so projiciren wir alle Punkte
des einen aus A sowohl wie aus B auf den anderen; wir erhalten
dann in diesem anderen Kegelschnitt zwei projective Punktreihen,
welche die iibrigen zwei Eckpunkte C, D des Polvierecks ent-
sprechend gemein haben, und die Gerade u oder CD ergiebt sich,
auch wenn C und D imagindr sind, durch eine bekannte Con-
struction (Seite 201). Das Polviereck ist also auch durch zwei
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ihm umschriebene Kegelschnitte vdllig bestimmt; alle ihm um-
schriebenen Kegelschnitte stiitzen sowohl y* wie vi.

197. Auf Grund dieser Bemerkungen und der Siitze von Nr. 193
kénnen wir nun folgenden wichtigen Satz beweisen, der die Kegel-
schnitt-Systeme und -Gewebe dritter Stufe mit denen erster Stufe
auf das Innigste verkniipft*):

Mit einem linearen Kegel- ~ Mit einem linearen Kegel-
schnittsystemedritterStufe | schnittgewebe dritter Stufe
ist allemal eine Kegel- | istallemaleinKegelschnitt-
schnittschaar derartig ver- | biischel derartig verbun-
bunden, dass jede Curve ' den, dass jede Curve des
der Schaar auf jeder Curve | Biischels alle Curven des
des Systemes ruht. | Gewebes stiitzt.

Es seien v2, Y3 die beiden Curven zweiter Classe, die auf
allen Kegelschnitten des linearen Systemes dritter Stufe ruhen
und das System bestimmen (Nr. 192). Wir wihlen in dem Systeme
vier Kegelschnitte &, !, m, n so, dass k, ! und m durch einen be-
liebig gegebenen reellen Punkt P gehen und sich paarweise in
drei verschiedenen gemeinschaftlichen Polvierecken (kl), (km), (im),
vou Y% und y} schneiden; der vierte Kegelschnitt » gehe nicht
durch P, werde aber von k in einem gemeinschaftlichen Polviereck
(kn) von y? und y? geschnitten, welches zwei oder vier reelle Eck-
punkte hat. Wir bezeichnen endlich mit 3* irgend einen von
v? und y} verschiedenen Kegelschnitt der Schaar, die auf %, !,
m, n sich stiitzt (Nr. 192 und 193). Wir beweisen dann den
Satz links, indem wir darthun, dass auf jedem Kegelschnitte des
linearen Systemes dritter Stufe, z. B. auf demjenigen, welcher durch
irgend drei reelle Punkte A, B, C geht (Nr. 192), allemal ausser
v? und v auch die Curve 3? ruht.

198. Die Vierecke (kl), (km), (Im) und (kn) sind Polvierecke
auch von 32 (Nr. 191), weil 3* auf jeden der vier Kegelschnitte
k, 1, m, n sich stiitzt; 3? ruht folglich auch auf den vier Kegel-
schnitten, die jenen vier Polvierecken umschrieben sind und durch
den beliebigen Punkt 4 gehen. Drei von diesen neuen Kegel-
schnitten sind dem durch P und 4 bestimmten gemeinschaftlichen

*) Diesen Satz verdanken wir Henry J. S. Smith (Proceedings of the
London Math. Society 1868, vol. II p. 85). Vgl. Darboux ,,Sur les systtmes
linéaires de coniques et de surfaces du II. degré* im Bulletin des sc. math.
et astr. I. p. 348, 1870, und Rosanes ,Ueber Systeme von Kegelschnitten*
in den Mathem. Annalen, Bd. 6, S. 264, 1872.
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Polviereck von y? und Yy} umschrieben (Nr. 196). .Der vierte
geht nicht durch P, wenn, wie wir annehmen diirfen, 4 nicht
auf & liegt; er schneidet also die drei ersteren in drei verschie-
denen gemeinschaftlichen Polvierecken von v2, y% und 3% Unter
den vier Kegelschuitten, die durch den Punkt B gehen und diesen
drei Polvierecken und dem durch P und 4 bestimmten Polviereck
von v2, y? und 3% umschrieben sind, giebt es deshalb mindestens
zwei verschiedene, die Curven v2, y? und 3? stiitzende; sie schneiden
sich in dem gemeinschaftlichen Polviereck von Y% und v}, welches
A und B zu reellen Eckpunkten hat und auch von 3* ein Pol-
viereck ist; und der durch den Punkt C gehende, diesem letzten
Polviereck umschriebene Kegelschnitt stiitzt folglich auch die
Curve 3%, Damit ist der. Satz (Nr. 197, links) bewiesen.

199. Zwei Curven zweiter
Classe y% y% der Ebene be-
stimmen also nicht blos ein
lineares  Kegelschnitt - System
dritter Stufe, sondern auch eine
sie enthaltende Kegelschnitt-
schaar, deren Curven auf allen
Curven des Systemes ruhen.

Zwei Curven zweiter Ordnung
k% k% der Ebene bestimmen
picht blos ein lineares Kegel-
schnitt-Gewebe dritter Stufe, son-
dern auch einen sie enthalten-
den Kegelschnittbiischel, auf
dessen Curven sich alle Curven
des Gewebes stiitzen.

Das System enthilt unendlich viele Kegelschnitte, die in Strahlen-
paare zerfallen; eine beliebige Gerade s der Ebene bildet mit der
Geraden s, welche die Pole von s in Bezug auf y? und y} ver-

bindet, ein Strahlenpaar s, s’ des Systemes.

Das Paar stiitzt alle

Curven der Kegelschnittschaar, und seine beiden Strahlen sind in

Bezug auf jede dieser Curven conjugirt (Nr. 190).

Die Pole einer Geraden s in
Bezug auf alle Curven der Kegel-
schnittschaar liegen auf einer Ge-
raden 8. Diese bildet mit s ein
Strahlenpaar deszugehdrigenKe-
gelschnitt-Systemes dritter Stufe
und ist der Geraden s in einer
involutorischen Verwandtschaft
zweiten Grades zugeordnet (Nr.
68, 72).

Daraus folgt:
Die Polaren eines Punktes S in
Bezug auf alle Curven des Kegel-
schnittbiischelsgeben durcheinen
Punkt S’. Dieser bildet mit S ein
Punktepaar des zugehorigen Ke-
gelschnitt-Gewebes dritter Stufe
und ist dem Punkte S in einer
involutorischen  quadratischen
Verwandtschaft zugeordnet.

Inshesondere llegen von dem Kegelschmtten der Schaar die
Mittelpunkte auf einer Geraden; diese ist der unendlich fernen
Geraden conjugirt beziiglich der Schaar.
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200. Ist s eine gemeinschaftliche Tangente von y? und Y32,
so fallt sie mit s’ zasammen, ist also eine zweifache Gerade des
Systemes und sich selbst conjugirt beziiglich aller Curven der

Schaar. Also:

Eine Gerade, die irgend zwei
Kegelschnitteder Schaar beriihrt,
ist gemeinschaftliche Tangente
von allen Curven der Schaar
und zweifache Gerade des zu-
gehorigen Kegelschnitt-Systemes
dritter Stufe. Alle einem Vier-
seit eingeschriebenen Kegel-
schnitte bilden eine Kegelschnitt-
schaar; das zugehorige System
dritter Stufe enthélt alle Kegel-
schnitte, von denen das Vierseit

Ein Punkt, durch den irgend
zwei Kegelschnitte des Biischels
gehen, liegt auf allen Curven
des Biischels und ist ein zwei-
facher Punkt des zugehdrigen Ke-
gelschnittgewebes dritter Stufe.
Alle einem Viereck umschriebe-
nen Kegelschnitte bilden einen
Kegelschnittbiischel; das zuge-
hirige Gewebe dritter Stufe ent-
hilt alle Kegelschnitte, von de-
nen das Viereck ein Polviereck

ein Polvierseit ist (Nr. 195). | ist.

201. Wenn um einen Punkt A eine Gerade s sich dreht, so
beschreiben ihre Pole in Bezug auf y* und v} zwei zu dem Biischel 4
projective Punktreihen a, «;, und die Verbindungslinie s dieser
Pole beschreibt im Allgemeinen einen Biischel zweiter Ordnung.
Dieser enthdlt alle Strahlen, die beziiglich der Kegelschnittschaar
je einem Strahle von 4 conjugirt sind (Nr. 199); er enthilt auch
die Polaren @, a,, ... von 4 nach y¥ vy und jeder anderen Curve
der Schaar. Diese Polaren nun kann man constrairen, indem man
von irgend zwei Strablen g, 2 von 4 die Pole beziiglich jeder
Curve der Schaar bestimmt und diese beiden Pole verbindet. Und
da die Verbindungslinien, wie soeben gezeigt wurde, einem Biischel
zweiter Ordnung angehoren, so ergiebt]sich (vgl. Nr. 199):

Die Pole von zwei beliebigen
Geraden g, & beziiglich der Cur-
ven einer Kegelschnittschaar sind
homologe Punkte von zwei pro-
jectiven Punktreihen erster Ord-
nung ¢,, h;. Die Polaren eines
Punktes 4 liegen im Allgemei-
nen in einem Biischel zweiter .

Die Polaren von zwei belie-
bigen Punkten beziiglich der
Curven eines Kegelschnittbii-
schels sind homologe Strahlen
von zwei projectiven Strahlen-
biischeln erster Ordnung. Die
Pole einer Geraden a liegen im
Allgemeinen auf einer Curve

Ordnung, dessen Strahlen denen | zweiter Ordnung, deren Punkte
von A conjugirt sind bezughch denen von a conjugirt sind be-
der Kegelschnittschaar. ‘ ziiglich des Kegelschnittbiischels.
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Auch die Mittelpunkte der Kegelschnitte eines Biischels liegen
demnach im Allgemeinen auf einer Curve zweiter Ordnung. Ins-
besondere liegen die Mittelpunkte der sechs Seiten und die Schnitt-
punkte der drei paar Gtegenseiten eines Vierecks auf einer Curve

zweiter Ordnung.

Auf Grund dieser Siatze konnen wir die Definition aufstellen:

VierKegelschnitte einer Schaar
heissen ,,harmonisch‘, wenn die
Pole einer (und dann jeder) Ge-
raden beziiglich der vier Kegel-
schnitte vier harmonische Punkte
sind.

Vier Kegelschnitte eines Bii-
schels heissen ,,harmonisch*,
wenn die Polaren eines (und
dann jedes) Punktes beziiglich
der vier Kegelschnitte vier har-
monische Strahlen sind.

Dadurch wird es moglich, die Schaaren und Biischel von Kegel-
schnitten auf einander und auf Elementargebilde projectiv zau be-

ziehen.

202. Durch einen Punkt A4 gehen im Allgemeinen zwei be-
ziiglich der Kegelschnittschaar conjugirte Strahlen (Nr. 201).

Daraus ergiebt sich:

Die Tangentenpaare, die aus !

einem beliebigen Punkte 4 an
die Kegelschnitte einer Schaar
gezogen werden konnen, bilden
eine Involution. Die beiden
Doppelstrahlen dieser Involution
sind conjugirt beziiglich der
Kegelschnittschaar; sie bertihren
in 4 je eine Curve der Schaar.

Die Punktepaare, in denen
eine beliebige Gerade die Kegel-
schnitte eines Biischels schneidet,
bilden eine Involution. Die bei-
den Doppelpunkte dieser Invo-
lution sind conjugirt beziiglich
des Kegelschnittbiischels; in ih-
nen beriihrt die Gerade zwei
Curven des Biischels.

203. Die Kegelschnittschaar ist bestimmt durch vier beliebige
Kegelschnitte des linearen Systemes dritter Stufe, worauf sie ruht
(Nr. 192, 197), insbesondere auch durch vier Strahlenpaare des
Systemes. Wighlt man diese Strahlenpaare so, dass ihre vier
Schnittpunkte auf einer beliebigen Geraden ! liegen, so ergiebt
sich sofort, dass [ von einer einzigen Curve der Schaar beriihrt
wird; diese Curve muss niamlich auch die vier Geraden beriihren,
die von ! durch die vier Strahlenpaare harmonisch getrennt sind
(Nr. 190). Sind zwei Curven y2®, y} der Schaar gegeben, so
kann man an diese dritte Curve leicht aus jedem Punkte A4
von ! eine zweite Tangente ziehen auf Grund des letzten Satzes
(Nr. 202). Also:

Reye, Geometrie der Lage, I. 4. Aufl, . 18
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)

Eine beliebige Gerade der ‘ Daurch einen beliebigen Punkt
Ebene wird von nur einer Curve | der Ebene geht nur eine Curve
der Kegelschnittschaar beriihrt; | des Kegelschnittbiischels; eine
durch einen beliebigen Punkt | beliebige Gerade aber wird i. A.
geben aber i. A. zwei Curven | von zwei Curven des Biischels
der Schaar (Nr. 202). l beriibrt.

Die Kegelschnittschaar enthdlt demnach eine Parabel, wenn nicht
alle ihre Curven Parabeln sind; der Kegelschnittbiischel kann zwei
Parabeln enthalten.

204. Eine Gerade u, deren Pole in Bezug auf y? und y2 sich
in einem Punkte U vereinigen (Nr. 68), bildet mit jedem Strahle
von U ein Strahlenpaar des Kegelschnitt-Systemes dritter Stufe
und ist die Polare von U beziiglich aller Curven der Kegelschnitt-
schaar (vgl. Nr. 199). Daraus folgt mit Riicksicht auf Nr. 167:

,»Die Kegelschnitte einer Schaar (oder eines Biischels) haben im

»Allgemeinen ein gemeinschaftliches Poldreieck.* ‘
Das Poldreieck ist reell und leicht zu construiren, wenn irgend
zwei der Kegelschnitte vier reelle Punkte oder Tangenten mit ein-
ander gemein haben (Seite 103); es hat in jedem Falle mindestens
eine reelle Seite u und einen reellen Eckpunkt U. Wenn die
Kegelschnitte y? und y? sich nicht beriihren, so liegt U nicht
auf seiner Polare u; und wenn ausserdem das gemeinschaftliche
Poldreieck UV W von y? und y? imagindr ist, so sind die beiden
nach y? und y? conjugirten Punkte ¥V, W von u imagindr. Die
zwei paar Schnittpunkte von y? und y? mit » miissen in diesem
Falle beide reell sein und sich gegenseitig trennen (Seite 209),
und jeder der Kegelschnitte y2, vy} schliesst folglich einen Theil
des anderen ein. Daraus und aus dem Vorhergehenden ergiebt
sich leicht:

,,Wenn das gemeinschaftliche Poldreieck einer Schaar oder eines
,,Biischels von Kegelschnitten imagindr ist, so haben die Kegel-
,,schnitte paarweise zwei und nur zwei reelle Punkte, ebenso
maber nur zwei reelle Tangenten mit einander gemein. Diese
,beiden Tangenten schneiden sich auf der reellen Seite u des
»Poldreiecks, und die beiden reellen Punkte liegen mit seinem
wreellen Eckpunkte U in einer Geraden‘;

denn anderenfalls wiirde der Punkt, den % mit der Verbindungs-

linie der beiden Punkte gemein hat, beziiglich beider Kegelschnitte

dem Punkte U und einem Punkte der Verbindungslinie conjugirt,
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also ein zweiter reeller Eckpunkt des ‘gemeinschaftlichen Poldrei-
ecks sein, und das Poldreieck ware reell.

205. Dreht sich eine Gerade s um einen Punkt P ‘der Ge-
raden u, so beschreiben jhre beiden Pole in Bezug auf y® und y?
zwei projective Punktreihen, die den Punkt U entsprechend gemein
haben; die Verbindungslinie der beiden Pole dreht sich folglich
um einen Punkt P’, und da die Pole von PU in w liegen, so ist
auch P’ ein Punkt von . Legen wir nun durch P irgend einen
Kegelschnitt k2, welcher die beiden Kegelschnitte y? und y2 stiitzt,
8o muss dieser auch durch P’ gehen; denn zwei beliebige conju-
girte Strahlen von P und P’ schoeiden ihn in einem gemein-
schaftlichen Polviereck von y® und y% (Nr. 187b), und da wenig-
stens zwei von u verschiedene Seiten dieses Polvierecks durch P
gehen, so miissen die ihnen conjugirten Gegenseiten (also auch k?)
durch P’ gehen. Da nun % von einem Kegelschnittbiischel, der
einem beliebigen Polviereck der Kegelschnitte y* und Y% um-
schrieben ist, in einer Involution geschnitten wird, so ergiebt sich:

Jede reelle Seite u des Pol-
dreiecks der Kegelschnittschaar
schneidet die Curven und Strah-
lenpaare des zugehorigen Kegel-
schnitt- Systemes dritter Stufe
in den Punktepaaren P, P’ einer
Involution. Die Doppelpunkte
dieser Involution % bilden ein
Punktepaar -der Kegelschnitt-
schaar, weil sie beziiglich aller
Kegelschnitte des Systemes con-
jugirt sind.

Aus jedem reellen Eckpunkte
U des Poldreiecks eines Kegel- -
schnittbiischels gehen an die
Curven und Punktepaare des
zugehdrigen Kegelschnitt - Ge-
webes Strahlenpaare einer In-
volution. Die Doppelstrahlen
dieser Involution U bilden ein
Strahlenpaar des Kegelschnitt-
biischels, weil sie beziiglich aller
Kegelschnitte des Gewebes con-
jugirt sind.

206. Die Strahlenbiischel P, P’ (Nr. 205) sind pro;echv,
wenn jedem Strahle .des einen der ihm hinsichtlich y? und y2
conjugirte Strahl des anderen zugewiesen wird; sie erzeugen eine
Curve zweiter Ordnung, die in den Punkten P und P’ von PU
und P’ U beriihrt wird. Ist das geimeinschaftliche Poldreieck reell,
so geht diese Curve durch die Doppelpunkte der beiden Invola-
tionen v und w, die in den anderen beiden Seiten des Poldreiecks
sich ergeben; und wenn die Doppelpunkte der Involution % ima-
gindr, also P und P’ durch v und w getrennt sind, so hat eine
der Involutionen v und w mit der Curve zweiter Ordnung zwei
reelle, die andere mit ihr zwei imagindre Doppelpunkte gemeln

18%



276 Aufgaben und Lehrsiitze.

Die Strahlen eines reellen Doppelpunktes O von u, v oder w sind
involutorisch gepaart, sodass je zwei zugeordnete Strahlen von O
beziiglich beider Kegelschnitte y?, Y} conjugirt sind; und O ist
der Schnittpunkt von zwei gemeinschaftlichen (reellen oder ima-
gindren) Tangenten dieser Kegelschnitte, néimlich der beiden Doppel-
strahlen der Involution O. — Ist das gemeinschaftliche Poldreieck
von y? und y! imaginér, so schneiden sich auf seiner reellen
Seite 4 zwei reelle gemeinschaftliche Tangenten auf y* und Y2
in einem Punkte O (Nr. 204), woraus folgt, dass die Involution %
in diesem Falle zwei reelle Doppelpunkte besitzt. Aus dem Allen
ergiebt sich:

DieKegelschnittschaar enthilt Der Kegelschnittbiischel ent-
mindestens ein reelles Punkte- | hilt mindestens ein reelles Strah-
paar und im Allgemeinen hoch- | lenpaar und im Allgemeinen
stens drei solche. Thre drei | hiochstens drei solche. Seine drei
Punktepaare liegen (auch wenn | Strahlenpaare schneiden sich
zwei von ihnen imagindr sind) | (auch wenn zwei von ihnen
auf den drei Seiten des Pol- | imagindr sind) in den drei Eck-
dreiecks der Schaar; sie bilden | punkten des Poldreiecks des
die drei paar Gegenpunkte eines | Biischels; sie bilden die drei
reellen oder imagindren Vier- | paar Gegenseiten eines reellen
seits, welchem die Kegelschnitt- | oder imaginéren Vierecks, wel-
schaar eingeschrieben ist. chem der Biischel umschrieben

| ist.

207. Ausser verschiedenen Uebergangsarten, deren Curven
sich in einem Punkte beriihren oder osculiren, unterscheiden wir:
drei Hauptarten der Kegel- | drei Hauptarten des Kegel-
schnittschaar, jenachdem ihre | schnittbiisehels, jenachdem seine
Curven vier, oder zwei, oder , Curven vier, oder zwei, oder
keine reelle Tangenten mit- | keine reelle Punkte mit ein-
einander gemein haben. Nur | ander gemein haben. Nur die
die Kegelschnittschaaren der | Kegelschnittbiischel der zweiten
zweiten Hauptart haben ein ima- | Hauptart haben ein imaginéres
giniires Poldreieck (Nr. 204), | Poldreieck, und nur die von der
und nur die von der ersten | ersten Hauptart enthalten drei
Hauptart enthalten drei reelle | reelleStrahlenpaare. Zwei Kegel-
Punktepaare. ZweiKegelschnitte | schnitte eines Biischels erster
einer Schaar erster oder dritter | oder dritter Art haben entweder
Art haben entweder keine oder | keine oder vier reelle Tangen-
vier reelle Schnittpunkte; zwei | ten gemein; zwei Kegelschnitte
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Kegelschnitte einer Schaar zwei-
ter Art haben allemal zwei reelle
Schnittpunkte (Nr. 204).
Wenn alle Curven einer Kegel-
schnittschaar in Punktepaare
zerfallen, was auf zwei Arten
moglich ist, so ist die Schaar
eine specielle; desgleichen wenn
sie einen zweifachen Punkt ent-
hilt. Demgemiss bilden = die
Kegelschnitte, welche durch die
reellen oder imaginéren Doppel-
punkte einer Punktinvolution
gehen, oder aber beziiglich deren
irgend ein Punkt eine gegebene
Polare hat, ein specielles lineares
System dritter Stufe; aber auch
dann ist ein solches System spe-

eines Biischels zweiter Art haben
allemal zwei reelle Tangenten
gemein.

Wenn alle Curven eines Kegel-~
schnittbiischels in Strahlenpaare
zerfallen, so ist der Biischel ein
specieller; ebenso wenn er eine
zweifache Gerade enthilt. Dem-
gemiiss bilden die Kegelschnitte,
welche die reellen oder imagini-~
ren Doppelstrahlen einer Strah-
leninvolution beriihren, oder be-
ziiglich deren irgend eine Ge-
rade einen gegebenen Pol hat,
ein specielles lineares Gtewebe
dritter Stufe; aber auch dann
ist ein solches Glewebe speciell,
wenn seine Kegelschnitte eine

gemeinschaftliche Tangente
haben.

ciell, wenn seine Kegelschnitte
einen Punkt mit einander ge-
mein haben.

208. Confocale Kegelschnitte bilden eine Schaar von der
dritten Hauptart; ihre beiden Brennpunkte bilden das einzige reelle
Punktepaar, und die unendlich fernen Kreispunkte bilden ein ima~
giniires Punktepaar der Schaar. Das zugehorige lineare Kegel-
schnitt-System dritter Stufe besteht aus den gleichseitigen Hy-
perbeln, beziiglich deren die beiden Brennpunkte conjugirt sind.
Die durch zwei reelle Punkte gehenden Kreise bilden einen Kegel-
schnittbiischel von der zweiten, die zu ihnen orthogonalen Kreise
bilden einen Biischel von der dritten Hauptart. Ein specielles
lineares Gtewebe dritter Stufe wird gebildet von den Kegelschnitten,
die einen gegebenen Punkt F' zum Brennpunkt haben; die Kegel-
schnitte des zugehdrigen Biischels zerfallen in je zwei Strahlen,
die sich in F rechtwinklig schneiden. Concentrische Kegelschnitte
bilden ein specielles lineares System dritter Stufe: die Curven der
zugehdrigen Schaar zerfallen in den Mittelpunkt der concentrischen
Kegelschnitte und je einen unendlich fernem Punkt. Auch die
Kreise der Ebene bilden ein specielles lineares System; die zuge-
hérige Kegelschnittschaar besteht aus den Punktepaaren der In-
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volution, in welcher die unendlich ferne Gerade eine rechtwinklige
Strahleninvolution schneidet.

209. Weun ein lineares Kegelschnittgewebe dritter Stufe auf
einem Biischel gleichseitiger Hyperbel ruht, so enthdlt es von je-
dem seiner Kegelschnitte alle confocalen (Nr. 208) und besteht
aus zweifach unendlich vielen Schaaren confocaler Kegelschnitte.
" Die beiden Brennpunkte einer beliebigen dieser Schaaren sind con-
jugirt beziiglich des Hyperbelbilschels und bilden ein Punktepaar
des Gewebes. Ein beliebiger Punkt F' der Ebene ist Brennpunkt
einer Schaar des Gewebes; wenn er sich auf einer Geraden be-
wegt, so beschreibt der andere Brennpunkt F, einen Kegelschnitt,
der dem Poldreieck des Hyperbelbiischels umschrieben ist. Ist ¥
ein Schnittpunkt der gleichseitigen Hyperbeln, so fallt ¥, mit ihm
gusammen; das Gewebe enthilt demnaeh i. A. vier Schaaren con-
centrischer Kreise, in deren Mittelpunkten die Hyperbeln des Bii-
schels sich schueiden. Die vier Schnittpunkte bilden ein Polviereck
des Gewebes, dessen Gegenseiten sich rechtwinklig schneiden. Das
Gewebe enthilt unendlich viele Schaaren confocaler Parabeln; die
eigentlichen Brennpunkte dieser Parabeln liegen auf einem Kreise,
dem Orte der Mittelpunkte aller Hyperbeln des Biischels, und sind
je einen unendlich fernen Punkte conjugirt beziiglich des Biischels.
Wenu némlich ein Punkt die unendlich ferne Gerade durchliuft,
80 beschreiben seine Polaren in Bezug auf beliebige zwei der gleich-
zeitigen Hyperbeln zwei gleiche und gleichlaufende Strahlenbiischel,
die jenen Kreis erzeugen. Der Kreis enthilt die Mittelpunkte der
sechs Seiten und die Schnittpunkte der drei paar Gegenseiten des
Vierecks, welchem der Hyperbelbiischel umschrieben ist (Nr. 201);
er ist der Feuerbach’sche Kreis der vier Dreiecke des Vierecks.

/5 Das Keqelséhnittnetz und die Schaarschaar.*)

210. Drei Curven zweiter ‘ Drei Curven zweiter Ordnung,
Classe y%, v%, v3, die in einer | die in einer Ebene, aber nicht
Ebene, aber nicht in einer Kegel- | in einem Kegelschnittbiischel
schnittschaar liegen, bestimmen | liegen, bestimmen ein lineares

*) Vgl. Schréter-Steiner, Die Theorie der Kegelschnitte, III. Aufl. von
R. Sturm, Seite 469—502 (Leipzig 1898).
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ein lineares Kegelschnitt-System | Kegelschnittgewebe zweiter Stufe
zweiter Stufe (ein Kegelschnitt- | (eine Schaarschaar), dessen Cur-
Netz), auf dessen Curven 'sie | ven auf ihnen ruhen. ‘
rubhen (Nr. 192, 193).

Die Kegelschnitte des Netzes, welche ausser jenen drei Curven
zweiter Classe noch eine beliebig angenommene vierte, z. B. einen
zweifachen Punkt stiitzen, bilden (Nr. 192) einen Kegelschnitt-
biischel. Daraus folgt (vergl. Nr. 203):

Durch jeden Punkt der Ebene Jede Gerade der Ebene be-
geht ein Biischel von Kegel- | rithrt eine Schaar von Kegel-
schnitten des Netzes; durch zwei | schnitten der Schaarschaar; von
beliebige Punkte geht im All- | zwei beliebigen Geraden wird
gemeinen nur ein Kegelschmtt im Allgemeinen nur ein Kegel-
des Netzes. schnitt der Schaarschaar beriibrt.

211, Je zwei der drei Curven y2, y%, v} bestimmen ein linea-
res, das Netz enthaltendes Kegelschnitt-System dritter Stufe und
zugleich eine Kegelschnittschaar, deren Curven auf allen Curven
dieses Systemes, also auch auf allen Curven des Kegelschnitt-
Netzes ruhen (Nr. 199). Das Netz stiitzt demnach die drei durch
v%, 7%, v bestimmten Kegelschnittschaaren, aber ebenso jede vierte
Schaar, dje irgend zwei Curven jemer drei ersten Schaaren ent-
hiilt. Alle diese Schaaren liegen in der Schaarschaar, welche durch
drei beliebige Curven des Netzes bestimmt ist, denn sie stiitzen
sich auch auf diese drei Curven; auch beweist man ohne Schwie-
rigkeit, dass jede Curve der Schaarschaar unendlich vielen jener
Schaaren angehdrt und folglich auf jeder Curve des Netzes ruht.
Daher der wichtige Satz:

Mit einem Kegelschnlttnetze ist allemal eine Schaar-
schaar (und umgekehrt) derartig verbunden, dass
jede Curve der Schaarschaar sich auf jede Curve
des Netzes stiitzt. . Drei beliebige Curven des Netzes
oder der Schaarschaar geniigen zur Bestimmung bei-
der Kegelschnitt-Mannigfaltigkeiten.
Das Netz und die Schaarschaar, von denen in den folgenden Sitzen
die Rede ist, sind in der eben angegebenen Weise mit einander
verbunden, sodass die Schaarschaar auf das Netz sich stiitzt.
212, Das Kegelschnittnetz enthélt unendlich viele Strahlen-
paare, die im Allgemeinen einé Curve dritter Classe I'3, die Cayley’
sche Curve des Netzes, einhiillen und sich zu zweien in (gemein-
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schaftlichen) Polvierecken von Y2, Y}, y3 und der zugehbrigen
Schaarschaar schneiden (Nr. 186). Die Strahlen eines solchen
Paares sind conjugirt hinsichtlich der Schaarschaar, d. h. hin-
sichtlich aller ihrer Curven (Nr. 190); die Pole des einen Strahles
beziiglich dieser Curven liegen demnach saimmtlich auf dem anderen
Strahle. Die Seiten der Polvierecke der Schaarschaar beriihren die
Cayley’sche Curve I'%, und je zwei Gegenseiten eines Polvierecks
bilden ein Strahlenpaar des Netzes.

Zwei beliebige Polvierecke der Schaarschaar sind allemal einer
Curve des Netzes eingeschrieben; denn der Kegelschnitt, der dem
einen Polviereck umschrieben ist und durch einen Eckpunkt U
des anderen geht, muss dem durch U gehenden Kegelschnitt-
biischel des Netzes angehoren (Nr. 210) und deshalb auch durch -
die iibrigen drei Eckpunkte des zweiten Polvierecks gehen. —
Ebenso ergiebt sich: :

213. Die Kegelschnitt-Schaarschaar enthdlt unendlieh viele
Punktepaare. Diese liegen im Allgemeinen auf einer Curve dritter
Ordnung C3, der sogenannten Jacobi'schen Curve des zuge-
horigen Netzes, und je zwei von ihnen bilden zwei paar Gegen-
punkte eines Polvierseits des Netzes. Die Punkte eines solchen
Paares sind conjugirt hinsichtlich des Netzes, d. h. hinsichtlich
aller seiner Curven; die Polaren des einen Punktes beziiglich dieser
Curven gehen demnach alle durch den anderen Punkt. Jedes
Punktepaar der Schaarschaar ist harmonisch getrennt durch jedes
Strahlenpaar des Netzes. Die Eckpunkte der Polvierseite des Netzes
liegen auf der Jacobi'schen Curve C3, und je zwei Gegenpunkte
eines Polvierseits bilden ein Punktepaar der Schaarschaar. Zwei
beliebige Polvierseite des Netzes sind allemal einer Curve der
Schaarschaar umschrieben (vgl. Nr. 212).

Wenn von zwei Kegelschnitten der eine einen Biischel be-
schreibt, so umhiillen die Verbindungslinien ihrer Schnittpunkte
1. A. eine Curve dritter Classe (Nr. 211, 212); und wenn der eine
eine Schaar beschreibt, so bewegen sich die Schnittpunkte ihrer
gemeinschaftlichen Tangenten i. A. auf einer Curve dritter Ord-
nung. Der unveriinderliche andere Kegelschnitt kann aus zwei
Geraden bezw. Punkten bestehen.

214. Durch drei beliebige Strahlenpaare, die nicht die drei
paar Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks bilden, ist das Kegel-
schnittnetz nebst der zugehorigen Schaarschaar bestimmt (Nr. 211).
Umschreibt man dem Polviereck der Schaarschaar, in welchem
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sich zwei der Strahlenpaare schneiden, einen Kegelschnittbiischel,
und bringt man dessen Curven mit dem dritten Strahlenpaare zum
Schnitt, so erhiilt man' alle solche Polvierecke der Schaarschaar, deren
Eckpunkte auf diesem dritten Strahlenpaare liegen (Nr. 212), und
damit auch alle Strahlenpaare des Netzes und die von ihnen ein-
gehiillte Curve dritter Classe I'>. Da pun das dritte Strahlenpaar
ein ganz beliebiges des Netzes ist, und da seine Geraden den Kegel-
schnittbiischel in Pankt-Involutionen schneiden (Seite 157—38), so er-
giebt sich:

»Jede Tangente der Cayley'schen Curve I'® trifft die Kegel-

nschnitte des Netzes in Punktepaaren einer Involution. Die

wDoppelpunkte dieser Involution bilden ein Punktepaar der

»Schaarschaar und liegen auf der Jacobi'schen Curve C3‘;
denn sie sind conjugirt beziiglich aller Curven des Netzes, indem
sie durch drei beliebige derselben harmonisch getrennt sind.
Hieraus folgt:

»In einem beliebigen Punkte P von C?® beriihren sich unendlich

wviele Kegelschnitte des Netzes; diese bilden einen Biischel und

»berithren in P die Tangente von I'S, welche P mit seinem

nwconjugirten Punkte verbindet.*

215. Durch drei beliebige Punktepaare, die nicht die drei
paar QGegenpunkte eines vollstindigen Vierseits bilden, ist die
Schaarschaar nebst dem zugehdrigen Kegelschnittnetze bestimmt;.
man kann aus ihnen alle iibrigen Punktepaare der Schaarschaar
und die Curve dritter Ordnung C3, auf welcher sie liegen, ableiten
(vgl. Nr. 214). . .

»Die Tangentenpaare, die aus einem beliebigen Punkte P der

wJacobi’schen Curve C® an die Kegelschnitte der Schaarschaar

ngezogen werden konnen, bilden eine Involution. Die Doppel-
wStrahlen dieser Involution bilden ein Strahlenpaar des Netzes
. yund beriihren .die Cayley'sche Curve I'3.‘

216. Aus dem beliebigen | Von einer beliebigen Tangente
Punkte P von C*® werden auch | der I'® werden die Strahlenpaare
diePunktepaare der Schaarschaar | des Netzes in Punktepaaren
durch Strahlenpaare der Invo- | einer Involution geschnitten.
lution projicirt.

Uebrigens schneidet jedes Strahlenpaar der Involution links
die Curve C in zwei Punktepaaren der Schaarschaar, Verbindet
man also einen beliebigen Punkt P von C® mit irgend einem
Punktepaare @, @, der Schaarschaar, so schneidet C® die beiden
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Verbindungslinien in noch einem Punktepaare der Schaarschaar.
Man kann auf diese Art alle Punktepaare auf C* construiren,
wenn C*® und ein Paar Q, Q, gegeben sind. — Beildufig ergiebt sich:

Der Ort eines Punktes, aus | Der Ort einer Geraden, welche
welchem drei beliebige Punkte- | drei beliebige Strahleppaare der
paare der Ebene durch eine In- | Ebene in einer Involution schnei-
volution projicirt werden, ist det, ist eine Curve dritter Classe.
eine Curve dritter Ordnung.

Auf der Jacobi'schen Curve C? liegt der Schnittpunkt jedes
Strahlenpaares des Netzes; andererseits wird die Cayley'sche Curve
T'® von den Verbindungslinien der Panktepaare der Schaarschaar
eingehiillt (Nr. 214, vgl. auch Nr. 221).

217. Die Punkte von C®sind paarweise conjugirt hinsichtlich
des Netzes, und die Tangenten von I'® sind paarweise conjugirt
hinsichtlich der Schaarschaar (Nr. 212 und 213). Wir setzen
nun fest:

Drei Punkte von C3, deren | Drei Tangenten von I'%, deren
conjugirte auf einer Geraden 1 conjugirte darch einen Punkt
liegen, sollen ein ,,Punkttripel” | gehen, sollen ein ,,Tangenten-
der Curve C3 heissen. l tripel* der Curve I'® heissen.

Da zwei Punktepaare der Schaarschaar allemal von einem durch
sie bestimmten Polvierseit des Netzes zwei paar Gegenpunkte bil-
den (Nr. 213), so ergiebt sich sofort:

" Die drei Punkte jedes Tripels Die drei Tangenten jedes Tri-

von C3 bilden mit ihren con-
jugirten Punkten die drei paar
Gegenpunkte eines Polvierseits
des Netzes. Jedes Polvierseit des
Netzes enthilt vier Punkttripel
von C3. Zwel Punkte von C3,
deren Verbindungslinie durch
einen gegebenen Punkt P, von
C?® geht, bilden allemal mit dem
zu P, conjugirten Punkte P ein
Tripel der Jacobi'schen Curve C3.

pels von I'® bilden mit ihren
conjugirten Tangenten die drei
paar Gegenseiten eines Polvier-
ecks der Schaarschaar. Jedes
Polviereck der Schaarschaar ent-
hiilt vier Tangententripel von I'3.
Zwei Tangenten von I'3, die sich
auf einer gegebenen Tangente ¢
von I'? schneiden, bilden mit
der zu t conjugirten Tangente
ein Tripel von I'%

218. Die beiden von zwei Tripeln der C® gebildeten Drei-

ecke sind allemal einem Kegelschnitt der Schaarschaar umschrieben
(Nr. 213), weil sie in zwei Polvierseiten des Netzes liegen (Nr. 217).
Daraus aber folgt (Nr. 48):
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Zwei beliebige Punkttripel
von C? sind allemal einer Curve
zweiter Ordnung eingeschrieben.
Wenn also ein Kegelschnitt ei-
nem Tripel von C® umschrieben
ist und durch zwei beliebige
Punkte P, @ dieser Curve geht,
so ist er auch dem durch P und
Q bestimmten Tripel von C3%-
umschrieben.
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Zwei beliebige Tangententripel
von I'® sind allemal einer Curve
zweiter  Classe  umschrieben.
‘Wenn also einKegelschnitt einem
Tripel von T'® eingeschrieben
ist und noch zwei beliebige
Tangenten p, ¢ von I'® beriihrt,
8o ist er auch dem durch p und
g bestimmten Tripel von I'%
eingeschrieben. :

219. Das zweite Tripel (links) fillt mit dem ersten zusammen,
wenn P und @ sich zwei Punkten des ersten Tripels unbegrenzt
auf C3 ndhern, und es ergiebt sich daraus:

Jedem Punkttripel von C3
kann ein Kegelschnitt umschrie-
ben werden, der die Curve C3
in den drei Punkten des Tripels
beriihrt.

Jedem Tangententripel von I'®
kann ein Kegelschnitt einge-
schriecben werden, der in den
Berithrangspunkten der drei
Tangenten die Carve I'® beriihrt.

Hierzu erhalten wir ans den letzten Sitzen von Nr. 217 die Zu-

sitze:

In dem Punkte @ von CS3,
der mit zwei conjugirten Punk-
ten P, P, ein Tripel von C3
bildet, schneiden sich die Tan-
genten von P und P,*).

220. Mit Riicksicht auf die
aus Nr. 218:

Die Punktepaare vonC%, deren
Verbindungslinien durch einen
gegebenen Punkt P, von C3
gehen, liegen auf je einem der
Kegelschnitte, die einem belie-
bigen Tripel von C® umschrieben
sind und durch den zu P, con-

jugirten Punkt P gehen.

Auf der Tangente von I'S,
die mit zwei conjugirten Tan-
genten ¢, ¢, ein Tripel von T3
bildet, liegen die Beriihrungs-
punkte von ¢ und ¢,.
Schlusssétze von Nr. 217 folgt

Die Tangentenpaare von I'3,
die sich auf einer gegebenen
Tangente ¢, von I3 schneiden,
beriihren je einen der Kegel-
schnitte, die einem beliebigen
Tangententripel von T'® einge-
schrieben sind und die zu ¢,
conjugirte Tangente ¢ beriihren.

Der Biischel P, und der Kegelschnittbiischel links sind durch
die Punktepaare von C3, die Punktreihe ¢, und die Kegelschnitt-

*) Die Tangenten von C® in den drei paar Gegenpunkten eines Pol-
vierseits des Netzes schneiden sich auf C® in drei Punkten einer Geraden,
der ,,Begleiterin® der vier Geraden des Vierseits. . ’
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schaar rechts sind durch die Tangentenpaare von I'® projectiv so
auf einander bezogen, dass sie die Curve C® resp. I'* erzeugen.
Zum Beweise dieser beiliufigen Bemerkung ist aber hier nicht
der Ort.

221. Die Seiten des gemeinschaftlichen Poldreiecks von irgend
zwei Kegelschnitten %3, k3 des Netzes gehoren einem durch sie
bestimmten Polvierseit eines beliebigen dritten Kegelschnittes k32
des Netzes an (Nr. 182). Dieses ist ein gemeinschaftliches Pol-
vierseit von %2, £k} und k} und folglich ein Polvierseit des Netzes.
Daraus folgt (vgl. Nr. 217):

Das gemeinschaftliche Poldrei- |,  Das gemeinschaftliche Poldrei-
eck von zwei beliebigen Kegel- | seit von zwei beliebigen Kegel-
schnitten des Netzes ist ein | schnitten der Schaarschaar ist
Punkttripel von C3. Insbeson- | ein Tangententripel von I'S.
dere schneiden sich die drei paar | Insbesondere bilden die Diago-
Gegenseiten eines jeden Polvier- | nalen. eines jeden Polvierseits
ecks der Schaarschaar in einem | des Netzes ein Tangententripel
Punkttripel von C3. | von I'3,

Die erste Hilfte dieser Satze ist umkehrbar.

Jeder Punkt, dessen Polaren in Bezug auf zwei Curven des
Netzes zusammenfallen, liegt auf C3?; -denn er ist einem Punkte
der Polare conjugirt beziiglich des Netzes. Jede Gerade, deren
Pole in Bezug auf zwei Curven der Schaarschaar zusammenfallen,
beriibrt die Curve I'3., Daraus folgt (vgl. Nr. 214): )

»wWenn zwei Kegelschnitte des Netzes oder der Schaarschaar

wsich beriihren, so liegt ihr Beriihrungspunkt auf C%, und ihre

»wTangente in diesem Punkte beriihrt die Curve I'3“.

222. Alle Geraden, welche Alle Punkte, aus denen an drei
drei beliebig in der Ebene ge-  beliebige Kegelschnitte der Ebene
gebene Kegelschnitte in je einer | Involutionen von je drei paar
Involution von Punkten schnei- | l'angentengehen,liegen auf einer
den, nmhiillen eine Curve dritter | Curve dritter Ordnung C3. Diese
Classe I'® (Nr. 214). Die Curve | geht auch durch die Schnitt-
berithrt auch die Verbindungs- | punkte der gemeinschaftlichen
linien der Schnittpunkte von je | Tangenten von je zwei der Kegel-
zwei der drei Kegelschnitte | schnitte.

(Nr. 212).

223. Da zwei conjugirte Pankte @, @, der Curve C? durch
je zwei conjugirte Tangenten der Curve I'® harmonisch getrennt
sind (Nr. 213), und da dem Punkte @, von C3 der mit zwei
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conjugirten Punkten P, P, in einer Geraden liegt, der Schuitt-
punkt Q der Tangenten von P und P, conjugirt ist (Nr. 219 und 217),
so ergiebt sich: . )
Jede Tangente von C? bildet Jeder Punkt von I'3 bildet mit
mit den drei Tangenten, die von | den drei Punkten, in denen
ihrem Beriihrungspunkte PanT'® | seine Tangente die Curve C®
gezogen werden konnen, einen | schneidet, eine ‘harmonische
harmonischen Strablenbiischel; | Punktreihe;
und zwar ist die Tangente von C® durch zwei conjugirte Tan-
genten der Curve I'® harmonisch getrennt von PP,. Wenn P,
ein Wendepunkt von C3 ist, so fillt @ mit P, und @, mit P
zusammen, und PP, berithrt in P die Curve C?%; und umgekehrt.
Wegen des Satzes rechts aber fillt alsdann auch der Punkt, in
welchem I'® von der Tangente PP, beriihrt wird, mit P zusammen.
Daher der Satz: '
,Die Curven C3® und I'® beriihren sich in allen ihren gemein-
ywschaftlichen Punkten. Die Tangente jedes gemeinschaftlichen
»,Punktes P schneidet die Jacobi'sche Curve C?® in einem ibrer
»Wendepunkte P,; sie wird in P von einer Riickkehrtangente
nder Cayley'schen Curve I'3 geschnitten.*

224. In der Schaarschaar ist eine Schaar von Parabeln ent-
halten (Nr. 210); und zwar liegen deren Brennpunkte auf einem
Kreise, und ihre Leitlinien schneiden sich in einem Punkte K
(vergl. Nr. 137). Das Netz enthdlt im Allgemeinen einen Kreis
(sein Mittelpunkt ist K), einen Biischel gleichseitiger Hyperbeln
und unendlich viele Parabeln, von denen durch einen beliebigen
Punkt hochstens zwei gehen (Nr. 210 und 203). Die Schnitt-
punkte der gleichseitigen Hyperbeln des Netzes sind die Mittel-
punkte von je einem Kreise der Schaarschaar (vgl. Nr. 209).

Die Kegelschnitte der Schaarschaar bilden mit den zu ihnen
confocalen Kegelschnitten ein lineares Gewebe dritter Stufe, das
auf dem Bischel gleichseitiger Hyperbeln ruht. (Nr. 209). Die
beiden Brennpunkte eines beliebigen Kegelschnittes der Schaar-
schaar bilden ein Punktepaar des Gewebes und sind conjugirt be-
ziiglich des Hyperbelbiischels; sie sind also einander zugeordnet in
einer involutorischen Verwandtschaft zweiten Grades.

225, Die Kegelschnitte einer beliebigen Schaar bilden mit
ihren confocalen Kegelschnitten eine Schaarschaar; diese ruht auf
einem Netze gleichseitiger Hyperbeln (Nr. 208), und ihre Punkte-
paare bestehen aus den Brennpunkten je eines Kegelschnitts der
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Schaar. Von den Kegelschnitten einer beliebigen Schaar liegen dem-
nach die Brennpuunkte auf einer Curve C® dritter Ordnung, ihre Axen
aber umhilllen eine Curve I'? dritter Classe*). Jede dieser Axen a ist
. beziiglich der Schaarschaar einer zu ihr normalen Geraden a, con-
jugirt, mit der sie ein Strahlenpaar des Netzes bildet; der Punkt aa,
liegt auf C3. Die unendlich ferne Gerade der Ebene ist der Cen-
trallinie der Schaarschaar conjugirt; sie beriihrt die Curve I'® und
hat mit C'® die unendlich fernen imagindren Kreispunkte (Seite 210)
und den unendlich fernen Punkt der Centrallinie gemein. Jedem
Punkte F' von C® ist ein Punkt F, dieser Curve conjugirt be-
ziiglich des Netzes, und zwar sind F, F, die Brennpunkte con-
focaler Kegelschnitte der Schaarschaar. ‘

Die Tangentenpaare, die von F an die Curven der Schaar-
schaar gehen, bilden eine symmetrische Involution, deren zu einander
normale Doppelstrahlen conjugirt sind beziiglich der Schaarschaar
und die Curve I'® berithren. Durch dieselbe symmetrische Strahlen-
involution werden die Punktepaare der Schaarschaar aus dem be-
liebigen Punkte F' der Curve C3 projicirt. Durch zwei dieser
Punktepaare 4, 4, und B, B, ist die Schaarschaar nebst dem
zugehorigen Netze und den Curven C® und I'® bestimmt; ebenso
durch zwei ihrer Kegelschuitte, die nicht confocal sind. Die Curve C®
ist der Ort der Punkte, aus denen 4, 4, und B, B, durch zwei
paar Strahlen einer symmetrischen Involution projicirt werden.
Zieht man an einen der Kegelschnitte, die 4, 4, zu Brennpunkten
haben, zwei paar Tangenten durch B, B,, so schneiden sich diese
in noch vier anderen Punkten von C3 (vgl. Nr. 213). Durch
jeden Punkt F von C® gehen drei Tangenten an I'®; von diesen
sind zwei conjugirt und normal, und die dritte verbindet F' mit
dem conjugirten Punkte F;, von C3. Die Curve I'? ist zweiziigig
(vgl. Nr. 226), C?® ist einziigig.

Die drei Diagonalen eines vollstindigen Vierseits, die drei
Symmetrieaxen seiner drei paar Gegenpunkte und die zwolf Mittel-
linien seiner Winkel beriihren mit der unendlich fernen Geraden
eine Curve dritter Classe, den Ort der Axen aller dem Vierseit
eingeschriebenen Kegelschnitte.

226. Die Kegelschnittnetze lassen sich in vier verschiedene
Hauptarten eintheilen, zwischen denen eine Anzahl von Arten

*) Vgl. Siebeck in Crelle’s Journal 64 S. 177—180. — Besteht die Schaar
aus Parabeln, so zerfillt die Curve C® in die unendlich ferne Gerade und
einen Kreis, den Ort der eigentlichen Brennpunkte der Parabeln.
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specieller Netze den Uebergang bilden. Wir unterscheiden diese
Hauptarten mit Hiilfe der Involutionen, in denen’ die Netze von
den Geraden ihrer Strahlenpaare geschnitten werden (Nr. 214).
Sind diese Involutionen theils elliptisch und theils hyperbolisch, d. h.
haben sie theils imaginire theils reelle Doppelpunkte, so umhiillen
ihre Triger zwei verschiedene Zweige der Curve I'%; denn von
stetig auf einander folgenden Tangenten dieser Curve wird das
Netz in gleichartigen Involutionen geschnitten, schon weil die
Doppelpunkte auf der Curve C® liegen. Die beiden Zweige oder
Linienziige von I'® haben nur dann eine gemeinschaftliche Tan-
gente ¢, wenn die beiden Doppelpunkte der auf #, enthaltenen
Involution zusammenfallen; da aber die Doppelpunkte beziiglich
aller Kegelschnitte des Netzes conjugirt sind, so gehen in dem
erwithnten Falle diese Kegelschnitte alle durch einen sich selbst
conjugirten Punkt, und das Netz ist speciell.

227. Ein nicht specielles Kegelschnittnetz wird entweder von
den Geraden aller seiner Strahlenpaare in hyperbolischen, oder von
den beiden Geraden gewisser Paare in elliptischen Involutionen
geschnitten, oder endlich von der einen Geraden eines jeden Paares
in einer hyperbolischen und von der anderen Geraden in einer
elliptischen Involution. Ich nenne das Netz im ersteren. Falle
hyperbolisch, im zweiten elliptisch und im dritten Falle dual.
Ein Netz ist hyperbolisch, wenn es einen Kegelschnittbiischel
dritter Art enthilt, oder iiberhaupt zwei Kegelschnitte, die keine
reellen Punkte gemein haben; denn ein Biischel dritter Art wird
von den Geraden der Ebene in hyperbolischen Involutionen ge-
schnitten. Die Kegelschnitte eines elliptischen oder dualen Netzes
schneiden sich paarweise in mindestens zwei reellen Punkten.

228. Ist das Netz durch drei seiner Strahlenpaare gegeben,
so konnen wir zwei der Paare als zwei paar Gegenseiten eines
»in dem Netze enthaltenen'* Vierecks auffassen. Dureh das dritte
Strahlenpaar und- tiberhaupt durch jeden beliebigen Kegelschnitt
des Netzes ist alsdann ein resp. kein Eckpunkt dieses Vierecks
von den drei iibrigen getrennt, wenn das Netz dual resp. hyper-
bolisch ist. Dagegen sind durch das dritte Strahlenpaar und
iiberhaupt durch die Kegelschnitte des Netzes entweder zwei oder
keine Eckpunkte des Vierecks von den iibrigen getrennt, wenn
das Netz elliptisch ist; und zwar allemal zwei, wenn zwei Gegen-
seiten des Vierecks das Netz in elliptischen Involutionen schneiden.

229. Von den Geraden seiner Strahlenpaare wird ein duales
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Netz in je zwei ungleichartigen, dagegen ein hyperbolisches oder
elliptisches Netz in je zwei gleichartigen Involutionen geschnitten.
Jedes in einem dualen Netze enthaltene Viereck hat einen Eck-
punkt, der von den drei iibrigen durch die Strahlenpaare und
Kegelschnitte des Netzes getrennt ist; die drei durch jenen Eck-
punkt gehenden Seiten des Vierecks schneiden das Netz in- ellip-
tischen, die tibrigen drei Seiten schneiden es in hyperbolischen
Involutionen. In einem elliptischen Netze giebt es unendlich viele
Vierecke, von denen zwei paar Gegenseiten das Netz in elliptischen
und die tibrigen beiden Gegenseiten das Netz in hyperbolischen
Involutionen schneiden; die beiden Eckpunktepaare eines solchen
Vierecks, die auf den letzteren zwei Gegenseiten liegen, sind durch
die Kegelschnitte des Netzes von einander getrennt. Ein hyper-
bolisches Netz enthilt kein Viereck, dessen Eckpunkte durch irgend
einen Kegelschnitt des Netzes von einander getrennt sind.

230. Eine Schaarschaar von Kegelschnitten wird aus dem
Punkten P seiner Punktepaare durch Strahleniuvolutionen ,,pro-
jicirt’, d. b. ihre Kegelschnitte senden durch jeden dieser Punkte P
Tangentenpaare, die eine dieser Involutionen bilden (Nr. 215).
Insbesondere werden die Punktepaare der Schaarschaar aus den
Punkten P durch die Strahlenpaare jener Involutionen projicirt.
Wenn die Involutionen theils elliptisch, theils hyperbolisch sind,
so liegen ihre Mittelpunkte P auf zwei verschiedenen Zweigen
der Curve dritter Ordnung C3, und nur in speciellen Fillen hingen
diese Zweige zusammen in einem Doppelpunkte (vgl. Nr. 226).
Sind alle jene Involutionen hyperbolisch, so nennen wir die Schaar-
schaar hyperbolisch; sind sie paarweise theils elliptisch, theils
hyperbolisch, so heisse die Schaarschaar elliptisch; wird end-
lich die Schaarschaar aus dem einen Punkte. eines und dann jedes
ihrer Punktepaare durch eine elliptische und aus dem anderen
durch eine hyperbolische Involution projicirt, so nennen wir sie
eine duale Schaarschaar. )

231. Das duale Kegelschnittnetz bezeichne ich als Netz
erster Art. Seine Cayley’sche Curve dritter Classe I'® besteht
aus einem paaren und einem unpaaren Zweige, ist also ,zwei-
zligig", und zwar wird das Netz von den Tangenten des paaren
Zweiges in hyperbolischen und von denen des unpaaren Zweiges
in elliptischen Involutionen geschnitten. Aus einem Eckpunkte
eines jeden im Netze enthaltenen Vierecks gehen an den unpaaren
Zweig eine oder drei, an den paaren Zweig zwei oder keine Tan-
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genten (Nr. 229). Zwei conjugirte Tangenten von I'3 beriihren
niemals einen und denselben Zweig dieser Curve; wennsie zu-
sammen an I'% sich hinbewegen, so beschreibt ihr Schnittpunkt
die Jacobi’sche Curve C3, welche ,einziigig* ist, d. h. nur einen
reellen Zweig besitzt. In jedem reellen Punkte P von C?® schnei-
den sich zwei reelle conjugirte Tangenten von I'S. Die auf dem
Netze ruhende Schaarschaar wird demmnach aus den Puokten P
ihrer Punktepaare durch hyperbolisehe Involutionén projicirt, die
je zwei seelle conjugirte Tangenten von I'® zu Doppelstrahlen haben.
Das duale Netz ist also der Tridger einer hyperbolischen Schaar-
schaar, deren Punktepaare auf einer einziigigen Curve dritter Ord-
nung C® liegen. Nur die Tangenten des paaren Zweiges von I'?
verbinden je zwei reelle conjugirte Punkte von C3 Das duale
Netz enthilt Kegelschnittbiischel erster und zweiter Art, aber keine
dritter Art; die auf ihm ruhende Schaarschaar enthilt Kegelschnitt~
schaaren erster, zweiter und dritter Art.

232. Das elliptische Kegelschnittnetz neone ich ein Netz
zweiter Art. Seine Cayley'sche Curve I'® besteht aus einem
paaren und einem unpaaren Zweige, und zwar wird das Netz von
den Tangenten des paaren Zweiges in elliptischen und von denen
des unpaaren Zweiges in hyperbolischen Involutionen geschnitten.
Von einem im Netze enthaltenen Viereck schneiden namlich ent-
weder pur zwei oder je zwei Gegenseiten das Netz in hyperbo-
lischen Involutionen, sodass durch jeden Eckpunkt entweder ein
oder drei Tridger hyperbolischer und entweder zwei oder keine
Triger elliptischer Involutionen gehen. Zwei conjugirte Tangenten
von I'® berithren entweder beide den paaren oder beide den un-
paaren Zweig dieser Curve; ihr Schnittpunkt liegt im ersteren
Falle auf einem unpaaren, im letzteren auf einem paaren Zweige
der Curve C8, mit der sie im ersteren Falle keine weiteren reellen
Punkte gemein haben. Die Jacobi'sche Curve C'3 besteht also bei
dem Netze zweiter Art aus zwei verschiedenen Zweigen, und in
ihren reellen Pankten schneiden sich je zwei reelle conjugirte
Tangenten von I'S. Daraus folgt (vergl. Nr. 231), dass aneh das
elliptische Netz von einer hyperbolischen Schaarschaar der Triiger
ist. Nur die Tangenten des unpaaren Zweiges von I'® verbinden
je zwei reelle conjugirte Punkte von C? und zwar liegt einer
dieser Punkte auf dem paaren, der andere auf dem unpaaren
Zweige von C® Das elliptische Netz enthilt nur Kegelschnitt-

biischel erster und zweiter Art (vergl. Nr. 227); die auf ihm
Reye, Geometrie der Lage. L 4. Aufl. ’ 19
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rubhende Schaarschaar enthilt Kegelschnittschaaren von allen drei
Arten. ~ .

233. Ein hyperbolisches Kegelschnittnetz nenne ich ein Netz
dritter oder vierter Art, je nachdem die auf ihm ruhende Schaar-
schaar dual oder elliptisch ist.

Das Netz dritter Art ist demnach dns Reciproke einer
Schaarschuar, die auf ein Netz erster Art sich stiitzt; seine
Strahlenpaare umbhiillen eine einziigige Curve I'3, wogegen C* aus
zwei verschiedenen Zweigen besteht (Nr. 231). Jede reelle Langente
von T'? verbindet zwei reelle conjugirte Punkte von C3, die auf
die beiden Zweige von C3 sich vertheilen; durch einen reellen
Punkt von C?® dagegen gehen zwei reelle oder zwei imaginire
conjugirte Tangenten von I'? jenachdem der Punkt auf dem
paaren oder dem unpaaren Zweige von C3 liegt. Das Netz ent-
halt Kegelschnittbiischel erster, zweiter und dritter Art; die auf
ihm ruhende Schaarschaar enthiilt Kegelschnittschaaren erster und
zweiter. Art, aber keine Schaar dritter Art..

284. Das Netz vierter Art ist das Reciproke einer Schaar-
schaar, die auf ein Netz zweiter Art sich stiitzt. Die zugehorigen
Curven C3 und I'? bestehen demnach aus je zwei verschiedenen
Zweigen oder Ziigen (Nr. 232). Jede reelle Tangente von I'® ver-
bindet - zwei reelle conjugirte Punkte von C2; diese liegen auf dem
paaren oder dem unpaaren Zweige von C3, jenachdem die Tan-
gente den unpaaren oder den paaren Zweig von I'® beriihrt.
Durch einen reellen Punkt von C3 gehen zwei reelle oder zwei
imaginiire conjugirte Tangenten von I'S, jenachdem der Punkt
auf dem unpaaren oder dem paaren Zweige von C3 liegt. Das
Netz enthiilt Kegelschnittbiischel aller drei ‘Arten; die auf ihm
ruhende Schaarschaar enthilt nur Schaaren erster und zweiter Art.

235. Andere als die angegebeneu vier Hauptarten des Kegel-
schnittnetzes giebt es nicht, weil niemals ein hyperbolisches Netz
der Triger einer hyperbolischen Schaarschaar ist. In einem hyper-
bolischen Netze némlich giebt es allemal imaginire Strablenpaare
wit reellem Schnittpunkte P; aus einem solchen Punkte P aber
wird die zugehorige Schaarschaar durch eine elliptische Strahlen-
involution projicirt, deren Doppelstrahlen jenes imagindre Strahlen-
paar bilden, und die Schaarschaar ist somit nicht hyperbolisch.

Webn ein nicht specielles Netz eine Schaarschaar stiitzt, so
ist von diesen beiden Kegelschnitt-Mannigfaltigkeiten allemal die
eine hyperbolisch, die andere. dagegen entweder elliptisch oder dual




Das Kegelschnittnétz und die Schaarschaar. 291

(Nr: 231 bis 234). Von den zugehtrigen beiden Curven I'® und C#
besteht endweder jede oder nur eine aus zwei verschiedenen Zweigen,
und..zwar jede, wenn eine der beiden Manmgfaltlgkelten ellnp-
tisch ist.

236. Die Schaarschaar ist speciell, wenn sie einen zwelfachen
Punkt Z enthilt. Dieser ist ein Doppelpunkt von C3, durch ihn
gehen alle Kegelschnitte des zugehorigen Netzes, welches -ebenfalls
speciell ist, und die Curve I'® zerfillt in den Strahlenbiischel Z
und- die Curve F? zweiter Classe, deren Tangenten den Strahlen
von Z in Bezug auf zwei beliebige Curven der Schaarschaar con+
jugirt sind. . Der Strahlenbiischel Z und der Tangentenbiischel
von T'%. smd prOJectlv und erzeugen mit emander die Curve C s
(Nr 216). ‘ : ' '

Die Schaarschaar und das Netz smd‘ebenso speclell ‘wenn
das Netz eine zweifache Gerade z enthilt. . Diese. ist eine.Doppel-
tangente von I'S, sie berithrt alle Kegelschnitte der Schaarschaar,
und in sie und eine Curve zweiter Ordnung. zerfillt. die Curve C8.
Die Kegelschnitte des Netzes beruhren sich buschelwelse in je Zwei
Punkten der Geraden z. .

237. Die Kegelschmtte eines beliebigen Biischels bllden mit
den zu ihnen concentrischen und homothetischen (d. h. &hnlichen
und dhnlich liegenden) Kegelschnitten ein speeielles Netz. Dieses
enthilt eine wnendlich ferne zweifache Gerade und stiitzt eine
Schaarschaar von Parabeln; seine Strahlenpaare bestehen: aus den
Asymptoten je eines Kegelschnitts des Biischels, Die Asymptoten-
paare der Hyperbeln des Biischels umhiillen demnach eine Curve
T'3 dritter Classe, die eine unendlich ferne Doppeltangente hat;
sie schneiden eine beliebige der Asymptoten in Punktepaaren. eiher
symmetrischen Involution (Nr. 216). - Die Jacobi'sche Curve C*
dieses speciellen Netzes zerfiillt in die unendlich ferne Gerade und
eine Curve zweiter Ordnung, den Ort der Mittelpunkte- seiner
Kegelschnitte.. Jeder. dieser Mittelpunkte ist beziiglich des Netzes
einem unendlich fernen . Punkte: conjugirt, bildet mit ihm ein
Panktepaar der Schanrschaar und liegt mit 1hm auf einer Tangeute
von T8, *

Die. K'egelsohmtte eines beheblgen Netzes bilden mit den Zu
ihnen concentrischen und homothetischen Kegelschnitten ein linéares
System dritter Stufe, das eine Schaar von Parabeln. stiitzt. .Jedes
Strahlenpaar dieses Systemes. besteht ans den Asymptoten éinés
Kegelschnittes des Netzes, und diese beiden Asymptoten sind. dem~
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nach conjugirt beziiglich der Parabelschaar und einander zuge-
ordnet in einer involatorischen Verwandtschaft zweiten Grades.

238. Die Schaarschaar ist noch specieller als vorhin (Nr. 236),
wenn sie die Punktepaare einer Involation u enthdlt. Die Kegel-
schnitte des Netzes gehen alsdann durch die beiden Doppelpunkte
von %, die Carve I'® zerfillt in diese beiden Doppelpunkte und
den Pol U der Geraden u beziiglich einer beliebigen Curve y* der
Schaarschaar, und C?® zerfillt in die Gerade % und eine Curve
zweiter Ordnung (vergl. Nr. 127 und 213). Die Gerade u ist
hinsichtlich der Schaarschaar allen Strahlen des Biischels U con-
jugirt, und darch U geht eine gemeinschaftliche Sehne von je
zwei Kegelschnitten des Netzes. Ist insbesondere die Involation u
der Schnitt einer rechtwinkligen Strahleninvolution mit der un-
endlich fernen Geraden, so besteht das Netz aus lauter Kreisen
(vergl. Nr. 208), und es ergiebt sich:

239. Die Kreise, welche eine gegebene Curve zweiter Classe y?
stiitzen, d. h. ihren Poldreiecken und Polvierecken umschrieben
sind, bilden ein specielles Kegelschnittnetz. Die Sehnen, die sie
paarweise mit einander gemein haben, schneiden sich im Mittel-
punkt U von y?; sie sind parallel, wenn y? eine Parabel ist. Ist
2 eine Ellipse oder Hyperbel, so sind demnach die Produkte aus
den Abschnitten der Sekanten, die vom Mittelpunkte U an die
Kreise gezogen werden konnen, constant, die Kreise haben gleiche
»Potenz in U, und es giebt einen mit y* concentrischen Kreis,
der alle Kreise des Netzes rechtwinklig schneidet (jedoch bei stumpf-
winkligen Hyperbeln imaginir wird). Ist dagegen y?% eine Parabel,
80 liegen die Mittelpunkte aller Kreise des Netzes auf einer Ge-
raden. Jeder Punkt dieser Geraden resp. jenes orthogonalen, mit
v ? concentrischen Kreises kann als ein verschwindend kleiner Kreis
des Netzes aufgefasst werden, und wir schliessen daraus, dass durch
ihn zwei zu einander rechtwinklige Tangenten an y?* gezogen
werden konnen. Die Sifze dieser Nummer hat Herr Faure entdeckt.

240. Aus den zu Nr. 238 reciproken Sitzen ergiebt sich u. A.
Folgendes: Die Kegelschnitte, welche einen Punkt F' zum Brenn-
punkt haben und sich auf eine Curve zweiter Ordnung %% stiitzen,
bilden eine specielle Schaarschaar. Die beiden reellen Tangenten,
die irgend zwei von ihnen mit einander gemein haben, schneiden
sich allemal auf der Polare f von F in Bezug auf k2. Die
Cayley'sche Curve I'3 zerfillt in F' und eine Curve zweiter Classe;
die Jacobi'sche C® dagegen zerfillt in f und die beiden imagindren
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Doppelstrahlen des rechtwinkligen Biischels F. Von jedem Pol-
viereck der Schaarschaar schneiden sich zwei Gegenseiten recht-
winklig in F; die Schnittpunkte der iibrigen zwei paar Gegen-
seiten liegen auf f. Ueberhaupt ist f die Polare von F' in Bezug
auf alle Kegelschnitte des Netzes, auf welchem die Schaarschaar ruht.

241. Ein sehr specielles Netz bilden die Kegelschnitte, die
einem Dreieck 4 BC umschrieben werden konnen; von den Curven
der zugehdrigen Schaarschaar ist 4 BC ein gemeinschaftliches
Poldreieck; die Curven C*® und I'® reduciren sich auf die drei
Seiten resp. die drei Eckpunkte des Dreiecks. — Die Kegelschnitte,
von denen 4 BC ein Poldreieck ist, bilden nicht allein eine sehr
specielle Schaarschaar, sondern zugleich ein ebenso specielles Netz;
auf dieses stiitzt sich die Schaarschaar, welche dem Dreieck ein-
geschrieben werden kann.

/t.Lineare Systeme und Gewebe von concenirischen Kegeln
zweiter Ordnung.

242, Die linearen Systeme und Gewebe von Kegelschnitten
der Ebene werden aus einen beliebigen Punkte des Raumes durch
lineare Systeme und Gewebe von Kegeln zweiter Ordnung pro-
jicirt, und die fiir sie bewiesenen Sitze lassen sich auf diese Kegel-
mannigfaltigkeiten iibertragen. Wir heben unter diesen Mannig-
faltigkeiten nur. wenige besonders beachtenswerthe hervor, von
denen aber die analogen Kegelschnittmannigfaltigkeiten keineswegs
Schnitte sind. : :

Eine Schaar confoealer Kegel zweiter Ordnung ruht auf einem
linearen System von oo?® gleichseitigen Kegeln; ihre beiden Focal-
axen sind conjugirt beziiglich dieser gleichseitigen Kegel und bilden
das einzige reelle Geradenpaar der Schaar. Durch die drei Haupt-
axen der confocalen Kegel geht ein Netz von Kegeln des Systemes.
Die oc? Ebenenpaare des Systemes bestehen aus je zwei sich recht-
winklig schneidenden Ebenen, die beziiglich der confocalen Kegel
conjugirt und durch die beiden Focalaxen harmonisch getrennt
sind (Seite 219). Die Gegenebenen jedes Polvierkants der con-
focalen Schaar sind zu einander normal und bilden drei Ebenen-
paare des Systemes; dem Polvierkant ist ein Biischel von Kegeln
des Systemes umschrieben. Die Schaar enthilt den imaginiiren
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Ordnungskegel des. rechtwinkligen polaren Strablenbiindels (vergl.
Abth. II), weil jedem Kegel des Systemes rechtwinklige Poldrei-
kante dieses Biindels eingeschrieben werden konuen.

243. Ein Biischel concyklischer Kegel zweiter Ordnung ist
der Triiger eines linearen Gewebes von oo® Kegeln zweiter Ord-
nung, denen rechtwinklige Dreikante umschrieben werden. konnen.
Die beiden cyklischen Ebenen des Biischels sind conjugirt beziiglich
aller Kegel des Gewebes und bilden das einzige reelle Ebenenpaar
des Biischels. Die drei Symmetrieebenen der concyklischen Kegel
berithren eine Schaarschaar von Kegeln des Gewebes. Die oc?®
Geradenpaare des Gewebes bestehen aus je zwei sich rechtwinklig
schneidenden Geraden, die beziiglich der coneyklischen Kegel con-
jugirt und durch die beiden cyklischen Ebenen harmonisch getrennt
sind (Seite 223). Die Gegenkanten jedes Polvierseits des Biischels
schneiden sich rechtwinklig und bilden drei Geradenpaare des Ge-
webes. Zwei beliebige Polvierseite des Biischels sind einem Kegel
des Gewebes umschrieben. Der Biischel enthillt auch den imagi-
nidren Ordnungskegel des rechtwinkligen polaren Strahlenbiindels
(vergl. Nr. 242). ’

Die concyklischen Kegel werden von jeder Ebene, die zu einer
ihrer cyklischen Ebenen parallel ist, in einem Biischel von Kreisen
geschnitten, deren Potenzlinie auf der anderen cyklischen Ebene
liegt; zwei dieser Kreise reduciren sich auf die Spuren der beiden
Hauptaxen, deren Verbindungsebene zu den beiden cyklischen
Ebenen normal ist. Ein Biischel von Kreisen, die keinen*reellen
Punkt gemein haben, wird demnach aus den Pupkten des Kreises,
der die Ebene des Biischels in dessen Punktkreisen rechtwinklig
schneidet, durch Biischel concyklischer Kege] projicirt.

244. Die Kegel einer Schaar bilden mit -den zu ihnen con-
focalen Kegeln eine Schaarschaar von Kegeln zweiter Ordnung:
Diese ruht auf einem Netze gleichseitiger Kegel (Nr. 242), und
ihre Geradenpaare bestehen aus den Focalaxen je eines Kegels der
Schaar.  Zwei so zusammengehorige Focalaxen sind conjugirt be-
ziiglich aller Kegel des Netzes und harmonisch getrennt durch
dessen Ebenenpaare; diese Ebenenpaare aber bestehen ans je zwei
sich rechtwinklig schneidenden Ebenen, die bezughch der Schaars
schaar conjugirt sind.

Von den Kegeln einer beliebigen Schaar llegen demnach dle
Focalaxen auf einem Kegel dritter Ordnung K3, dem Jacobi'schen
eines Netzes . gleichseitiger Kegel, und ihre Symmetrie-Ebenep um-
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biillen einen Kegel dritter Classe I'%, den Cayley’schen Kegel des
Netzes (Nr. 212, 213). Die drei Symmetrie-Ebenen eines belie-
bigen Kegels der Schaar und seiner confocalen Kegel beriihren T'3
und bilden ein rechtwinkliges Ebenentripel von I'* (Nr. 221); das
Dreikant. der Hauptaxen des Kegels aber bildet mit seinem Hohen-
strahl ein Polvierkant des Netzes, und je zwei Gegenebenen dieses
Vierkants sind conjugirt hinsichtlich der Schaarschaar, beriihren
den Kegel I'® und schneiden sich rechtwinklig in einem Strahle
von K3 (Nr. 212, 216).

Die drei Diagonalebenen eines Vierseits -im Strahlenbiindel,
die 'zwolf Mittelebenen seiner Flichenwinkel und die sechs Ebenen,
welche die Winkel seiner drei paar Gegenkanten rechtwinklig
hiilften, beriihren einen Kegel dritter Classe I'3. Dieser wird nm-
hiillt von den Symmetrie-Ehenen der dem Vierseit eingeschriebenen
Kegel zweiter Ordnung. o

245. Die oc! Kegel eines Biischels bilden mit ihren con-
¢yklischen ein Kegelnetz. Dieses trigt eine Schaarschaar von
Kegeln zweiter Ordnung, denen rechtwinkligé Dreikante timschrieben
werden kionnen (Nr. 243), und seine Ebenenpaare bestehen aus den
cykhschen Ebenen von je einem Kegel des Biischels. Die Ebenen
jedes Paares sind. conjugirt beziiglich aller Kegel der Schaarschaar
und harmonisch getrennt durch deren Gemdenpaare, die Geraden-
paare. der Schaarschaar aber bestehen aus je zwei sich rechtwmkhg
schneldeudeu Geraden, die hinsichtlich des Netzes .conjugirt sind.

Von den Kegeln des beliebigen Biischels umhiillen demnach
die cyklischen Ebenen einen Kegel dritter Classe I'®; ibre Haupt-
axen aber liegen auf einem Kegel dritter Ordnung K3, dem Jacobi-’
schen des Netzes. Die drei Hauptaxen von concyklischen Kegeln des
Netzes bilden ein rechtwinkliges Strablentripel von K3 (Nr. 221);
die sie verbindenden drei Symmetrieebenen schneiden also K3 noch
in drei Strahlen einer Ebene und bilden mit dieser ein Polvierseit
der Schaarschaar, dessen Diagonalebenen den Kegel I'® beriihren
und dessen Giegenkanten sich rechtwinklig schneiden. Je zwei der
oo ! rechtwinkligen Strahlentripel von K® liegen auf einem gleich-
seitigen Kegel, und in den Strahlen jedes solchen Tripels wird K3
von einem gleichseitigen Kegel beriibrt (Nr. 219).

Von einem beliebigen Vierkant liegen die drei Schnittlinien
seiner CGtegenebenen, die zwdlf Mittellinien seiner Kantenwinkel
und die (sechs) Symmietrieaxen von je zwei Gegenebenen auf einem
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Kegel dritter Ordnung. Dieser enthdlt die Hauptaxen aller dem
Vierkant umschriebenen Kegel zweiter Ordnung.

248. Die Kegel einer beliebigen Schaarschaar bilden mit den
za ibnen confocalen ein lineares Gewebe von oo® concentrischen
Kegeln. Dieses ruht auf einem Biischel gleichseitiger Kegel, und
seine co? Geradenpaare bestehen aus den Focalaxen von je einem
Kegel der Schaarschaar. Die beiden Focalaxen jedes Kegels der
Schaarschaar sind demnach conjugirt beziiglich der gleichseitigen
Kegel und harmonisch getrennt durch die Ebenenpaare des Biischels.
Die Schaarschaar enthiélt i. A. vier Rotationskegel, in deren Ro-
tationsaxen die Kegel des Biischels sich schneiden. Jede dieser
vier Axen ist der Hohenstrabl des von den iibrigen gebildeten
Dreikants.

247. Die Kegel eines Netzes bilden mit ibren concyklischen
ein lineares System von oc® Kegeln. Dieses trigt eine Schaar
von Kegeln, denen rechtwinklige Dreikante umschrieben werden
konnen, und jedes seiner oc? Ebenenpaare besteht aus den beiden,
hiusichtlich der Schaar conjugirten cyklischen Ebenen eines Kegels
des Netzes.

Wenn eine dieser beiden cyklischen Ebenen die Kegel der
Schaar beriihrt, so fillt sie mit der ihr conjugirten anderen zu-

sammen, und der zugehorige Kegel des Netzes ist ein Rotations--

kegel. Das Netz enthilt also i. A. vier Rotationskegel; deren
vier cyklische Ebenen beriihren alle Kegel der Schaar und bilden
ein Vierseit mit drei paar normalen Gegenkanten.
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