This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=thgPAAAAIAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf

Uber dieses Buch

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von C
Rahmen eines Projekts, mit dem die Blicher dieser Welt online verfligbar gemacht werden sollen, sorgfaltig gescannt wurde.

Das Buch hat das Urheberrecht tiberdauert und kann nun 6ffentlich zugénglich gemacht werden. Ein 6ffentlich zugéngliches Buch ist e
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch 6ffentlich zugénglich
von Land zu Land unterschiedlich sein. Offentlich zugangliche Biicher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kt
und wissenschaftliches Vermdgen dar, das haufig nur schwierig zu entdecken ist.

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei —
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat.

Nutzungsrichtlinien

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit 6ffentlich zugéangliches Material zu digitalisieren und einer breitern
zugéanglich zu machen. Offentlich zugéngliche Biicher gehoren der Offentlichkeit, und wir sind nur ihre Huter.  Nichtsdestotrotz is
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verflgung stellen zu kénnen, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrau
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehdren technische Einschréankungen fir automatisierte Abfragen.

Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien:

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwetkerhaben Google Buchsuche fir Endanwender konzipiert und mochten, dass Sie ¢
Dateien nur fir persénliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden.

+ Keine automatisierten Abfrageenden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Rech
tiber maschinelle Ubersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchfiihren, in denen der Zugang zu Text in grofRe
ndtzlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir férdern die Nutzung des o6ffentlich zuganglichen Materials fur diese Zwecke und kénne
unter Umsténden helfen.

+ Beibehaltung von Google-Markenelemeribas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information (
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material (iber Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichet

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalitdtabh&éngig von Ihrem Verwendungszweck mussen Sie sich lhrer Verantwortung bewusst
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafurhalten fur Nutzer in
offentlich zugénglich ist, auch fur Nutzer in anderen Landern 6ffentlich zugénglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterli
von Land zu Land verschieden. Wir kénnen keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlict
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und (be
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben.

Uber Google Buchsuche

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugéanglich zu machen.
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Blcher dieser Welt zu entdecken, und unterstiitzt Autoren und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu €
Den gesamten Buchtext kénnen Sie im Internet Uintir.//books.google.com | durchsuchen.



http://books.google.com/books?id=thgPAAAAIAAJ&ie=ISO-8859-1&output=pdf













J1 D

Ka €

DIE

NICHT_—EUKLIDISCHEN RAUMFORMEN

IN

ANALYTISCHER BEHANDLUNG

YON

Dr. WILHELM KILLING,

ORD. PROFESSOR AM KONIGL. LYCEUM HOSIANUM ZU BRAUNSBERG.

MIT EINER LITHOGRAPHIERTEN TAFEL.

LEIPZIG,
" VYERLAG VON B. G. TEUBNER.
1885.
By



Druck von B, @. Teubner in Dresden.



Vor\;vort.

Die Untersuchungen iiber den Raum von mehr als drei
Dimensionen verdienen ausser um des Interesses willen, welches
sie an sich bieten, auch deshalb gepflegt zu werden, weil sie
vielfach im stande sind, die fiir den Erfahrungsraum gelten-
den Sitze zu erweitern und zu vertiefen. Nun sind fiir den
Euklidischen Raum von einer beliebigen Zahl von Dimen-
sionen (die ebenen Mannigfaltigkeiten Riemanns) bereits
zahlreiche Resultate gewonnen, und diese lassen sich mit
Leichtigkeit auf die Nicht-Euklidischen Raumformen iiber-
tragen. Aber abgesehen davon, dass dieselben in Zeitschriften
zerstreut sind, bietet ihr Studium dem Anfinger deshalb einige
Schwierigkeit, weil die Verfasser in Bezug auf den Raum von
1 Dimensionen den verschiedensten Standpunkt einnehmen,
indem sie bald die Sprache der Geometrie nur als Gewand
fiir analytische Sétze benutzen, bald mehr oder weniger geo-
metrische Anschauungen vertreten, zuweilen gar die Existenz
eines mehrdimensionalen Raumes behaupten. Hauptsichlich
aber wird das Eindringen in diese Theorie dadurch erschwert,
dass manche, sonst recht verdienstliche Abhandlung gerade
auf diesem Gebiete Ungenauigkeiten oder wirkliche Fehler
enthilt; wenn auch in den meisten Fillen nachtriiglich eine
Berichtigung erfolgt ist, so wird doch dabei der Inhalt der
betreffenden Arbeit als bekannt vorausgesetzt, so dass fiir den
Anfinger die Schwierigkeit bestehen bleibt.

So sehr ich demnach wiinschte, es mochten die haupt-
sachlichsten bisher gefundenen Resultate unter Weglassung
alles Unrichtigen oder Problematischen einheitlich zusammen-
gestellt werden, dachte ich nicht daran, selbst ein solches
Werk zu verfassen, da meine eigenen Untersuchungen auf
diesem Gebiete hauptsichlich den Zweck hatten, Vorstudien
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fir allgemeinere Raumformen zu bilden. Nachdem aber Herr
Frischauf, der verdienstvolle Herausgeber der , Elemente der
absoluten Geometrie, mich wiederholt und dringend aufgefor-
dert, die Nicht-Euklidischen Raumformen analytisch zu be-
handeln, und meine anfinglich noch bestehenden Bedenken
zerstreut hat, dringt es mich, demselben jetzt, wo meine
Arbeit fertig ist, meinen Dank auch offentlich auszusprechen.

Die Versuche, eine naturgemisse Grundlage fiir die
Geometrie zu schaffen, sind von dem gewiinschten Erfolg bis-
her nicht begleitet worden. Der Grund hierfiir liegt meines
Erachtens darin, dass die Geometrie, gleichwie sie den Begriff
der Richtung in dem vom Parallelaxiom geforderten Sinne hat
aufgeben miissen, so auch den Begriff des Abstandes als
Grundbegriff nicht wird festhalten konnen und somit weit
iiber die Nicht-Euklidischen Raumformen im engeren Sinne
hinausgehen muss. Demnach habe ich keinen Versuch, auf
den Begriff des Abstandes die Geometrie aufzubauen, in das
Buch aufgenommen, habe mich vielmehr fiir die Grundlagen
moglichst eng an Euklid angeschlossen. Fiir den dreidimen-
sionalen Raum gehe ich geradezu von denjenigen Voraussetz-
ungen aus, welche Euklid durch die ersten Definitionen im-
plizite macht. Daraus leite ich die Formeln der Trigonometrie
ab und griinde darauf jene Abénderung des vierrechtwinkligen
Koordinatensystems, welche Herr Weierstrass zuerst an-
gegeben hat. Bei der Behandlung des dreidimensionalen Raumes
und speziell der Ebene glaubte ich nicht einfach genug voran-
gehen zu konnen, selbst auf die Gefahr hin, durch Breite
listig zu werden. Auch beim n-dimensionalen Raume habe
ich eine recht elementare Behandlung angestrebt, dabei aber
geglaubt, die Durchfihrung mancher Zwischenrechnung und
dergl. dem Leser tiberlassen zu sollen.

Fir mehr als drei Dimensionen ist der Euklidische
Raum vielleicht mehr beriicksichtigt, als man nach dem Titel
erwarten sollte. Gleichwie das fast ausschliesslich benutzte
Weierstrasssche Koordinatensystem es moglich macht, die
bisher fiir den Euklidischen Raum gefundenen Resultate auf
die Nicht-Euklidischen zu iibertragen, so gestattet es anderer-
seits, die kleinen Anderungen sofort zu iibersehen, welche
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eine fiir die letzteren durchgefiihrte Untersuchung bei Uber-
tragung auf den Euklidischen Raum erleidet. Bei der Be-
griindung der eigentlichen Grossensitze, der Ausmessung der
Linien, Flichen und der verschiedenen Volumina musste der
Euklidische Raum schon deshalb an die Spitze gestellt
werden, weil die Herleitung der Sitze fiir die Nicht-Euklid-
ischen Raumformen die Kenntnis derselben im Euklidischen
Raume voraussetzt.

Aber zwischen den eigentlichen Grossensitzen und "den
projektivischen Eigenschaften, welche fiir alle Raumformen
in gleicher Weise gelten, giebt es ein weites Gebiet von Sitzen,
welche metrischen Charakters sind, ohne sich bloss auf Grossen-
verhéiltnisse zu beziehen. Solche Sitze vereinigen sich fiir
die endlichen Raunformen in grosser Zahl an derselben Figur
und verleihen denselben dadurch bei der vollen Dualitit eine
schone Harmonie, welche man in den iibrigen Raumformen
vergebens suchen wiirde. Indem sich aber die entsprechenden
Eigenschaften in den iibrigen Arten des Raumes auf mehrere
Gebilde verteilen und dann noch Ubergiinge stattfinden, erlangt
man hier, wenigstens scheinbar, eine grossere Zahl von ver-
schiedenen Figuren. Aus diesem Grunde erachte ich es fiir
notwendig, auf diesem Gebiete den Riemannschen Raum
voranzustellen und fiir diesen alle derartigen Untersuchungen
zunidchst durchzufithren, so dass derselbe denjenigen Platz
erhilt, welcher ihm wegen der-: grosseren Einfachheit der
analytischen Entwickelungen gebithrt. Die Lobatschewsky-
sche Raumform wird hierbei keineswegs vernachléassigt, viel-
mehr tritt der Charakter der einzelnen Sitze klarer hervor,
indem jeder Figur ihre richtige Stelle angewiesen und um
scheinbar verschiedenartige Sitze ein naturgemisses Band ge-
schlungen wird.

Wenn ich auch bestrebt war, den gegenwirtigen Stand
der Forschung zum Ausdruck zu bringen, so lag mir doch
die Absicht fern, den Inhalt einer jeden bis jetzt erschienenen
Abhandlung aufzunehmen. Ganz abgesehen davon, dass ich
in der Mitteilung des ganzen vorhandenen Stoffes, wenigstens
auf diesem Gebiete, keinen Vorteil erblicke, wiirde es mir,
da ich hier am Orte auf eine kleine Bibliothek angewiesen
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bin, unmbglich gewesen sein, Kenntnis von allen bisherigen
Arbeiten zu erlangen; ich muss sogar befiirchten, dass trotz
eigenen Bemiihens und fremder Unterstiitzung die Litteratur-
nachweise recht liickenhaft sind. Aber auch da, wo mir die
Originalarbeiten zuginglich waren, habe ich weder deren ganzen
Inbalt aufgenommen, noch im Beweise mich denselben eng
angeschlossen, vielmehr dahin gestrebt, meinem Buche einen
recht einheitlichen Charakter zu geben und vielfach iiber das
bisher Gefundene hinauszugehen. Wo mir der erste Entdecker
eines Satzes bekannt geworden ist, habe ich ihn im Litteratur-
nachweis angegeben; dagegen habe ich es nicht fiir notig ge-
halten, diejenigen Sitze, welche ich als mein Eigentum be-
trachten muss, ausdriicklich als solche zu bezeichnen.

Von meiner urspriinglichen Absicht, einen Abriss iiber
die Riemannschen Mannigfaltigkeiten beizuftigen, bin ich ab-
gegangen, da ein solcher Abriss zu viel Raum beansprucht
hitte, wenn er von wirklichem Nutzen hitte werden sollen.
Demnach mussten auch alle allgemeinen Untersuchungen, welche
nicht unbedingt fiir die Mannigfaltigkeiten konstanter Kriim-
mung notwendig waren, unberiicksichtigt bleiben.

Da von den wenigen Figuren, deren Beifiigung mir not-
wendig schien, eine im Texte nicht Platz fand, wurde es fiir
passend erachtet, dieselben simtlich auf einer Tafel zu ver-
einigen.

Dem Herrn Verleger sage ich fiir die Bereitwilligkeit,
mit welcher er meinen Wiinschen entgegenkam, meinen ver-
bindlichsten Dank.

Braunsberg, im August 1885.

W. Killing.
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Formen, in welchen man dieselben aussprechen kann, wihlen
wir folgende:

Es giebt eine Fliche (die Ebene), welche durch die drei
Eigenschaften charakterisiert ist:

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 1






Erster Abschnitt.

Der Raum von drei Dimensionen.

§ 1. Gemeinschaftliche Grundlage der verschiedenen
Raumformen.

1. Was die Voraussetzungen betrifft, auf denen Euklid
die Geometrie aufbaut, so werden wir an einer spiteren Stelle
(Art. 27—30) zeigen, dass die Grossensitze (xowwel évvoiat,
a' — n' in der Ausgabe von Heiberg) Folgerungen aus seinen
sonstigen Voraussetzungen sind. Sehen wir noch von der
Unendlichkeit der geraden Linie (welche von Euklid selbst
gar nicht erwihnt und erst spiter als xown &vvoie &' hinzu-
gefiigt wird) und vom Parallelaxiom ab (altnue &) und be-
achten, dass auch die Gleichheit der rechten Winkel (alrnue 4')
leicht bewiesen werden kann, so bleiben nur diejenigen Voraus-
setzungen iibrig, welche in den ersten Definitionen (Goor &' — ")
implicite enthalten sind. Diese Axiome fordern die Existenz
von Flichen, Linien und Punkten, die damit gegebene Stetig-
keit, sowie die Moglichkeit einer starren Bewegung, ausserdem
noch die Existenz der Geraden, der Ebene und des Kreises. Auf
die ersten von diesen Axiomen will ich an dieser Stelle nicht
niher eingehen; wegen der starren Beweglichkeit, welche nach
Ansicht der Alten und mancher Neueren entbehrt werden
kann, hebe ich nur hervor, dass es an sich gleichgiltig ist,
ob man von Bewegung oder von Vergleichung der Raum-
gebilde redet, dass aber nur solche Vergleichungen gestattet
sind, bei denen die Gesetze der starren Bewegung gelten.
Demnach haben wir noch die drei letzten Voraussetzungen
(Gerade, Ebene, Kreis) zu besprechen. Von den mancherlei
Formen, in welchen man dieselben aussprechen kann, wihlen
wir folgende:

Es giebt eine Fliche (die Ebene), welche durch die drei
Eigenschaften charakterisiert ist:

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 1
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e 1. Bei der Ruhe eines jeden threr Punkte kann die Fliche
.. noch in sich bewegt werden; jeder bewegte Punkt beschreibt eine
* (durch den ruhenden Punkt und die Anfangslage des beweglen
Punktes) bestimmie Linte und kehrt auf derselben bei fortschreiten-
der Bewegung in die Anfangslage suriick (Kreislinie);

2. in der Fliche giebt es in sich verschiebbare Linien, welche
umkehrbar sind (gerade Linie), oder mit andern Worten: bei
einer gewissen Bewegung der Ebene kann eine solche Linie in
sich verschoben werden, bei einer andern, ndmlich bei der Drehung
um einen Punkt der Linie, kann die Linie als Ganzes wieder in
thre Anfangslage gelangen, wdihrend die einzelnen Punkte thre
Lage vertauschen;

3. die Fliche selbst ist umkehrbar, d. h. man kann sie so
um eine in thr liegende Gerade drehen, dass sie als Gangzes die
Anfangslage wieder einnimmt, wihrend ihre Punkte nicht in die
friihere Lage zuriickgelangen.

Dass diese Voraussetzungen in Euklids ersten Defini-
tionen enthalten sind, bedarf keines Nachweises. Man hat
vielfach versucht, diese Voraussetzungen auf eine geringere
Zahl zuriickzufithren. Namentlich hat man versucht, vom
Begriff der Kugel auszugehen und daraus die obigen Begriffe
herzuleiten. Aber diese Versuche kionnen keinen Anspruch
auf unbedingte Strenge machen und sollen deshalb hier nicht
néher ausgefiihrt werden. Wie umgekehrt aus den gemachten
Annahmen die Existenz der Kugel folgt, ist unmittelbar klar.

Nun giebt es eine Reihe von Fragen, welche nicht un-
mittelbar beantwortet werden kénnen, namentlich die Fragen,
ob die gerade Linie unendlich oder geschlossen ist; ob zwei
gerade Linien hochstens einen Punkt gemeinschaftlich haben
oder sich in mehreren Punkten schneiden kénnen; ob jede
Ebene den Raum zerlegt oder nicht. Zwar hat Euklid, ohne
es ausdriicklich hervorzuheben, auf jede dieser Frage eine
bestimmte Antwort erteilt. Aber da hierdurch vielleicht die
Zahl der Voraussetzungen noch vergrossert wird, so erscheint
es angemessen, diese Fragen vorliufig unentschieden zu lassen
und unsere Untersuchung ganz unabhingig von den Antworten
zu machen, welche auf jene Fragen erteilt werden miissen.
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Zu dem Zwecke grenzen wir ein Gebiet ab, fiir welches zwei
gerade Linien, soweit sie in demselben liegen, hochstens einen
Punkt gemeinschaftlich haben, und welches durch jedes in ihr
enthaltene Stiick einer Ebene zerlegt wird. Als ein solches
Gebiet konnen wir speziell das Innere einer Kugel wiéhlen,
und es ist klar, dass entweder alle Kugeln oder doch die
Kugeln bis zu einer gewissen Grenze hin diese Eigenschaften
haben. Auf dieses Gebiet beschrinken wir alle unsere Unter-
suchungen und gehen erst dariiber hinaus, wenn wir die Art
der Fortsetzung unmittelbar tibersehen kénnen.

2. In dem abgegrenzten Gebiete gelten alle Lehrsitze
Euklids, welche vom Parallelaxiom unabhingig sind. Der
Nachweis, dass fiir die gerade Strecke und den Winkel die
Grossensitze giltig sind und dass beide der Messung unter-
zogen werden konnen, soll spiter (Art. 27) nachgeliefert werden.
Welches Mass wir zu Grunde legen, ist an sich gleichgiltig;
wir lassen in der That die Einheit fiir die gerade Strecke
ganz willkiirlich und kénnen etwa den Winkel in bekannter
Weise nach Graden, Minuten und Sekunden messen; nur be-
merke ich, dass wir bald (Art. 5) ein anderes Mass festsetzen
werden. Um jetzt die in derselben Figur vorkommenden
Linien und Winkel vergleichen zu kbénnen, nehmen wir an
gewissen einfachen Figuren stetige Verinderungen vor und
wenden darauf das Prinzip der Stetigkeit an. Der allgemeine
Nachweis desselben ist um so weniger notwendig, da die
beiden Anwendungen sich sehr leicht beweisen lassen.

8. In jedem Dreieck, dessen Seiten simtlich unendlich klein
sind, ist die Summe der Winkel gleich swei Rechten, oder:

Leitet man aus einem gegebenen Dreieck in irgend einer Weise
neue Dreiecke her, deren Seiten unbeschrinkt abnehmen, so kann
man bei hinlinglicher Verkleinerung der Seiten su einem Drei-
eck gelangen, dessen Winkelsumme entweder swei Rechte betrigt
oder sich von zwei Rechien wm eine beliebig kleine Grosse unter-
scheidet.

Zum Beweise lege man drei Winkel «, §, y, deren Summe
zwei Rechte betriigt, so neben einander, dass die Schenkel
des einen (B) je mit einem Schenkel der andern zusammen-
fallen (s. Taf. Fig. 1). Den Schenkel, welchen die Winkel g und »

1%
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gemeinschaftlich haben, bewege man so, dass er mit dem
freien Schenkel von « den Winkel y bildet. Das Dreieck
ABC, aus zwei Schenkeln des Winkels « und aus der be-
wegten Seite BC gebildet, hat die Winkel 4 = a, C =1y,
und der Winkel 4BC fillt bei Beginn der Bewegung mit
dem Scheitelwinkel von S zusammen; er ist also entweder
gleich B oder von f um eine beliebig kleine Grosse verschieden,
solange nur AC hinlénglich klein angenommen wird. Wenn
also zwei Winkel eines Dreiecks zusammen kleiner sind als
zwei Rechte, so kann man durch Verkleinerung der einge-
schlossenen Seite bewirken, dass auch die andern Seiten be-
liebig klein werden und dass der dritte Winkel sich vom
Nebenwinkel der Summe aus den beiden konstanten Winkeln
(entweder gar nicht oder doch) um weniger unterscheidet, als
ein beliebig kleiner Winkel betrigt.

Um jetzt den angegebenen Satz fiir jeden andern Grenz-
iibergang zu beweisen, hat man zu zeigen, dass, solange keine
der drei Seiten eines Dreiecks eine gewisse Grenze iibersteigt,
die Summe aus zwei seiner Winkel stets kleiner ist als zwei
Rechte. Halbiert man die Seite BC des Dreiecks ABC in
M, zieht die gerade Strecke AM und verlingert 4 M iiber M
hinaus um sich selbst bis N (Euklid, Prop. 16), und liegen
die Punkte ABCN in dem angegebenen Gebiete, so ist die
Summe der Winkel B und C gleich A BN, also kleiner als
zwei Rechte. Jetzt vergleiche man das bei irgend einem
Grenziibergange erhaltene Dreieck A BC mit einem Dreieck
A'B'C', welches mit ihm in einer Seite und den beiden an-
liegenden Winkeln iibereinstimmt und welches durch die obige
Bewegung erhalten ist, so muss auch fiir A BC derselbe Satz
gelten.

4. Lassen wir in einem Dreicck ABC eine Seite AB und
den Winkel B ungedndert, aber den Winkel A unendlich klein
werden, so wird auch dessen Gegenseite BC unendlich klein; ou-
gleich kommt das Verhdltnis der den umendlich kleinen Winkel
einschliessenden Seiten der Einheit beliebig nahe und die Winkel-
summe unterscheidet sich beliebig wenig von zwei Rechten.

Die feste Strecke 4 B treffe die feste Linie M N in B; man
-lasse A C sich so bewegen, dass C auf M N bleibt (s. Taf. Fig. 2).
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Wenn der Winkel BAC gleich Null ist, so ist auch BC
gleich Null, und der Winkel ACN = ABN; wenn also der
Winkel BAC unendlich klein ist, so ist auch BC unendlich
klein und der Winkel ACB vom Nebenwinkel von ABC
unendlich wenig verschieden.

5. Diese beiden Sitze ermoglichen es zu zeigen, dass die
Berechnungen, welche in der Euklidischen Ebene allgemeine
Giiltigkeit haben, noch auf ein unendlich kleines Gebiet an-
gewandt werden diirfen, wenn man vom Parallelaxiom absieht.

In einem unendlich kleinen Gebiet ist die Winkelsumme
eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechten. Gehort ein Punkt
P und eine Gerade g diesem Gebiete an, so mache man die
bekannte Konstruktion, vermittelst deren man durch P die
Parallele A zu g zieht; man ziehe durch P eine Gerade %,
welche g (in dem Gebiete) schneidet, und lege den Winkel
(gk) passend in P an k an. Der zweite Schenkel sei A In-
folge des erwihnten Satzes iliber die Winkelsumme eines Drei-
ecks wird fiir jede andere durch P gelegte und ¢ in dem Ge-
biete schneidende Gerade dieselbe Beziehung zwischen den
Winkeln bestehen, unter denen sie g und A trifft. Legt man
durch die Mitte von &k (wenn sie in den beiden Schnittpunkten
begrenzt gedacht wird) irgend eine schneidende Gerade, so
wird dieselbe beide Linien g und % unter gleichen Winkeln
treffen. Daraus schliesst man, dass jede Gerade, von welcher
die Linien g und % in dem unendlich kleinen Gebiet getroffen
werden, mit ihnen gleiche Winkel bildet. Die Gerade kb ver-
tritt also die Parallele zu g; denn bei allen Beweisen, wo
parallele Linien angewandt werden, kommt es nicht auf das
Nicht-Schneiden, sondern auf die Gleichheit der Winkel an.
Demnach gelten fiir ein unendlich kleines Gebiet alle Sitze,
welche Euklid fir die Ebene beweist.

Speziell behilt in diesem Gebiete die Archimedische Kreis-
- messung ihre Giiltigkeit bei, und der Umfang eines Kreises
mit dem unendlich kleinen Radius r ist gleich 2zr. Um so-
mit das passendste Mass fiir einen Winkel zu erhalten, be-
schreiben wir um seinen Scheitel einen Kreis mit einem un-
endlich kleinen Radius; das Verhiltnis, in welchem der inner-
halb des Winkelfeldes liegende Bogen zum Radius steht, soll
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die Masszahl des Winkels sein. Diese Messung kommt darauf
hinaus, das Verhiltnis des zu messenden Winkels zu einem
gestreckten zu bestimmen und dies mit der Zahl z zu multi-
plizieren.

Wir definieren den Sinus eines spitzen Winkels als das
Verhiltnis der in einem unendlich kleinen rechtwinkligen
Dreieck, welches den Winkel enthilt, demselben gegeniiber-
liegenden Kathete zur Hypotenuse, und setzen die Definitionen
der iibrigen cyklometrischen Funktionen entsprechend fest.
Dadurch gelangt man zu den bekannten Funktionen, welche
durch die gleichfalls bekannten Reihen dargestellt werden,
wenn man den Winkel in der angegebenen Weise misst. Sind
also a, B, y die Winkel und a, b, ¢ die gegeniiberliegenden
Seiten eines Dreiecks, und letztere unendlich klein, so gelten
die Gleichungen:

a:b:c=sine:sinf: siny,
a?= b+ ¢ — 2bc cos p,
u s w.

6. Es erscheint mir angebracht, den Beweis des vorigen
Artikels in einer strengeren Form zu wiederholen.

Der Beweis von 4. éndert sich nicht, wenn A B unend-
lich klein angenommen wird, und wir konnen daher allgemein
den Satz aufstellen:

Lésst man in einem Dreieck einen Winkel unendlich
klein werden, wihrend die beiden andern endlich bleiben, so
nihert sich das Verhidltnis der einschliessenden Seiten unbe-
grenzt der Einheit.

Jetzt betrachte ich zwei Vierecke A BCD und ABC'D,
welche drei Eckpunkte gemeinschaftlich haben. Zudem seien
in dem ersten die Winkel B und D Supplemente von 4; in
dem zweiten sollen die Gegenseiten und infolge dessen auch
die Gegenwinkel einander gleich sein. Diese Figur lassen
wir unter Konstanz des Winkels 4 nach irgend einem Gesetze
unendlich klein werden. Wenn der Punkt C' nicht mit dem
Punkte C zusammenfillt, so muss doch nach Art. 3 die Dif-
ferenz der Winkel an B (resp. an D), also der Winkel CBC'
unendlich klein werden. Somit wird das Verhiltnis BC: BC'
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entweder gleich Eins sein oder sich doch der Einheit un-
begrenzt nihern; ebenso das Verhiltnis DC: DC'.

Hieraus folgt das Analogon zu dem Satze: Hat ein Vier-
eck ein Paar parallele Seiten und zieht man zu diesen durch
die Mitte einer konvergenten Seite die Parallele, so trifft sie
die Mitte der andern konvergenten Seite; namlich der Satz:

Wenn in einem Viereck zwei Winkel, welche an einer
Seite anliegen, sich zu zwei Rechten ergiinzen, so halbiere
man diese Seite und lege durch die Mitte eine Gerade unter
denselben Winkeln an; lisst man die Figur unendlich klein
werden, so nihert sich das Verhdltnis, in welchem die gegen-
tiberliegende Seite geteilt wird, unbegrenzt der Einheit.

Im Viereck ABCD sei A+ D=2R, M die Mitte von
AD, 9. DMN = A4; N liege auf BC; so lege man in N eine
Gerade EF (wo E in AB, F in DC liegt) so an, dass
<. MNE = A und infolge dessen MNF gleich D ist. Jetzt
konstruiere man die Vierecke AMNE' und DMNF' so,
dass die Gegenseiten gleich sind; dann ist:
limzN—ll% =1, limjlg,ll;;- =1, also: Hm% =

Wie sich auf den genannten, unter Voraussetzung des
Parallelaxioms giltigen Satz die Ahnlichkeitslehre stiitzt, so
kann man jetzt weiter folgern:

1.

»Wenn zwei Dreiecke in zwei Winkeln iibereinstimmen
und sich beide so veréindern, dass diese Winkel konstant bleiben,
so nihert sich das Verhiltnis zweier homologer Seiten um so
mehr derselben Grosse, je kleiner die Seiten selbst werden.

Man kann hierbei das Verhiltnis derjenigen beiden Seiten,
an denen die konstanten Winkel liegen, ungetindert lassen.

Demnach fithren die Grenzwerte, denen sich in einem
rechtwinkligen Dreiecke, in welchem ein spitzer Winkel kon-
stant bleibt, die Verhiltnisse je zweier Seiten bei unbeschriinkter
Abnahme ihrer Grosse nihern, in bekannter Weise zu den
cyklometrischen Funktionen.

Auch ndhert sich das Verhiltnis vom Umfange eines
Kreises zum Radius um so mehr einer festen Zahl, je kleiner
der Radius wird.
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7. Wir kehren jetzt zu der in 4. betrachteten Grenzlage
zuriick und lassen AC = b und <JJ ACB = y ungeiindert; dann
wissen wir, dass BC = a und << BAC = a gleichzeitig unend-
lich klein werden (s. Taf. Fiig. 3). Halbieren wir den Winkel BAC
durch AD, machen auf AB eine Strecke AC'= AC, so ist

' . ' . sinACD
DC'=DC und < AC'D = ACD, und da hm_——sinABD 1
ist und fiir das unendlich kleine Dreieck BC'D die Formeln
der gewohnlichen Trigonometrie gelten, so ist Hm% =1,

also auch limﬁ =1. Das Verhiltnis a:e« #ndert sich

also nicht, wenn der Winkel e halbiert wird. Auf dieselbe
Weise zeigt man, dass die Linien, welche den Winkel C4A B
in n gleiche Teile teilen, auch BC in n gleiche Teile zerlegen.
Somit ist das Verhiltnis a: e fiir unendlich kleine Werte von
« nicht vom Winkel &, sondern nur von b und p abhingig.

Bezeichne ich den Grenzwert dieses Verhiltnisses fiir p = z

2
mit f(b), so ist derselbe fiir irgend einen andern Wert von
y gleich gfi—gl’%- Trifft némlich die in C auf AC errichtete

Senkrechte die AB in E, so ist CE =f(b).«, und in dem
Dreieck BCE nihert sich <)X CEB unbegrenzt einem Rechten
- il CE
und < BCE = + (§ - y), also BC = sy
Wie wir oben bewiesen haben, ist der Grenzwert von
f—g)bl fiir ein unendlich kleines b gleich der Einheit.

Die Archimedische Kreismessung fiihrt auf lauter unend-
lich kleine Dreiecke von der bezeichneten Art, worin b gleich

dem Radius, » ==—,2i ist. Also ist der Umfang eines Kreises

vom Radius » gleich 2xf(r).
In dem obigen Dreieck ABC, worin a und « unendlich
klein sind, ist % - % (s.Taf.Fig.4). Verlingert man 4C um

eine unendlich kleine Grosse CC' = h, legt in C' den Winkel
y an AC' an und verlingert 4 B, bis es den einen Schenkel
dieses Winkels in B' trifft, so ist:
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B'C'= “-f€b+k)
: smy

macht man C'D = CB, so ist:
B'C'—BC B'D
ccr T oeT
Dieses Verhiltnis éindert sich nicht, wenn man CC' be-
liebig &ndert, wofern man es nur unendlich klein bleiben
lisst. Folglich nihert sich auch
fb+K) —f®) _ B'D siny
K T 00 e
fiir h = O einer festen Grenze f'(b). ‘
Nun ist << B'BD==n—f —y ein unendlich kleiner
Winkel und gleich seinem Sinus; folglich:
. f'®) =m—B—7p,
sin p sin y
8. Ein Dreieck 4 BC lassen wir dadurch entstehen, dass
AB =¢c und < ABC = f konstant bleiben, aber der Winkel
CADB von Null an bis zu einer gewissen Grosse wichst
(s. Taf. Fig.5). Fiir jede Grosse C'AB = « sind dann BC' = q,
C'A=0"b und < AC'B = y Funktionen von e¢. Mache ich
C"AC'=dea, so ist AC"=b+db, 9L AC"C'=yp + dy.
Auf das Dreieck C'AC" wende ich die Resultate des vorigen
Artikels an, indem ich « durch da, a durch da, y durch
n—y, f durch p + dy ersetze. Dadurch erhalte ich die
Gleichungen:
y  de_fO @
de siny = de

db
=—f'(), da ~ G087

Die beiden ersten sind im vorigen Artikel entwickelt;
die dritte ergiebt sich, wenn ich von C' auf AC" die Senk-
!

rechte C'D fille und beriicksichtige, dass lim%%— 1, also
C"D = db ist.

Multipliziere ich die erste und dritte Gleichung und divi-
diere durch die zweite, so folgt:

db f() cosp der: f'®)db _  cosydy

Ay T T ®smy’ ° B T T simg
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Das Integral derselben liefert:
log f(b) = log const — log sin y,
f(b) sin y == const.
Fir ¢ =0 geht b in ¢ und y in (x -- @) tiiber, also ist:
2) £(8) siny = £(¢) sin .

Hitte ich dasselbe Dreieck 4 BC dadurch entstehen lassen,
dass ich a und p ungeiindert und B von Null an hitte wachsen
lassen, so wiirde ich zu der Gleichung gekommen sein:

f(c) sina = f(a) siny,
welche Gleichung aus 2) durch Erh¢hung der Buchstaben er-
halten wird.

Diese Gleichung gilt fiir die Dreiecke A BC' und ABC";
sie darf also auch bei unveréinderten Werten von ¢ und g
differentiiert werden. Dann folgt:

f(c).cosa.da=f'(a).siny.da + f(a).cosy.dyp,
oder, wenn ich die Werte aus 1) einsetze:

3) f(c) cosa = f'(a)f(b) — f(a)f'(b) cos y.
Durch Vertauschung von & und », @ und ¢ (oder durch
einen andern Grenziibergang) wird diese Gleichung:

F(a) cosy = £(6) FB) — ()" () eos .
Aus diesen beiden Gleichungen folgt:

9 FO—['©OP}cosa=fO)[f (@) —'®)f'()],
mit welcher Gleichung wir folgende verbinden:
O ="} cosa = f() [f'(a) — F'B)f' (©)):
Durch Division der beiden letzten Gleichungen folgt:
Q) _[f@er

I=IFOF ~ 1-[fEF

Diese Gleichung muss fiir irgend zwei Strecken b und ¢
gelten, welche Seiten eines Dreiecks sein konnen; das Ver-
hiltnis muss also fiir alle Strecken denselben Wert annehmen.

Setzen wir also: [F@T
_UOF s
? i—irer "
so muss k* entweder positiv oder umendlich gross oder
negativ sein; aber es muss ungeiindert bleiben, wenn

oder:
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man ¢ beliebig wachsen oder abnehmen ldsst. Nun folgt
aus 5):

L

V” =

deren Integration unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass
f und ¢ gleichzeitig verschwinden, liefert:

c
oder: arosin g ETE
6) flo=k sin%; ') = cos%-

Indem wir diese Werte in die Gleichungen 2) bis 4) ein-
setzen, erhalten wir die Formeln der Trigonometrie:

7) sin Ly sin y = sin < . sin B (Sinussatz),

k k
8) sin% cose + sin% cos% cosy = sin? cos %r

9) cos % = co8 % cos % + sin% sin% cos a (Cosinussatz),
wo in der Gleichung 4) beide Seiten durch sin% dividiert
worden sind. _

Zu diesen Formeln fiigen wir einige hinzu, deren Analoga
in der sphirischen Trigonometrie gewohnlich vermittelst des
reziproken Dreiecks hergeleitet werden. Ich dividiere in 8)

beide Seiten durch sin % und wende den Sinussatz an; dadurch
erhalte ich:

. . b . a
siny.cosa + sma.cos?cosy=-smﬁ.cos——;

hierin vertausche ich & mit b, ¢ mit f, multipliziere die neue
Gleichung mit cosy und addiere sie zu der ersten; dann folgt
durch Division durch siny:

10) cosa + cosf cosy = sinf sin p . cos %-

Auch in dieser Gleichung vertausche ich @ und b, ¢ und
B, multipliziere die so erhaltene Gleichung mit cosy und sub-
trahiere das Produkt von,l0); mdem ich dann wieder durch
siny dividiere, erhalte ich:
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11) siny cos e = sin .cos%—- cosy.sine. cos%-

Die speziellen Formen, in welche die Gleichungen 7) bis 11)'

tibergehen, wenn ein Winkel gleich % wird, bediirfen keiner

9. Die absolute Grosse von %* hingt freilich von dem
gewihlten Lingenmasse ab, aber es zeigt sich ein wesent-
licher Unterschied, je nachdem k? positiv, unendlich gross
oder negativ ist. Wenn £® unendlich gross ist, so geht

k sin% in @ und (ein alleinstehendes) cos% in 1 iiber. Dem-

nach gehen die Formeln 7) bis 11) in bekannte Gleichungen
der gewohnlichen Trigonometrie iiber; nur in der Gleichung 9)
muss bekanntlich ein weiteres Glied in der Entwickelung von

%— etc. beriicksichtigt werden. Speziell lehrt die Gleich-

ung 10), dass fiir ¥ = oo in jedem Dreieck die Winkelsumme
zwei Rechte betriigt. Wenn k2 positiv ist, so sind die Formeln
identisch mit denen fiir ein sphdrisches Dreieck, wenn der
Radius der Kugel gleich % gesetzt wird. Wenn endlich A*

Ccos

negativ ist, so wird % sin—Z— fiir ein reelles @ selbst reell und

durch die Reihe gegeben:
. a ad a®
ksing —a— gt g
a a’ at .
s logmmtaE T

ebenso ist:

In beiden Reihen sind fiir ein negatives %* und ein positives
a simtliche Glieder positiv. [Will man den Gebrauch ima-
gindrer Grossen vollstindig vermeiden, so benutze man die
Hyperbelfunktionen (frither meistens hyperbolische Funktionen
genannt). Man definiere den Hyperbelsinus (Sk) durch die

Formel: o o~

| 2
und den Hyperbelcosinus (Ch) durch

ez + e—x .
2

th=—%sinxi=

Chz = coszt =
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Diese Funktionen haben eine sehr eingehende Behandlung
gefunden in dem vortrefflichen Werke: Giinther, Die Lehre
von den gewohnlichen und verallgemeinerten Hyperbelfunk-
tionen.]

Demnach sind die Beziehungen zwischen den Seiten und
Winkeln eines Dreiecks - wesentlich verschieden, je mnach-
dem %* positiv, unendlich gross oder negativ ist. Es giebt
also verschiedene Moglichkeiten, welche den genannten Voraus-
setzungen Euklids geniigen. Jedes solche System soll als
Raumform bezeichnet werden. Alle diese Raumformen werden
fiir ein unendlich kleines Gebiet identisch. Da alle unsere
Messungen nur ein kleines Gebiet umfassen und mit Un-
genauigkeiten verbunden sind, auch keine Thatsache, welche
zwischen den verschiedenen Moglichkeiten eine Entscheidung
trife, bekannt ist, so muss es zweifelhaft bleiben, welchem
Werte von %® unsere Erfahrung mit vollkommener Genanig-
keit entspricht. Da aber andererseits keine Erfahrung vor-
liegt, fiir welche die einfachste Annahme %k = oo nicht geniigt,
s0 ist es am natiirlichsten, fiir die Praxis diesen Wert fest-
zuhalten; das theoretische Interesse fiir die anderen Raum-
formen bleibt daneben bestehen.

10. Die Grosse % wird als das Riemannsche Kriimmungs-

mass der Raumform bezeichnet, ein Name, welcher leicht
Missverstéindnisse veranlassen konnte, aber allgemein angenom-
men ist und in Ermangelung eines passenderen beibehalten
werden muss. Die Definition desselben kann einmal durch
den Lehrsatz gegeben werden:

Zwischen den cyklometrischen Funktionen der Winkel und
der durch eine Konstante dividierten Seiten eines Dreiecks besteht
ein Gleichungssystem 7) bis 11), welches gestattet, die drei (durch
die erwdhnte Konstante dividierten) Seiten je mit dem Supplement
des Gegenwinkels zu vertauschen; das umgekehrte Quadrat dieser
Konstante wird als das Riemannsche Kriimmungsmass der Raum-
form bezeichnet.

Zu einer zweiten Definition des Kriimmungsmasses ge-
langt man, indem man aus den Gleichungen 1) die Werte
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von f(b) und f'(b) in die Gleichung 5) einsetzt. Dadurch
erhilt man:

8 _ 7.8
12) 1 de®— dy

BT sy

Diese Gleichung lehrt:

Ist in einem Dreieck eine Seite b und der eine anliegende
Winkel m — y konstant, wird aber der andere anliegende Winkel
unendlich klein = de, dessen Gegenseite — da wnd der dritle
Winkel gleich y + dy, so ist unabhdngig von dem gewdihlten Werte
von b und y die rechte Seite von 12) konmstant und gleich dem
Kriimmungsmasse.

Nach einer Bemerkung in Art. 3 ist mindestens, solange
b eine gewisse Grenze nicht iiberschreitet, die Summe der
beiden an da liegenden Winkel kleiner als =, also dy nega-
tiv = — dp'. Bei verschwindendem Kriimmungsmass ist die
‘Winkelsumme eines Dreiecks gleich zwei Rechten, und das
stimmt mit der Gleichung 12) iiberein, nach welcher da =dyp’
ist. Fiir ein positives k% ist da®~ dyp'? positiv, also du > dyp'
und de+ (x — p) + (y — dp') > =; die Winkelsumme eines
solchen Dreiecks (und da jedes Dreieck in Dreiecke der be-
trachteten Art zerlegt werden kann, die eines jeden Dreiecks) ist
grosser als zwei Rechte. Fiir ein negatives %* ist da®— dp'?
negativ, da < dy', also die Winkelsumme eines jeden Dreiecks
kleiner als zwei Rechte.

11. Bei der Herleitung der Gleichungen 7) bis 11) war
vorausgesetzt worden, dass das Dreieck einem gewissen Be-
reich angehorte. Nun ldsst sich aber sehr leicht zeigen, dass,
wenn diese Formeln fiir zwei Dreiecke gelten, welche ein neues
Dreieck zusammensetzen, sie auch fiir das zusammengesetzte
giltig sind. Am einfachsten wird dieser Nachweis, wenn die
Teildreiecke rechtwinklig sind. Demnach gelten die Gleich-
ungen 7) bis 11) fiir jedes Dreieck.

Da die gerade Linie unbegrenzt verlingert werden kann,
ist sie entweder eine unendliche oder eine geschlossene Linie.
Ist die gerade Linie geschlossen, so miissen zwei gerade Linien,
welche von demselben Punkte ausgehen, auch in denselben
Punkt zuriickkehren. Mag nun schon vorher ein weiterer
Punkt beiden Linien gemeinschaftlich sein, jedenfalls schliessen
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zwei gerade Linien einen Teil der Ebene ein. Eine solche
" Figur kann betrachtet werden als ein Dreieck, in welchem
ein Winkel = z ist. Setzen wir in 7) y = =, wiihrend 8 von
Null verschieden ist, so muss ¢ ein Vielfaches von kx sein.
Daher kann die gerade Linie nur fiir ein positives Kriim-
mungsmass in sich zuriickkehren; fiir ein unendlich grosses
und ein negatives k® ist die gerade Linie unendlich.

Demgemiiss geniigt fiir % = oo unsern Voraussetzungen
nur eine Méglichkeit, welche durch die Eigenschaften charak-
terisiert ist:

1. die gerade Linie ist unendlich,

2. die Winkelsumme eines jeden Dreiecks betrigt zwei Rechte,

3. in den Formeln 7) und 8) hat man k sin— .-+ durch

k
a und cos% durch 1 zu ersetzen.

Schon durch die beiden ersten Forderungen ist eine
einzige Moglichkeit charakterisiert, nimlich.dasjenige System,
welches Euklid entwickelt hat. Demnach heisst diejenige
Raumform, fiir welche das Riemannsche Krtimmungsmass
verschwindet, die Fuklidische. Herr Klein bezeichnet sie als
die parabolische; der von Riemann vorgeschlagene Name einer
ebenen Raumform bringt viele Unzutriiglichkeiten mit sich und
wird besser aufgegeben.

Auch fiir 22< 0 giebt es nur eine einzige Moglichkeit,
welcher die charakteristischen Eigenschaften zukommen:

1. die gerade Linie ist unendlich,

2. die Winkelsumme eines jeden Dreiecks st kleiner als zwei
Rechte, '

3. in den Gleichungen 7) bis 11) muss der Grisse k ein
rein imagindrer Wert beigelegt werden.

Diese Raumform wird als Lobafschewskysche bezeichnet,
weil Lobatschewsky die ersten Untersuchungen iiber die-
selbe verdffentlicht hat. Sie wird auch wohl nach Gauss
benannt, weil derselbe sich seit 1792 mit derselben beschif-
tigt hat. Herr Klein nennt sie die hyperbolische Raumform.

Fiir ein positives %® sahen wir, dass zwei gerade Linien,
welche von demselben Punkte ausgehen, frithestens in der
Entfernung kx wieder zusammen treffen. Nehmen wir aber
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umgekehrt eine Seite ¢ eines Dreiecks gleich %z, den dritten
Eckpunkt ausserhalb dieser Linie ganz willkiirlich an, so
folgt aus T), dass y = m ist, oder die beiden andern Seiten
des Dreiecks fallen in dieselbe gerade Linie. Demnach treffen
alle geraden Linien, welche von einem Punkte ausgehen,
wieder in der Entfernung kx zusammen. Machen wir jetzt
in einem Dreieck zwei Seiten a und b je gleich 1kx und den
eingeschlossenen Winkel » beliebig gross, so folgt aus 8) und
9) sofort, dass die den gleichen Seiten gegeniiber liegenden
Winkel « und 8 je gleich einem Rechten und die dritte Seite
¢ ihrem Gegenwinkel proportional = &y ist. Demnach geht
der Kreis mit dem Radius jkx in eine gerade Linie iiber.
Drehen wir um den Mittelpunkt, so entspricht einer Drehung
um den Winkel ¢ eine Verschiebung lings der Geraden um
die Linge kp. Demnach fiihrt eine Drehung um 2=, durch
welche die Ebene ihre Anfangslage wiedererhilt, auch jeden
- Punkt der Geraden in seine urspriingliche Lage, oder:

Bewegt man sich auf einer geraden Linie um die Liinge
2kx voran, so gelangt man sum Ausgangspunkte zuriick.

Somit giebt es zwei Moglichkeiten: entweder fiihrt erst
die Entfernung 2kz oder bereits die Entfernung kx auf den
Ausgangspunkt. zuriick. Beriicksichtigen wir, dass die Ent-
fernung knx wieder zu einem Schnittpunkt zweier geraden
Linien fiihrt, so konnen wir die erste Moglichkeit in folgen-
der Weise charakterisieren:

1. die gerade Linie st geschlossen,

2. dic Winkelsumme eines jeden Dreiecks ist grosser als swei
- Rechte,

3. in den Gleichungen 7) bis 11) erhdlt k einen reellen Wert,

4. 2wei gerade Linien, welche einen Punkt gemeinschaftlich
haben, schneiden sich moch in ecinem zweiten.

Diese Raumform wird als die Riemannsche bezeichnet, da
Riemann zuerst ihre Berechtigung bewiesen und ihre wich-
tigsten Eigenschaften mitgeteilt hat. Im Sinne des Herrn
Klein heisst sie der doppelte elliptische Raum.

Die zweite Moglichkeit unterscheidet sich von der eben
genannten nur dadurch, dass zwei gerade Linien hochstens
einen Punkt gemeinschaftlich haben. Aus einem spiter (Art. 16)
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anzugebenden Grunde heisst sie die Polarform des Riemannschen
Raumes, nach Herrn Klein der einfache elliptische Raum.

Somit sind wir zu dem Resultate gelangt, dass den an-
gegebenen Voraussetzungen Euklids vier Moglichkeiten ent-
sprechen, von denen zwei nahe mit einander verwandt sind.

§ 2. Koordinaten in der Ebene.

12. Wie schon bemerkt, sind die Formeln 7) bis 11) des
Art. 8 identisch mit den Grundformeln der sphirischen Tri-
gonometrie, wenn der Radius der Kugel gleich k gesetzt wird.
In der That sind bei der Herleitung von den in Art. 1 fiir
die Ebene gemachten Voraussetzungen nur die beiden ersten
benutzt worden, und diese sind auch auf der Kugelfliche giiltig,
wenn man die gerade Linie durch den Hauptkreis (grossten
Kreis) ersetzt; somit musste unsere Entwickelung auch zu
den Formeln der sphérischen Trigonometrie fithren. Anderer-
seits lehrt der Art. 11, dass die Ebene des Riemannschen
Raumes (die Riemannsche Ebene), solange sie nur in sich
betrachtet und ihre Lage zum Raume ausser acht gelassen
wird, mit der Geometrie auf der Kugel {ibereinstimmt. Fiir
die Kugelfliche, deren Radius gleich Eins ist, hat sich als
besonders praktisch erwiesen das dreirechtwinklige Koordinaten-
system, wo man die Lage eines Punktes durch die Cosinus
der Abstinde von den Ecken eines dreirechtwinkligen Drei-
ecks bestimmt. Ein solches ganz allgemein zu Grunde zu
legen, geht nicht an, da die Formeln auch fiir ein negatives
k® gelten sollen und die Vergleichung mit der Euklidischen
Geometrie es wiinschenswert macht, dass das System fiir £ = o0
in das rechtwinklige Cartesische Koordinatensystem iibergeht.
Diese Riicksichten lassen sich vereinigen, wenn man beriick-
sichtigt, dass auf der Kugel vom Radius Eins der Abstand
eines Punktes von einem zweiten Punkte und von dessen ab-

. T .
soluter Polare sich zu 5 erginzen, der Cosinus des ersteren

also gleich dem Sinus des letzteren ist.
Wir ziehen demnach nach dem Vorgange des Herrn
Weierstrass durch einen Punkt O zwei zu einander
Killing, Nicht- Euklidieche Raumformen. 2
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senkrechte Gerade OX und OY, und wihlen zu Koordinaten
eines Punktes P folgende Grossen: Ist OP = r, bildet O P mit
der positiven Richtung von O X den Winkel ¢, so setze man:
r — % sin s % sint
% ° sin—sing, y sin - cos .

Setzt man die Senkrechte von P auf OX gleich a, die
auf OY gleich b, so ist:

1) p=cos

2) &=k sin 2y y—ksin%-

Infolge der Gleichungen 1) besteht zwischen den Grossen
p, z, y die Relation:

3) B+ 22+ oy =k
Fiir ein unendlich kleines, um den Nullpunkt gelegenes
Gebiet wird p =1, und z und y werden mit den Senkrechten

a und b identisch. Dasselbe gilt allgemein fiir ein ver-
schwindendes Kriimmungsmass.

Das angegebene Koordinatensystem wird als ein Weier-
strasssches bezeichnet; der Punkt O ist der Anfangspunkt,
die Geraden OX und OY die Achsen.

13. Der Punkt P, dessen Koordinaten p,z,y sind, habe
vom Anfangspunkte O den Abstand » und O P bilde mit 0X
den Winkel @; ebenso sei fiir einen zweiten Punkt P'(=p', z',v')
die Strecke OP'=17', g XOP'= ¢'. Dann gilt fiir den Ab-
stand PP'= ¢ nach dem Cosinussatz die Relation:
e r ror ,
€08 2= CO8 -2~ €08 —— -+ 5l - sin -~ cos(p—9')
=cos£—cos—7:'—+sinlsinr—' €OS @ CO8 qJ'+sinr— sinr—’sinqp sin @'
k k ko k k k ’

Indem man hierin nach 1) die Koordinaten einsetzt, folgt:
4) K cos% =Itpp' + zz' + yy',

wo ¢ den Abstand der Punkte (p,z,y) und (p',2,y") be-
zeichnet.
Wird e = 2kx, so muss sein:

k= k’pp’ + zz' + yy'.
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Subtrahiert man das Doppelte dieser Gleichung von den fiir
(p,2,y) und (p',2',y") geltenden Gleichungen 3), so folgt:
Bp—p)+@—2)+@y—y) =0
Diese Gleichung kann nur erfiillt werden, wenn p = p',
z=2a', y=y' ist. Nach 11. fallen zwei Punkte zusammen,
welche die Entfernung 2kx haben. Gelangt man daher zu
denselben Koordinatenwerten zuriick, so kommt man auch

wieder zu demselben Punkte.
Soll e = kx sein, so muss
— B =kpp' + 2z’ +yy
Bp+p)+@+2)+G+y)=0

sein. Diese Gleichung erfordert: p=—p', z=—2', y=—y'
Zwei Punkte, deren Entfernung kx betrigt, mogen als Gegen-
punkte bezeichnet werden; ihre Koordinaten sind entgegen-
gesetzt gleich.

In der Riemannschen Ebene gehort zu jedem Punkte
ein einziges Tripel p, z, ¥ und umgekehrt. Sind die Verhilt-
nisse der Koordinaten z,:x,:2,=p:2:y gegeben, so setze
man &,= pp, I =PI, &H=_4y, und dann liefert die Glei-
chung 3) zwei reelle, entgegengesetzt gleiche Werte von pu;
also wird in der Riemannschen Ebene durch das Verhiltnis
der Koordinaten ein Punkt und sein Gegenpunkt angegeben.

Da in der Polarform der Riemannschen Ebene die Ent-
fernung kn wieder zum Ausgangspunkte zuriickfiihrt, so ent-
gpricht den beiden entgegengesetzt gleichen Wertsystemen
(p,2,y) und (—p, —x, —y) derselbe Punkt. Durch das
Verhiltnis der Koordinaten ist ein einziger Punkt bestimmt.

In der Lobatschewskyschen Ebene besteht zwischen
den Koordinaten die Gleichung:

(— 9 = (— W)+ 28+ o
wo beide Seiten nur positive Glieder enthalten. Demnach
muss p?>1 sein, und da p im Endlichen weder Null noch
unendlich wird, so muss es stets positiv sein. Ist das Ver-
hiltnis der Koordinaten z,:z,:z,; gegeben, so muss durch
Multiplikation mit einer Konstanten erreicht werden kénnen,

dass die Gleichung 3) erfilllt wird. Demnach muss sein:
DRJ

und somit
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B al?+ 22+ 2,2 <0
umgekehrt stellt, wenn diese Bedingung erfiillt ist, das Ver-
hiltnis z,:2,:2; einen einzigen Punkt dar, da p positiv
sein muss.

§ 3. Die gerade Linie in der Ebene.

14. Der geometrische Ort eines Punktes, welcher von
zwei Punkten gleichen Abstand hat, ist eine gerade Linie.
Soll ein Punkt (p,z,y) von zwei Punkten (p',z',y") und
(p",z",y") gleichen Abstand haben, so muss nach 4) in
Art. 13 die Gleichung bestehen:

Oder, k2ppl+xx’+ yy'l___. kipp"_'_ xx"_'_ yy",
. Ep@-p)t+z@ —2")+y@' —y") =0

Die Gleichung der geraden Linie ist homogen linear in
den Koordinaten. Um die der Hesseschen Normalform
(Hesse, Vorlesungen iiber die gerade Linie und den Kreis)
entsprechende Form zu finden, lasse man den zweiten ge-
gebenen Punkt mit dem Punkte (1,0,0) zusammenfallen.
Dann wird die Gleichung:

—kp(1l—p')+azz'+yy' =0
Bezeichnet man mit ¢ den Abstand der Geraden vom

Anfangspunkte und mit & den Winkel, welchen die Senk-
rechte mit der Richtung OX bildet, so ist:
2 . 20 . . 2
p'=cos——’§; x'=ksm—icgsmd‘, y'=ksm—,—§—cos&.
Die Einsetzung dieser Werte ergiebt nach Division

durch 2% sin Q.

k
ing Qi e =
2) —ksin-- p+ 2 cos sind 4y . cos 5 cosd=0.
Schreiben wir diese in der Form:
3) ep + ax + by = 0,

s0 besteht die Relation:
2
4) mHa+b -1
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Umgekehrt sollen ¢, a, b die Koordinaten der Geraden 3)
heissen, wenn die Relation 4) besteht. Die geometrische Be-
deutung ergiebt sich aus 2) und wenn man die Gleichung 10)
in Art. 8 fiir p =% beriicksichtigt, so sieht man, dass
auch ist:

5) a=cos(z,l), b=—cos(y,l),
wo (x,1) den Winkel zwischen der positiven z-Achse und
der Geraden ! = (e, a, b) bezeichnet.

Soll eine gerade Linie durch zwei Punkte (p,, «,,%,) und
(pgy 5, ¥s) gehen, so muss ihre Gleichung sein:

pzy
P2y =0
Ds %3 Y
Demnach konnen wir setzen: p=xp,+ ip;, 2 =x2,+ A2,
Yy=xy,+4y;.
Infolge von 3), Art. 12 muss zwischen x und 4 die Re-

lation bestehen: ’

x4 A3+ 2%4 cos - = 1,
wo r den Abstand der Punkte 1 und 2 bezeichnet. Da offen-
bar px, — Py 2 = x(p, Z, — Py 2,) ist w.s. w., so folgt aus der
Gleichung 4), Art. 13, wenn der Punkt (x4) mit 3 und der
Abstand mit (13) ete. bezeichnet wird:

s;in—32 sin§l
x__k_, ’l =__i..
sinE sinE

k k

Gehort ein anderer Punkt 4 zu (x', "), so ist das Doppel-
verhdltnis der vier Punkte:

. 31 . 41

x x' S
TR oder Sjini2_: in4_2-

E

Dieses wird zu einem harmonischen, wenn es den Wert
—1 erhilt.
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Sind zwei gerade Linien (e, a,b) und (¢, a', b') gegeben,
so sind die Koordinaten des Schnittpunktes proportional den
Grossen ab' — a'b, be' —b'e, ea' —e'a. Demnach haben in
der Riemannschen Ebene zwei gerade Linien stets einen
Punkt und seinen Gegenpunkt gemeinschaftlich.

Die Koordinaten (e, a,b) einer jeden Geraden, welche
durch den Schnittpunkt zweier Linien (e, a,, b,) und (¢;, a5, by)
hindurchgeht, sind: ‘

e=xe,+ A6, x=uxz+ iz, y==xy,+ 1y,

sin (32) 2 sin (31)
T sm(12)” 77T sin(12)”

wenn (12) ete. die Winkel bezeichnen, unter welchem die
Geraden einander schneiden. [Der Nachweis wird sich aus

der Gleichung 7) des folgenden Artikels ergeben.]

Hiernach bietet es keine Schwierigkeit, die in Hesses
,Vorlesungen iiber die gerade Linie und den Kreis“ fiir den
Schnitt mehrerer Geraden bewiesenen Sitze auf die Nlcht-
Euklidischen Ebenen zu iibertragen.

wo ist:

15. Die séimtlichen Punkte (p, z,y), welche von einem
festen Punkte (p', ', y") den Abstand j%x haben, liegen nach
Art. 13, 4) auf der geraden Linie:

Kpp'+ zz'+yy' =

Diese gerade Linie heisst die absolute Polare des Punktes
und letzterer ihr absoluter Pol. Fiir die gegenseitige Be-
ziehung gelten die sofort ersichtlichen Sitze:

Bewegt sich ein Punkt in einer geradenm Linie, so dreht
sich die Polare um ein Paar von Gegenpunkien, und umgekehrt.

Indem wir die Gleichung 3), Art. 12 mit der Gleichung 4),
Art. 14 vergleichen, sehen wir, dass die absolute Polare des

Punktes (p, 2, y) die Koordinaten hat (kp, %; %)

Indem wir dies festhalten und die geometrische Bedeutung
der Koordinaten eines Punktes und einer geraden Linie be-
riicksichtigen, erhalten wir die Sitze:

Der Abstand eines Punktes von einem zweiten Punkie und
von dessen absoluter Polare ergiimzen sich su k. '
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Der Winkel sweier Geraden ist gleich dem durch k divi-
dierten Abstand ihrer Pole.

Zu diesen beiden Sitzen, deren geometrischer Beweis
keiner Erwéhnung bedarf, fiigen wir noch folgenden hinzu,
der sich ebenfalls sofort ergiebt:

Zu zwei Geraden giebt es eine gemeinschaftliche Senkrechte;
dieselbe ist die Polare des Schnittpunktes und ihre Ldnge ist
gleich dem mit k multiplizierten Winkel.

Daraus ergeben sich folgende Gleichungen:
Der Abstand d eines Punktes (p, z, y) von einer Geraden

(e, @, b) wird durch die Gleichung bestimmt:

6) ksin%-=ep+ax+by.

Der Cosinus des Winkels & den zwei Gerade (e, a, b)
und (¢', @', b") mit einander bilden, ist gleich:
: ' ‘
() cose=ek—i+aa'+bb’.
Die gemeinschaftliche Senkrechte e der beiden Geraden
wird durch die Gleichung angegeben:

!
8) cos%=cose==ek—i+aa'+ bd'.
Alle diese Gleichungen miissen in einer Weise verifiziert

werden, welche fiir jeden Wert von % giiltig bleibt.

Die Gerade (e,a,b) habe vom Anfangspunkte O der
Koordinaten den Abstand O A4 = ¢ und es sei <K A0X = J;
fir den Punkt P sei OP =r, <) POX = ¢p; ferner der Ab-
stand des Punktes P von der Geraden PB = d (s.Taf. Fig. 6).
Man setze noch AP=m und < OAP = gu. Dann ist nach
Art. 8, Gleichung 8):

.m .0 r .r
8in —- €08 p = sin - cos o — sin -
ferner ist:

cos % cos (0 — @);

.om _ a4
sin—- - cos p = sin—
so dass die Einsetzung der Koordinaten sofort die gewiinschte
Gleichung 6) liefert.
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Un die Gleichung 7) zu verifizieren, mogen ¢ und d fiir
die eine, ¢' und ¢’ fiir die andere Gerade die bei der Gleich-
ung 2) angegebene Bedeutung haben. In Figur 7 (s. Taf) ist
#—e=f+p, 6'—0=a+a'. Indem ich noch OP=m
setze, erhalte-ich: '

) sin% sin %
—cose=cos(f+p')= cos 2 cos & sine sing! — ——— %
k k M
sin®—- 7
!
Indem ich rechts cos% cos gk— cosa cose' addiere und
subtrahiere, folgt:
!
sin £ sin & ' ) sin gin &
k k 0 0 ) k k
coS & = — + cos - cos - cos (0 — ') — ——
siniﬂ k k tan 2ﬂ
k €%
! !
(4 9 (4 (4
= Smf sin = + €08 - €08 =~ 08 (6 — "),

woraus sich 7) unm1ttelbar ergiebt.

Um die Gleichung 8) direkt zu beweisen, nehme man
auf jeder der beiden Geraden einen Punkt an und suche das
Maximum ihres Abstandes nach der bekannten Methode; da-
durch kommt man zu dem durch 8) angegebenen Resultate
(s. auch Art. 17).

16. Wihrend die in den beiden letzten Artikeln zusammen-
gestellten Formeln ganz allgemein gelten, erleiden die Resul-
tate fir die einzelnen Raumformen einige Anderungen. Fir
die Riemannsche Ebene gelten folgende Sitze:

Das Maximum der absoluten Entfernung zweier Punkte be-
trigt kn; dasselbe wird von einem eingigen Punkie erreicht.

Zwez belzebzge Gerade schneiden einander und swar in einem
Paare von Gegenpunkten.

Die Gerade, sowie tiberhaupt jede geschlossene Linie zerlegt
die Ebene.

Zu zwei beliebigen Geraden giebt es immer eine gemein-
schaftliche Senkrechte. ,

In ihrer Polarform fillt jeder Punkt mit seinem Gegen-
punkte zusammen; also ist die grosste (a,bsolute) Entfernung
1k=x, und diese w1rd erreicht von allen Punkten einer Geraden,
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der absoluten Polare des Punktes. -Zwei gerade Linien haben
stets einen, aber nur einen einzigen Punkt gemeinschaftlich.
Demnach wird die Ebene durch die gerade Linie nicht zer-
legt. Sind niémlich 4 und B zwei beliebige Punkte, so lege
man durch dieselben eine Gerade; da dieselbe mit der ge-
gebenen Geraden nur einen Punkt gemeinschaftlich lat und
geschlossen ist, so kann dieser Schnittpunkt nur auf einer
von den beiden in 4 und B begrenzten Strecken liegen; die
andere Strecke A B vermittelt eine Verbindung, welche nicht
durch die gegebene Gerade hindurchfijhrt. Auch jede Kurve
ungerader Ordnung, welche nur aus einem Zweige besteht
und keinen Doppelpunkt hat, zerlegt die Ebene nicht. Ist
f(p,z,y) eine homogene Funktion der Koordinaten von un-
paarigem Grade, so wird dieselbe das Zeichen &ndern, wenn
man (p, z,y) mit (—p, — z, — y) vertauscht. Fiir zwei be-
liebige Punkte kann man demnach annehmen, dass f(p, z, y)
dasselbe Zeichen habe; es muss daher im allgemeinen zwischen
den beiden Werten von f(p, #,y) ein Ubergang moglich sein,
der nicht durch Null hindurchgeht.

Die Beziehung einer Riemannschen Ebene zu ihrer
Polarform wird durch folgende Betrachtung ermittelt. Wir
- sehen in der Riemannschen Ebene die Gerade als Element
an. Bewegen wir die Ebene so, dass eine Gerade in Deckung
mit ihrer Anfangslage bleibt (in sich verschoben wird), so
behilt jede Gerade den Winkel bei, den sie bei Beginn der
Bewegung mit ihr bildet; das Analogon des Kreises ist also
wieder ein Kreis als Gesamtheit derjenigen Geraden, welche
mit einer festen Geraden denselben Winkel bilden. Ver-
schieben wir die Raumform lings einer Geraden, bis ein
Punkt in die Lage seines Gegenpunktes gelangt, so wird
" nach der Bewegung jede Gerade, welche vor der Bewegung
durch dieses Punktepaar hindurchgeht, auch nach der Be-
wegung durch dasselbe hindurchgehen; aber von den Geraden
dieses Biischels wird nur diejenige Gerade, lings welcher die
Verschiebung erfolgt ist, und die darauf senkrechte Gerade
die Anfangslage decken. Da zudem der Biischel in sich vex-
schiebbar ist, so vertritt er die Gerade. Dem Winkel zweier
Geraden entspricht fiir zwei Biischel der Abstand ihrer Centren;
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wir konnen fir Biischel auch Scheitel- und Nebenwinkel
definieren. Damit das Mass des Winkels mit dem des Ab-
standes zusammenfillt, muss letzteres (welches bisher will-
kiirlich war) so gewihlt werden, dass k=1 wird. Dem Ab-
stand eines Punktes von einer Geraden entspricht das Minimum
des Winkels, welchen eine Gerade mit den Geraden eines
Biischels bildet. Nach diesen Definitionen gelten dieselben
Gleichungen, mag man die Gerade oder den Punkt als Element
auffassen.

Betrachtet man (p,z,y) einmal als Koordinaten eines
Punktes und dann als die einer Geraden, so besteht nach
Art. 12, Gleichung 3) und Art. 14, Gleichung 4) beide Mal
die Gleichung: PP+ 2+ g =1

Ebenso folgt fiir den Abstand » zweier Elemente (p, z, y)
und (p',z',y") beide Mal die Gleichung [s. Art. 13, .Glei-
chung 4) und Art. 15, Gleichung 7)]:

pp' + 2z’ + yy' = cosr.

Entsprechend kann man e, a, b einmal als Koordinaten
einer Geraden und dann als die eines Biischels betrachten
und erhilt fiir entsprechende Grossen jedes Mal dieselben
Gleichungen. Der einzige Unterschied besteht in folgendem: -
Werden p, z, y als Koordinaten eines Punktes betrachtet, so
stellt das entgegengesetzt gleiche Wertetripel —p, — z, — y
einen davon verschiedenen Punkt dar; werden sie aber als
Koordinaten einer Geraden betrachtet, so gehort zu zwei
solchen Tripeln dieselbe Gerade. Demnach erhalten wir
den Satz:

Betrachtet man in der Riemannschen Ebene die Gerade
als Element, so gelangt man gu einer Raumform, welche mit
der Polarform der Riemannschen Ebene identisch ist.

Dadurch ist fiir die letztere Raumform ihr Name ge-
rechtfertigt.

17. In der Lobatschewskyschen Ebene erleiden die
gefundenen Resultate einige Verinderungen, da die Grosse
Lkn imaginir ist. Infolge dessen miissen die beiden Eigen-
schaften, dass zwei gerade Linien einander schneiden und
eine gemeinschaftliche Senkrechte besitzen, nur getrennt
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vorkommen, und zwischen beiden Fillen muss ein Ubergang
stattfinden. Wir greifen daher die bereits oben geloste Auf-
gabe noch von anderer Seite an, indem wir auf einer Geraden
(e, a, b) denjenigen Punkt (p, z,y) suchen, welcher von einer
zweiten Geraden (¢, a', b") den gegebenen Abstand d hat.

Wir setzen & sinTG- =m, und erhalten zur Bestimmung

von (p, z,y) die Gleichungen:
ep+az+dy=m,
ep+axr+by=0,
k2p2+ xs_'_ y2= ks_
Indem noch gesetzt wird: ab' — a'b = (abd') u.s. w,, fithrt
die Elimination von z und y zu der Gleichung:
[&(ab")" + (be')* + (ea')] p* — 2[b(ed') — a(ea’)I mp
+ m?(a® + b%) — k% (ab’)?= 0.
Wenn zunichst
k2 (ad')® 4 (be")* + (ea')?=0
ist, so ist die Gleichung linear in p;' also gehort zu jedem
‘Werte von m, nach gehoriger Bestimmung des Vorzeichens
von m, ein einziges reelles System p, z, y. Die Werte
m =0 und m — oo kbnnen nicht erreicht werden; also néihern
sich die Geraden nach der einen Richtung unbegrenzt und
entfernen sich nach der andern Richtung ebenfalls unbegrenat.

Ist K (@) + (Be)t 4 (ea) < 0
und damit e
—1<F+aa'+bb'<+1,
so liefert die Gleicfmng zwei reelle Werte von p, von denen
der eine positiv, der andere negativ ist. Da fiir einen reellen
Punkt p positiv sein muss, so entspricht jedem Abstande ein

einziger Punkt.
Die Diskriminante der Gleichung ist:

— B (ab) {m? — (K (ab) + (be') + (ea')]).
Wenn also 455 4+ (be')t + (ea’)t> 0

ist, so muss m? grosser oder hdchstens diesem Ausdruck
gleich sein. Es giebt also auf der einen Linie einen kiirzesten
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Abstand, und da dieser Wert sich nicht &éndert, wenn die
Geraden vertauscht werden, so haben die gegebenen Geraden
eine gemeinschaftliche Senkrechte, und diese giebt den kiirzesten
Abstand derselben an.

Demnach giebt es drei verschiedene Fille:

a) k*(ad')®+ (be')*+ (ea’)? < 0: die Geraden schneiden ein-
ander und entfernen sich vom Schnittpunkte aus nach
beiden Richtungen unbegrenzt;

b) k2(ad’)®+ (be')®+ (ea’)®=0: nach der einen Richtung
nihern und nach der andern entfernen sich die Geraden
unbegrenzt (parallel);

c) k2(ab")?4 (be')*+ (ea')®> 0: die Geraden haben einen
kiirzesten Abstand in ihrer gemeinschaftlichen Senk-
rechten und entfernen sich von derselben aus nach

beiden Richtungen unbegrenzt von einander (nicht

schneidende Gerade).

Die beiden Geraden (e,a,b) und (¢’,a’,b") bestimmen
einen Biischel (xe + xe', xa + x'a', xb + x'b"). Gehort eine
Gerade des Biischels zu dem Parameterpaare x, %', eine andere
zu dem Paare 44', so sind auch die letzteren Gerade parallel,
wenn die ersteren es sind; haben die Geraden (e, a,b) und
(¢',a',b") einen reellen Schnittpunkt, so gehen auch die Ge-
raden des Biischels durch denselben hindurch; haben die ge-
gebenen Geraden eine gemeinschaftliche Senkrechte, so steht
diese auch auf allen Geraden des Biischels senkrecht.

18. Ein Punkt habe fiir ein Weierstrasssches Koordi-
natensystem die Koordinaten p, z, y, fiir ein zweites p', 2/, y'.
Der Anfangspunkt des letzteren habe, auf das erste bezogen,
die Koordinaten w, w', w" und die Achsen des letzteren fiir
das erste die Koordinaten a, a', a" resp. b, b', b". Dann
gelten nach § 2, Gleichung 3) und nach § 3, Gleichung 4)
die Gleichungen:

kiw8+ wl2+ wl!2= ks,

a 12 "ne
9) F+a +a =1,

bﬁ
ZrH b=
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Der Punkt (w,w', w") liegt auf der Geraden (a,a’,a')
und auf der Geraden (b, o', b"), und die beiden Geraden stehen
auf einander senkrecht; folglich ist:

aw+a'w' + a"w" =0,

1,4, n "_=
10) bw+ 0w+ b"w 0,

%+a’b'+a"b"=0.

Ferner bedeutet p' den Cosinus des (durch % dividierten)
Abstandes der Punkte (p, z,y) und (w, w', w"); ebenso ist z'
der (mit % multiplizierte) Sinus des (durch % dividierten) Ab-
standes des Punktes (p, z, y) von der Geraden (a, a',a") und
entsprechend ist die Bedeutung von y'; folglich liefern die
Gleichungen 4), Art. 13 und 6), Art. 15 die Relationen:

kiplg k2wp + w'x + wlly’
11) ' z'=ap+a'z+ay,
yY=bp+bz+0b"y

Daraus folgt der Satz:

Werden die Punkte einer Ebene durch zwei verschiedene
Weierstrasssche Systeme dargestellt, so lassen sich die
Koordinaten des einen homogen linear durch die des andern
ausdriicken und zwischen den Koeffizienten bestehen die sechs
Gleichungen 9) und 10).

Beriicksichtigen wir die Bedeutung der Koordinaten eines
Punktes und einer Geraden, so erkennen wir unmittelbar,
dass, auf das zweite System bezogen, der Anfangspunkt
(p=1,2=0, y =0) des ersten die Koordinaten hat: p' = w,
z'=a, y'="0, und dass die Gerade 2 =0 oder (0, 1, 0) fiir
das zweite System die Koordinaten «', a', b’ hat, und dass
ebenso die Gerade, welche im ersten System die Koordinaten
(0,0,1) hat, im zweiten durch w", a", b" dargestellt wird.
Demnach gelten die Gleichungen:

Bp =~k wp + az' + by,
12) z=w'p' +a'z'+b'y,
y=w"p' + a"z' + "y, .
und die zweite Bedeutung der Koeffizienten fiihrt zu den
Gleichungen: ’
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w4 a4+ b2 =13,
w'? 12 ple
13) ettt

w"i

%]
und auf dieselbe Weise, wie oben die Gleichungen 11) folgen
noch die weiteren:
ww'+ aa'+ bb' =0, ww"+ aa"+ bd" =0,
14) w'w"
%3
Es versteht sich von selbst, dass die Gleichungen 13)
und 14) blosse Folgerungen aus den Gleichungen 9) und 10)
sind. Auch weitere Beziehungen zwischen den 9 Koeffizienten
lassen sich leicht geometrisch herleiten; wir gehen jedoch
darauf nicht ein. Zum Schluss soll nur bemerkt werden,
dass alle Relationen zwischen den Koeffizienten sich leicht
analytisch aus der Gleichung
k3p2+ x2+ y2=_ kﬂp'8+ $'2+ yll
in derselben Weise herleiten lassen, wie es im Euklidischen

Raume von drei Dimensionen von Hesse in seiner Geometrie
des Raumes fiir rechtwinklige Koordinatensysteme geschieht.

+a" b1,

+a'a" 4+ b'b" = 0.

§ 4. Der Kreis.

19. Nach Art. 13, Gleichung 4) ist die Gleichung eines

Kreises:
1) ep + ax + by = m,

wenn ‘7:—:; pa, ub die Koordinaten des Mittelpunktes, %
der Cosinus des durch % dividierten Radius ist. Ebenso darf
man _l"kﬁ, —‘-"762; PTb als die Koordinaten einer geraden Linie
betrachten, wenn ik?— den Sinus des durch % dividierten Ab-
standes des Punktes (p,z,y) von dieser Geraden angiebt.

Bedeuten p', z', y' die Koordinaten eines beliebigen
Punktes auf der Tangente des Punktes p, z, y, so besteht

die Gleichung:
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2) ep' +az' + by' — 23 Fpp' + 23+ yy');

denn erstens ist diese Gleichung homogen linear in p', 2/, ¢/,
stellt also eine Gerade dar; sie wird erfiillt, wenn p'=p,
z'=2, y'=y gesetzt wird, und geniigt endlich fiir keinen
andern Punkt des Kreises. Soll nimlich fiir p/, 2, y' die
Gleichung 1) erfiillt werden, so muss k*pp' + zz'+ yy' =1®
sein, oder die Entfernung der Punkte (p, z,y) und (p', ', ¥)
muss gleich Null sein. Bezeichnet man die Linge der Tan-
gente zwischen den beiden Punkten (p...) und (p'...) mit 7,
so geht die Gleichung 2) iiber in:

3) ep' + az' + by' = m cos 31

’

und sagt aus:

Setzt man in die linke Seite der Gleichung 1) eines
Kreises die Koordinaten eines beliebigen Punktes ein, so muss
man die rechte Seite mit dem Cosinus der Tangente multi-
plizieren, welche von dem Punkte an den Kreis gezogen
werden kann.

Beiliufig ergiebt sich hieraus, dass die Tangenten, welche
von einem Punkte an einen Kreis gezogen werden konnen,
einander gleich sind. Umgekehrt folgt die Gleichung 8) [und
dann hieraus die Gleichung 2)] geometrisch aus dem Cosinus-
satze fir das rechtwinklige Dreieck.

Sind ep + az + by = m,
ep+a'z+by=m'
die Gleichungen zweier Kreise, so stellt
9 ep+az+by e’p+a’s:;+b’y
m m

eine gerade Linie dar, welche durch die Schnittpunkte der
beiden Kreise hindurchgeht. Die Gleichung 3) zeigt, dass
die Tangenten, welche von irgend einem Punkte der Geraden
an die beiden Kreise gelegt werden, gleich sind, und dass
umgekehrt die Tangenten an beide Kreise nur dann gleich
werden konnen, wenn ihr Schnittpunkt auf dieser Geraden
liegt. Diese Gerade heisst die Potenzlinie der beiden Kreise.
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Man sieht auch sehr leicht, dass die Potenzlinien dreier Kreise

durch denselben Punkt gehen.

Bezeichnen wir die Koordinaten einer Geraden mit ¢, u, v,
zwischen denen entsprechend der Gleichung 4) in Art. 14 die
Relation besteht:

ts
F+u’+v’=1,

so wird (f, u, v) Tangente des Kreises 1) sein, wenn die Glei-
chung besteht:

5) %+au+bv=n,
2 2
wo ist n= %-}-a”-p b — %.

Man folgert dies entweder aus Gleichung 6), Art. 15
oder leitet es aus der Gleichung 2) her. Nach dieser Glei-
chung kann man setzen:

my

nv=b—F;

mx
nt=e—mp, NU=a— —5

B’
und damit ist die Gleichung zu verbinden:
tp + ux + vy = 0.

Jede Gerade (¢', ', v"), welche durch den Beriihrungs-
punkt der Geraden (#,u,v) geht, geniigt, entsprechend der
Gleichung 2) der folgenden:

!
6) Z—i+au+bv=n(%+uu'+w');
oder: et
() F+au+bv=ncosﬂ’,

wenn W den Winkel bezeichnet, unter welchem die Gerade
den Kreis schneidet. Beildufig ergiebt sich hieraus, dass jede
Gerade den Kreis in beiden Schnittpunkten unter gleichen
Winkeln schneidet, und dass die Normalen der Kurve durch
denselben Punkt gehen.

Sind
et e't '
—k,+au+bv=n und ——k,+au+bv=n

die Gleichungen zweier Kreise, so stellt die Gleichung:
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.8) n'(%+au+bv)=n(—e—k,§t—+a’u+b'v)

einen Punkt dar, in welchem sich zwei gemeinschaftliche Tan-
genten der beiden Kreise schneiden. Die Gleichung 7) lehrt,
dass jede gerade Linie, welche durch diesen Punkt hindurch-
geht, beide Kreise unter gleichen Winkeln schneidet (Ahn-
lichkeitspunkt der beiden Kreise).

Diejenige gerade Linie, welche durch die Werte (¢, u, v)
dargestellt wird, wird auch durch die Werte (— ¢, — u, — v)
dargestellt. Demmach wird derselbe Kreis dargestellt, wenn
man in der Gleichung 5) das Zeichen von # in das entgegen-
gesetzte verwandelt. Somit stellt die Gleichung:

!
n' (% + au + bv) =—n (eL—: +a'u+ b'v)

einen zweiten Ahnlichkeitspunkt der beiden Kreise dar. Da
die Mittelpunkte der Kreise die Gleichungen haben:
!
%+au+bv=0 und ,fkét—+a’u+b'v=0,
so liegen die Ahnlichkeitspunkte auf der Centrale und zu
den Mittelpunkten harmonisch.

20. In der Riemannschen Ebene hat jeder Kreis zwei
Mittelpunkte, welche Gegenpunkte von einander sind; der
Radius, welcher dem einen Mittelpunkte entspricht, erginzt
den zu dem andern Mittelpunkt gehorigen Radius zu %=
Alle Punkte des Kreises haben von der absoluten Polare des
Mittelpunktes gleichen Abstand. Wie auch immer ¢, a, b in
der Gleichung 1) gewihlt sind, wird das dargestellte Gebilde
zwei Mittelpunkte und eine Gerade gleichen Abstandes be-
sitzen. Zwei Kreise haben hochstens zwei Punkte mit ein-
ander gemeinschaftlich.

In der Polarform der Riemannschen Ebene hat jeder
Kreis nur einen Mittelpunkt. Aber weil hier die Entfernung
r mit der Entfernung kz — r zusammenfillt, so wird der
durch die Gleichung 1) dargestellte Kreis auch erhalten, wenn
man m durch — m ersetzt. Demnach haben zwei Kreise zwei
Potenzlinien und vier Schnittpunkte, welche paarweise gegen
die Centrale symmetrisch liegen. Die Potenzlinien liegen

Killing, Nicht- Euklidische Raumformen. 3
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harmonisch zu den absoluten Polaren der Mittelpunkte. Die
iibrigen im vorigen Artikel entwickelten Sitze behalten ihre
Giiltigkeit. Auch verdient bemerkt zu werden, dass, solange
die Radien der Kreise und der Abstand ihrer Mittelpunkte
eine gewisse Grenze nicht iiberschreiten, hochstens zwei
Schnittpunkte reell sind, da alsdann eine Potenzlinie die
Kreise nicht schneidet.

21. Die in Art. 19 zusammengestellten Resultate sind rein
analytisch aus der Gleichung 1) gewonnen, gelten also auch
unabhiingig von der geometrischen Eigenschaft, von welcher
wir ausgegangen sind. Soll nun in der Lobatschewsky-
schen Ebene die Gleichung 1) die Gesamtheit der Punkte
darstellen, Welche von einem festen Punkte gleichen Abstand

haben, so muss F + a*+ »*< 0 sein; dann wird die abso-
lute Polare dieses Punktes imaginiir, und es giebt keine reelle
Gerade, von welcher die Punkte gleichen Abstand haben.

Wenn dagegen R
@+ 8> 0

ist, so hat die Linie die Eigenschaft, dass alle ihre Punkte
von einer Geraden gleichen Abstand haben; die Koordinaten
dieser Geraden sind proportional e, a, b. Dieser Kurve, der
plinie gleichen Abstandes, kommen nach Art. 19 noch
folgende Eigenschaften zu:

1. Alle Normalen (Achsen) der Kurve stehen auf der
festen Geraden senkrecht, und umgekehrt;

2. jede Gerade, welche die Kurve in zwei Punkten
schneidet, bildet mit ihr in den beiden Punkten gleiche
Winkel, bildet also auch gleiche Winkel mit den durch die
Schnittpunkte gelegten Achsen;

3. die beiden Tangenten, welche von irgend einem Punkte
an die Kurve gezogen werden konnen, sind gleich gross.

Wemn <. + a®+ b*=0 ist, so bleiben die beiden letzten

der drei gena.nnten Sitze ungeindert, der erste ‘aber wird
durch den folgenden ersetzt:

Die Normalen (Achsen) der Kurve sind einander parallel.
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Jede solche Linie nennt Lobatschewsky eine Grenz-
linie. Sie kann durch die zuletzt genannte Eigenschaft als
diejenige Linie definiert werden, welche die zu einer gegebenen
Richtung parallelen Geraden rechtwinklig schneidet.

Da zwei eigentliche Kreise in ihrer Centrale eine gemein-
schaftliche Achse haben, so untersuchen wir, ob diese Eigen-
schaft auch zwei beliebigen Grenzlinien zukommt. Wenn die
Gleichungen derselben sind:

]
S tautto=1, tautdo=1,

so werden die Achsen erhalten, wenn man die linken Seiten
gleich Null setzt. Die Gerade, deren Koordinaten proportional
k¥(ad"), (be'), (ea') sind, ist eine gemeinschaftliche Achse.
Diese Gerade ist aber reell, da

2 !
k(ad') + (be')* + (ea")t=#* l:({—z—+ a*+ b’) (%c_’i-l- a'*+ b”)

!
(],
und infolge der Bedingung fiir die Grenzlinie auch gleich:
— 1 (%5 +aa' 1),

also fiir ein negatlves k?* positiv ist. . Daraus folgt:

Zu zwei Richtungen, welche einander nicht entgegen—
- gesetzt sind, giebt es stets eine, und zwar eine einzige, ge-
meinschaftliche Parallele.

22. Bezeichnen wir den Ausdruck ep + azx + by —1 kurz
mit K, den Ausdruck ep -+ az+4 by —1 mit K, ent-
sprechend ep' 4 az'+ ... mit K'. Dann ist K =0 fiir ver-
anderliche Werte von p, z, y die Gleichung eines Kreises im
allgemeinen, Sinne; in der Lobatschewskyschen Ebene wird
ein Punkt p', z', y' ausserhalb des Kreises liegen, wenn
K <0 ist, dagegen im Innern fiir K>0. Ferner stellt
AK + 4, K, =0 einen Biischel von Kreisen dar. Die sdmt-
lichen Kreise gehen durch dieselben Punkte und haben die-
selbe Potenzlinie K — K, = 0. Durch jeden Punkt (p', z',y')
geht eine einzige Kreislinie des Biischels, deren Gleichung ist:

9 K'K— K'K,=0.
3%
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Die Bedingung fiir die Grenzlinie ldsst leicht erkennen,
dass, wenn K =0 und K,=0 zwei eigentliche Kreise dar-
stellen, dem Biischel zwei Grenzlinien angehdren. Nimmt
man jetzt an, K =0 und K, =0 stellten zwei Grenzlinien
dar, so wird die Gleichung 9) einen eigentlichen Kreis dar-
stellen, wenn K' und K', verschiedenes Zeichen haben, da-
gegen eine Linie gleichen Abstandes, wenn die Zeichen von
K' und K'| gleich sind. Daraus folgt:

Durch jeden Punkt der Ebene geht eine Kurve des Kreis-
biischels; dieselbe wird ein eigentlicher Kreis sein, falls der Punkt
innerhalb der einen, aber ausserhalb der andern Grenmzlinie liegt;
liegt aber dieser Punkt gleichmdssig zu den beiden Grenslinien,
so st die hindurchgelegte Kurve cine Linie gleichen Abstandes.

Speziell folgen aus diesem Satze die weiteren:

Um zu erkennen, ob sich durch drei Punkte ein eigentlicher
Kreis mit reellem Mittelpunkt legen lisst, konstruiere man durch
zwei von thnen die beiden Grenglinien; liegt dann der dritte Punkt
innerhalb der einen, aber ausserhalb der andern, so ldsst sich
ein solcher Kreis hindurchlegen; wenn aber der dritte Punkt ent-
weder im Inmern beider oder im Aussern beider liegt, so ist es
nicht moglich.

Es giebt zwei Grenzlinien, welche eine festliegende Gerade
in einem gegebenen Punkte beriihren; dagegen giebt es unendlich
viele eigentliche Kreise und unendlich viele Linien gleichen Ab-
standes, denen diese Eigenschaft sukommt. Die Kreise liegen im
Innern einer der beiden Grenzlinien, die Linien gleichen Abstandes
im Aussern beider; je grosser der Radius des Kreises gewdhlt
wird, um so mehr ndhert sich der Kreis der Grenslinie in der
Umgebung des gemeinschaftlichen Beriihrungspunktes.

Um die Anniherung zu messen, beschreibe man um den ge-
metnschaftlichen Bervihrungspunkt einen Kreis mit beliebigem
Radius r; derselbe trifft die Grenelinie in einem Punkle A, den
Kreis auf derselben Seite der gemeinschaftlichen Achse in B;
dann sagt der Satz aus: Man kann nach beliebiger Annahme
von r die Strecke AB so klein machen, als man nur will, wo-
fern man den Radius des Kreises nur hinlinglich gross machi.

Wegen der letzten Eigenschaft wird die Grenzlinie auch
als Kreis mit unendlich grossem Radius bezeichnet.
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Zusats. Bereits in der Einleitung wurde bewiesen, dass
fir den Radius » die Peripherie eines Kreises gleich ist

2k sin 7, und demnach ist der zwm Winkel g gehorige
r
T
Sehne 2a bespannt wird, so ist:

10) sin%-=sin%-sin ¢ pall§
k sin -
k
Diese Formel gilt nicht nur fiir einen eigentlichen Kreis,

sondern auch fir die Grenzlinie und die Linie gleichen Ab-
standes. Dieselbe geht fiir » = oo iiber in

Bogen gleich ¢k sin Wenn also ein Bogen 2¢ von einer

¢=ksin

und fiir » = m + k= in:

ini— m ¢
S k-—-COS'—k' s —m'>'
kcosf

Der Beweis der ersteren (fiir » = oc) folgt aus der so-
eben durchgefiihrten Grenzbetrachtung; fiir die zweite nehme
man die Gerade hinzu, von welcher die Punkte des Bogens
gleichen Abstand haben. Entspricht auf dieser den Grdssen
2a, 2¢ die Strecke 2e, so ist:

i
k

. a . e m
sin — = sin — cf)s %

und indem man diese Formel auf unendlich kleine Teile von
e und a anwendet: m
C=¢.co8—)

k
woraus sich die obige Formel ergiebt.
[Man kann auch den Beweis durch einfache Integration
fithren, indem man Gleichung 2), Art. 31 anwendet.]

§ 5. Die Kegelschnitte.

23. Um die Theorie der Kegelschnitte ganz elementar zu
begriinden, kann man vom geraden Kegel ausgehen und den-
selben durch irgend eine Ebene schneiden. Man bewegt im
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(dreifach ausgedehnten) Raume eine gerade Linie so, dass sie
immer durch einen festen Punkt geht und mit einer durch
denselben Punkt gehenden festen Geraden einen konstanten
Winkel bildet. Schneidet man die so entstandene Fldche
durch irgend eine Ebene, so kann man zwei (resp. vier)
Kugeln konstruieren, welche den Kegelmantel und die Schnitt-
ebene berithren. Fiir die Berithrungspunkte mit der Ebene
gilt die charakteristische Eigenschaft der Brennpunkte: die
Summe oder Differenz der Abstinde eines jeden Punktes der
Kurve von den beiden Beriihrungspunkten ist konstant. Der
bekannte Beweis dieses Satzes griindet sich-auf die Gleichheit
der Tangenten, welche von einem Punkte aus an eine Kugel
gelegt werden konnen; er erleidet also in den Nicht-
Euklidischen Raumformen keine Anderung.

Demnach kann der Kegelschnitt als ebene Kurve definiert
werden durch die Eigenschaft, dass fiir jeden seiner Punkte
die Summe oder Differenz der Abstinde von zwei festen
Punkten konstant ist.

Wenn in der Riemannschen Ebene der Abstand eines
Punktes der Kurve von einem Brennpunkte F' gleich », von
einem zweiten F'' gleich ' ist, so ist der Abstand desselben
Punktes vom Gegenpunkt F, des ersten Brennpunktes gleich
kmw — r und vom Gegenpunkte F', des zweiten gleich kx — 7'
Wenn die Summe der Abstiinde von F und F' gleich 2a ist,
so ist demnach die Summe der Abstéinde von F, und F',
gleich 2kx — 2a. Schon daraus, dass ein Abstand 2a auf
den Abstand 2kw — 2a hinauskommt, ergiebt sich die Not-
wendigkeit, demjenigen Zweige, fiir welchen die Summe der
Abstinde gleich 2q ist, einen Zweig zuzuordnen, fiir welchen
diese Summe gleich 2kx — 2a ist, und beide Zweige als Be-
standteile derselben Kurve zu betrachten; dasselbe ergiebt sich
aus dem Schnitt des geraden Kegels durch eine Ebene und
aus der unten zu entwickelnden Gleichung des Kegelschnittes.
In der Polarform der Riemannschen Ebene wird, da jeder
Punkt mit seinem Gegenpunkt zusammenfillt, diese Betrach-
tung zu keinem zweiten Zweige fithren. Daraus folgt:

In der Riemannschen Ebene besteht der Kegelschnitt aus
2wei getrennten Zweigen; im Innern eines jeden Zweiges liegen
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zwei Brennpunkte; ordnet man zwei im Innern desselben Zweiges
liegende Bremnpunkte einander gu, und wird die Summe der
Abstinde fiir diesen Zweig gleich 2a gesetst, so ist sie fiir den
andern Zweig gleich 2k — 2a. In der Polarform der Riemann-
schen Ebene besteht jeder Kegelschnitt aus einem Zweige und be-
sitzt swer Bremnpunkte, welche in seinem Innern liegen.

Wir bezeichnen den Abstand irgend eines Punktes der
Kurve von F und F' wieder mit » und #/, und den vom
Gegenpunkte F, von F' mit r,, Dann ist r,+ 7 = kx und
aus der Relation r 4 r' = 2a folgt die neue: 7, — ' = kx - 2a.
Dadurch erhalten wir den Satz:

Ordnet man in der Riemannschen Ebene einem Kegel-
schnitt swei Brenmpunkte zu, welche innerhalb wverschiedener
Zweige liegen, so ist die Differenz der Brennstrahlen konstant;
fiir die Polarform ist fiir dieselben DBrennpunkte sowohl die
Summe als die Differenz der Drennstrahlen als Fkonstant an-
~ zuschen.

Daraus, dass die Entfernung von einem Punkte und von
dessen absoluter Polare sich fiir jeden Punkt auf Ax ergiinat,
folgen die Sitze:

Fiir alle Punlite eines Kegelschnittes ist die Summe oder
Differenz der Abstinde von zwei festen Geraden eine konstante
Graosse. :

Die Summe oder Differenz der Abstinde von einem festen
Punkte und von einer festen Geraden ist fiir alle Punkte eines
Kegelschnittes konstant.

Daran schliesst sich eine andere Form, in welcher die
obige Definition des Kegelschnittes gegeben werden kann:

Jeder Punkt eines Kegelschnittes hat von einem Pumkte und
einem Kreise gleiche Entfernung.

Obwohl die geometrische Behandlung der Kegelschnitte
nicht in unserer Absicht liegt, erwihnen wir folgenden leicht
geometrisch zu erweisenden Satz samt seinem reziproken
Gegenbilde:

Jede Tangente eines Kegelschnittes bildet mit den gum Be-
riihrungspunkte gezogenen Brennstrahlen gleiche (oder supplemen-
tire) Winkel.
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Fiir jede Tangente eines Kegelschnittes liegt der Beriihrungs-
punkt in der Mitte swischen zwei Punkten; in denen dieselbe die
absoluten Polaren der Brennpunlkte trifft.

24. Um die Gleichung eines Kegelschnittes zu finden,
bezeichne man den Abstand der beiden Brennpunkte mit 2e,
die Summe der Brennstrahlen' mit 2a. Man lege den An-
fangspunkt mitten zwischen die beiden Brennpunkte und lasse
die Achse y = O durch dieselben hindurchgehen. Ist der Ab-
stand eines Punktes der Kurve von dem einen Brennpunkt
gleich 7, so ist. der vom andern gleich 2a — r. Dann ist:

.2 T e LT e
1) \ Lcosk chosk—}-kxsmk,
20 —r e e
3 — 7.2 A S
2) k?* cos A k?p cos 7 kz sin %
. 2a — 2a r . 2a . r
Es ist aber: cos 7 - cosT cosr+smT sm—lzo

Indem wir hierin aus 1) den Wert fiir cos% einsetzen, geht
die Gleichung 2) in folgende iiber:
3) k”sin—]:— =k.p. cos% . tang% —kx sin% cotang—%-

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine homogene
lineare Funktion der Koordinaten; sie driickt also bis auf
einen konstanten Faktor den Sinus des (durch % dividierten)
Abstandes des Punktes von einer Geraden aus; somit lehrt
diese Gleichung:

Fiir alle Punkte eines Kegelschnittes stehen die Sinus der
(durch k dividierten) Abstinde von einem Punkte und einer Ge-
raden in Konstantem Verhdltnis.

Aus den Gleichungen 1) und 3) und der Gleichung:
Bp4 224 yf=12 (sin”—;c; + cos? L)

folgt: k
cos’—% sint-2
k2p2+x2+y2=k2p2 +x2 k .
cos”% sin”%

Fithrt man noch die Grosse b ein durch die Bedingung:
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e h a
4) €08 - * €08 - = CO8 =
woraus sich ergiebt:

L)
6 sin®— — sin®7
sin—- = ——————
b 08—~
T
so nimmt die Gleichung der Kurve die Gestalt an:
5) _ai + ﬂx_ = p? '
P ) b5
wo a b
6) o=k tang’—k~; CB=F ta,ngzﬁ

ist. Ob B positiv ist, ergiebt sich aus 4); man sieht aber

leicht, dass man in den endlichen Raumformen das Koordi-

natensystem immer so wihlen kann, dass dieser Fall eintritt.

(Sollte namlich der absolute Betrag von cos% grosser sein,
als der von cos %; so ersetze man 2a durch kizx — 2a und

2e durch kx — 2e.)

25. Sind (p,z,y) und (p',z',y") zwei beliebige Punkte
der Ebene, so hat jeder Punkt ihrer Verbindungslinie die
Koordinaten ip + up', iz + pz', Ay + py'. Setzt man diese
Werte in die Gleichung 5) ein und 1ost die Gleichung nach
dem Verhiltnis 4 : u auf, so erhilt man bis auf einen Faktor
die Koordinaten der Schnittpunkte der Kurve mit der geraden
Linie; also schneidet die Gerade die Kurve in zwei Paaren
von Gegenpunkten, resp. in zwei Punkten. Entwickelt man
die Gleichung, so nimmt sie die Gestalt an:

i.’( +%—p)+2ly(——+yg pp)ﬂt (x—+"l; p) =0.

Wenn hierin der Koeffizient von ip verschwindet, wenn
also: '

zz'
8) St =0

ist, so sind die beiden der vorangehenden Gleichung ge-
nitigenden Werte von 4:pu entgegengesetzt gleich. Das ist
aber nach Art. 14 die Bedingung dafiir, dass die vier Punkte
harmonisch liegen. Betrachten wir den Punkt (p',z',y') als
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fest, (p, x, y) als verinderlich, aber so, dass die Gleichung 8)
erfilllt wird, so nennen wir die durch 8) dargestellte Gerade
die Polare des Punktes (p'...) in Bezug auf die Kurve 5),
und bezeichnen den Punkt als Pol der Geraden 8); das giebt
den Satz:

Die Verbindungsgerade eines festen Punlktes mit irgend einem
Punkte seiner Polare trifft die Kurve in swei Punkten, welche
2u den beiden ersten harmonisch liegen.

Liegt der Punkt (p'...) auf der Kurve selbst, und wird
die Gleichung 8) erfiillt, so wird in 7) der Koeffizient von
u® und von Ay gleich Null; folglich geht die Polare in die
Tangente iiber und die Gleichung 8) stellt die Tangente dar,
welche im Punkte (p'...) der Kurve an dieselbe gelegt ist.

Will man die Gleichung 8) auf die Normalform bringen,

12 12
8o hat man dieselbe durch V% + ‘1:3—2 + p'? zu dividieren;

folglich gilt fiir den Abstand m eines beliebigen Punktes
(p...) von der Polare des Punktes (p'...) die Relation:

9) ksin 2 —

Sind ¢, u, v die Koordinaten der Tangente, welche im
Punkte (p'...) an die Kurve gelegt ist, so miissen dieselben
nach 8) proportional den Grossen — p', %; Y sein. Nun
miissen p', #', y' der Gleichung 5) geniigen; ersetzt man
dieselben aber durch — x¢, xau, xBv, so erhilt man die
Gleichung:

10) au®4 fo? =¢2

Von vier harmonischen Punkten liegt der eine in der
Mitte der beiden nicht zugeordneten, wenn die Entfernung
vom zugeordneten gleich 1 kx ist. Soll also ein Punkt (p'...)
in der Mitte zwischen den’ beiden Punkten liegen, in denen
die Verbindungsgerade desselben mit dem Punkte (p...) die
Kurve schneidet, so muss ausser der Gleichung 8) auch noch
die Gleichung erfiillt sein:

11) Epp'+ zz' + yy' = 0.
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Aus diesen beiden Gleichungen konnen nach beliebiger
Wahl von (p'...) die Verhdltnisse von p, z, y eindeutig be-
stimmt werden; nur wenn zwei von den Koordinaten p', 2/, y'
Null sind, werden die Verhdltnisse unbestimmt. Daraus folgt
der Satz:

Jeder Kegelschnilt hat drei Paare von Mittelpunkten; durch
Jeden andern Punkt geht nur eine einzige Sehne, welche in dem-
selben halbiert wird.

Aus den Gleichungen 8) und 11) folgt:

12) | (%2+1)xx’+<’;;+1) yy' = 0.

Dieselbe ist von p und p' unabhingig und liefert das
Verhiltnis von z zu y, wenn das von z' zu y' gegeben ist.
Demnach ordnen wir dem Durchmesser 2 — 1y = 0 den Durch-

k2 k2
messer 4 (7 + 1) z + (-ﬂ— + 1) y = 0 zu und bezeichnen die-

selben als konjugiert; solche konnen fiir jeden Mittelpunkt
gefunden werden. Thre geometrische Bedeutung ergiebt sich
aus 8) und 11) und kann in folgender Weise formuliert werden:

Verbindet man einen Punkt eines Durchmessers mit dem-
genigen Punkte, in welchem die absolute Polare desselben den
konjugierten Durchmesser schneidet, durch eine Gerade, so wird
die auf dieser Geraden enthaltene Sehme durch den gegebenen
Punkt halbiert, oder:

Die Senkrechte, welche von irgend einem Punkte eines Durch-
messers auf den konjugierten Durchmesser gefillt wird, steht auch
auf derjenigen Sehme senkrecht, welche in dem gegebenen Punkte
halbiert wird.

Von den reziproken Sitzen erwihne ich nur folgende:

Die drei Achsen des Kegelschnittes sind die einzigen Geraden,
fiir welche die von irgend einem Punkte der Geraden an thn ge-
zogenen Tangenten mit ihr gleiche Winkel bilden. Auf jeder
andern Geraden giebt es nur einen einzigen solchen Punktf, Be-
zeichnet man die beiden Punkte:

u—Av=0 wund A(k*+a)u+ (k*+f)v=0

als konjugierte Achsenpunkte, so trifft die Senkrechte, welche von
einem Achsenpunkte auf irgend eine durch den konjugierten gelegte
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Gerade gefillt wird, diese Gerade in demjenigen Punkie, von
welchem aus die Tangenten gleiche Winkel mit der Geraden bilden.

26. Die Gleichung 5) ist in p, z, y homogen vom zweiten
Grade und bleibt es auch bei jeder Koordinatentransformation.
Die Kegelschnitte sind deshalb Kurven zweiter Ordnung, und
dieselbe Methode, welche im Euklidischen Raume fiir eine
centrische Fliche zweiter Ordnung das Achsensystem bestimmt,
lehrt auch, dass im endlichen Raume jede Kurve zweiten Gra-
des auf die Form 5) gebracht werden kann. Dagegen ist
diese Form im Lobatschewskyschen Raume nicht immer
moglich. Der analytische Weg, die verschiedenen Formen an-
zugeben, in welche die allgemeine Gleichung zweiten Grades
von p, z, y durch die Substitutionen des Art. 18 gebracht
werden kann, ist nicht wesentlich von dem fiir mehr Variabele
zu benutzenden und in Art. 81 anzugebenden verschieden.
Daher wollen wir denselben hier nicht verfolgen, sondern die
verschiedenen Arten der Kegelschnitte aus der in Art. 23 an-
gegebenen Definition herleiten, indem wir beriicksichtigen,
dass, wenn ein Brennpunkt in das ideale Gebiet fallt, die ab-
solute Polare desselben dem reellen Gebiet angehort. Hier-
nach ergeben sich folgende Arten:

1. Die Ellipse. Die Summe der Abstinde von zwei Punkten
ist konstant. Dann miissen in der Gleichung 5) a und g po-
sitiv und kleiner als — %2 sein. Die Kurve besteht aus einem
geschlossenen Zweige.

2. Die Hyperbel erster Art. Die Differenz der Abstinde
von zwei festen Punkten ist konstant. In der Gleichung 5)
ist etwa « positiv und < — % B negativ. Die Kurve besteht
aus zwei unendlichen Zweigen. A

3. Die Hyperbel sweiter Art. Wenn die beiden Brenn-
punkte in das ideale Gebiet fallen, so werden ihre absoluten
Polaren reell; fiir die Punkte der Kurve haben die Abstéinde
von zwei Gera.den glelche Summe oder Differenz. Unter dieser
Bedingung werden in 5) « und B positiv, aber das eine
grosser, das andere kleiner als — %*. Wenn umgekehrt in
der Gleichung 5) &« > — k% B < — k? ist, so lassen sich drei
Paare von Geraden angeben, denen die genannte Eigenschaft
zukommt; die Geraden der ersten beiden Paare stehen auf



§ 6. Die Kegelschnitte. 26. 45

derselben Achse senkrecht und haben vom Mittelpunkt gleiche
Entfernung. Ein drittes Paar schneidet sich im Mittelpunkte
und sein Winkel wird durch die Achsen halbiert. Wird der
halbe Abstand der Geraden fiir das erste Paar mit e, fiir
das zweite mit ¢’ und der halbe Winkel fiir die Geraden des
dritten Paares mit ¢ bezeichnet, so gelten die Gleichungen:

L€ — k) —
12 smz% = (— k%) 5‘ — ?—Lg—,

2 .2 ( li)
I sin —E-=( 7»)( 7

-8
2 &= (_ 7‘2)
tang® @ (_ B —p ’
an deren Form man bei negativem %* und unter der ange-
gebenen Bedingung «®> — &> f > 0 die Realitéit von ¢, ¢/, ¢
unmittelbar erkennt.

4. Die eigentliche Parabel. Die Punkte der Kurve haben
gleichen Abstand von einem Punkte und einer Geraden. Die
Gleichung ist: vt = dapz,
wo a=1F sin% wird, wenn m die Entfernung des Brenn-

punktes von der Direktrix angiebt.

H. Die uneigentliche Parabel. Die Entfernungen von
einem Punkte und von einer Geraden haben gleiche Differenz,
oder die Entfernung eines jeden Kurvenpunktes von einem
festen Punkte ist gleich der Entfernung von einer festen
»Linie gleichen Abstandes“. Die Gleichung ist:

y:=dapx + bad,

2
O Jggr <~ g

6. Die Beriihrungskurve des Unendlichfernen. Wenn
die Entfernung von einem Punkte und von einer , Grenzlinie®

gleich gross ist, so hat die Kurve die Gleichung:
4ax?
V-8
Man konnte schliesslich noch diejenige Kurve bestimmen,

deren Punkte von zwei Grenzlinien gleichen Abstand haben;
aber eine solche ist eine Grenzlinie oder eine Gerade. Somit

yi=4dapzx +
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sind die sechs Formen die einzigen, welche aus der gegebenen
Definition hervorgehen. Auch die analytische Darstellung
filhrt nur auf diese Arten. Lisst sich die Gleichung durch
drei Quadrate von p, z, y darstellen, so muss eine der unter
1, 2, 3 angegebenen Bedingungen erfiillt sein, wofern die
Kurve reell sein soll. Wenn aber eine solche Darstellung
nicht moglich ist, so ergiebt sich eine der drei letzten Formen.

Die Modifikationen, welche die im Art. 25 angegebenen
Eigenschaften der Kegelschnitte fiir die einzelnen Arten er-
leiden, bediirfen keiner néiheren Ausfithrung.

§ 6. Die Raumgebilde als Grossen.

27. Obwohl die folgenden Untersuchungen, namentlich
soweit sie die gerade Linie und den Winkel betreffen, bereits
in der Einleitung hitten ihre Stelle finden miissen, so glaubten
wir sie hier zusammenstellen zu sollen, um verwandte Be-
trachtungen nicht zu trennen und um die Formeln ankniipfen
zu konnen.

Wir wollen beweisen, dass die Grossensitze Euklids
(xowval #vvoier) Folgerungen aus den durch seine ersten De-
finitionen gemachten Voraussetzungen sind. Dieser Nachweis
griindet sich fiir gerade Strecken auf den Satz:

Zwei Strecken lassen sich entweder zur Deckung bringen
oder die erste ist einem Teil der zweiten, oder die zweite-
einem Teile der ersten kongruent; diese drei Fille schliessen
sich vollstindig aus; wenn also durch irgend eine Bewegung-
die eine Strecke mit der andern zur Deckung gebracht werden
kann, so ist es nicht moglich, sie durch eine andere Bewegung
in Deckung zu bringen mit einem Teile der zweiten.

Dieser Satz, dessen Nachweis sich, wie beildufig bemerkt.
werden soll, auf das Axiom des Kreises stiitzt, gestattet,
Strecken nach gleich, grosser und kleiner zu vergleichen.
Ehe wir nun die Mbglichkeit und Eindeutigkeit der Messung
beweisen, schicken wir zwei Sitze voraus, von -denen jeder
eine unmittelbare Folge des andern ist und welche also
lauten (Axiom des Archimedes, nach der Bezeichnung des.
Herrn Stolz):
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Liegen die Punkte B und C von 4 aus in derselben
Richtung und gehort C der Strecke 4B nicht an, so ldsst
sich aus einer endlichen Anzahl von Teilen, deren jeder gleich
AB ist, eine Strecke 4D zusammensetzen, welche den Punkt
C enthilt, und umgekehrt kann man unter derselben Voraus-
setzung die Strecke A C derartig in eine endliche Zahl gleicher
Teile zerlegen, so dass mindestens ein Teilpunkt zwischen 4
und B liegt.

" Angenommen, der erste Teil des Satzes sei mnicht richtig
und man konne nicht durch fortgesetzte Bildung einer neuen
" Strecke aus Teilen, welche simtlich einer gegebenen Strecke
AB gleich sind, zu einer neuen Strecke gelangen, welche
grosser ist als eine zweite gegebene Strecke, so miisste sich
auf der Richtung A B ein Punkt R finden, so dass Vielfache
von AB in endlicher Zahl genommen, nicht iiber R hinaus-
fithren, wihrend sie iiber jeden zwischen 4 und R gelegenen
Punkt fithren. Nun wihle man auf AR eine Strecke
SR = AB; da man nach der Voraussetzung durch Addition
der Strecke AB zu sich selbst zu einem Punkte gelangt,
welcher zwischen S und R liegt, so fiihrt derselbe Prozess
auch tiber R hinaus, und die Annahme einer Grenze ist nicht
gestattet, wodurch der Beweis erbracht ist.

Hiernach bietet die Messung der geraden Strecke keine
Schwierigkeit; dieselbe kommt auf denjenigen Prozess hinaus,
welcher in der Analysis aus der Eins zu den simtlichen reellen
Zahlen fithrt. Wiederholte Addition der Einheit zu sich selbst
fithrt zu den ganzen Zahlen; ersetzen wir die gegebene Ein-
heit durch eine andere, welche, v-mal zu sich selbst addiert,
die gegebene Einheit liefert, so gelangen wir zu den rationalen
Zahlen; fiir beide Zahlgruppen ist der Begriff gleich, grosser,
kleiner sofort zu definieren; schliesslich miissen wir auch eine

Zahl ¢ als bestimmt ansehen, wenn fiir jeden Teil L der
Einheit eine ganze Zahl a« sich angeben lisst, so dass
o a+1 A
r <<

der & in Ubereinstimmung mit den allgemeinen Gesetzen iiber
‘ rationale Zahlen stehen; dies kommt darauf hinaus, dass,

ist. [Im letzten Falle muss die Bestimmung
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wenn fiir irgend einen Teil i der Wert o und fiir % der

Wert B in der obigen Weise bestlmmt ist, dann eine Zahl y
gefunden werden kann, fiir welche die Glelchungen bestehen:

av<y<(e+1)v, puy<(B+1)u]

Wenn demnach “eine Strecke aus v Teilen besteht, von
denen jeder gleich a ist, so muss sie gleich va gesetzt werden.
Umgekehrt wird eine Strecke, welche g-mal als Summand

gesetzt, die Strecke a liefert, gleich L a zu setzen sein.

Wenn % irgend eine rationale Zahl ist, so kann man eine
Strecke xa finden, und es bedarf keines Nachweises, dass,
wenn von zwel rationalen Zahlen x und 4 etwa 1> ist,
dann auch die entsprechenden Strecken in derselben Weise
ungleich sind, also 1a > xa.

Wenn aber 6 eine irrationale Zahl ist, welche dadurch
* bestimmt ist, dass fiir jedes 1 die nach der obigen Regel

entsprechende Zahl & angegeben werden kann, so trage man

die- Strecken AB =24 und AC = e+l a von demselben

Punkte 4 aus in ders‘;lben Richtung alyund setze fest, dass
der zweite Endpunkt S der Strecke AS zwischen B und C
liegen soll. Hierdurch ist der Punkt S eindeutig bestimmt.
Zunichst gestattet die obige Bedingung, welche fiir die zu
verschiedenen Werten von u gehorigen e angegeben ist, min-
destens einen Punkt S zu finden, welcher der Forderung ge-
niigt; es kann aber keinen zweiten Punkt 7' geben, welcher
fiir alle g zu denselben Werten von « gehort; denn alsdann

miisste die Strecke ST kleiner sein als jede Strecke %a, wo
v beliebig gross genommen werden kann; und das ist nach
dem bewiesenen Hiilfssatz unmoglich.

Umgekehrt kann jede Strecke b durch eine beliebig ge-
wihlte Strecke a gemessen werden. Denn man kann fiir jede
Strecke %a eine Zahl § angeben, so dass ﬂ alb<—— Atl + 1

ist. Es folgt dies wiederum aus dem oben bewiesenen Hlilfs
satze.
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Dieselbe Betrachtung kann fiir Winkel angestellt werden;
iiber ,gleich, grosser, kleiner” entscheidet man, indem man
sie mit dem Scheitel und dem einen Schenkel zusammenlegt,
und dann bietet die Messung keinerlei Schwierigkeit.

28. Fiir einen begrenzten Teil F' der Euklidischen Ebene
kann man vom Quadrate ausgehen, dessen Seite a gleich der
Lingeneinheit ist. Man konstruiere fiir jede ganze Zahl

neue Quadrate, deren Seiten gleich 1 a sind, und sehe zu,

wie viele von diesen Quadraten sich innerhalb F legen lassen,
und wie viele neben einander gelegt im stande sind, die ganze
Fliche einzuschliessen; ist die erstere Zahl gleich «, die zweite
gleich B, so werde festgesetzt, dass die Masszahl von F

zwischen —0% und ﬁg- liegen soll. Auf diese Weise wird eine
einzige Zahl o, die Masszahl der gegebenen Fliche bestimmt.

Um dies in der einfachsten Weise zu iibersehen, nehme
man im Innern der Figur einen Punkt an und ziehe durch
denselben zwei zu einander senkrechte Gerade. Zu jeder von
diesen beiden Geraden ziehe man eine Schar von Parallelen,

von denen je zwei auf einander folgende den Abstand —::a
haben. Von den so entstandenen Quadraten mit der Seite
1 a mogen o« innerhalb F' liegen, und der von 8 unter ihnen

bedeckten Fliche moge die gegebene Fliche als Teil angehoren;
o sei die grosste, B die kleinste Zahl von der geforderten
Eigenschaft.

Wenn p und u' beliebig gewihlt und auf die angegebene
Weise «, f fir g und o', ' fiir p' bestimmt sind, und wenn
dann « < B, o' < p' ist, so giebt es Zahlen, welche sowohl

! !

zwischen % und % als auch zwischen % und ﬁ—,z liegen.

Zum Beweise nehmen wir an, die Systeme von Parallelen
gingen von demselben Punkte und von denselben Richtungen
aus und in gleicher Weise seien die Zahlen «" und g" fiir

die Entfernung 71,—157 a bestimmt. Dann ist:

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 4
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e">ep', «">a'n, "< pu, B"<P'n,
" " ' " " '

@ S& & S _ﬁ__<ﬁ B gﬂ

T T?

T T =
wu w wu u

also:

- = T =
wy u wu w

n n
so dass jede zwischen ‘:“, und Hﬂ o liegende Zahl sowohl
. o B . o! B ..
zwischen — und = als zwischen —; und ~— liegt.
u w w u
Die Zahl g — a giebt an, wie viele von den Quadraten
mit der Seite %a die Begrenzung von F treffen. Diese Zahl

wird zwar bei Vergrosserung von g immer grosser, aber, wie
eine genauere Zerlegung des Begriffs der Linie zeigt, sinkt
. B — ? bei wachsendem Werte von p unter jede Grosse herab.

Daher kann bei beliebiger Wahl von » stets eine Zahl g so

bestimmt werden, dass & _s z <% ist. Die angegebene

Operation liefert also eine einzige Zahl als Masszahl der
gegebenen Fliche.

Daraus folgt dann auch, dass die Masszahl von der
Richtung der Parallelen unabhingig ist. Somit gelten die
Grossensiitze fiir ebene Flichen.

Dass die Zahl f—e fiir wachsende Werte von g un-

2

begrenzt abnimmt, kann man héufig sehr einfach sehen,
niamlich wenn die beiden Bedingungen im allgemeinen erfiillt
sind, dass

1. alle Parallelen zu einer gewissen Richtung die Begren-
zung in einer endlichen Zahl von Punkten schneiden, und dass

2. die Zahl der von einem Schnittpunkte ausgehenden
und an derselben Parallelen liegenden Quadrate nicht iiber
eine bestimmte Grenze wichst.

Das Wort ,im allgemeinen® soll besagen, dass Aus-
nahmen hochstens in endlicher Zahl vorhanden sind. Dann

ﬁ_

dadurch ist fiir b — 2 eine Grenze festgesetzt, iiber welche

® nicht fiber eine gewisse endliche Zahl und

wiichst

es nicht steigen und welche selbst immer weiter herabgedriickt
werden kann.
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29. Um eine krumme Linie zu messen, ziehen wir in
derselben ein System zusammenhingender Sehnen und machen
deren Zahl immer grosser; wenn dann deren Summe einen
Grenzwert hat, welcher von der Wahl der Sehnen unabhingig
ist und durch die Kurve selbst bestimmt wird, so bezeichnet
man denselben als die Linge der Kurve.

Um Stiicke der Kurve abzutrennen und schon vor der
Messung in etwa vergleichen zu kénnen, beschreiben wir um
irgend einen Punkt der Kurve einen Kreis; das innerhalb des
Kreises bis zum jedesmaligen ersten Schnittpunkte gelegene
Stiick ist durch den angenommenen Punkt und den Kreis be-
stimmt, und wenn wir von einem beliebig kleinen Stiicke
einer Kurve sprechen, so soll darunter der in einem beliebig
kleinen Kreise enthaltene Teil derselben verstanden werden.

Um zu der im Punkte 4 die Kurve berithrenden Geraden
zu gelangen, beschreibt man um 4 wiederum einen Kreis
und bestimmt die beiden (ersten) Schnittpunkte 3 und C
desselben mit der Kurve; wenn dann der Nebenwinkel von
BAC bloss dadurch, dass man den Radius hinlinglich klein
macht, unterhalb einer jeden Grenze gebracht werden kann,
so ndhern sich die Geraden AB und AC derselben Grenz-
lage, und diese wird als die Tangente des Punktes bezeichnet.

Jetzt unterwerfen wir die Kurve den beiden Bedingungen:

1. sie soll innerhalb eines jeden noch so kleinen Stiickes
Tangenten haben;

2. sind A4 und B zwei Punkte der Kurve, « und g die
Winkel, welche die Sehne 4B mit den Tangenten in 4 und
in B macht, C ein weiterer Punkt zwischen 4 und B, in
welchem sich eine Tangente an die Kurve legen lisst, «' der
Winkel, welchen die Tangente in 4 mit AC, " der Winkel,
welchen die Tangente in B mit BC bildet, und endlich 3’
und p" die Winkel, welche die Tangente in C mit CA und
CB bildet, so soll, wie eng auch immer das Gebiet fiir A B
und zwischen 4 und B das Gebiet fiir C begrenzt ist, es
moglich sein, die Punkte so zu wihlen, dass »'<a und
"< B ist. :

Die letzte Bedingung ist von selbst erfiillt, wenn die
Kurve iiberall Tangenten hat.

4%
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Wir denken uns jetzt » Punkte auf der Kurve angenommen
und entsprechend ihrer Folge auf der Kurve als 4,...4, be-
zeichnet. Es werden die Sehnen 4,4,, 4,4,... 4,4, ge-
zogen und deren Summe mit s bezeichnet. Es sei a, der
Winkel, den die Tangente in 4, mit der Sehne A4,4,_, bildet,
und B, der Winkel, den sie mit 4,4,4, bildet. Nehmen wir
zwischen A4, und 4,4, einen Punkt B an, welcher der zweiten
Voraussetzung geniigt, so ist:
A,B+BAl+l<ﬂ—~

cos Pt
2

Schiebt man also entsprechend einen Punkt zwischen je
zwei Punkte 4, und 4,4, ein und bezeichnet die Summe der
jetzt folgenden Sehnen mit s, so ist:

-5

B+ ot

COS—?—‘—

wenn unter den » —1 Summen g, + a,, B+ o5... 1+ @,
die Summe B, + o, 41 die grosste ist. Schieben wir also noch
neue Punkte ein und bezeichnen die Summe der jetzt auf
einander folgenden Sehnen mit s”, die entsprechenden Winkel

mit ' und ¢/, so gilt wieder die Relation:
!

>s'>s,

s

ﬂ 'x + 'x-l-l

c08 ——5——

Nach der zweiten Voraussetzung ist es aber mdglich, die
Punkte so zu wihlen, dass B, + a'v41 < B.+ a4 ist. Diese
Bestimmung setzt sich fort, und wir erhalten eine unbegrenzte
Reihe s, s', s"...s®, s¢+D, . deren Glieder fortwihrend

> s+ ist, .wo p,

>s">s" usow

wachsen, aber in der Weise, dass
v

kleiner als eine beliebig klein gewiihlte Grosse gemacht werden
kann. Demnach ist durch die Reihe der s eine einzige Grosse
bestimmt.

Diese Grenze ist aber von der Wahl der einzelnen Punkte
unabhiingig. Wenn nimlich s,, s, ... eine zweite Reihe von
Sehnensummen darstellt, so lassen sich » und u so wihlen,
dass s® und s,* beliebig nahe kommen. Die betreffende
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Grosse ist demmnach unter den gemachten Voraussetzungen
durch die Kurve vollstindig bestimmt; es ist die Linge der-
selben.

Auch ohne Anwendung der Trigonometrie kann durch
die in den ersten Artikeln benutzten Methoden bewiesen werden,
dass in der Formel:

0. s(")> s("+1)> s(")
das g, beliebig nahe an Eins gebracht werden kann.

30. Demnach fillt die Linge eines Bogens bei steter Ver-
kleinerung mit der Sehne zusammen. Nun gilt fiir den Ab-
stand r zweier Punkte (p...) und (p'...) die Formel:
k2p2+x2+y2’ kzppl_!_xxl_l_yyl
Bpp'+za'+yy', BBp'2+2' 2+ y'?

YROI S A VO VNt S A
K*sin % It — Kkt cos %
" Ersetzt man hierin p' durch p 4 dp u.s. w. und » durch
ds, so folgt wegen:
1) pdp+ zdx+ydy=0
die Relation:

k2 k2
kz d82= ) ’
oder: B4 RRdp®+ da? + dy?
2) ds?= k2 dp?+ da? + dy

Hat der Punkt (p ...) vom Anfangspunkte der Koordinaten
die Entfernung e, der Punkt (p4dp...) die Entfernung

e+ de, so ist dp = — % sin—%
(p...) auf ds eine Senkrechte errichtet und deren Abstand
vom Nullpunkte mit m bezeichnet, so ist:

- de oder wenn man im Punkte

3) dp = — 710_ sin% - ds,

da die beiden rechtwinkligen Dreiecke, in deren einem die
Seiten de und ds, und in deren anderem die Seiten m und e
vorkommen, in einem spitzen Winkel iibereinstimmen. Ebenso
ist, wenn a die von (p...) und a + da die von (p +dp...)

auf die Achse z = O gefillte Senkrechte bedeutet: x = % sin —%,
a

dx = cos % da. Schneidet nun die in (p ...) auf ds errichtete
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Senkrechte die Gerade z =0 unter dem Winkel ¢ und die
von (p...) gezogene Gerade unter dem Winkel ¢, so ist:

. da a .
sing = —— und cosa = cos—-sing,

folglich: ds k
4) dx = ds . cos a.

Ebenso ist dy = ds. cos 8, wenn die in (p...) auf ds er-
richtete Senkrechte mit der Geraden y =0 den Winkel g
bildet. Hat diese Senkrechte selbst die Koordinaten ¢, u, v,

so ist demnach:

dp dx dy
== 2 L = = — .
5) t K ds Y U ds ’y v ds

Gehen jetzt von einem Punkte (p...) zwei unendlich
kleine Linien ds und ds' aus, welche den Winkel y mit ein-
ander bilden, und sind p 4+ dp, z + dz, y + dy die Koordi-
naten des Endpunktes fiir die eine, p + dp’... fiir die andere
Strecke, so errichte man auf beiden die Senkrechten und be-
zeichne die Koordinaten derselben mit (¢, u,v) und (¥, u', v');
wendet man nun die Gleichung 7), Art. 15 fiir den von zwei
Geraden gebildeten Winkel an und ersetzt die ¢...¢'... durch
die in 5) angegebenen Werte, so folgt die Relation:

6) ds.ds'.cosp="rdp.dp' +dx.dz'+dy.dy"

31. Um die oben durchgefithrte Messung einer Eu-
klidischen ebenen Fliche auf eine Nicht-Euklidische Ebene
zu {ibertragen, kann man etwa die Systeme von Parallelen
durch Linien gleichen Abstandes ersetzen. Letztere kann man
so nahe bei einander annehmen, dass auf die von zwei Paaren
auf einander folgender Linien begrenzte Fliche die Euklidische
Geometrie angewandt werden kann. Dann bleiben die obigen
Darlegungen bestehen, nur wird man die Figuren des Netzes
nicht mehr als gleich annehmen diirfen, aber man kann jede
einzeln messen. Man kann auch direkt zeigen, dass sich hier
ein Viereck mit zwei gleichen Seiten und einem rechten
Winkel genau so verwenden ldsst, wie das Quadrat fiir die
Euklidische Ebene, und dass man dadurch zu einer Mass-
zahl kommt.

Unendlich kleine Rechtecke verhalten sich wie die Pro-
dukte aus den Seiten. Um ein solches Viereck geradezu gleich
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diesem Produkte setzen zu konnen, gehen wir von einem
Viereck aus, welches einen rechten Winkel hat und dessen
zwei, den rechten Winkel einschliessende Seiten gleich einem
pt! der Lingeneinheit sind; wenn dann dieses Viereck sich
v mal in eine Fliche hineinlegen lisst und wenn die Zahl

% sich bei unbegrenzter Vergrosserung von u unbeschrinkt
. der Einheit ndhert, so legen wir dieser Fliche die Einheit
des Flichenmasses bei.

Wenn von einem Punkte (p...) zwei unendlich kleine
Strecken ds und ds' ausgehen, deren Endpunkte sind (p+dp...)
und (p+ dp'...), so ist der Inhalt des unendlich kleinen aus
ds und ds' gebildeten Dreiecks:

F=1ds.ds'.sing.
Wendet man hierauf die Formel 6) an, so folgt:

AR ds® ds.ds'.cos ¢
ds.ds'.cosp ds'?

| B dp*+ da’+dy? kBdpdp'+ dzdx'+ dy dy'
| Rdpdp'+ dxda'+dydy' kEdp' 4 dax' 4 dy'®

Beriicksichtigt man noch die Gleichung 1), so folgt:

4P F2=
Bpt+ 2+ y® Epdp+xdz+ydy Bpdp'+zdz'+ydy'
Bpdp+zdx+ydy K dp*+da?+dy? KBdpdp'+dzxdz'+dydy'
Bpdp'+zdx'+ydy' kdpdp'+dxda'+dydy' ¥Bdp'®+dz'+dy'?
kp 2y |
=|kdp dz dy |,
kdp' dz' dy'
also:
b z Yy
7 2F = dp dx dy|.
dp' dx' dy'

Bei Anwendungen wird man je nach dem gerade vor-
liegenden Problem die Beziehung zwischen (dp...) und
(dp'...) spezialisieren miissen.
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§ 7. Die Ebenen und die Geraden im Raume.

32. Wenn im (dreifach ausgedehnten) Raume eine Kugel-
fliche gegeben ist, so geniigt dieselbe den im Art. 1 aufge-
stellten Voraussetzungen; sie ist also eine zweifach ausgedehnte

Raumform und hat, da fiir den Radius » der Umfang eines

Hauptkreises gleich 2kn sin% ist, das Riemannsche Kriim-

mungsmass k* sin’%- Ebenso geniigt der Strahlenbiindel den

fiir die Ebene aufgestellten Voraussetzungen, wenn man den
Abstand durch den von zwei Strahlen gebildeten Winkel er-
setzt. Wird dann das gebriuchliche Winkelmass zu Grunde
gelegt, so ist das Riemannsche Kriimmungsmass gleich Eins.
An die Stelle der Koordinaten p, z, y treten die Cosinus der
Winkel, welche der Strahl mit drei auf einander senkrecht
stehenden Geraden des Biischels bildet. Wenn 4, g, » diese
Winkel fiir einen Strahl sind, und ', p', v' die Winkel fiir
einen zweiten Strahl bezeichnen, so gilt fiir jedes Tripel die
Relation:

1) cos®d + cos?y + cos®v =1,
und fiir den Winkel %, den die Strahlen mit einander bilden,
gilt die Gleichung:

2) cosn=-cosicosi'+ cosp cosp'+ cosv cosv'.

Ist aber P ein beliebiger Punkt des Raumes und soll die
Lage desselben bestimmt werden, nachdem in einem Punkte
O drei auf einander senkrecht stehende Ebenen errichtet sind,
80 bezeichne man OP mit e und die Winkel, welche OP mit
den drei Achsen bildet, mit 4, p, » und setze:

%, z=k sin—;- cosd, y==k sin% cospu, =k sin% cos v.
Sind a, b, ¢ die von P auf die drei Ebenen gefillten

Senkrechten, so ist auch:

p=cos

4) z=ksing, y=lsing
Aus den Gleichungen 1) und 3) folgt:
5) Bp4 24 g+ 22 =R

znksin—%-
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Ebenso wenn p', z', y', 2' die Koordinaten eines zweiten
Punktes sind, so kommt man infolge der Gleichung 2) unter
Benutzung des Cosinussatzes fiir die Entfernung » der Punkte
zu der Gleichung:

6) k® cos — 3 =kpp' + xz' + yy' + 22",

Geht eine Ebene nicht durch den Anfangspunkt des
Koordinatensystems, so fille man von demselben eine Senk-
rechte darauf; die Linge dieser Senkrechten sei m, und die
Winkel, welche dieselbe mit den Achsen bildet, seien 4, u, v
Die Koordinaten des Fusspunktes P’ werden aus 3) erhalten,
wenn man e durch m ersetzt. Soll nun P(p, z, y, #) auf der
Ebene liegen, so muss OP'P ein rechtwinkliges Dreieck sein
und deshalb:

cos-—P = co8 0P’ cos PP
k k k
Wendet man die Gleichung 6) an, so folgt:

kp=cos — A (k*p c08 -~ ™ ko sin o % cosl+ky sm%— cosu+kz sm—;:— cos v)

oder nach Division durch % sin Zk"_:

m m m m
5 t@cos— cosd+y €08 =~ COS i+ 2 €08 - cosv=0.

Konstruiert man den Neigungswinkel «, den die gegebene
Ebene mit der Ebene «# — 0 bildet, in der Weise, dass der
eine Schenkel durch O, der andere durch P' geht, so sieht
man sofort, dass der Koeffizient von z gleich cose ist; ent-
sprechendes gilt fiir die Koeffizienten von y und 2. Geniigen
also p, z, y, £ bei gegebenen Werten von ¢, u, v, w der
Gleichung:

8) tp + ux + vy + we =0,

so liegt der Punkt (p, z,y, 2) auf einer gewissen Ebene, und
wenn dann die Bedingung erfiillt ist:

7)) —kp sin

2
9) %+u’+v’+w’=l,

so sollen ¢, u, v, w als die Koordinaten der Ebene bezeichnet
werden, und es ist, wie die Vergleichung mit 7) zeigt:



58 Erster Abschnitt: Der Raum von drei Dimensionen.
. m
10) t-=—ksm—k—; u=cose, v=cosfl, w=cosy,

wo m den Abstand der Ebene vom Anfangspunkte und
o, B, y die Winkel bezeichnen, welche dieselbe mit den
Koordinatenebenen bildet.

In derselben Weise, wie die Gleichung 6), Art. 15 ab-
geleitet worden ist, ergiebt sich die Gleichung 11):

11) ksin%—tp+ux+vy+wz,

wo p, x, 9, 2 einen beliebigen Punkt, ¢, u, v, w eine be-
liebige Ebene und ¢ den Abstand beider bezeichnet.

Ebenso entsprechen den Gleichungen 7) und 8), Art. 15
die folgenden:

12) cos<p=t—+uu + vo' + wuw',
e tt! ) ' ,
13) cos%=F+uu + vo +ww,

wo ¢ den Winkel der beiden Ebenen und e ihren grossten
(kleinsten) Abstand bezeichnet.

Daraus ergeben sich die Sitze:

»Jm endlichen Raume schneiden sich zwei Ebenen immer
in einer Geraden und zugleich giebt es eine gerade Linie,
welche auf beiden senkrecht steht; es ist dies die grosste
Senkrechte, welche man von Punkten der einen Ebene auf
die andere fillen kann; die Linge dieser Senkrechten ist
gleich dem mit k¥ multiplizierten Winkel der beiden Ebenen.‘

»Jm Lobatschewskyschen Raume sind drei Fille
moglich:
a) —--1< 5~ +uu + vv' 4+ ww' <1; die Ebenen schnei-

den sich in einer Geraden und entfernen sich lings jeder auf
der Schnittgeraden senkrecht stehenden Geraden immer weiter
von einander;

!
b) (tt + uu' + vo' +ww) > 1; es giebt eine Gerade,

welche auf beiden Ebenen senkrecht steht; diese gemeinschaft-
liche Senkrechte ist die kiirzeste Linie, welche zwischen den
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beiden Ebenen gezogen werden kann; von den Fusspunkten
derselben an entfernen sich die Ebenen unbegrenzt von ein-
ander;

!

c) ikts— + uu' 4+ vv' + ww' = + 1; die Ebenen schneiden
sich weder, noch haben sie eine gemeinschaftliche Senkrechte;
aber durch jeden Punkt einer jeden unter ihnen ldsst sich
eine Gerade so legen, dass sich deren Punkte in der einen
Richtung der zweiten Ebene unbegrenzt nihern, in der andern
sich iiber alle Grenzen hinaus von derselben entfernen.

33. Um die Punkte einer Geraden zu bestimmen, gehe
man etwa von den 8 Grissen: p,, 2y, Y, 2, und p,, z,, ¥,, 2,
aus, zwischen denen die drei Gleichungen bestehen:

K pe + £ + yo* + 2> = I,
14) Bpl+z®+ 92+ 4’ =1,
F popy + 2o+ Yo 1+ 202, = 0.
Dann hat ein beliebiger Punkt der Geraden die Koordinaten:
_ Apo+ upy, Azt wxy, Ayt uy, Azt pe,
wo zwischen 4 und g die Gleichung besteht:
15) B4 =7

Zugleich ist der Abstand @ zweier Punkte 4, g und 4,,

u, der Geraden:

16) K cos% =11+ py,.

Hier sind p,, z,, 9y, 4, die Koordinaten eines Punktes
der Geraden, k*p,, 2, y,, 2, die Koordinaten derjenigen Ebene,
welche im genannten Punkte auf der Geraden senkrecht steht.

Fiir eine zweite Gerade mogen dieselben Zeichen mit
einer oberen Marke versehen sein. Wenn dann folgende Be-
zeichnung eingefiihrt wird:

Ay =Fpyp's+ &'yt v Ap=Ep stz s+ o

Ay =Fpyp's + 22 s+ Ay=Fpp' + 22+
8o gilt fiir den Abstand » eines Punktes (4, ) der einen und
eines Punktes (4', u') der andern Geraden die Gleichung:

17 & cos% =AM+ Ay A+ A A+ A pp.
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Soll derselbe ein Maximum oder Minimum werden, so
muss sein: A+ Ay p' — Mk 2 = 0,
Api'+4,p' — Mp =0,

Ayd + Ajgu — NE2A =0,
Ayi+ A, p— Np'=0.
Multipliziert man die erste Gleichung mit 4 und die

18)

zweite mit p und addiert, so folgt: M = cos%; denselben
Wert findet man aus den beiden letzten Gleichungen fiir N
wir ersetzen also N durch M. Damit die Gleichungen 18)

zusammenstehen, muss die Bedingung erfiillt sein:

—Mi2 0 Ay, Ay

19) 0 - M Ay Au -0
A4, A, —ME 0 '
Ay 4, O -M

Dass diese Gleichung in M* vom zweiten Grade ist, zeigt
man dadurch, dass man zuerst die beiden ersten Horizontal-
und dann die beiden letzten Vertikalreihen mit — 1 multipli-
ziert, wodurch keine weitere Anderung eintritt, als dass M
in — M verwandelt wird. Fiir M = 4+ 1 ist die linke Seite

von 19) gleich: ;s P T Yo %

% Y 4
plo &y Yy &
1oy 2 ¥ &y
Der Fall, dass diese Determinante gleich Null ist, wird
ausgeschlossen, da alsdann die beiden Geraden in derselben
Ebene liegen. Sind die beiden Wurzeln M* von 19) ver-
schieden, M? und M2 so mogen zu dem zweiten Werte die
Parameter 4,, u,, ', p', gehoren. Indem man auch fiir
diese die Gleichungen 18) bildet, leitet man durch deren Ver-
bindung leicht her: ,
MEd + pp) =M E A+ p'y'y),
M, (FAd+ pp) = MELY, + u'y'),
deren Division bei ungleichem Werte von M? und M,? zeigt,
dass sein muss:

20)
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21) KAk +pp =0, BA2 +p'y' =0
Sollen bei positivem Werte von %* die Wurzeln von 19) ein-
ander gleich sein, so miissen die Bedingungen erfiillt sein:

22) A=k A4,,, Ay=—A4,, oder: Ay=-1*4,,, Ay=4,.

Setzt man aber diese Bedingungen in 18) ein, so werden
zwei Gleichungen mit den beiden andern identisch. Man kann
also 4, p willkiirlich wihlen und dann A', u' entsprechend
bestimmen. Sind aber bei positivem A? die Wurzeln M2 und
M,? verschieden, so miissen sie reell sein; denn bei imaginéren
Werten derselben miissten auch 4:p und 4,:yu, konjugiert
komplexe Werte erhalten, also:

i A T T}
u a + bi, a, a — bi, ua,
sein, was infolge der Gleichung 21) nicht moglich ist. Die
Vergleichung von 21) und 16) lehrt noch, dass die Punkte
(A, u) und (4,, u,) die Entfernung %%z haben.

Lisst man in 17) A/, u' konstant und sucht dann das
dem Minimum entsprechende Wertepaar (4, u), so gelangt
man nur zu den beiden ersten Gleichungen 18); es stellt
dann (4, p) denjenigen Punkt dar, in welchem die vom Punkte
(A, u") auf die erste Gerade gefilllte Senkrechte dieselbe trifft;
entsprechendes gilt fiir die beiden letzten Gleichungen 18); die
Verbindungsgerade zweier Punkte, welche den vier Gleichungen
geniigen, steht also auf beiden Geraden senkrecht. Demnach

ergiebt sich aus der Untersuchung das Resultat:

' »Jm endlichen Raume giebt es im allgemeinen zwei ge-
rade Linien, welche zwei beliebige windschiefe Gerade senk-
recht schneiden; jede solche Senkrechte ist Maximum oder
Minimum fiir die Entfernungen, welche die Punkte der einen
Geraden von der andern haben. Die beiden gemeinschaftlichen
Senkrechten sind absolute Polaren von einander, d. h. der Ab-
stand von irgend zwei Punkten der beiden Geraden betrigt
1kx und jede Gerade, welche beide trifft, steht auf beiden
senkrecht.

Wenn zwei gemeinschaftliche Senkrechte der beiden ge-
gebenen Geraden einander gleich sind, so haben die.Geraden
unendlich viele gemeinschaftliche Senkrechte, welche séimtlich

=aﬂ+ b2




62 Erster Abschnitt: Der Raum von drei Dimensionen.

einander gleich sind. Jede Gerade néimlich, welche von einem
Punkte der einen Geraden senkrecht zur zweiten gezogen wird,
steht auch auf der ersten senkrecht. Jede Gerade, welche die
beiden gegebenen trifft, durchschneidet sie unter gleichen
Winkeln. Sind a und b die gegebenen und g und % zwei
jene so schneidende Gerade, dass <X (ga)= << (ha) ist, so
hat das (windschiefe) Viereck ag bk die Eigenschaft, dass
seine Gegenseiten einander gleich sind.“

Clifford bezeichnet zwei Gerade, welche iiberall den-
selben Abstand haben, als parallel. Wenn eine Gerade ge-
geben ist, so gehen durch jeden Punkt des Raumes zwei Ge-
raden, von der verlangten Eigenschaft, welche Clifford als
rechts- und links parallel unterscheidet.

Bei negativem Werte von %* nimmt die linke Seite von
19) fiir M = co und ebenso fiir M = 0O einen positiven Wert
an, dagegen wird sie, wie 20) zeigt, fir M = 41 negativ.
Also hat die Gleichung fiir zwei windschiefe Gerade immer
zwei ungleiche reelle Wurzeln in M2% Von diesen entspricht
aber nur einer, wie Gleichung 21) zeigt (und zwar derjenige,
welcher >1 ist), einem reellen Punkte auf jeder Geraden.
Legen wir die Punkte 4=1, p=0 und A'=1, p'=0 in
diese beiden Punkte hinein, so muss in 18) 4, =4,,=0
und der eine Wert von M gleich 4, der andere gleich 4,,
sein. Dieser zweite Wert entspricht also dem Winkel der-
jenigen beiden Ebenen, welche im Fusspunkte der gemein-
schaftlichen Senkrechten auf den Geraden errichtet sind, oder
auch dem Winkel, welchen die durch die gemeinschaftliche
Senkrechte und je eine der gegebenen Geraden gelegten Ebenen
mit einander bilden. Eine Untersuchung der zweiten Differen-
tialquotienten zeigt, dass die gemeinschaftliche Senkrechte
ein Minimum, der genannte Winkel ein Maximum darstellt.
Daraus folgt der Sate:

Im Lobatschewskyschen Raume giebt es su zwei wind-
schiefen Geraden eine einzige gemeinschaftliche Senkrechte; die-
selbe liefert die Kiirceste Entfernung, bis zu welcher sich die
Punkie der beiden Geraden einander nihern; die durch diese
gemeinschaftliche Senkrechte und je eine der Geraden geleglen
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Ebenen bilden den grossten (spitzen) Winkel, unter dem sich
irgend swei durch die Geraden gelegte Ebenen schneiden.

Die gerade Linie ist, wie durch zwei ihrer Punkte, so
auch durch zwei hindurchgehende Ebenen bestimmt. Um
dann alle Ebenen des Biischels darzustellen, gehen wir von zwei
zu einander senkrechten Ebenen aus (¢, u, v, w), (¢, %, v, w,),
8o dass die Gleichungen bestehen:

2 t,2
F+u2+ v+ wi=1, —,—‘;—+u12+ v i+ wi=1,

Lk,tf— + uu, + vv, + ww, = 0.

Jede andere Ebene des Biischels hat die Koordinaten:
At + put,, Au+ pu, v 4+ pv, Aw + pw,, wenn ist 124 p2=1.
Man kann also in entsprechender Weise die Aufgabe behandeln:
Durch zwei gegebene Geraden diejenigen Ebenen zu legen,
deren Winkel ein Maximum oder ein Minimum-wird. Fithrt
man diese Gleichung entsprechend durch, so findet man,
dass die gesuchten Ebenen sich in einer gemeinschaftlichen
Senkrechten schneiden.

Die Untersuchung der dreifach ausgedehnten Raumformen
brechen wir hier ab; wo es irgend notig erscheint, sollen die
speziellen Gesetze, welche fiir drei Dimensionen gelten, jedes-
mal hervorgehoben werden, nachdem fiir eine beliebige Zahl
von Dimensionen die betreffende Entwicklung durchgefiihrt ist.



Zweiter Abschnitt.
Der »-fach ausgedehnte Raum.

§ I. Koordinaten.

34. In unserm Raume ist die Grenze eines Raumteiles
die Fldche, die Grenze eines Flichenteiles die Linie, die
Grenze eines Linienteiles der Punkt, und der Punkt ist un-
teilbar. Man driickt dies kiirzer durch die Worte aus: der
Raum hat drei Dimensionen. So sehr die Frage nach der
Dreizahl der Dimensionen die Philosophen beschiftigt hat,
ist es bisher nicht gelungen, einen von unserer Erfahrung
unabhingigen tiefern Grund dafiir anzugeben, dass man durch
einen dreimaligen Grenziibergang zu dem unteilbaren Gebilde
gelangt. Wir verfolgen daher von jetzt an die Annahme,
dass erst eine n-mal wiederholte Teilung, jedesmal mit einem
Grenziibergange verbunden, zum Punkte fithrt. Dann legen
wir dem Raume » Dimensionen bei; die Grenze eines Raum-
teiles (eines n-dimensionalen Korpers) ist ein erstes Grenz-
gebilde oder ein Grenzgebilde von #» — 1 Dimensionen; dasselbe
ist teilbar und die Grenze ist ein (» — 2)-fach ausgedehntes
Gebilde; indem wir in gleicher Weise fortfahren, stellt sich
das n* Grenzgebilde als unteilbar heraus. Wenn wir diese
Voraussetzung weiter verfolgen, konnen wir nur zu Sitzen
gelangen, welche der Erfahrung nicht entsprechen; wir konnen
uns im allgemeinen nicht einmal eine Vorstellung von den
erhaltenen Resultaten machen. Aber dieselben Begriffs-
bildungen und Schliisse, welche im dreifach ausgedehnten
Raume zur Erforschung benutzt werden und welche hier von
der Anschauung unterstiitzt werden und zu derselben zuriick-
fiihren, erleiden bei der gemachten Annahme keine wesent-
liche Veréinderung.

Gleichwie aber Euklid neben den allgemeinen Axiomen
noch speziell die Gerade, die Ebene und den Kreis voraussetzt,
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so miissen wir auch, um die dem Erfahrungsraume ent-
sprechenden mehrdimensionalen Riume zu erhalten, weitere
Voraussetzungen machen, welche wir im Anschluss an Art. 1
in folgender Weise formulieren.

Durch jeden Punkt gehen (n — 1)-dimensionale Gebilde
(Ebenen oder Hauptgebilde), denen folgende Eigenschaften
zukommen: )

1. Durch jeden Punkt der (» — 1)-dimensionalen Ebene
giebt es (n — 2)-fach ausgedehnte Gebilde, (n -- 2)-fach aus-
gedehnte Ebenen, bei deren Ruhe noch Bewegung des Raumes
mdglich ist;

2. bei dieser Bewegung wird eine Lage erreicht, bei
welcher die (n — 1)-dimensionale Ebene als Ganzes in Deckung
mit der Anfangslage kommt, wihrend die einzelnen Punkte
ihre Lage vertauschen;

3. in jeder (» — 2)-dimensionalen Ebene giebt es Gebilde
von (n — 3) Dimensionen, bei deren Ruhe die (n» —1)-fach
ausgedehnte Ebene in sich bewegt werden kann, und zwar
beschreibt jeder Punkt eine geschlossene Linie;

4. dieselbe Voraussetzung muss jetzt fiir jede kleinere
Zahl von Dimensionen gemacht werden; in jeder v-dimen-
sionalen Ebene giebt es (v — 1)-fach ausgedehnte und (v — 2)-
fach ausgedehnte Ebenen, und bei der Ruhe der (v — 2)-dimen-
sionalen Ebene ist noch Bewegung der »-dimensionalen in
sich moglich, und jede durch das ruhende Gebilde gelegte
(v — 1)-dimensionale Ebene gelangt bei der Bewegung so in
Deckung mit der Anfangslage, dass zwischen den beiden
Lagen der einzelnen Punkte Vertauschbarkeit besteht. (Statt
,einfach ausgedehnte Ebene“ ist der Ausdruck , gerade Linie“
im Gebrauch.)

85. Aus diesen Voraussetzungen miissen zundchst einige
Folgerungen gezogen werden, welche die Aufstellung eines
Koordinatensystems und die Herleitung der ersten Formeln
gestatten. Der Kiirze wegen soll eine v-dimensionale Ebene
kurz mit E, bezeichnet werden, und wenn mehrere Ebenen
von gleicher Ausdehnungszahl gegeben sind, so sollen die-
dieselben durch obere Marken (Exponenten) unterschieden
werden.

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 5
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Bis zu einer gewissen Grenze haben zwei Gerade hochstens
einen Punkt gemeinschaftlich. Es erscheint also angebracht,
die Untersuchung auf ein solches Gebiet zu beschrinken; man
kann dasselbe von einem Gebilde begrenzt denken, dessen
Punkte von einem festen Punkte gleichen Abstand haben
(von einer (n — 1)-dimensionalen Kugelfiiche). Darin haben
auch zwei Ebenen hochstens eine einzige Ebene von weniger
Dimensionen gemeinschaftlich. Fiir ein solches Gebiet gelten
folgende Sitze, deren Beweis immer sehr leicht ist, mehrfach
nicht einmal einer Andeutung bedarf.

a) Wenn eine Gerade zwei Punkte mit einer Ebene ge-
meinschaftlich hat, so fillt sie ganz in dieselbe.

b) Wenn eine v-dimensionale Ebene mit einer u-dimen-
sionalen (u > ) eine (v —1)-fach ausgedehnte Ebene und
noch einen Punkt gemeinschaftlich hat, so fillt sie ganz in
dieselbe hinein. (Wenn eine E, mit einer E, eine E,_, und
einen Punkt gemeinschaftlich hat, so fillt sie ganz in die E,.)

¢) Durch eine v-dimensionale Ebene und einen ausser-
halb derselben gelegenen Punkt lisst sich eine (v 4+ 1)-dimen-
sionale Ebene legen.

d) Gegeben seien x Geraden, welche in einem Punkte zu-
sammentreffen; durch zwei derselben ldsst sich eine zweifach
ausgedehnte Ebene legen; liegt keine dritte von den ge-
gebenen Geraden in dieser Ebene, so ldsst sich durch drei
eine dreifach ausgedehnte Ebene legen, und so lidsst sich,
wenn die » Geraden nicht in einer (x — 1)-dimensionalen
Ebene liegen, durch dieselben eine einzige x-dimensionale
Ebene hindurchlegen.

e) Wenn eine v-fach ausgedehnte und eine zweifach aus-
gedehnte Ebene beide in einer (v + 1)-dimensionalen Ebene
liegen und einen Punkt gemeinschaftlich haben, so schneiden
sie sich in einer Geraden. \

Der Beweis ist analog dem fir » =2 von v. Staudt
gelieferten und auch in Baltzers Elemente aufgenommenen.

f) Liegen in einer E, zwei Ebenen E; und E, und ist
A+ u>v und haben die E; und E, einen Punkt gemein-
schaftlich, so schneiden sie sich in einer Ej4, _,.
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Dieser Satz wird leicht auf den vorhergehenden zuriick-
gefiihrt.

g) Wenn eine Gerade in demselben Punkte auf x Ge-
raden senkrecht steht, durch welche sich keine (% — 1)-dimen-
sionale Ebene legen ldsst, so steht sie auf jeder Geraden
. senkrecht, welche in der durch die x Geraden bestimmten E,
durch den Fusspunkt gezogen wird.

Fir » =2 ist der Beweis bekannt. Angenommen, der
Satz sei fiir A Geraden und die Ebene E; bewiesen. Dann
lege man durch E; und eine weitere von den gegebenen Ge-
raden g;4: eine Ebene E; ;. Ist % eine beliebige Gerade,
welche in derselben durch den Fusspunkt geht, so lege man
durch g:4;: und % eine zweifach ausgedehnte Ebene; diese
trifft die E; in einer Geraden g'. Da nun die gegebene Ge-
rade auf g;4, und g' senkrecht steht, steht sie auch auf der
mit derselben in einer E; gelegenen Geraden % senkrecht.

h) Stehen x Geraden g, ... g, in demselben Punkte 4 auf
A Geraden A, ...h; senkrecht und bestimmen die Geraden
gy --- 9 eine einzige Ebene E, von x und die Geraden &, ... h;
eine einzige Ebene E; von 4 Dimensionen, so steht jede durch
A gelegte Gerade g der ersten Ebene auf jeder durch den-
selben Punkt gezogenen Geraden % der zweiten Ebene senk-
recht. (Die Ebenen E, und E; stehen auf einander senkrecht.)

Nach dem vorangehenden Satze stehen die Geraden
gy ... 9« auf h und demnach auch » auf g senkrecht.

i) In jeder v-dimensionalen Ebene FE, giebt es eine
einzige Gerade, welche in einem gegebenen Punkte einer in
E, liegenden E,_, auf ietzterer senkrecht steht.

Gibe es zwei Geraden, so stinde eine in F, liegende E,
auf E,_, senkrecht, was nicht moglich ist, da die E, mit
E,_, eine Gerade gemeinschaftlich hat.

k) In jeder E, giebt es nur eine einzige E,_;, welche
in einem gegebenen Punkte einer in E, enthaltenen E; auf
letzterer senkrecht steht.

Gibe es zwei, so miisste eine E, auf E; senkrecht stehen,
wo u > v — A ist, was nicht moglich ist, da E, und E; min-
destens eine (rerade gemeinschaftlich haben.

-
D
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1) Liegen eine E, und zwei Geraden g und % in einer
E,4, und stehen g und A auf E, senkrecht, so liegen sie in
einer E,.

Mobgen g und % in derselben E, liegen oder nicht, jeden-
falls kann man durch dieselben eine (oder mehrere) E; legen,
welche ganz in E,;, hineinfillt. Dann muss E; mit E, eine
E'; gemeinschaftlich haben, auf welcher g und & senkrecht
stehen. Jeder vom Parallelaxiom unabhingige Beweis der
Schulbiicher zeigt also die Richtigkeit der Behauptung.

m) Schneiden zwei Ebenen E, und E', einander in einer
E,_,, und errichtet man in einem Punkte von E,_; auf ihr
zwei Senkrechte, die eine in E,, die andere in E',, so ist der
von diesen gebildete Winkel unabhiingig von der Wahl des
Fusspunktes.

A und B seien zwei beliebige Punkte von E,_,; durch
A mogen die Geraden g, g' gehen, welche beide auf E,_,
senkrecht stehen, und von denen die erste in E,, die letzte
in E', liegt. Entsprechend seien durch B die Geraden % und
h' gezogen. Da g und 7 beide in E, liegen und auf E,_,
senkrecht stehen, so liegen sie (nach 1) in derselben E,;
ebenso liegen ¢' und A' in einer E',, Da E, und E'; die
Gerade A B gemeinschaftlich haben, so liegen sie in einer Ej;
folglich gilt fiir die Gleichheit der Winkel (gg') und (hA')
der bekannte von Lobatschewsky und Bolyai gelieferte
Beweis (cfr. Frischauf, Elemente, Art. 18).

n) Steht die Gerade PA auf der Ebene E, in 4 senk-
recht und PB auf der in E, gelegenen E,_;, so steht AB
auf E,_; senkrecht.

Die ganze Figur liegt in einer E,y;,. In der zwei-
“dimensionalen Ebene PAB liegt die in B auf E, errichtete
Senkrechte; folglich steht (nach h) E, _, auf PA D senkrecht,
also auch auf BP.

o) Hat eine E, mit einer E, eine Gerade g gemeinschaft-
lich und errichtet man in E, auf g zwei gleich lange Senk-
rechte, so sind die von den Endpunkten derselben auf E, ge-
fallten Senkrechten an Linge gleich.

Die ganze Figur liegt in einer E,y,, also liegen die
beiden letzten Senkrechten in einer E'y, und da E, und E',
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sich in einer Geraden schneiden, so liegen dieselben in einer
F,, welche die vier Senkrechten, die Gerade g und eine in
E, enthaltene und durch g gehende E"; enthilt.

86. Diese Sitze geniigen, um die analytische Geometrie
dieser Raumformen aufzubauen. Fiir jede zweidimensionale
Ebene gelten die Entwicklungen der Einleitung und fiir den
weiteren Fortschritt bieten sich mehrere Wege dar.

Die Gesamtheit der Punkte, welche in einem #%-dimen-
sionalen Raume von einem festen Punkte gleichen Abstand
haben, bildet eine (» — 1)-dimensionale Kugelfliche. Be-
trachtet man nur solche Bewegungen, bei denen das Centrum
in Ruhe bleibt, so geniigt das Gebilde den fiir eine (n —1)-
dimensionale Raumform gemachten Voraussetzungen; das

Kriimmungsmass ist fiir den Radius r gleich lz(k2 sin? 7’:—)’

wenn das im n-dimensionalen Raume gebrauchte Lingenmass
zu Grunde gelegt wird, aber gleich Eins, wenn die Ent-
fernungen auf der Kugelfliche durch den Centriwinkel ge-
messen werden. Demnach kann man in derselben Weise, wie
Art. 32 von zwei zu drei Dimensionen iibergeht, von den fiir
# —1 Dimensionen bewiesenen Gleichungen auf die fiir »
Dimensionen giiltigen schliessen.

Wir schlagen aber folgenden direkten Weg ein. P und
P' seien zwei beliebige Punkte des Raumes. Durch einen
festen Punkt O seien n auf einander senkrecht stehende
(» — 1)-dimensionale Ebenen gelegt und der Reihe nach mit
EY E*... E* bezeichnet. Auf diese Ebenen seien von P und
P! Senkrechte gefillt; die vom ersten Punkte gefillten seien
a, ay...a,, die andern a';, a'y...a',. Endlich migen die
Léngen OP und OP' mit ! und ', und der Winkel ({I") mit
@ bezeichnet. werden.

Die letzten n —1 Ebenen haben eine Gerade g gemein-
schaftlich und die Geraden g, I, I' bestimmen ein sphirisches
Dreieck, worin die Ebenen (g!) und (gl') den Winkel ¢,
bilden mogen, wihrend die Senkrechten von P und P’ auf
die Geraden g mit [/, und !', bezeichnet werden mogen.
Dann ist:
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cos @ = cos (lg) cos (!'g) + sin (Ig) sin (I'g) cos g,
oder: ' , '
l

cos p = sin 21 gin £ 1 + sm—l« sml— cos @,.
EOkE k k k k r
Man lege durch I, und g eine zweifach ausgedehnte Ebene;
dieselbe trifft die E! in einer Geraden, welche ebenfalls a,uf
der Geraden g senkrecht steht. Auf derselben begrenze man
ein Stiick OP,=[;; dann sind die von P, auf die durch g
gehenden Ebénen E,, E;... E, gefillten Senkrechten gleich
den von P gefillten Senkrechten, also gleich a,, a...a,
Ebenso bestimme man durch g und !, auf E! einen Punkt
P'/, dessen Abstinde von den Ebenen EZ E3... E* gleich
a'y, a'y...a', sind; die Geraden OP, und OP', bilden den
Winkel ¢,. Jetzt kann man die soeben fiir die Punkte P
und P' durchgefiihrte Betrachtung auf die Punkte P, und P’,
iibertragen, wobei man auf die Ebene E! beschrinkt ist. In
derselben schneiden sich die Ebenen E3 E*... E* in einer
Geraden ¢,, und wenn dann auf das sphirische Dreieck
(91, 11, ',) der Cosinussatz angewandt wird, so liefert er bei
leicht erkennbarer Bezeichnung:

sin - sin

! ! l
sinl—]; sin—lk—l cdscpl = gin ‘;‘_” sm% + sm% sin -2 k
Nun ,lassen sich in der Schnittebene von E! und E?2
von O aus zwei Gerade gleich I, und !’y finden, welche mit
einander den Winkel ¢, bilden und deren Abstéinde von
E3... E* die Abstinde aq... a, resp.a'y... a', haben. Indem
wir in derselben Weise fortfahren, gelangen wir zu der wich-
tigen Gleichung:

€OS 5.

! a, ay a, a'y a, a,
cos ¢ = 8in =2 gin — 2 + sin =2 gin —2 + - - - + Sin == §in ——-

k k k k k k

1
sm—k— sin — 7
837. Von dieser Formel machen wir zunichst zwel ein-
fache Anwendungen.

Lassen wir die Punkte P und P' zusammenfallen, be-
halten aber die obige Bezeichnung bei, so folgt:

2) sin’ %=sm’ -+ sin’ 2% + +sm’ ‘;:'
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Bilden zwei sich in O schneidende Strahlen mit einander
den Winkel ¢ und mit den # Achsen die Winkel g, ... g,
resp. u'; ... u's, 80 ergiebt sich aus 1) die neue Gleichung:
* 3) cosp=cosp, cosp' +cos pycos s+ 4 cosu,cospu'y
Um jetzt die Koordinaten eines Punktes P zu bestimmen,
gehe man wieder von n Ebenen aus, welche in demselben
Punkte O auf einander senkrecht stehen, bezeichne die auf
die Ebene E* gefillte Senkrechte mit a, und setze:
4) cos—Ok—P=-xo, ksin%ua:,. (te=1...m)

Wenn man den Winkel, welchen OP mit der auf E®
senkrechten Achse bildet, mit ¢, bezeichnet, so ist:

5) z, =k sin% - €08 @,
Die Gleichung 2) fithrt auf die Relation:
6) Bri+ i+ .-+ zd= k2

und die Anwendung des Cosinussatzes in Verbindung mit der
Gleichung 1) liefert fiir die Entfernung » der beiden Punkte
- z und 2':

7 k*cos-%=k”xox'o+xlx'l+...+x,.:c’,,.

Wir bezeichnen dies Koordinatensystem als das Weier-
strasssche.

§ 2. Die einfachsten Gebilde des »n-dimensionalen
Raumes.

88. Zur Gleichung der (n — 1)-dimensionalen Ebene ge-
langen wir durch die Betrachtung derjenigen Senkrechten,
welche vom Anfangspunkte der Koordinaten auf dieselbe ge-
fallt wird. Es seien ¢, ¢, ...c, die Koordinaten des Fuss-
punktes F' dieser Senkrechten, z,,z, ...z, die Koordinaten
eines beliebigen Punktes X der Ebene; dann ist OFX ein
rechtwinkliges Dreieck, also:

X OF FX
% == CO8 T + CO8 T)
oder unter Beriicksichtigung der Gleichung 4) und 7), Art. 37:

Ccos
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Bxy=cy(Keyzy+ ¢, 2, + -+ + CaZn);
driickt man die ¢, ... ¢, durch die Linge ¢ von OF und durch
die Winkel @, ... ¢, aus, welche OF mit den Achsen bildet,

so folgt nach Division durch % sin% als Gleichung der Ebene:
— xo.ksin%+ z, . cos% .CoSQ F -0+ Xy cos—%eostp,.--= 0.

Wenn wir die Koeffizienten dieser Gleichung mit u,,
#, ... %, bezeichnen, so dass zwischen den Koeffizienten der

Gleichung: :
1) UgZy+ Uy X+ - Uy =0
die Relation besteht:
2
2) —12’7+u12+---+u,.2=1,

so stellt bei konstanten Werten von 1w, ... «, die Gleichung 1)
eine Ebene dar, und es haben die Koeffizienten die Bedeutung:
3) uo=—ksin—%7 ul=cos%cos<p,, (e=1...n)
wenn ¢ die Linge der vom Anfangspunkte auf die Ebene
gefilllten Senkrechten und ¢, den Winkel dieser Senkrechten
mit der auf z, = 0 senkrechten Achse hezeichnet, oder auch:
4) u, = COS &, (fir e=1...n)
wenn man den Winkel der gegebenen Ebene mit der Ebene
z,= 0 mit & bezeichnet, wobei zu beachten ist, dass zur Be-
stimmung des Vorzeichens die Gleichungen 3) geeigneter sind
als 4). Die Grossen w, u, ...u, werden, wofern zwischen
ihnen die Gleichung 2) besteht, als die Koordinaten der Ebene
bezeichnet.
Bedeutet m die Entfernung eines Punktes x von einer
‘Ebene u, & den Winkel zweier Ebenen u und ', e ihren
grossten (oder kleinsten) Abstand, so gelten die Gleichungen:

.m
5) _ ksm—k—=uoxo+ulxl-l—---+u,.a:,,,
1
u, U
6) COS & = °k2°—+ulu'l+---+u,,u',,,
!
e U
7 cos + = °k2° Fug ' e,
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Will man dieselben nicht auf dem in Art. 15 angegebenen
Wege beweisen, der hier ungeiindert bleibt, so beachte man,
dass infolge der Gleichung 6) des vorangehenden Artikels die
rechten Seiten Invarianten sind und ermittle die auf der
linken Seite angegebene Bedeutung, indem man etwa die
Ebene « mit der Ebene z, = 0 zusammenfallen lisst.

Nun lehren die Darlegungen des Art. 11, auf n-dimen-
sionale Rdume angewandt, dass es unter den in Art. 34 an-
gegebenen Bedingungen nur vier Raumformen giebt: die
Riemannsche, deren Polarform, die Euklidische und die
Lobatschewskysche. Fiir die beiden ersten ist ? positiv,
die Winkelsumme eines jeden Dreiecks grosser als zwei Rechte
und in der ersteren haben zwei sich schneidende Gerade zwei
Punkte, in der anderen einen Punkt gemeinschaftlich. In
der Euklidischen Raumform ist %% unendlich und die Winkel-
summe eines Dreiecks gleich zwei Rechten; in der Lobat-
schewskyschen Raumform ist %% negativ und die Summe
der Winkel eines Dreiecks kleiner als zwei Rechte. In den
verschiedenen Raumformen gelten fiir (% — 1)-dimensionale
Ebenen dieselben Gesetze, welche am Schluss von Art. 32 fir
(zweifach ausgedehnte) Ebenen des Raumes von drei Dimen-
sionen ausgesprochen sind. Im Euklidischen Raume schnei-
den sich zwei (» — 1)-dimensionale Ebenen entweder in einer

(n — 2)-fach ausgedehnten Ebene oder sie haben iiberall den-
selben Abstand.

39. Es seien z,, z, ... 2, die Koordinaten eines Punktes,
wie sie in Art. 37 angegeben sind (Weierstrasssche Koordi-
naten); ferner seien £, £ ...&, die Koordinaten desselben
Punktes fiir ein zweites Weierstrasssches Koordinaten-
s'ystem. Will man die Beziehungen zwischen den Grdssen
z und £ nicht daraus herleiten, dass fiir beide Systeme die
Gleichung 6), Art. 37, besteht, so beachte man die durch
die Gleichungen 4), Art. 37 angegebene Bedeutung der Koordi-
naten und vergleiche damit Gleichung 7), Art. 37, und Glei-
chung 5), Art. 38. Danach miissen die Gleichungen bestehen:

8) e =Fapz;+ apx, + -+ + Ags %,
b= a0yt anz, + - + Upn T
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Verbindet man damit Gleichung 6), Art. 37, so folgt:
k? aoe® + age + - - - + an® = K2,
@00 Box + @10 A1+ « -+ + Ao Aux =0,

Ao, Aox
ki

je nachdem ¢ und % gleich oder ungleich sind.
Die Auflésung des Systems 8) wird durch die Gleichungen

gegeben:
B xo=awk® &+ awbi+ - + anokn,
10)
Zy=aox Eo+ Q11+ - + amtgn;
und daraus folgen wieder neue Relationen zwischen den
Koeffizienten, welche den in 9) angegebenen entsprechen.
‘Wenn man aus r + 1 Reihen von # 41 Grossen

kayw, ao ... a0,

+a0£alﬂ+"'+auam{-= 6m=1 Oder O,

ka,-o y Qri...Gprn
die Determinanten (r + 1)*® Grades bildet, indem man aus
diesem System je r + 1 Vertikalreihen herausnimmt, dieselben
zu einer Determinante vereinigt und dieselben in irgend einer

Reihenfolge mit 4, ... 4, bezeichnet, wo v = (’:ii ist,

so ist: AP AP b A= R

Denn nach dem Satze iiber die Multiplikation der Deter-
minante (Baltzer, Determinanten § 5, 1) ldsst sich die Summe
dieser Quadrate als eine einzige Determinante darstellen, in
welcher nach 9) das erste Glied der Diagonale gleich %%, die
andern Glieder der Diagonale gleich Eins und alle Glieder
ausserhalb derselben gleich Null sind.

Es sei noch bemerkt, dass der in Art. 18 fiir n = 2 ein-
geschlagene rein geometrische Weg bei beliebigem # sich
nicht #ndert und dass die geometrische Bedeutung der Koef-
fizienten ganz der dort angegebenen entspricht.

40. Eine v-dimensionale Ebene ldsst sich in verschiedener
Weise darstellen, indem man sie einmal durch » +1 Punkte
bestimmt, welche der Ebene angehoren und welche so liegen,
dass keine Ebene von weniger Dimensionen hindurchgeht, oder
indem man sie durch » — v Ebenen von n — 1 Dimensionen
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bestimmt, welche keine mehrdimensionale Ebene gemeinschaft-
lich haben. Sind z° z'...2* (die oberen Indices sind blosse
Marken) die Punkte, durch welche die Ebene bestimmt ist,
so wird jeder Punkt derselben die Koordinaten haben
A+ A, 2+ ... + 4,2 und zwischen den Grossen i muss
die Gleichung bestehen: ¢(1)=1, wo ¢ in den Grossen
4g ... 4, homogen vom zweiten Grade ist. Um diese Gleichung
auf die einfachste Form zu bringen, ersetze man die an-
gegebene Bestimmung durch eine nicht wesentlich verschiedene.
Man wihle » 4+ 1 Systeme von n 41 Grossen:

LAY AN A S T R
und setze fest, dass zwischen ihnen die Gleichungen bestehen:
Brlzl+ 22+ - + 20z = k2,
xoogo"*' xloglt'l' +xnogn“=0,
LR AR T

Jetzt gehort ein Punkt x der Ebene an, wenn ist:

11)

12) zy=oapzl+ a2yt -+, 2, .. Ta=a 20t o 2t o, 2
Dann besteht zwischen den Grossen & die Relation:
13) Bel+ a4+ ...+ a=F
und fiir den Abstand r zweier Punkte « und o' gilt die
Gleichung:
14) k’aoa'o-l-ala'l-l----+a,a',=k’cos%-
Es sind z°...2,° die Koordinaten eines Punktes der
Ebene, k2Ey... £, die Koordinaten einer (n — 1)-dimensionalen
Ebene, welche durch den Punkt 2° geht und auf der zu be-
stimmenden Ebene senkrecht steht (d. h. jedes in einem Schnitt-
punkte der beiden Ebenen auf der (» — 1)-dimensionalen er-
richtete Lot liegt in der v-dimensionalen). Die (v — 1)-dimen-
sionalen Ebenen, in denen die zu bestimmende Ebene durch
die Ebenen £ geschnitten wird, bilden die Grundebenen eines
Weierstrassschen Koordinatensystems, und «, ... «, stellen
die Koordinaten selbst dar.

Wenn man von % — v (n — 1)-dimensionalen Ebenen aus-
geht, welche sich in der »-dimensionalen Ebene schneiden, so
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ist es angebracht, dieselben so zu wihlen, dass sie auf ein-
ander senkrecht stehen. Es seien also «'...u*—" die (n —1)-
dimensionalen Ebenen, und es mogen die Gleichungen be-

stehen:
Uy U

15) ksox Futu gt u = 0= (1 oder 0).

Dann wird irgend eine andere (z — 1)-dimensionale Ebene
% durch die v-dimensionale hindurchgehen, wenn ist:

16) u0= ﬁo uoo+' . '+ﬂn—r ’u’on—", cee “,"= ﬂ', un0+. ot ﬂu_v;unﬂ—",
und wenn die Bedingung erfiillt ist:
17) B’ -+ B+ -+ Bui’=1.

41. Von der gegebenen Darstellung machen wir eine
interessante Anwendung, welche Herr V. Schlegel fiir
Euklidische Raumformen angegeben hat. Sind 2% 2'...z”
die Koordinaten von v 4 1 Punkten, so soll derjenige Punkt,
dessen Koordinaten sind:

By = (@0 + Tt -+ 27) o = 0 (@ + T+ 2,
als die Mitte derselben bezeichnet werden. (Es ist hier ¢
durch eine gewisse quadratische Gleichung bestimmt und zwar
soll der positive Wert genommen werden.) Fiir v =1 stimmt

diese Definition mit der gebriduchlichen iiberein. Fiir v =2
beachte man die drei Punkte:
y=e(@+3a’), y'=o'(@+2, y'=e"@"+2Y;

dann liegt # auf derjenigen geraden Linie, welche den Punkt
9° mit dem Punkte z° verbindet, ebenso auf der Verbindungs-
géraden von y' mit z' und von %" mit 2% ist also derjenige
Punkt, in welchem sich die Verbindungslinien der Ecken
eines Dreiecks mit der Mitte der Gegenseiten schneiden.
Entsprechend konnen wir fiir vier Punkte die Mitte be-
stimmen: durch dieselbe geht jede Gerade, welche die Mitte
zweier mit der Mitte der andern beiden verbindet, und durch
dieselbe geht jede Gerade, welche einen der gegebenen Punkte
mit der ,Mitte“ der drei andern verbindet. In derselben
Weise ldsst sich die ,Mitte“ fiir jede grossere Zahl von
Punkten bestimmen. Ist nun die Zahl » + 1 in irgend einer
Weise in zwei Zahlen « und § zerlegt, so dass a +f=v +1
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ist und ordnet man die » + 1 Punkte 2° 2'...2" in zwei
Gruppen, eine Gruppe z™ ...2"« von « Punkten und eine
Gruppe 2™ ...z"% von 8 Punkten, so ist offenbar:

z=g,(a™+ -+ 2"+ 2 4 - 4 2),
also auch:
&= 10u (M 4 - + 27) + pop(a™ + - + 77).
Dadurch ist der Satz bewiesen:
Die ,, Mitte“ von v + 1 Punkten liegt auf der geraden Linie,
welche die ,, Mitte“ von irgend o unter ithnen mit der Mitte der
tibrigen verbindet.

42. Dasjenige Gebilde, dessen Punkte von einém festen
Punkte gleichen Abstand haben, das (n —1)-dimensionale
Kugelgebilde, wird, wie Art. 37, Gleichung 7) zeigt, durch
eine lineare Gleichung zwischen den Koordinaten mit einem
konstanten Gliede dargestelll. Wenn der Abstand ;km be-
trigt, so wird das konstante Glied Null und die Kugel geht
in eine Ebene iiber. Diese Ebene heisst die absolute Polar-
cbene des Punktes und dieser ihr absoluter Pol. Wenn

z', x's
F R
Sind u,...u, die Koordinaten irgend einer Ebene, welche
durch den Punkt z’' geht, so muss die Gleichung erfiillt sein:

ozt + - Fuz'=0.

Sind nun u';... %', die Koordinaten der absoluten Polar-
ebene von z', so kann man wegen der zwischen «' und 2’
bestehenden Beziehungen die vorangehende Gleichung durch
folgende ersetzen:

die Koordinaten seiner absoluten Polarebene.

o u'y
k2

Somit steht jede Ebene (und damit auch jede Gerade),

welche durch den Pol einer (n — 1)-fach ausgedehnten Ebene

geht, auf derselben senkrecht, und umgekehrt muss jede

Ebene und jede Gerade, welche auf einer (n —1)-dimensionalen

Ebene senkrecht steht, durch ihren absoluten Pol hindurch-
gehen.

Fu '+ Fuua=0.
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Wenn » +1 Punkte 2° z'...2" eine v-dimensionale
Ebene E, bestimmen, so schneiden sich ihre absoluten
Polarebenen «° u!...w” in einer (n — v — 1)-dimensionalen
Ebene E,_,_,; die absolute Polarebene irgend eines Punk-
tes Ay2°+ 4,2'+ ...+ 4,2° von E, hat die Koordinaten
Agu+ A, u'+ -+ A,o* und die Abstinde dieses Punktes
von den gegebenen Punkten 2% z!'...z” sind gleich den mit
k multiplizierten Winkeln, welche die Polarebene mit den
gegebenen Ebenen u% u!...u” bildet. Gehort ein Punkt z
den simtlichen Ebenen «°% u!...w” an, so enthilt seine ab-
solute Polarebene » die Punkte 2% 2'...2". Alles dies folgt
aus den Beziehungen, welche zwischen den Koordinaten eines
Punktes und seiner absoluten Polarebene bestehen, und liefert
folgenden Satz:

In einer endlichen Raumform von n Dimensionen kann einer
Jeden v-dimensionalen Ebene eine (n — v — 1)-dimensionale Ebene
in der Weise als absolutes Polargebilde zugeordnet werden, dass
geder Punkt der einen Ebene von jedem Punkie der andern die
Entfernung tkn hat, und dass jede Gerade, welche durch beide
Ebenen hindurchgeht, auch auf beiden senkrecht stehl. Die ab-
solute Polarebene zu irgend einem Punkte der einen Ebene geht
durch die andere hindurch, und wmgekehrt liegt der Pol zu irgend
einer (n — 1)-dimensionalen Ebene, in welcher die eine Ebene
enthalten ist, in der andern Ebene. Fine starre Bewegung des
Raumes, bei welcher jeder Punkt der einen Ebene in Ruhe bleibt,
verschiebt die andere Ebene in sich.

Dazu fiigen wir noch folgenden Satz:

Der Abstand zweier Punkte ist gleich dem mit k multi-
plizierten Winkel ihrer Polarebenen.

43. Die Kugelgebilde lassen sich analytisch in derselben
Weise behandeln, wie es Art. 19—22 mit dem Kreise ge-
schehen ist. Dann ergeben sich die Gleichheit der Tangenten,
welche von demselben Punkte an eine Kugel ausgehen, die
Potenzebene zweier (n — 1)-dimensionaler Kugeln (resp. in
der Polarform des Riemannschen Raumes die beiden Potenz-
ebenen), die zwei Ahnlichkeitspunkte und damit zusammen-
hiéingende Sitze in der einfachsten Weise. Auch die Einteilung
ist dieselbe. In einer endlichen Raumform haben die Punkte
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eines (n — 1)-dimensionalen Kugelgebildes von einem Punkte
und zugleich von einer (n — 1)-dimensionalen Ebene gleichen
Abstand; wenn sie in einem Riemannschen Raume liegen,
so schneiden sie sich in einer einzigen (n — 2)-dimensionalen
Kugel, wenn sie aber in dessen Polarform liegen, in zwei
solchen Gebilden. In der Lobatschewskyschen Ebene giebt
es drei Arten von Kugelgebilden: a) eigentliche Kugelgebilde
mit reellem Mittelpunkte und reellem endlichen Radius,
b) Kugelgebilde mit unendlich grossem Radius und unendlich
entferntem Mittelpunkte, ¢) Kugelgebilde mit imagindrem
Radius und idealem Centrum, deren Punkte von einer festen
(n — 1)-dimensionalen Ebene gleichen Abstand haben. Hierauf
niher einzugehen, halten wir nicht fiir notwendig; um so ein-
gehender wollen wir uns mit dem folgenden Satze beschif-
tigen, dessen Hauptteil bereits Herr Beltrami aufgestellt hat:

Jedes Kugelgebilde von v Dimensionen (v <mn) kann als
Raumform betrachtet werden. DBestimmen wir fiir alle nicht
kongruenten Gebilde dieser Art das Ricmannsche Kriimmungs-
mass, indem wir die Ldngeneinheit auf der Kugel gleich der
Lingeneinheit in der Raumform selbst setzen, so bilden diese
Kriimmungsmasse eine stetige Mannigfaltigkeit, welche kein Mazxi-
mum, aber ein Minimum besitzt, und zwar ist das Minimum
gleich dem Kriimmungsmasse der gegebenen Raumform, und das-
Jenige Gebilde, dem dieses Minimum des Kriimmungsmasses zu-
kommt, st die v-dimensionale Ebene. So enthilt jede Lobat-
schewskysche Raumform von n Dimensionen in sich Riemann-
sche, Euklidische und Lobatschewskysche Raumformen vonr
weniger Dimensionen; das Kriimmungsmass fiir eine Riemann-
sche Raumform kann jede beliebige (positive) Grosse annehmen,
dagegen muss das Kriimmungsmass fiir eine Lobatschewskysche
Raumform swischen Null und dem Kriimmungsmass der gegebenen
Raumform liegen; das Krimmungsmass Null kommt dem Kugel-
gebilde mit unendlich grossem Radius zu. In einer Euklidischen
Raumform giebt es nur Riemannsche und Eulklidische Raum-
formen. dJedes in einer Riemannschen Rawmform enthaltene
Kugelgebilde ist wiederum eine Riemannsche Raumform; dagegen
sind alle in einer Polarform des Riemanmnschen Raumes ent-
haltene Raumformen niedrigerer Dimension Riemannsche Riume
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mit Ausnahme der Ebenen, denen die Eigenschaften der Polar-
formen zukommen.

Der Beweis dieses Satzes ist recht einfach. Dass man
die Kugel als Raumform betrachten konne, ergiebt sich un-
mittelbar; als Hauptgebilde auf derselben sind die Schnitte
mit solchen Ebenen aufzufassen, welche auf der Kugel senk-
recht stehen. Das Kriimmungsmass wird am leichtesten bei
einer eigentlichen Kugelfliche mit dem Radius r gefunden,
wo sich ein zweirechtwinkliges Dreieck angeben lisst, von
dem zwei Seiten je gleich }% sin —;;

Seite aus ihrem Gegenwinkel durch Multiplikation mit & sin%

gefunden wird. Wenden wir dies fiir den Fall an, dass die
dritte Seite und ihr Gegenwinkel unendlich klein sind, so
folgt aus Gleichung 12, Art. 11, dass das Kriimmungsmass

sind, wihrend die dritte

gleich —---- ist.

. ?
2 Slll2 7:

Diese Grosse des Kriimmungsmasses ergiebt sich auch
aus dem Zusatze zu Art. 22, wonach bei einem Kreise mit
dem Radius » fiir einen Bogen 2a’, dessen Sehne gleich 2a
ist, die Gleichung besteht:

Lor . a . a

ksin—.sin ————— =k sin—;

k . T k
ksmf

mag 7 reell, unendlich gross oder imaginir sein. Setzt man

k sin% = k', so lautet die Gleichung:
!
18) K sin% =1 sin%-
Nun ldsst sich durch drei beliebige Punkte der Kugel
eine dreidimensionale Ebene legen, welche auf der Kugel
senkrecht steht. Diese enthiélt die Hauptlinien, welche je
zwei der gegebenen Punkte verbinden. Diese Hauptlinien
seien a', b', ¢' und die Winkel, welche je zwei von ihnen
mit einander bilden, seien «, B, . Zu dem Bogen 24/, 20/,
2¢' mbgen die Sehnen 2a, 20, 2¢ gehoren. Dann zeigt eine
einfache stereometrische Betrachtung:
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.a . . b .
sm-k—:sma=sm?:§mﬁ;

demnach folgt aus der Gleichung 18):

.a . b
smr-]b.—,.sma=31n--;7,—.smﬁ.

/

Hieraus leitet man aber mit Leichtigkeit her, dass fiir
ein aus Hauptlinien gebildetes Dreieck auf dem Kugelgebilde
die Gleichungen 8) bis 11) von Art. 8 gelten, wenn % durch
k' ersetzt wird. Vergleicht man noch den ersten Satz von
Art. 10, so folgt hieraus allgemein, dass der reziproke Wert
des Riemannschen Kriimmungsmasses fiir jedes Kugelgebilde

gleich 7?sin? : ist,.
Hieraus ergiebt sich der aufgestellte Lehrsatz. Ist % reell,
so wird A? sin’—;:_— bei hinlénglich kleinem 7 beliebig klein und

- erreicht seinen grossten Wert fiir » = 1k, also fiir eine Ebene.

In der Polarform des Riemannschen Raumes ist nur dann
ein Zusammenfallen von Gegenpunkten auf der Kugel mog-
lich, wenn ihre absolute Entfernung kn betriigt, wodurch der
Satz fiir ein positives 1* allseitig bewiesen ist.

Fiir ein negatives %* wird A? sin’% bei reellem » positiv
und wichst mit wachsendem » von Null bis Unendlich. Wird
g M
k

gativ und wichst mit abnehmendem m von — oo bis l:”.’

r imagindr gleich m + 1k=, so wird k? sm’—k— = k*cos ne-

44. Wir fiigen zwei analytische Beweise des aufgestellten
Satzes bei. Dabei miissen wir zunichst (# — 1)-dimensionale
Kugelgebilde betrachten; man sieht aber sofort, wie man zu
niedrigeren Dimensionen hinabsteigt, nachdem der Satz fiir
eine hohere Zahl von Dimensionen bewiesen ist. Als Glei-
chung der Kugel nehmen wir:

Zn=a(l— ),
wo e gleich k cotangi_ ist. Zur Bestimmung eines ‘Punktes
auf der Kugel nehmen wir die Grossen z,, 2, ...2,—; und

2 N, 2
Yo= (- + al.)”zo ® , wo fiir

Killing, Nicht¢- Euklidische Raumformen. 6
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X P Y ey 2
k2= e = %% gin +
k”yos'l' x1g+ et xn-—l"” k',
Wie bereits erwihnt, ist fir einen Bogen 2a', dessen
Sehne gleich 2a ist:

ist:

a'
E sin—]? = [ sin %
und demnach: '
K2 cos-2—cf- = (k* + o®) cos 2a _ .
k k .
Unter Anwendung dieser Formel ergiebt sich fiir den
sphérischen Abstand #' zweier Punkte:

19) L"cosk-=k Yoot oz + o F Taor 2t

Soll eine Ebene w auf der Kugel senkrecht stehen, so
muss entsprechend der Gleichung T7), Art. 19 sein:
20) s+

o u(,

=0.

Der Schnitt einer solchen Ebene mit der Kugel ist also
durch wy, %, ... t,—; bestimmt, und es besteht fiir dieselben
unter Berticksichtigung von 20) die Relation:

2
ltlyg +u12+ +uu-—1 '—1
und der Winkel ¢ zweier solcher Ebenen folgt aus der
Gleichung:

!
Cos @ = Llso +u’l l+ oo f Up U e

Endlich liefert die Gleichung 18) fiir den sphiirischen
Abstand ¢’ eines Punktes y,, ,...2,—1 von der Ebene
%y ... Ug—y die Gleichung:

!

. e
k' sin -7 = UYo+ 1 Ty F oo F Un—1Yn—1.

Damit ist bewiesen, dass die Grundformeln der analy-
tischen Geometrie auf einem solchen Kugelgebilde giiltig
bleiben, wenn man k in &' verwandelt.

Ein zweiter rein analytischer Beweis benutzt das Bogen-
element, dessen Ausdruck unten (Art. 46, Gleichung 26)
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hergeleitet werden soll. Setzen wir wieder z,= a(l — z,)
B+ o)z, —a®
i P K=y
Formel 26) ohne jeden geometrischen Lehrsatz die Gleichung:
21) ds?=k'*dy 2+ dz2+ - + dza—.%,
wo zwischen den Grossen y,, z, ... 2,—; die Gleichung besteht:
22) k'2=‘k'8?/og+1‘12+'-'+93n—12-

Indem man unter Beriicksichtigung der Gleichungen 21)
und 22) die kiirzeste Linie 7' zwischen zwei beliebigen Punkten
sucht, gelangt man vermittelst einfacher Operationen durch
die Variationsrechnung zu der Gleichung 19) und daraus kann
man durch blosse Rechnung die weiteren Formeln herleiten.

45. Um den Ausdruck fiir das Volumen zu entwickeln,
miissen wir einige rein geometrische Betrachtungen voraus-
schicken. Dabei beschréinken wir uns zunichst auf Euklidische
Raumformen und lassen in einer solchen eine v-dimensionale
Ebene gegeben sein. Dann mogen in einer F, v 4+ 1 Punkte
B, A A4,... A, so liegen, dass sich durch dieselben keine
(v — 1)-dimensionale Ebene legen lisst. Verbindet man je »
von ihnen durch eine (v —1)-dimensionale Ebene, so wird
durch diese v + 1 Ebenen ein endlicher Teil der E, begrenzt.
Derselbe soll eine ,,v-dimensionale Pyramide mit » 41 Ecken*
genannt und mit I7, bezeichnet werden. Um das Volumen
zu bestimmen, ziehen wir durch 4, 4,... 4, Strecken 4, B,,
Ay B, ... A, B,, welche gleich und gleichgerichtet zu 4, B,
sind. Durch die Punkte B,, B, ... B, ist eine zweite Ebene
von v —1 Dimensionen bestimmt. Durch v —1 Punkte 4
und die entsprechenden Punkte B (z. B. durch 4, 4, ... 4,_,
und B, B, ... B,_,) lisst sich eine (v —1)-dimensionale Ebene
legen und diese » Ebenen begrenzen in Verbindung mit den
zwei Ebenen A4,... 4, und B, ... B, einen »-dimensionalen
Korper (g‘ ;') Legen wir jetzt durch B, 4,4,... 4,
eine (v — i)-djn;ensiqnale Ebene, so zerteilt dieselbe den
4,...4

v v\ . B, ] . .
Korper (B B,) in I, [oder ( 4 ... A,) und einen zwei-

-
ten Korper, welchen wir mit [B‘ §2 e By
g e

v

und y, = 3’ 50 folgt aus der

4 :I bezeichnen wollen.

6‘
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Dieser zweite Korper wird begrenzt durch die (v — 1)-dimen-
sionale Ebene, welche durch die Punkte 4,4;... 4, und
B; B, ... B, gelegt werden kann, sowie durch die Ebenen
(B,4; ... 4,), (B;By...B), (B4;B;A,B,...A,B,),
(B, 43 B, 4, B,...)... In der (v —1)-dimensionalen Ebene

(4, ... 4,, By ... B,) ist der Korper (11:2 ﬁ') wieder zerleg-
g ... D,

B, ) . . [Bz Dy ... B,] .
4,... A, und einen Korper. 4, ... A

dann ist der in einer (v — 2)-dimensionalen Ehene liegende

bar in eine IT, _, (

. By...B)\ _. . (B
Korper ( A: A,) wieder zu zerlegen in ( 8 A,.) und

, A ...
(B,, B,... 3,.) ]
4,... 4, u. 8. W.

Es zerfillt also der Korper:

A .. AN . . B,
(Bl .--B) in v Korper (A A)’

K] M

(B1 ), (131 )-_.(Bl )
B, A4, Ay ... A’ \B, By A 4, ... A, B,B,...B, A,

welche der Kiirze wegen mit I1,Y, I1,°... I1,* bezeichnet wer-
den sollen. ’

Nun fiihren wir folgende Bezeichnungen ein: Wenn
4, ... 4, die Ecken eines (v — 1)-dimensionalen Kérpers sind
und die Strecken A4, B,, 4; B, ... A4, B, simtlich einander

gleich und parallel sind, so mige der Korper (;1 z;;) als
... B,

v-dimensionales Prisma, (4, ... A,) als sein Grundkdrper und
der Abstand der Ebenen (4, ... 4,) und (I3, ... B,) als seine
Hohe bezeichnet werden. Wenn aber die séimtlichen (v — 2)-
dimensionalen Ebenen, welche den (v —1)-dimensionalen
Korper (4,... 4,) begrenzen, mit einem Punkte B durch
(v — 1)-dimensionale Ebenen verbunden werden, so soll der
dadurch begrenzte Korper als v-dimensionale Pyramide, der
Korper (4,...4,) als Grundkérper und der Abstand des
Punktes B von der Ebene (4, ... 4,) als die Hohe bezeichnet
werden. Bekannte Betrachtungen lehren folgende Siatze:

Prismen von gleichem Grundkdrper und gleicher Hohe
haben gleiches Volumen.
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Eine v-dimensionale Pyramide wird durch parallele (v —1)-
dimensionale Ebenen in Korpern geschnitten, deren Volumina
sich verhalten wie die (v — 1)t Potenzen der Abstinde der
Schnittebenen vom Scheitel.

Pyramiden von gleichen Grundkorpern und gleichen Hohen
sind gleich.

Verbinden wir damit die oben gelehrte Zerlegung eines
v-seitigen Prismas in » Pyramiden, so folgt:

Jede v-dimensionale Pyramide ist der wvt¢ Teil eines
Prismas, welches mit ihr gleichen Grundkorper und gleiche
Hohe hat.

Als Einheit des Volumens in einer »-dimensionalen
Euklidischen Ebene wihlen wir dasjenige »-dimensionale
Prisma, fiir welches siimtliche Kanten, die in demselben Eck-
punkte zusammenstossen, auf einander senkrecht stehen, und
in welchem jede Kante gleich der Lingeneinheit ist. Um
dasselbe zu konstruieren, gehen wir vom Quadrat aus, dessen
Seiten gleich der Lingeneinheit sind, errichten in dem einen
Eckpunkte auf der Ebene E, desselben eine Senkrechte gleich
der Léngeneinheit, ziehen durch die andern Eckpunkte Strecken,
welche zu dieser Senkrechten gleich und parallel sind; in einem
Eckpunkte dieses Kubus errichten wir auf der Ebene E, des-
selben eine neue der Liingeneinheit gleiche Senkrechte und
ziechen durch die andern Eckpunkte Parallele von derselben
Liénge; wiederum errichten wir auf der Ebene E, dieses
Korpers in einem Eckpunkte eine Senkrechte von derselben
Lénge und gelangen wir mit Hiilfe von Parallelen zu einem
H-dimensionalen Korper u.s.w. Alsdann erhalten wir den
Satz:

Das Volumen eines Prismas ist gleich dem Produkte aus
Grundkorper und Hohe.

46. Diese fiir die Euklidischen Raumformen allgemein
geltenden Gesetze behalten in den Nicht-Euklidischen Raum-
formen ihre Giiltigkeit nur bei, wenn sie auf ein unendlich
kleines Gebiet beschrinkt werden. Konstruiert man bei un-

beschrinkt wachsendem a mit % der Liingeneinheit als Kante
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einen v-dimensionalen iiberall rechtwinkligen Korper, so muss
dessen Volumen gleich a—lv gesetzt werden.

Fir krumme Gebilde muss (nach den Entwicklungen des
Art. 29) fiir einen unendlich kleinen Teil die Ubereinstimmung
mit einem auf der Tangentialebene liegenden unendlich kleinen
Gebiete angenommen werden.

Indem wir diese Voraussetzungen machen, nehmen wir
in der Umgebung eines Punktes # auf dem Gebilde » Punkte
z+4+dx, x4+ dyx... 2+ dyz beliebig an. Das Volumen des
hierdurch bestimmten Korpers soll mit ¥, bezeichnet werden;
dann besteht die Gleichung:

Nkxy 2 ..oxe | |kxy 2z, ... Ta
kd, 7, d,z, ... dzs| |kd, z,d,2, ... d 2z
98) BGY VA= © -l ]

kdyxydoz, ... dyx,| |kdyxy dyx, ... dyTs
wo der Ausdruck auf der rechten Seite eine Summe von

(: I i) Quadraten darstellt. Dieser Ausdruck kann nach

einem bekannten Determinantensatze als eine einzige Deter-
minante (v + 1)** Ordnung dargestellt- werden; dann wird
die rechte Seite:

Bal+zl++x Bayd xg++2,d za .. EP2yd, Xyt A Zady 2
K xod a:o+ +x,.d z, Kd, xod xo+ +d, x,.d Zn... kP d,xod xo+ -+d, x,.d Zn

]c’xod Zy+ +x,.d Zn k dlxod Lyt +d x,.d,x,. k d xod Zyt- +d x,.d Zn

Beriicksichtigen wir die bekannte Gleichung zwischen
Zy...Z, und die daraus folgende:

24) Bz dz,+ 2, dx,+ -+ + 2. dz, = 0,
so nimmt die Gleichung 23) auch folgende Gestalt an:
)2 Vri=
Bdzyd zg+dizd 2+ + A Zad  Zn ... BB 2y . dy Tyt +dy T . dyZn
25) { |k d, % d, xo+ +d, z,.d,x,. . k2d, % d, xo+ +d,x,d z,

deo da:o+ +d:v,,da:,. deodx+ +dx,..d,:r,.
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Speziell fir v =1, wo V; durch das Bogenelement ds
zu ersetzen ist, liefert die Gleichung 25):

26) ds®=Edz?+ dz2+ - - + dx?,
wo dz statt d, x geschrieben ist.

Der Beweis ist sehr einfach. Man beachte nur, dass die
rechte Seite von 23) sich bei Verwandlung in ein beliebiges
Weierstrasssches Koordinatensystem nicht #ndert. Nun
withle man dasselbe so, dass

r=Ty=- =2,=0, dxy=dzs=--=dx,=0,

Gryg=dyx,= - =dyza=0, ...dZyp1= - =d,2,=0
ist.

Durch diese Wahl, welche immer mbglich ist, geht die
rechte Seite von 23) iiber in k*(d,z, .dyz,.d3 2y ... d,2,)%
Es bedeutet aber d, x, die Seite, d; z, die Hohe des Dreiecks
(z,z+dyz, x+ dyz), also d, z, .dyz, die doppelte Fliche
desselben. Ebenso ist dyz, die Hohe der Pyramide

@, z+dz, x4+ dyz, z+dyz) u s w

47. Um die geometrische Bedeutung der Grossen dz an-
zugeben, errichte man im Punkte z eine auf dem Linien-
elemente ds senkrecht stehende Ebene E,_;; deren Koordi-
‘naten seien u,, u, ... %,. Ferner seien ' ... 'y die Koordinaten
irgend einer durch ds gelegten Ebene. Dann gelten die Glei-
chungen:

1
U
wydzg+u' dz +-- ' dz, =0, —3°

2
Brydry+z do,+ - +2,dz, =0, Tyug+2, 0+ +Tptty=0.

+u' u e u U, =0,

Da diese Gleichungen gelten, wie auch immer die Ebene
u' im iibrigen gewidhlt ist, so miissen die Grossen A*dux,,
dz, ...dz, den Grdssen u,, %, ...u, proportional sein, und
die Vergleichung mit 26) liefert das Resultat:

27) Kdzy=u,.ds, dr,=u,.ds...dx,= u,ds,

oder:

Errichtet man auf der von den unendlich nahen Punkten
« und z + dz begrenzten Geraden ds eine senkrechte (n —1)-
dimensionale Ebene, und hat dieselbe vom Anfangspunkte der
Koordinaten den Abstand ¢ und bildet sie mit der Ebene
z,= 0 den Winkel «, so ist:
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28) KBdxy=ds.k sin 2, dz,=ds.cose, ...dx,=ds . cOS .

k
- Zu demselben Resultate gelangt man, wenn man be-
achtet, dass fiir o, =% sin—‘;c'— zugleich dz, = da, . cos% ist,

und wenn man da, durch ds ausdriickt und die Gleichung 8),
Art. 8 fiir » -=—72E anwendet.

Beildufig ergiebt sich hieraus der Satz:

Gehen von einem Punkte a zwei unendlich kleine Strecken
ds und 0s aus und sind die Koordinaten fiir den Endpunkt
der einen z + dz und fiir den der andern x + 0z, und bllden
beide den Winkel ¢, so ist:

29) ds.ds.cosp = A*dx,0x)+ dz, 0z, + --- + dz, dx,.

§ 3. Die projektivischen Eigenschaften
des n-dimensionalen Raumes.
48. Sind n + 2 Ebenen u° u!...u"t! gegeben und wird
der Kiirze wegen

ksin-%" =go (fir «=0,1...n+41)

gesetzt, wo 7, den Abstand eines Punktes x von der Ebene
u® bezeichnet, so gelten nach Gleichung 5), Art. 38 die
Gleichungen: '
Qu= o, + 2, 0, %+ - -+ + T, u,".
Aus diesen Gleichungen lassen sich die Grossen z,,
Z, ... Zat1 herausschaffen und es folgt die wichtige Relation:

1) Qo+ @ 0+ - + @ 0nF Cnp10at1=0.

Hier sind die Koeffizienten « Determinanten (n 4 1)t
Grades, deren Elemente die Grossen u,* sind. Da aber die
Relation 1) sich durch Uménderung des Koordinatensystems
nicht @ndert, so kionnen diese Koeffizienten nur von der gegen-
seitigen Lage der Ebenen abhingen. Das giebt den Satz:

Zwischen den Stnus der Abstinde eines Punktes von n + 2
Ebenen besteht eine homogene lineare Gleichung, deren Koeffi-
zienten von der Lage des Punktes unabhingig und durch die
gegenseitige Lage der Ebenen bestimmi sind.
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Wir haben die Koordinaten z,, x, ...z, ohne vorher-
gehende Begriindung aufgestellt. Obwohl durch die Einfach-
heit der Formeln, die sich bei ihrer Benutzung ergeben, die
innere Berechtigung derselben hinlinglich bewiesen ist, er-
scheint es angebracht, diese Berechtigung auf einem direkten
Wege zu zeigen. Zu dem Ende wollen wir zunichst die
Formel 1) aus dem Sinussatze herleiten; da diese Formel aber
geniigt, um die projektivischen Eigenschaften zu untersuchen,
80 wollen wir die wichtigsten von ihnen in diesem Paragraphen
zusammenstellen. Im folgenden Paragraphen werden wir dann
zeigen, wie man von den Grossen ¢ zu den bisher benutzten
Grossen z gelangt.

49. In den Formeln der Trigonometrie treten die Strecken
niemals fiir sich auf, sondern vor allem die Sinus ihrer Linge
(nachdem letztere durch % dividiert ist). Es muss daher unsere
Aufgabe sein, Beziehungen zwischen den Sinus der Abstinde
eines Punktes aufzusuchen.

Liegen vier Punkte 0, 1, 2, 3 in einer Geraden, so gilt
die Gleichung:
.03 .2 .13 .01 .2
7 sm -+ smm g s -+ sin % S|y
wo (tx) den Abstand der Punkte ¢ und x nach Grosse und
Richtung bezeichnet. Wihlt man die Punkte 0, 1, 2 fest
. ( <
und 3 beweglich und setzt man % sin —;?; k sin—lig)-, L sin 2’3
resp. gleich g, ¢,, 0;,, so kann man diese Gleichung auch
schreiben:

sin

.=0,

@00+ @, 0, + a3 0= 0.

Diese Gleichung gilt auch fiir die Winkel, welche um
denselben Punkt in einem Biischel liegen. Sind daher in
einer zweifach ausgedehnten Raumform vier Gerade (Haupt-
linien) O, 1, 2, 3 gegeben, von denen sich die beiden ersten
und ebenso die beiden letzten in einem Punkte schneiden, so
mogen 0,, 0,, 0, @3 die angegebene Bedeutung fiir die vier
gegebenen Geraden (Hauptlinien) und o' fiir diejenige Haupt-
linie haben, welche den Schnittpunkt von O und 1 mit dem
von 2 und 3 verbindet. Dann gelten die Relationen:
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0'=%00+ %, 05 0 = %0, + %505,
also folgt:

@0+ @ 0+ 20, + a305=0.

Diese Relation gilt auch auf der Oberfliche einer Kugel und
also auch fiir die Abstinde eines Punktes von vier Ebenen
E,, welche im dreifach ausgedehnten Raume durch denselben
Punkt gehen. Wenn also im dreidimensionalen Raume fiinf
Ebenen 0, 1...4 gegeben sind und die ersten drei sich in
einem Punkte, die letzten beiden sich in einer Geraden
schneiden, so lege man durch den Schnittpunkt und die
Schnittgerade eine neue Ebene und lasse g, ¢, ... 0, fiir die
gegebenen Ebenen, ¢’ fiir die neue Ebene die angegebene
Bedeutung haben, dann ist ¢' eine lineare Funktion von g,,
0,, 0; und ebenso von g4, g,; folglich sind auch g, o, ... 0,
durch eine lineare Gleichung verbunden. In derselben Weise
fahre man fort, und mache die Voraussetzung, dass jedes
Mal die v ersten Ebenen durch einen Punkt und die beiden
letzten durch eine (v — 2)-dimensionale Ebene gehen; dann
gelangt man auf dem angegebenen Wege zu der Gleichung 1).
Sollte aber die gemachte Voraussetzung nicht eintreffen, so
fiige man Ebenen passend hinzu, so dass man Systeme von je
2 + 2 Ebenen erhilt, von denen jedes der Voraussetzung ge-
niigt und welche gestatten, aus den erhaltenen Gleichungen
die Abstinde von den hinzugenommenen Ebenen zu entfernen.

50. Ich indere den Beweis insoweit ab, dass wir kein
Kugelgebilde hinzunehmen miissen und nur den Satz an-
wenden: :

Wenn drei E,_, sich in einer E,_; schneiden, so be-
steht zwischen den Sinus der (durch % dividierten) Abstinde
eines beliebigen Punktes von denselben eine homogene lineare
Gleichung.

Nun seien % + 2 Ebenen E° E!... E**! (je von n —1
Dimensionen) gegeben; die ersten # mogen sich in einem
Punkte ¢,, die letzten beiden in einer E,_s schneiden. Durch
diesen Punkt und die E,_; legen wir eine neue (n — 1)-
dimensionale Ebene F'*. Diese hat mit E»—! eine den Punkt
¢, enthaltende (n — 2)-dimensionale Ebene gemeinschaftlich,
und da die #» —1 Ebenen E° E!... E*—2 sich in einer



§ 8. Die projektiv. Eigenschaft. des #- dimensional. Raumes. 49—51. 91

Geraden e, schneiden, welche ebenfalls den Punkt e, enthilt,
so lisst sich durch ¢, und den Schnitt von F! und E»—?! eine
Ebene F2 legen. Die Ebenen E° E!... En»—8 schneiden sich
in einer Ebene ¢,, und die Ebenen F? und E»—*% in einer
(n — 2)-dimensionalen Ebene; durch diese und durch e, lisst
sich eine Ebene F'® legen, da die bestimmenden Ebenen die
Gerade e, gemeinschaftlich haben. Ferner schneiden sich die
Ebenen E° E!... E*—* in einer dreidimensionalen Ebene e;
durch dieselbe und durch den Schnitt von F'® und E»—3 lédsst
sich wiederum eine Ebene F* legen u. s. w. Endlich schnei-
den sich E° E' E? in einer Ebene e¢,_s, und durch diese und
den Schnitt von F*—3 mit E® lisst sich eine F"—? legen;
durch den Schnitt von E° mit E! und von F*—2 mit E?
lisst sich eine neue Ebene F*—! legen.

Nun seien 7, ... 7,4+, die Abstiinde eines Punktes von den
gegebenen Ebenen E°... E*+! s ...s,_, die Abstiinde des-

selben Punktes von F'... F»—=1 und es werde £ sin r—’::—wga,

ksin—';ciwsa gesetzt. Wenn jetzt By ... 841, #;... Pa—2 ge-

wisse Konstante bezeichnen, so gilt das Gleichungssystem:
6, =4 On+ Brt1 Ont1
Oy =71 01+ fa—1 0n—1
Oy =73 O3 -+ fn—s Qn—2

On—3="Vn—3 Op—3 +ﬁ3 Q3
On—1=Yn—20n—2Ff; 03
On1=P; 0,+ B0 0o
Aus diesen n Gleichungen kann man die n — 1 Grossen o
mit Leichtigkeit entfernen und gelangt zu der Gleichung 1).
51. Die geometrische Bedeutung der Koeffizienten « in
der Gleichung 1) soll nur fiir den Fall gesucht werden, dass
die ersten #n 4+ 1 Ebenen sich zu je #» in einem Punkte schnei-
den. Jeden Schnittpunkt von % solchen Ebenen bezeichnen
wir als einen Fundamentalpunkt und diejenige Ebene, welche
die iibrigen Fundamentalpunkte enthilt, als die ihm gegen-
tiberliegende Grundebene. Den Abstand des i%® Grundpunktes
von der ihm gegeniiberliegenden Grundebene bezeichnen wir
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mit -#; und den Abstand desselben Punktes von der (n + 2)te®

Ebene mit m; und setzen:
. Mm; . n;
2) k sin T bis k sin 3 = v

Lassen wir den verinderlichen Punkt des Raumes mit
dem ¢t Grundpunkte zusammenfallen, so geht die Gleichung
1) iiber m wvi + tupap = 0.

Wir kbnnen also die Koeffizienten in 1) durch die Grossen
@ und v ausdriicken und erbalten die Gleichung in der Form:

= o t T .
3) On+1 'Vo 00 + v, 91 + + v, Ony

wo die Bedeutung der Koeffizienten durch die Gleichungen 2)
angegeben ist.

92. Wendet man die Relation 1) auf » + 2 Punkte an
und gebraucht Doppelindices, so dass g, die angegebene
Funktion ist fiir den Abstand der t**® Ebene vom k' Punkte,
so gelten die Gleichungen:

00+ &0+ -+ tp10n41,5 =0,
k=0,1...n+41
Da die Grossen « nicht séimtlich verschwinden, so muss
die Determinante der ¢,; verschwinden und es lassen sich

Koeffizienten f,, B, ...B.,+1 in der Weise bestimmen, dass
auch umgekehrt fiir jedes ¢ ist:-

ﬁo(ho + ﬁl Qu1 + oo + pn+19:,n+l = 0.

Die Koeffizienten g sind denjenigen Unterdeterminanten
von | Qx| proportional, welche mit 9.0, ©.1... 0, 2+1 bei be-
liebigem ¢ multipliziert werden; sie sind also von den Grossen
0.0, Q1 -0, nt1 unabhéingig, und da dies fiir simtliche Werke
von ¢ gilt, so sind sie von den Ebenen ganz unabhingig und
durch die n + 2 Punkte bestimmt. Bezeichnet man also die
Abstiinde einer beliebigen Ebene von 7 + 2 Punkten mit s,

8 ... Sat1 und setzt % sin >* = 6, so besteht die Relation:

S

%
4) BoGo+ B0, + -+ + Bat1 Gnp1 =0,

wo die Koeffiizenten § von der gewiihlten Ebene unabhingig

sind. .
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Auch diese Relation hitte man direkt in derselben Weise
herleiten konnen, wie es mit der Relation 1) geschehen ist.

Verbindet man wieder je n der ersten #» + 1 Punkte durch
eine (n — 1)-dimensionale Ebene, bezeichnet den Abstand des
it Punktes von seiner Gegenebene mit n; und den Abstand
der ite® Ebene vom n 4 2% Punkte mit /; und setzt:

5) Lsmk-=v,, Lsmg=ﬂ.,,
go lassen sich die Koeffizienten bestlmmen, und man erhilt
die Relation 4) in folgender Form

, A4 Aa
" -1 oo+ L0,
6) o'n+1 v, 60 + v, 61 + + v,

53. Wir behalten die Voraussetzung bei, dass die ersten
n +1 Ebenen sich zu je # in einem Punkte schneiden. Lassen
wir jetzt den Punkt, dessen Abstinde von den %+ 2
Ebenen durch die Gleichungen 1) oder 3) verbunden sind,
auf der (n + 2)t» Ebene liegen, so wird g,4+; =0 und es be-
- steht fiir alle Punkte, welche auf dieser Ebene liegen, die
Gleichung:

7 “090"':"_191“‘“""5‘"9”"07
1 n

wo die w und v die durch Gleichung 2) angegebene Bedeu-
tung haben. Betrachten wir also die ¢ als die Koordinaten
eines Punktes, so ist die Gleichung der Ebene homogen und
linear. Nun bestimmen aber schon die Verh#ltnisse der ¢
den Punkt (bis auf seinen Gegenpunkt) vollstindig. Es macht
also keinen Unterschied, wenn wir noch 7 4 1 Konstante p,,
?1---Pn annehmen, p, 0o = Yo, ¥ 01 =Y .- ¥» @x = Y setzen
und die Grdssen ¥y,, ¥, ...¥s als Koordinaten betrachten.
Kennt man dann denjenigen Punkt, fiir welchen y, =y, =y,
= ... =y, ist (den Einheitspunkt), so ist durch das Verhiltnis
der Grossen y jeder Punkt (bis auf seinen Gegenpunkt) bestimmt.

Die Gleichung der Ebene nimmt jetzt die Gestalt an:
Koyt Byt By 0

VoVl 7 Vn 7 n
Diejenige Ebene, fiir welche —-0 — . . Br st
Voo Vi % Va Vn

heisst die Einheitsebene. Legt man durch den Einheitspunkt



94 Zweiter Abschnitt: Der n-fach ausgedehnte Raum.

und die Schnittebene von y,= 0, y, =0 eine Ebene, so trifft
dieselbe die gegeniiberliegende Kante in einem Punkte, fiir
welchen alle y bis auf y, und y. verschwinden und diese
einander gleich werden: y, =y, Dieselbe Kante trifft aber
die Einheitsebene in dem Punkte y.+ y.= 0. Diese beiden
Punkte liegen aber (wie die obigen Betrachtungen lehren und
unten nither gezeigt werden soll) harmonisch zu den auf der-
selben Kante liegenden Eckpunkten der Fundamentalpyramide.
Somit bestimmt die Einheitsebene und der Einheitspunkt auf
jeder Kante zwei Punkte, die zu den Eckpunkten harmonisch
liegen. Beiliufig ergiebt sich daraus der Satz:

Liegen im Raume n + 1 Punkte (Fundamentalpunkte) und
legt man durch cinen belicbigen Punkt des Raumes und je n —1
von thnen eine (n — 1)-dimensionale Ebene und bestimmt auf der
Verbindungsgeraden der beiden letzten 2u diesen beiden und dem
Schnittpunkte mit der konstruierten Ebenc den vierten harmoni-
schen Punkt, so liegen diese (n ;- 1) Punkte in einer (n — 1)-
dimensionalen Ebene. V

Infolge der Gleichung 2) entspricht die Bedeutung der
wi

Grossen ganz der Bedeutung der Grossen y. Wir be-

trachten sie daher als die Koordinaten einer Ebene. Dann
lehrt die Gleichung 4) oder 6), wenn man die Ebenen durch
denselben Punkt hindurchgehen lésst, dass zwischen den
Koordinaten dieser Ebenen eine homogene lineare Gleichung
besteht. Wir fassen diese Entwicklungen in dem Satze zu-
sammen: )

Geht man von n +1 Punkten aus, welche nicht in einer
Ebene liegen und verbindet man je n durch eine (n— 1)-dimen-
sionale Ebene, und betrachiet man die mit gewissen Konstanten
multiplizierten Sinus der (durch k dividierten) Abstinde eines
Punktes von den n —1 Ebenen als Koordinaten y des Punktes
und entsprechend die Sinus der Abstinde einer Ebene von den
n 4+ 1 Punkien (ebenfalls mit gewissen Konstanten mullipliziert)
" als die Koordinaten v der Ebene, so geniigen die Koordinaten y
simtlicher auf einer Ebene gelegenen Punkte einer homogenen
linearen Gleichung und ebenso die Koordinaten v simitlicher durch
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einen Punkt gehenden FEbenen. Die Deziehung der Grissen 'y
und v wird einc besonders enge, wenn die Wahl des einen Systems
von Konstanten so getroffen wird, dass der Punkt (1, 1...1) 2u
der Ebene (1...1) in Bezug auf die Koordinatenpyramide har-
monisch liegen. DBetrachiet man dann in der Gleichung:
YBYotviYit o FuaYa=0
die Grossen vy, v, ... v, als konstant, die y als verdnderlich, so
liegen die Punkte y auf derjenigen Ebene, deren Koordinaten
nach der andern DBestimmung v, ... v, sind; betrachtet man aber
die y als konstant, die v als verdnderlich, so gehen alle Ebenen
v, welche dieser Gleichung geniigen, durch denjenigen Punkt, dessen
Koordinaten durch die Verhdltnisse y,:y,:...:Ya gegeben sind.
Die Gleichung 3) lehrt, dass die Transformation der
Koordinaten y in ein anderes System derselben Art durch
lineare Gleichungen vermittelt wird. Dasselbe lehrt die Glei-
chung 6) fiir die Koordinaten v.

54. Wenn y,...y, und y'y...y', die Koordinaten zweier
Punkte sind, so hat jeder Punkt der durch dieselben gehen-
den Geraden die Koordinaten xy,+ x'y'y... xy.+ x'y's. Fiir

vier Punkte v, Yy, xy+ 'y, iy+ 1y bezelchnet der Bruch
%

2’ l’
Koordinatensystem unabhingig, und seine geometrische Be-
deutung entspricht ganz der bekannten, wenn man die Ab-
stdnde selbst durch ihre Sinus ersetzt. KEbenso seien v und
v' zwei Ebenen; dann gehdren die Ebenen xv+x'v' dem-
selben Biischel an. Das Doppelverhiltnis wird in entsprechen-
der Weise definiert. Entsprechendes gilt fiir mehrere ¢-di-
mensionale Ebenen, welche sich in einer (¢ — 1)-dimensionalen
Ebene schneiden. Demmnach haben die Sitze iitber Doppel-
verhéltnisse und speziell iiber harmonische Teilung allgemeine
Giiltigkeit.

55. Wenn im Raume von n Dimensionen ein (r —1)-fach
ausgedehntes Gebilde gegeben ist, so liegen die sdmtlichen
Geraden, welche einen Punkt des Gebildes mit einem unend-
lich nahen Punkte desselben verbinden, auf einer (n—1)-di-
mensionalen Ebene, der Tangentialebene des Punktes. Ge-
nfigen die Koordinaten y desselben einer homogenen Gleichung

das Doppelverhiltnis; dasselbe ist von dem gewihlten
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vte2 Grades, so legen wir demselben die »t¢ Ordnung bei,
und wenn die Koordinaten v seiner Tangentialebenen durch
eine homogene Gleichung u'*® Grades verbunden sind, so be-
zeichnen wir dasselbe als ein Gebilde u'e* Klasse. Die Ord-
nung hingt also ab von der Zahl der Schnittpunkte des
Gebildes mit einer Geraden, die Klasse von der Zahl der
durch eine (n — 2)-dimensionale Ebene gehenden Tangential-
ebenen. Fiir ein Gebilde zweiter Ordnung ist in bekannter
Weise der Satz herzuleiten:

Soll die Verbindungslinie eines festen und eines beweglichen
Punktes das Gebilde in zwei Punkten treffen, welche zu den
beiden ersten harmonisch liegen, so ist der Ort des beweglichen
Punktes eime (n — 1)-dimensionale FEbene, die Polarebene des
festen Punktes. .

Ebenso zeigt man mit Leichtigkeit den Satz:

Bewegt sich ein Punkt in einer o-dimensionalen Ebene, so
dreht sich seire Polarebene um eine (n — o — 1)-dimensionale
Ebene; lisst man einen zweiten Punkt auf der zweiten Ebene
sich bewegen, so dreht sich die Polarebene um die erste Ebene;
trgend zwei Punkte der beiden Ebenen liegen harmonisch zu den
beiden Punkten, in denen thre Verbindungsgerade das Gebilde
trifft.

Da die Polarebene eines Punktes, der dem Gebilde selbst
angehort, mit der Tangentialebene zusammenfillt, so leitet
man aus der Gleichung in Punktkoordinaten in einfacher
Weise die Gleichung in Ebenenkoordinaten her. Dann er-
geben sich die Sitze:

Das Gebilde zweiter Ordnung ist auch zweiter Klasse.

Wenn ein Punkt sich auf einem Gebilde zweiter Ordnung
bewegt, so beriihrt die ihm in Bezug auf ein zweites qua-
dratisches Gebilde zugeordnete Polarebene ein drittes Gebilde
zweiten Grades.

56. Wihlt man den ersten Eckpunkt des Koordinaten-
systems willkiirlich, jedoch nicht dem Gebilde angehorig, so
geht die Polarebene nicht durch den Punkt hindurch. Fillt
dieselbe nicht in das Gebilde, so kann man auf derselben
einen Punkt, der dem Gebilde nicht angehort, als zweiten
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Eckpunkt der Koordinatenpyramide wihlen. Zu der Ver-
bindungsgeraden dieser Punkte giebt es eine (n — 2)-dimen-
sionale Polarebene; gehort auch diese dem Gebilde nicht an,
s0 nehme man auf ihr einen Punkt, welcher nicht auf dem
Gebilde liegt u.s. w. Wenn also ein quadratisches Gebilde
gegeben ist, so lassen sich # 4 1 nicht in einer Ebene liegende
Punkte so wihlen, dass die Polarebene eines jeden unter ihnen
durch die iibrigen hindurchgeht; von denselben liegt entweder
keiner auf dem Gebilde, oder es lassen sich » — » nicht in
einer (n — v — 2)-dimensionalen Ebene liegende und dem Ge-
bilde nicht angehérende Punkte so bestimmen, dass die
(v —1)-dimensionale Polarebene derselben ganz in das Gebilde
* hineinfsllt. Wihlen wir diese Punkte als Eckpunkte der
Koordinatenpyramide, so stellt sich die Gleichung in der
Form von Quadraten dar; im letzten Falle haben » Quadrate
den Koeffizienten Null. Die Gebilde der ersten Art, deren
Determinante nicht verschwindet, heissen eigentliche Gebilde
aweiter Ordnung, die der letzteren Art Kegelgebilde.

Die eigentlichen Gebilde zweiten Grades werden unterschieden
nach der Dimension der Ebenen, welche denselben angehioren.
Die Zahl der Dimensionen muss fiir diese Ebenen kleiner sein

als g Sobald auf dem Gebilde eine v-dimensionale Ebene liegt

und durch diese sich keine dem Gebilde angehirige Lbene von
mehr Dimensionen hindurchlegen ldsst, giebt es auf dem Gebilde
nur Ebenen von v Dimensionen, und zwar eine oder swei Scharen
von einer bestimmien Ausdehnungseahl. Die Darstellung der
Qleichung durch n + 1 Quadrate ldsst diese Zahl v sofort er-
kennen. Haben alle Quadrale dasselbe Zeichen, so ist das Ge-
bilde imagindr; haben n Quadrate dasselbe Zeichen, eines das
entgegengesetzte, so ist das Gebilde reell, aber auf demselben licgt
keine gerade Linie; weichen zwei Quadrate in shrem Zeichen von
den iibrigen ab, so enthdlt das Gebilde gerade Linien, aber Leine
~ Ebenen. Wenn fiir n > 4 drei Zeichen von den iibrigen ver-
schieden sind, so enthdlt das Gebilde zweifach ausgedehnte Iibenen.
Sind allgemein @ Zeichen positiv und & Zeichen mnegativ, wo
e+ o=n+1 it so ist dic Zahl der Dimensionen fiir die auf
dem Gelilde liegenden Ebenen, wofern ¢ = ¢ 1ist, gleu,h o—1,

Killing, Nicht- Euklidische Rau:nformen.
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und wofern @ und o ungleich sind, gleich der kleineren vermindert
um Eins.
Wenn niamlich die Gleichung die Form annimmt:

8) ¥’y + Y -y Y Yro— P+ 92 M +9a7=0,
wo alle Quadrate bis auf die von y,, y;, ¥, ... y2o—1 positiv
sind, so gehort die Ebene:

9) Y=Y, Y=Ys--- Yso—2=Yig—1, Y2o=Yrp+1=:+-=Ya=0,
welche (¢ — 1)-dimensional ist, dem Gebilde an. Die obige
Gleichung liefert bereits 2¢ derartige Ebenen. Stellt man
aber die Gleichung durch irgend andere n +1 Quadrate dar,
so muss die Zahl der positiven und der negativen Zeichen
nach einem bekannten Satze ungeiindert bleiben (Baltzer,
Determinanten, § 13, 15). Ist aber umgekehrt eine (o —1)-
dimensionale Ebene gegeben, welche auf dem Gebilde liegt,
so lisst sich ein Koordinatensystem angeben, bei dessen An-
wendung die Gleichung des Gebildes in der Form 8) und die
gegebene Ebene durch 9) dargestellt wird.

Ich bezeichne mit (n, @) den Unendlichkeitsgrad, in
welchem (¢ —1)-dimensionale Ebenen auf (n —1)-dimen-
sionalen quadratischen Gebilden vorkommen. Zunichst suche
ich alle diejenigen derartigen Ebenen, welche durch den Punkt
Yo=Y, Ys=Ys= -+ = Y» =0 gehen und welche infolge dessen
in der Ebene y,=y, liegen. Diese werden erhalten, wenn
man durch den Punkt und eine (p — 2)-dimensionale Ebene,
welche dem Gebilde:

Yo=4=0, Y'—y’+ - +yse—s’—YPao—1®+Y2o"+ Yroa 2+ +ya’=0
angehort, eine Ebene von ¢ — 1 Dimensionen legt. Demmnach
gehen durch jeden Punkt des Gebildes (¢ — 1)-dimensionale

Ebenen, deren Schar eine [¢(n--2, ¢ — 1)]-fache Mannig-
faltigkeit bildet. Daraus folgt die Gleichung:

v(me)=v(n—2,e—-1+n—e
Nun ist offenbar ¢ (n,1) =n —1, also folgt:
v(n,2)=2n—5, ¥(n,8)=3n—12
und allgemein:

10) #’(",0)=on—i(3"2;1).
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) l, so fithrt diese Betrach-

tung auf zwei Scharen von (¢ — 1)-dimensionalen Ebenen,
welche auf dem Gebilde liegen; jede Schar hat die durch 10)
angegebene Ausdehnungszahl, némlich ¢ (¢ — 1).

Ist n ungerade und ¢ = n+

97. Jedes Kegelgebilde hat eine singulire Ebene, fiir
deren Punkte die Polarebene unbestimmt wird, wihrend die
Polarebenen aller andern Punkte (also auch die Tangential-
ebenen des Gebildes) durch die singulire Ebene hindurch-
gehen. Die Kegelgebilde zweiter Ordnung werden zunichst
nach der Dimensionszahl der singuliren Ebene eingeteilt und
man unterscheidet Kegelgebilde mit Spitze, mit Doppelgerade,
mit Doppelebene von zwei, drei etc. Dimensionen. Jede
dieser Gruppen zerfillt wieder in verschiedene Arten nach der
Zahl der Dimensionen der dem Gebilde angehdrenden Ebenen.
Wenn néimlich bei der Darstellung durch Quadrate die u
nicht verschwindenden dasselbe Zeichen haben, so ist nur
die singuléire Ebene reell; haben aber g derselben ein anderes

Zeichen als die iibrigen, und ist ¢ < » und hat die singu-

2
lire Ebene v Dimensionen, so enthilt das Kegelgebilde

(v + ¢)-dimensionale Ebenen. In einer (n —» — 1)-dimen-
sionalen Ebene konstruiere man ein quadratisches Gebilde,
nehme ausserhalb derselben die v-dimensionale singulire
Ebene beliebig an und lege durch jeden Punkt des Gebildes
und die Ebene eine (v + 1)-dimensionale Ebene, so bildet
deren Gesamtheit das Kegelgebilde.

Wenn die Gleichung eines quadratischen Gebildes in
Punktkoordinaten ist Za,y. =0, so lst dle Gleichung des-

selben Gebildes in Ebenenkoordinaten paid E = 0, wofern kein

Koeffizient a verschwindet. Wenn aber etwa a,=a,=...=a, 0
ist, so wird das Gebilde in Ebenenkoordinaten dargestellt
durch die » + 2 Gleichungen:

L n

Uy
vn_—=,v|-=...=1,",=()’ (;-:I 4o -
v 1 . n

Wenn umgekehrt bei der Darstellung eines Gebildes in

Ebenenkoordinaten die Determinante verschwindet, so gehort
7*
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das Gebilde einer Ebene an. Es sei fiir nicht verschwindende
Unterdeterminanten # 4 1 — v der hochste Grad, so liegt das
Gebilde in einer (# — v)-dimensionalen Ebene und seine Dar-
stellung in Punktkoordinaten erfordert die » + 1 Gleichungen:

Y%=0...9-1=0, f(...y,)=0.

58. Gleichwie eine lineare Bedingung zwischen den Koeffi-
zienten der Gleichung einer Ebene zum Punkte fiihrt, so wird
man mit der Gleichung:

1) - 2a,Y.9yx=0
eines Gebildes zweiter Ordnung, fiir deren Koeffizienten a,,
die lineare Gleichung besteht:

12) Xa, e =0
das Gebilde zweiter Klasse verbinden miissen, deren Gleichung

ist:

13) ' Ef,v,v0=0..

Transformiert man die Gleichungen 11) und 13) in ent-
sprechender Weise, so bleibt die Gleichung 12) ungeéndert;
demnach vermittelt diese Gleichung eine Beziehung zwischen
den beiden Gebilden. Um deren Wesen zu erkennen, nehmen
wir an, die Gleichung 11) sei durch n + 1 Quadrate dargestellt
und zugleich seien # von den Ebenen des Koordinatensystems
Tangentialebenen an 13), so sagt die Gleichung 12), dass
auch die letzte Ebene das Gebilde 13) berithrt; oder man
wihle das Koordinatensystem so, dass die Gleichung 13) in
der Form von lauter Quadraten erscheint, und dass n Eck-
punkte der Koordinatenpyramide dem Gebilde 11) angehort,
so muss auch der (n + 1)t Punkt auf demselben liegen. Die
Beziehung besteht also darin, dass das erste Gebilde unend-
lich viele Systeme von 7 + 1 einander in Bezug auf das
zweite zugeordneten Punkten enthilt und das zweite von un-
endlich vielen Systemen von % + 1 in Bezug auf das erste
zugeordneten Ebenen beriihrt wird.

Konstruiert man zu einem Gebilde zweiter Klasse zwei
Systeme von n + 1 einander zugeordneten Punkten, so muss
jedes Gebilde zweiter Ordnung, welches durch 2n 41 von
ihnen hindurchgeht, auch den (27 + 2)% enthalten. Denn
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ist 13) die Glelchung des gegebenen Gebildes, 11) die 13"113'1»
chung irgend eines Gebildes, welches den Forderungen genﬂgt
so muss die Gleichung 12) bestehen und daher muss auch -
der letzte Punkt auf dem Gebilde liegen. Daraus ergeben’
sich folgende Sitze:

2n + 1 Punkte eines Gebildes zweiter Ordnung konnen will-
kiirlich gewdhlt werden; durch dieselben ist aber ein (2n + 2)ter
Punkt bestimmi und kann durch lineare Konstruktion gefunden
werden.

Haben mehrere quadratische Gebilde 2n + 2 Punkte, aber
nicht mehr gemeinschaftlich, so kann man diese in zwei Gruppen
ton n +1 Punkien zerlegen, so dass diese beiden Gruppen voll-
stimdige Polarsysteme in Bezug auf ein quadratisches Gebilde
sind. Verbindet man je n Punkte derselben Gruppe durch eine
(n — 1)-dimensionale Ebene, so bilden diese 2n + 2 Ebenen die
gemeinschaftlichen Tangentialebenen eines Systems von quadratischen
Gebilden, welche nur diese Tangentialebenen gemeinschaftlich haben.

59. Im n-dimensionalen Raume wird ein (n» — 1)-fach
ausgedehntes Gebilde von der (m 4+ 1)** Ordnung fiir m <n
in folgender Weise erhalten:

Man lege durch m Punkte die simtlichen hindurchgehenden
(n — 1)-dimensionalen Ebenen und beziche dieselben kollinear auf
einander; dieses System bezieche man reziprok auf ein System von
m-dimensionalen Ebenen, welche durch einen (m + 1) Punkt
gehen; dann bilden die Schnittpunkte ein (n — 1)-fach ausgedehntes
Gebilde, welches von der (m + 1)*® Ordnung ist. Speziell wird
ein quadratisches Gebilde erzeugt durch den Schnitt der durch
einen festen Punkt gehenden (n — 1)-dimensionalen Ebenen mit
den entsprechenden, projektivisch zugeordneten Geraden, welche
durch einen zweiten Punkt gehen. FEin Gebilde n*** Ordnung
wird auch erzengt durch n Systeme von (n — 1)- dimensionalen
Ebenen, welche durch je n feste Punkte gehen und einander
kollinear sugeordnet sind.

Durch den ¢ Punkt (¢ =1,...m) mdgen n Ebenen
Ax=0 (x=1...n) gehen; die kollineare Bezichung der
m Systeme moge durch die m Gleichungen vermittelt werden:
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Pn Au +P2Au+ +I’nAln=0

ml+pgA-n!+ +PnA-mn—0

" ferner mﬁgen n weitere Ebenen durch die Gleichungen
B, =0... B,=0 gegeben sein. Dann sollen die Gleichungen
bestehen:

9, B+ ¢B;+ -+ ¢ B.=0,

au!h"‘“nﬂa"‘ +aa19n‘=0

a,m—14; + as, m_lq,+ + anm—1¢r=0,
Zbea peqa= 0.

Daraus leiten wir das System der n Gleichungen her:
roBetriaa+ -+ rm18um_1+bixp + -+ baxpa=0,
(x=1...n)
ein System, welches ebenfalls zur Definition der projektivischen

Beziehung hitte benutzt werden konnen. Demmach ist die
Gleichung des Gebildes:

00 ...0 A, Ay ... An
00 ...0 An1 Ans... Apn
Blau...a,,,_l,lb" b21 ...b,u

B» Ain oo am—l,n bln bZn bnn

Da die A4,, und B; lineare Funktionen der Variabelen,
die @ und b blosse Konstanten sind, so ist der Satz erwiesen.

Hieran schliessen wir einige Sitze, welche sich ebenso
beweisen lassen, wie die entsprechenden Sitze fiir » = 2 und
n=3. Es geniige also, fiir die Beweise etwa auf Fiedler,
nDarstellende Geometrie“, zu verweisen.

Wenn die durch einen Punkt gehenden Ebenen kollinear
auf die durch einen zweiten Punkt gehenden Ebenen bezogen
sind, so erzeugt der Schnitt entsprechender Geraden eine
Raumkurve n'** Ordnung, welche durch % 4 3 Punkte be-
stimmt ist und deren Punkte sich durch rationale Funktionen
einer Variabelen darstellen lassen; zu dieser Kurve stehen
auch alle diejenigen Ebenen in enger Beziehung, in denen
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"sich irgend entsprechende Ebenen schneiden, indem sie das
Sekantensystem der Kurve bilden.

Bei zwei in einander liegenden reziprok auf einander be-
zogenen Riumen giebt es im allgemeinen nur n + 1 Punkte,
denen dieselbe Ebene entspricht, wenn man ihn als dem
einen oder andern Raume angehorig betrachtet. Nur im
Polarsystem und fiir unpaarig ausgedehnte Riume im Null-
system entspricht jedem Punkte beide Mal dieselbe Ebene.
Die Gesamtheit der Punkte, welche in den ihnen zugeordneten
Ebenen liegen, erfiillen ein (» — 1)-fach ausgedehntes qua-
dratisches Gebilde, und ebenso beriihrt die Gesamtheit der
Ebenen, welche in den zugeordneten Punkten liegen, ein
quadratisches Gebilde; diese beiden Gebilde werden im Polar-
system identisch. Im Nullsystem féllt jeder Punkt in die
zugeordnete Ebene.

§ 4. Zusammenhang zwischen Projektivitit
und Metrik.

60. Wihrend die blossen Verhiltnisse der im vorigen
Paragraphen definierten Grossen y geniigen, um die projek-
tivischen Eigenschaften zu entwickeln, miissen zur Herleitung
der metrischen Beziehungen die Koordinaten selbst benutzt
werden. Nun ist die Lage eines Punktes durch »n Beziehungen
bestimmt, folglich muss zwischen den »n 41 Grossen y eine
Gleichung bestehen. Es muss unsere nichste Aufgabe sein,
diese Relation zu entwickeln.

In dieser Relation und bei der Herleitung derselben wird
jede Koordinate nur vorkommen als Quotient Y, wo p. die

Koordinate y, desjenigen Punktes angiebt, desseﬁl Koordinaten
mit Ausnahme von y, simtlich verschwinden. (Diese Punkte
sind die Eckpunkte 4,, 4, ... 4, der Koordinatenpyramide.)
Dieser Quotient ist aber unabhiingig von den Konstanten y,,
welche in Art. 53 eingefithrt wurden. Man verbinde den
Punkt P(=y,9y, ... Ys) mit der Ecke 4, durch eine Gerade,
welche die gegeniiberliegende Ebene in M, trifft; dann ist
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PM,

__. Ferner benutzt die Relation die Grossen

sin

A, = COS ék—} » wobei natiirlich jedes a, =1 ist.

Ehe wir die Relation selbst aufsuchen, beweisen wir eine
Formel, welche wir beim Beweise der Hauptformel benutzen
werden. Vom Punkte A, sei eine Gerade m nach einem
Punkte M(y',y',...4'»—10) in der Ebene y,=0 gezogen.
Dann beweisen wir die Relation:

'

mo_ Y.
1) cos % Xa,, p,

Fir ein ebenes Dreieck 4,4, 4,, auf dessen Seite A, 4,
ein Punkt M angenommen ist, erhdlt man dadurch, dass man
den Cosinussatz zwei Mal fiir denselben Winkel (resp. fiir zwei
Supplementwinkel) anwendet und dann den Winkel entfernt:

Ady o M4, AM A4, 4,4, sin-Aikl!{=O,

cos

+ cos

E TR kTR k
wodurch die Formel 1) fiir » = 2 bewiesen ist. Angenommen,
sie sei ilberhaupt fir » — 1 Dimensionen bewiesen, so soll
sie fiir » Dimensionen als richtig gezeigt werden. Man ver-
binde A,_, mit M durch eine Gerade, welche die Ebene
Ya=Ya—1=0 in einem . Punkt?' M'(y"y, 9"y ... 4"u—s,0,0)
trifft. Die Quotienten Yo...Y1=2 yndern sich nach der

o Dn—2
oben gemachten Bemerkung nicht, wenn man annimmt, die

Koordinaten seien in der Ebene y,_;=0 bestimmt. Wird
also A, M'=m' gesetzt, so gilt nach der gemachten Voraus-
setzung die Gleichung:

m' !l"z .
ﬂ) cos —k-" L Eam—p‘—w
Wenden wir jetzt die Formel «) auf das Dreieck A, 4, M'
an, in dessen einer Seite 4, M' der Punkt M liegt, so folgt:

. A M
sin

) cos ™ Y'n-1 k™
7) €08 7= = Gn1,n P -+ A M €os —-

sin %
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In p) ist der Wert aus ) einzusetzen. Schneiden nun
die Geraden 4, M und 4, M' die gegeniiberliegende Ebene in
M, und M',, so zeigt die blosse Anwendung des Sinussatzes:

oin Mot MM, A,
k ) % . sin % 1
3 MM . M’An._. 1 . A‘ M 'l )
s — sm % sin-——
oder:
L_ . y"t — .l'i,
!
sin -4"_—10‘.__1"_,_‘ p P

durch deren Einsetzung sich die Gleichung 1) ergiebt.
61. Die Beziehung zwischen den Koordinaten hat die

Form:
2) Za,,,i ~y-"~=l.

e Px
Fiir eine Dimension folgt dieselbe aus der Gleichung:
0) sin®(a 4 B) = sin®a + sin®p + 2cos (¢ + B) sin « sin §,
und es. ist leicht, aus dieser Gleichung und der Gleichung 1)
die entsprechende Relation fiir n =2 herzuleiten. Wir nehmen
nun an, die Gleichung sei fiir irgend eine Zahl » —1
von Dimensionen bewiesen und zeigen, dass sie auch fiir
# Dimensionen gilt. Die Koordinaten eines beliebigen Punktes
P seien 4,9y, ... Y. Wir ziehen die Gerade A, P, bis sie die
Ebene y,=0 in einem Punkte M(y'yy’,...y'»—10) trifft.
Nach der Voraussetzung gilt die Relation 2) fiir den Punkt
M (zunidichst allerdings nur, wenn die Koordinaten in der
Ebene y,=0 bestimmt sind, aber nach der oben gemachten
Bemerkung fiir die Grossen y'y...y's—;). Es ist daher:

Y Yx
& Za,~——=1;
) Pute i
ferner ist:
Yo _ %o Yt
¥ ¥ Y1
und somit folgt aus ¢):
& Ea, Y¥ _ W

1=0...n—1 I’sz y!o-!"

z=0...~1
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Ferner ist nach 1), wenn A4, M mit m bezeichnet wird:

1) cos—’]’:——Zam Y.

t

und die Relation d) auf die Punkte 4,, P, M angewendet,

liefert:
y“ + yo +2 ?/o y" OS Bl.

‘o Pn

Indem wir die Werte fiir 1"—, und cos = einsetzen, folgt
Y p

die allgemeine Griiltigkeit der Relation 2).
62. Die Gleichung:

2) Zan L Z" =1
oder ¢
Y Y Y%Y YoYn Y1 Y
+ Tt T 20 T 4+ 2008 T+ 20y T
Pog »? Pn e % popy Do Pn 2 o0,
YiYn Yn—1Yn _

+-oo4 204, +---4+2a,— —1ny

Plpn Pr—1Dn

macht es moglich, nachdem p, ... p, festgesetzt und ay, ... as—1,»
durch die Koordinatenpyramide selbst bekannt sind, aus den
Verhiltnissen der Koordinaten diese selbst zu berechnen und
gestattet daher, die Koordinaten y auch zur Untersuchung
von metrischen Eigenschaften zu benutzen. Dies wird im
Verlauf noch deutlicher hervortreten; hier soll auf einen
andern Punkt aufmerksam gemacht werden.

Die projektivische Geometrie geht zwar gewdhnlich von
metrischen KEigenschaften des Raumes aus und entwickelt
daraus den Begriff des Doppelverhiltnisses und die allgemei-
nen Sitze iiber denselben. Aber sie bedarf der metrischen
Eigenschaften an sich durchaus nicht und nachdem sie den
Begriff des Doppelverhiltnisses auf irgend einem Wege er-
langt hat, kann sie von dem Begriff der Gleichheit, der Kon-
gruenz und der starren Bewegung ganz absehen. Nun gestattet
die Gleichung 2) aber umgekehrt, aus den Anschauungen der
projektivischen Geometrie heraus die Metrik der Nicht-Eukli-
dischen Raumformen aufzubauen. Dieser schone Satz, den
zuerst Herr Klein bewiesen hat, soll hier bereits kurz be-
sprochen werden; der folgende Paragraph wird dann die Sache
zum vollen Abschluss bringen.
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Die Lage eines Punktes wird durch die Verhiltnisse der
Koordinaten y bestimmt. Nun bedeutet aber y,:y, das Doppel-
verhiltnis der beiden Ebenen y =0, y.=0 zu denjenigen
durch ihren Schnitt gelegten Ebenen, von denen die eine
durch den zu bestimmenden, die andere durch den Einheits-
punkt geht. Nachdem also die Verhéltnisse der Grossen y
einmal gefunden sind, hat die analytische Behandlung der pro-
Jjektivischen Geometrie kein Bediirfnis, auf die Metrik zuriick-
zugreifen. Dagegen ist sie im stande, die der Metrik eigentiim-
lichen Begriffe, wie starre Bewegung, Gleichheit von Strecken
und Winkeln, Kreis, Kugel u. dergl., selbstindig zu definieren.

Die Gleichung 2) enthilt ausser den y und p nur die
Grossen a,,; sie muss also ungedndert bleiben, wenn man die
Koordinatenpyramide durch irgend eine kongruente ersetzt.
Nun ist nach der Schlussbemerkung von Art. 53 jede Ver-
inderung des Koordinatensystems mit einer linearen Trans-
formation identisch. Daraus ergiebt sich der Satz:

Jede starre Bewegung des Raumes transformiert die Koor-
dinaten durch lomogene lincare Gleichungen, so dass die linke
Seite von 2) ungedndert bleibt, also cin quadratisches Gebilde von
n — 1 Dimensionen in sich bewegt wird.

Aber auch umgekehrt stellt fir den Fall, dass die De-
terminante |a,,| nicht verschwindet, jede stetige Transforma-
tion, bei welcher die linke Seite von 2) ungeiéindert bleibt,
eine starre Bewegung des Raumes dar.

»Die starre Bewegung des Raumes ist zu definieren als eine
stetige lineare homogene Transformation, bei welcher eine eigent-
liche quadratische Form der Koordinaten y ungeiindert bleibt.“

Infolge der Relation 2) kann die Gleichung:

3) Ya, ¥ 0

. Px

nur fir unendlich grosse Werte der Koordinaten erfiillt wer-
den. Diese Gleichung stellt das unendlich ferne Gebilde dar,
und wenn wir annehmen, dass dasselbe ein eigentliches quadra-
tisches Gebilde von #» — 1 Dimensionen ist, so kénnen wir die
vorangehenden Resultate auch in folgender Weise aussprechen:

Jede starre Bewegung transformiert das wnendlich fernc
Gebilde in sich, und umgyekehrt, wenn durch stetige homogen.
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lineare Transformationen das umendlich ferne Gebilde in sich
transformiert wird, so stellen dieselben eine starre Bewegung dar,

Die absolute Polarebene eines Punktes ist die Polarebene
desselben in Bezug auf das unendlich ferne Gebilde.

Fir die Entfernung » zweier Punkte y und y' besteht
die leicht zu erweisende Gleichung:

4) cos ~ = Za 49
2 % PP

Die Gerade, welche die beiden Punkte verbindet, trifft
das unendlich ferne Gebilde in zwei Punkten y + 1y', y + 1'y/,
deren Koordinaten der Gleichung geniigen miissen:

Y+ iy, y.+ Ay's

) Dx
Somit ergeben sich 4 und A’ unter Beriicksichtigung von
2) und 4) aus der Gleichung:

1424 cos - +1=0.
A: A" bezeichnet das Doppelverhiltnis der gegebenen Punkte

zu den unendlich fernen Punkten ihrer Verbindungsgeraden.
Nach der letzten Gleichung ist aber:

Za., = 0.

r .. T
-=- CO8 - — 1 81n

L3 k E_ gt
r P 4
—cosT+zsm—k—
oder: " i
5) r-=ﬁlog(—z,—)’

woraus der Satz folgt:

Die Entfernung zweier Punkte ist gleich dem mit einer ge-
wissen Konstanten multiplizierten Logarithmus des Doppelverhilt-
nisses, in welchem die beiden Punkte zu den Schnitlpunkten threr
Verbindungsgerade mit dem unendlich fernen Gebilde stehen.

Betrachten wir in 4) r und y' als konstant, so stellt die
Gleichung ein Kugelgebilde dar. Indem wir noch:

zulx g,

% PiPx :
setzen und die Gleichung 4) vermittelst 2) homogen machen,
nimmt sie die Form an:

(Zb.y.)* — cos? r

k

Za,. Ye¥x _ 0.
. y 4

e Px
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Jedes (n — 1)-dimensionale Kugelgebilde beriihrt das unend-
lich ferne Gebilde lings des Schnittes mit einer (n --1)-dimen-
sionalen Ebene, und umgekehrt ist jedes quadratische Gebilde,
welches mit dem unendlich fernen Gebilde ein ebenes (n — 2)-
dimensionales Gebilde gemeinschaftlich hat, und lings desselben
beriihrt, als Kugel zu betrachten.

Diese Ebene ist die absolute Polarebene des Mittel-
punktes. ‘

63. Dieselbe Betrachtung, welche in den vorangehenden
Artikeln fiir Punkte durchgefithrt ist, lisst sich ohne jede
Mihe auf (n —1)-dimensionale Ebenen iibertragen. Sind ¢,

. die Koordinaten einer beliebigen Ebene, ist v, =r, fiir die-
jenige Ebene, fiir welche alle Koordinaten mit Ausnahme von
v, verschwinden, bilden zwei Ebenen y,= 0 und y,= 0 einen
Winkel, dessen Cosinus gleich e, ist, so besteht die Glei-
chung: ’

6) - Doyt 2 o1,
,
Dann wird das Gebilde:

7) De, 0
© Tx
durch die unendlich fernen Ebenen beriihrt; es stellen also
die Gleichungen 3) und 7), wie auch rein analytisch bewiesen
werden kann, dasselbe Gebilde dar. Der Winkel ¢ zweier
Ebenen v und ¢ wird durch die Gleichung bestimmt:

V. 0,
8) cosp = T, — ——
r. v,

Wenn die beiden Ebenen v + pv', v + p't' das unendlich
ferne Gebilde bertihren, so muss sein:

2 o= g (i)

Demnach treten zu den Sitzen des vorigen Artikels fol-
gende hinzu:

Der Winkel, den awei Ebenen mit cinander bilden, st der
durch 21 dividierte Logarithmus des Doppelverhiltnisses, in wel-
chem diese beiden Ebenen zu den durch ihren Schnitt an das
unendlich ferne Gebilde gelegten Tangentialebenen stehen.
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Die Ebenen, welche mit einer festen Ebene einen vor-
geschriebenen Winkel bilden wnd zugleich das wunmendlich ferne
Gebilde beriihren, gehen durch einen festen Punkt; thre Beriihrungs-
punkte liegen in einer (n — 1)-dimensionalen Ebene. Das Ge-
bilde, dessen Tangentialebenen mit einer festen Ebene einen kon-
stanten Winkel bilden, ist also nicht verschieden von dem Gebilde,
dessen Punlkte von einem festen Punkte gleichen Abstand haben.
Der feste Punkt ist der absolute Pol der festen Ebene.

64. Wiihrend fiir projektivische Geometrie alle Koordinaten-
systeme von der im vorigen Paragraphen angegebenen Art
gleich geeignet sind und sich fiir besondere Zwecke ein spe-
zielles als vorziiglich brauchbar erweist, wird fiir die metrische
Geometrie dasjenige besonders geeignet sein, fiir welches die
Gleichung 2) ihre einfachste Form annimmt. Man hat da-
her die linke Seite dieser Gleichung in der Form von lauter
Quadraten darzustellen, oder was dasselbe ist, eine sich selbst
konjugierte n-seitige Pyramide zur Koordinatenpyramide zu
nehmen. Um dies ohne Rechnung zu erreichen, wihle man
die » Ebenen y, =0, y,=0...y,=0 so, dass sie auf ein-
ander senkrecht stehen. Dann ist fiir ungleiche und von Null
verschiedene Werte von ¢ und »:

Ay = Qo Aoxy
folglich geht die Gleichung 2) iiber in:

2 2 2
(;/T:"-a‘" %I—+---+ao,,%> +(1—ay? %:—,+---+(l—ao,.’) %=1.

Fiir ein positives %* ist @y, der Cosinus einer reellen
Grosse; setzt man also:

Yo Y Yn n Y’
10) 4ay 2+ =2, 1-ay?) 5 =—3
) Do o1 P, Pn 0 ( ) p‘” %’

80 besteht zwischen den Grossen z die Relation:
11) Bald+ 224 - 4 2=

Fir ein negatives k® ist a@o,>1 als Cosinus einer rein
imaginiren Grdsse; macht man also auch hier die Substitu-
tion 10), so sind z,, &, ...z, reelle Grossen, zwischen denen
wiederum die Gleichung 11) besteht. Wir sind somit durch
eine einfache und naturgemisse Betrachtung zu den Weier-
strassschen Koordinaten gelangt und haben in ihrer prin-
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zipiellen Berechtigung den tieferen Grund fiir ihre vorziigliche
Brauchbarkeit gefunden. Wir fassen das Resultat in den
Worten zusammen:

»Das Weierstrasssche Koordinatensystem ist dasjenige
projektivische Koordinatensystem, fir welches sich die Be-
zichung zwischen den Koordinaten in der einfachsten Weise
darstellt.”

Die n+1 Ebenen eines Weierstrassschen Koordinaten-
systems sind einander polar zugeordnet in Besug auf das unend-
lich ferne Gebilde des Rawmes.

Da die Gleichung 11) durch lineare Transformation aus
der Gleichung 2) erhalten werden kaun, so folgt:

Das unendlich ferne Gebilde ist in den endlichen Raum-
formen imagindr, in der Lobatschewskyschen ein reclles Ge-
bilde, welches keine geraden Linien oder Ebenen enthdll.

Um auf dieselbe Weise die linke Seite von 6) als Summe
von Quadraten darzustellen, nehme man wiederum an, dass
n Ebenen auf einander senkrecht stehen; dann ist fiir zwei von
Null und unter einander verschiedene Zeiger ¢ und % :e,=0
und'demnach die Gleichung 6):

0,2 0 ¥ Vp Up

r_:g g + + g + 2 01 1 + +2eOn r:r,, =1
oder:

1-epl—. . — ,.’( ) ( + +- +< -+ ,.— -1
(1—-ep*- eon®) 7o + . Co1 ) T o o

Bezeichnet man die Senkrechte vom Punkte v,=0 auf die
gegeniiberliegende Koordinatenebene mit ¢, so ist:

sin’% =1— e+ - — €oa;
indem man also setzt:

.0 v, v,
vk sin> = u,, — -+ €, — =y,
0 k (1} 7, ¢ ’.o 4)

besteht zwischen den Koordinaten u die Relation:
12)

Diese Entwicklung liefert den Nachweis, dass die linke
Seite von 6) die reziproke Form der linken Seite von 2) ist.
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65. Wihrend die projektivische Geometrie die Punkte
durch die Verhiltnisse der Koordinaten y bestimmt, setzt sie
nichts dariiber fest, ob denselben Verhiltnissen einer oder
mehrere Punkte entsprechen sollen. Beide Annahmen sind
gleich zuléssig; wird die letztere gemacht, so ist damit not-
wendig verbunden, dass zwei gerade Linien, sobald sie einen
Punkt gemeinschaftlich haben, sich noch in einem oder meh-
reren andern Punkten schneiden. Dies vorausgeschickt, gelten
nach den vorigen Artikeln folgende Sitze:

pDie vier Raumformen, welche den gemachten Voraus-
setzungen geniigen, stimmen in den projektivischen Eigen-
schaften vollstindig iiberein.”

Man kann die Nicht-Euklidischen Raumformen so auf eine
projektivische Raumform abbilden, dass gerade Linien einander
entsprechen. Um eine Riemannsche Raumform abzubilden, hat
man die projektivische: Ravmform so zu wdhlen, dass swer
Gerade derselben Ebene sich in zwei Punkten schneiden; fiir die
Abbildung der Polarform des Riemannschen Raumes ist eine
projektivische Raumform zu wdhlen, in welcher zwei gerade Linien
hichstens einen Punkt gemeinschaftlich haben. In beiden Fillen
wird der eine Raum ganz auf den andern abgebildet. Bildet
man die Lobatschewskysche Rawmform ab, so werden alle
reellen Punkte derselben auf das Innere eines quadratischen (ie-
bildes abgebildet. Somit entspricht in den endlichen Raumformen
jedem Verhiltnis der Koordinalen einer oder swei Punkte; im
Lobatschewskyschen Raume giebt es fiir ein gegebenes Verhdltnis
der Koordinaten nur dann einen entsprechenden Punkt, wenn die
Verhiiltnisse einer gewissen Ungleichheit gentigen. '

"Diese Abbildung gilt auch fiir die Euklidische Raum-
form; man kann sie auf einen projektivischen Raum eindeutig
abbilden und hat nur eine Ebene als unendlich fernes Gebiet
auszuschliessen. Aber die in den letzten Artikeln gegebene
Zuriickfiihrung des Begriffs der Gleichheit, der starren Be-
wegung u. 8. w. auf projektivische Eigenschaften wird unmég-
lich, oder doch weniger natiirlich. Betrachten wir zunichst
die Ebenen derselben, so sagt die Gleichung 12) oder auch
die dieser vorangehende Gleichung, in welcher
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1—ey— - —ea=0
ist, dass bei jeder starren Bewegung ein in einer (n —1)-
dimensionalen Ebene gelegenes quadratisches Gebilde (in der
Ebene die imaginiren Kreispunkte, im dreifach ausgedehnten
Raume der ,unendlich ferne“ imaginire Kreis) in sich bewegt
wird; aber die projektivischen Transformationen, bei denen
dies Gebilde in sich bewegt wird, stellen eine um einen Grad
hohere Mannigfaltigkeit dar, als die starre Beweglichkeit der
Raumform. Zwar stellt die Gleichung 8) noch immer den
Winkel zweier Ebenen dar; aber die Gleichheit der Winkel
fihrt in der Euklidischen Geometrie auf die Ahnlichkeit,
uud nicht auf die Kongruenz. Somit gelten die obigen De-
finitionen nicht ohne weiteres fiir die Euklidische Geometrie.

Fir Punktkoordinaten stellt die linke Seite von 2) das
Quadrat eines linearen Ausdrucks dar; die Gleichung 4) wird
identisch erfiillt und die Entfernung zweier Punkte muss in
anderer Weise dargestellt werden. Benutzen wir dafiir Car-
tesische Koordinaten z,:z,, wo z,=1 ist, so ist die Glei-
chung des Kugelgebildes:

22424 20 (a2, + - A a) + b= 0.

Dasselbe hat mit dem unendlich fernen Gebilde 2, = 0 das
Gebilde r,2+ ... + z,} = 0 gemeinschaftlich, was mit dem fiir
Ebenenkoordinaten gefundenen Resultat tibereinstimmt. Sind

aber m,, die Koeffizienten einer orthogonalen Transformation,
so dass mit Benutzung des bekannten Kromneckerschen

Zeichens 0,; = { (1)= ist:
Z‘Im,,, My = d,2,

so erlaubt die Euklidische Geometrie nur die Transforma-
tionen:

T =M Ty A+ o Ma Ty, Ty =,
wihrend die obige Bedingung erfiillt ist bei den Trans-
formationen:

0T = 1 Ty + -+ + MignZu, T = 2,
wo o eine beliebige Konstante bezeichnet. Wie hier die
obigen Definitionen zu beschréinken seien, soll uns nicht weiter
beschiftigen.

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 8
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§ 5. Selbstiindige Begriindung der projektivischen
Geometrie.

66. Die projektivische Geometrie bedarf zu ihrer Be-
grindung, wie Herr Klein gezeigt hat, nicht derjenigen
Voraussetzungen, welche in Art. 34 zur Begriindung der
Nicht-Euklidischen Raumformen notwendig waren. Sie kann
zuniichst vom Axiom des Kreises ganz absehen, aber auch
die iibrigen Axiome sind nicht in dem beschrinkten Sinne
zu benutzen, welcher oben zu Grunde gelegt wurde. Nament-
lich kann man die Bewegung ganz entbehren und vermag
durch den Aufbau selbst zu derselben soweit zu gelangen,
als es fiir die Geometrie notwendig ist (wobei natiirlich die
eigentliche Bewegung durch die blosse Vergleichung ersetzt
werden muss). Ebenso ist ihr der Begriff der Gleichheit zu-
nichst vollstindig fremd; man kann aber durch rein projek-
tivische Betrachtungen zu demselben gelangen.

Den Voraussetzungen iiber Gerade und Ebene geben wir
folgende Form:

1) Nachdem ein endliches Gebiet abgegrenst ist, konnen wir
ein System von Linien voraussetzen, von der Beschaffenheit, dass
durch zwei Punkte des Gebietes nur eine cinzige Linie hindurch-
geht; wir bezeichnen diese Linien als Gerade;

2) durch jede Gerade und jeden beliebig ausser derselben
gelegenen Punkt ldsst sich eine, und zwar eine einsige zweifach
ausgedehnte Fliche, die zweidimensionale Ebene, legen; diese ent-
hiilt jede Gerade, welche zwei Punkte mit thr gemeinschaftlich hat;

3) durch jede sweidimensionale Ebene und einen nicht in
- dhr liegenden Punkt lisst sich eine dreidimensionale Fliche legen,
in welche eine Gerade ganz hineinfillt, wenn sie zwei Punkte
mit thr gemeinschaftlich hat w. s. w.

Wenn wir hier die Namen Gerade und Ebene benutat
haben, so soll damit keineswegs behauptet werden, dass wir
fir n =3 mit diesen Begriffen die bekannten Vorstellungen
verbinden miissen; vielmehr geniigt jede andere Vorstellung,
welche den aufgestellten Voraussetzungen entspricht.

Die obigen Voraussetzungen konnen nicht im stande sein,
eine projektivische Raumform aufzubauen, wenn dieselbe nur
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zwei Dimensionen hat. Denn dann ist nur die erste Annahme
gemacht und diese ldsst zundichst die von einem Punkte aus-
gehenden ,Geraden® im wesentlichen willkiirlich; nach deren
Wahl ist von den Linien eines zweiten Punktes nur eine be-
stimmt, die andern willkiirlich, und das gilt noch, nachdem
fiir beliebig viele Punkte die davon ausgehenden Geraden be-
stimmt sind; dies widerspricht aber den projektivischen Eigen-
schaften. Dasselbe erkennt man auch auf einem andern Wege.
Den Voraussetzungen 1) geniigen die kiirzesten Linien einer
Fliche (wenigstens bis zu einer gewissen Grenze); dennoch
kommen dem System dieser Linien im allgemeinen die pro-
jektivischen Eigenschaften nicht zu, wie Herr Beltrami be-
wiesen hat.

67. Sobald aber %> 2 ist, ist jedesmal durch drei
Punkte einer Geraden ein vierter Punkt eindeutig bestimmt
und die Fortsetzung der entsprechenden Konstruktion fithrt
auf die projektivische Zuordnung beliebiger Ebenen.

Es seien 4, B, C drei Punkte einer Geraden und zwar
moge C nicht auf der Strecke 4B liegen. Dann lege man
mit v. Staudt durch die Gerade ABC eine beliebige zwei-
fach ausgedehnte Ebene und nehme in derselben einen be-
liebigen Punkt p, ziehe die Geraden Ay und By, und durch
C eine Gerade, welche Ay zwischen 4 und y in « und By
zwischen B und p in f schneidet. Dann schneiden sich die
Geraden Af und Be in einem Punkte d und die Gerade yd
die AB in einem Punkte D zwischen 4 und B. Dieser
Punkt D ist unabhingig von der gewidhlten Ebene und von
den benutzten Hiilfslinien; er heisst der zu ABC gehorige
vierte harmonische Punkt.

Um die Unabhingigkeit des Punktes D von der gewihlten
Ebene zu beweisen, nehme man in einer zweiten zweidimen-
gionalen Ebene einen Punkt ' an und bestimme o', g, '
in entsprechender Weise. Dann geht p'd" wieder durch den
Punkt D. Denn zuniichst liegt die ganze Figur in einer drei-
dimensionalen Ebene. Da die Punkte Caf und Ca'g’ je in
einer Geraden liegen, so ldsst sich durch die fiinf Punkte
CaBa'p' eine zweidimensionale Ebene legen, und in dieser
treffen sich die Geraden af' und «'f (s. Taf Fig. 8). Ferner

8*
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liegt der Schnittpunkt in den zweidimensionalen Ebenen Bep'
und Ae'B, also auch in ihrer Kante p'd; ebenso liegt der
Schnittpunkt in den Ebenen A«f' und Ba'f und in deren
Kante pd'. Somit schneiden sich auch 0’ und »'d und
liegen in einer zweidimensionalen Ebene, welche mit der
Geraden AB nur einen einzigen Punkt D gemeinschaftlich
haben kann.

Hitten wir aber in der zweidimensionalen Ebene A By
die Punkte »", o, B" entsprechend angenommen, so wiirde
man durch Hinzunahme der davon verschiedenen Ebene 4 By'
zeigen, dass die Geraden p'd0" und p"d' in einer zweidimen-
sionalen Ebene liegen, welche, wie eben bewiesen, mit A B
nur den einen Punkt D gemeinschaftlich hat. Somit ist
durch drei Punkte einer Geraden ein einziger vierter Punkt
bestimmt.

Die Konstruktion lehrt, dass die Vertauschung von 4
und B dem Punkte C wieder den Punkt D zuordnet, ferner
dass zu ABD der Punkt C der vierte harmonische Punkt ist.
Ebenso ist zu CDB der Punkt A der vierte harmonische.
Die oben getroffene Anordnung hatte nur den Zweck zu be-
wirken, dass die gezogenen Linien sich wirklich schneiden
und zwar in dem vorhin abgegrenzten Gebiete.

68. Die Viereckskonstruktion liefert den wichtigen Satz:

Wenn vier Ebenen eines Biischels irgend eine Gerade in
vier harmonischen Punkien schneiden, so treffen sie auch jede
andere Gerade in vier solchen Punkten.

Dabei werden als v-dimensionale Ebenen eines Biischels
solche verstanden, welche sich in einer (v — 1)-dimensionalen
Ebene schneiden und einer (v + 1)-dimensionalen Ebene an-
gehoren. Wird nun die eine Gerade in den Punkten A BCD,
die andere in den Punkten AB'C'D' getroffen (so dass die
Geraden den Punkt 4 gemeinschaftlich haben), so lege man
durch die Geraden eine zweidimensionale Ebene. Dann muss
diese Ebene von den Ebenen des Biischels in vier Geraden
MA, MCC'y MBB', MDD' getroffen werden. Jetzt benutze
man die vier Geraden AD, AD', MC, MD, um zu CDA
den vierten harmonischen Punkt zu bestimmen. Ist N der
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Schnittpunkt von CD' und C'D, so muss derselbe auf der
Geraden MN liegen. Da B nach der Voraussetzung dieser
Punkt ist, so geht die Gerade MB durch N, und da B’ auf
MB liegt, so sind auch C'D'AB' vier harmonische Punkte.

Sind nun ABCD und A'B'C'D' zwei ganz beliebige
Gerade, so ziehe man die Gerade AB'. Wird diese von den
vier Ebenen getroffen, so wendet man den soeben bewiesenen
Spezialfall zweimal an und beweist dadurch, dass auch
A'B'C'D' vier harmonische Punkte sind. Im andern Falle
schiebe man noch einige andere Gerade ein, welche von den
vier Ebenen getroffen werden und welche den Ubergang von
der ersten zur zweiten Geraden vermitteln.

Demnach diirfen wir vier Ebenen eines Biischels als har-
monische Ebenen bezeichnen, wenn sie jede hindurchgelegte
Gerade in vier harmonischen Punkten treffen.

69. Hiernach ist es moglich, nach beliebiger Annahme
dreier Punkte einer Geraden jedem Punkte eine einzige Zahl
in der Weise stetig zuzuordnen, dass aus den Zahlen, welche
drei beliebigen Punkten zugeordnet sind, die dem vierten
harmonischen - Punkte zugeordnete Zahl vermittelst einer
linearen Gleichung gefunden wird.

Die drei beliebig gewiihlten Punkte bezeichne ich als
Py, Py, P, und ordne jedem die als Marke angehingte Zahl
zu. Dann suche ich fir Py I, den zu P, zugeordneten har-
monischen Punkt und bezeichne ihn als P,; ebenso bestimme
ich P, dadurch, dass Py P, P, P, vier harmonische Punkte
sein sollen. Den angegebenen Prozess wiederhole ich nach
dem Schema - Py PyF, P,, P, P,P,P... Py P,P,_1 P, ..
Dieser Weg gestattet es, jeder ganzen positiven Zahl einen
einzigen Punkt zuzuordnen. Zugleich sagt die Form, wie wir
zu den negativen Zahlen gelangen. P_, ist zu Py Py P, der
vierte harmonische Punkt oder wird durch das Schema
P(-” PoP_1P1 und P_.2 durch Pw P_1P_2Po, P_s durch
Py P_sP_sP_, bestimmt u. s w. Zugleich ergiebt sich,
dass (soweit die Punkte dem betrachteten Gebiet angehoren)
die Anordnung der Punkte auch der der zugeordneten Zahlen -
entspricht.
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Die geometrische Konstruktion ist #usserst einfach. Man
lege durch Py eine beliebige Gerade und nehme auf derselben
zwei Punkte 4 und B an (s. Taf. Fig. 9). Nach dem Schnittpunkte
von PyB und P, 4 ziehe man durch P, eine Gerade I;
deren Schnittpunkt mit P, B verbinde man mit 4, wodurch
man zu P, gelangt; der Schnittpunkt von P, B mit I fiihrt
durch seine Verbindung mit 4 auf P; u.s. w. Um von P,
zu P, 4, zu gelangen, ziehe man P, B, ziehe durch den Schnitt-
punkt derselben mit I und durch A eine neue Gerade, welche
die gegebene in P, 4, trifft. Und um umgekehrt, nachdem
P, gefunden ist, auch zu P,_, zu gelangen, ziehe man P, 4
und lege durch den Schnittpunkt von P, A mit I und B eine
Gerade, deren Schnittpunkt mit der gegebenen Geraden als
P,_, bezeichnet werden soll.

Da die ganze Zahl v eine bestimmte Operation angiebt,
durch welche der Punkt P, aus den Zahlen Py, F,, P, ge-
funden wird, und da diese Operation nur von den vier Punkten
Py P, P, P, abhingt, so soll sie als deren Doppelverhiltnis
bezeichnet werden, ein Name, der aus der Metrik hergenom-
men ist, aber im folgenden sich auch hier als passend er-
weisen wird. '

Das Doppelverhiltnis von vier Punkten abcd kann, falls
es ganzzahlig positiv ist, definiert werden als die um Eins
vermehrte Zahl, welche angiebt, wie oft man den vierten har-
monischen Punkt in der Folge acbc!, ac'cc", ac"c'c" ... be-
stimmen muss, um zu d zu gelangen; entsprechend ist die
Definition fiir negative Werte. Das Doppelverhiltnis #indert
sich nicht, wenn man die vier Punkte mit einem festen
Punkte verbindet und die Strahlen durch eine neue Gerade
durchschneidet. Demnach zeigt die Figur, dass das Doppel-
verhiiltnis
v=(Po Py P, P,)=(Po P, P, P, y1)=---=(Poo Py Puyr Puy,)
dasselbe ist.

-Das Doppelverhiltnis » kommt den von A4 nach Py P,
P,41 Py, gezogenen Strahlen, also auch deren Schnitte mit
BP, zu und da BP, die AP,4, in I trifft, so miissen sich
alle Geraden AP,;, und BP, in einer Geraden N treffen,
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welche durch P, geht und die zu den Geraden 4B, I und
der gegebenen das Doppelverhiltnis v hat. Somit bilden die
Punkte Py P, P, P, einen harmonischen Biischel, wenn
2u =@+ v ist. Da auch das Doppelverhiltnis (Py P P, P.,)
gleich v ist und ebenso das von (P Pyto Py Puter), s0 ist
das Doppelverhiltnis der vier Punkte Py Po Ps P, gleich

— 0 . .
° Pyl wofern ¢, ¢, * und dieser Bruch ganze Zahlen sind.

70. Diese Betrachtungen zeigen, in welcher Weise wir
den gebrochenen Zahlen bestimmte Punkte zuordnen miissen,
damit die angegebenen Gesetze bestehen bleiben. Wollen wir
uns auf die Konstruktion harmonischer Punkte beschriinken,
ohne die Konstruktion ganzzahliger Doppelverhéltnisse hin-
zuzunehmen, so erhilt man nur Briiche, deren Nenner eine
Potenz von Zwei ist. Diese erhilt man durch die Festsetzung,
dass je vier Punkte

Py P% P,P, Py, P% P, P%, vo. Pp Py—a—1 Py Py—a

harmonisch liegen sollen. Bei jedem ganzzahligen Nenner y = 2*

suche man die einem beliebigen Zahler entsprechenden Punkte

in derselben Weise, wie bei ganzen Zahlen, nimlich durch

die Festsetzung, dass Py, P, P,_, P,4, harmonisch liegen
. « u “

sollen. Nachdem wir so einer Zahl « = r einen bestimmten

Punkt P, zugeordnet haben, bezeichnen wir wieder diese
Zahl « als das Doppelverhiltnis der Punkte Po P, P, P,.
Dann gelten wiederum die Gesetze:

1. Sind zwei Zahlen « und B, die in verschiedener Weise
entstanden sind, einander gleich, so fallen auch die zugeord-
neten Punkte zusammen;

2. die Punkte folgen in derselben Reihenfolge, wie die
entsprechenden Zahlen.

Der erste Satz ergiebt sich in derselben Weise, wie
eben fiir ganze Zahlen der Satz, dass das Doppelverhiltnis
Py P, P, P,, gleich v sei. Der zweite Satz ist eine unmittel-
bare Folge davon, dass der Satz fiir ganze Zahlen gilt.

Jede beliebige (rationale oder irrationale) Zahl @, welche
sich nicht durch elnen Exponenten von Zwei als Nenner dar-
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stellen lisst, ist bestimmt, wenn man fiir jede Potenz 2 eine
ganze Zahl « finden kann, fiir welche ist:

o a+1
g <0< g
Indem wir also den Zahlen %‘— und ﬁ—;--rl— nach dem

angegeben’en Gesetze Punkte zuordnen, und dies fiir alle Werte
von u und die entsprechenden von o ausfiihren, miissen wir
nachweisen, ‘dass es einen einzigen Punkt giebt, welcher
zwischen den gefundenen Punkten liegt. Dieser Nachweis ist
erbracht, sobald bewiesen worden ist, dass auf jeder Strecke
P, M, welche einen Teil von P, P, bildet, sich ein Punkt
P, findet.

g
Angenommen, man gelange zu keinem Punkte der Strecke

P, M, wihrend man zu jedem Punkte gelangen kann, welcher
zwischen M und P, liegt. Dann suche man N durch die
Forderung, dass P, NM P, harmonische Punkte sind. Da
N zwischen M und P, liegt, so kann man einen Punkt
P, bestimmen, welcher zwischen M und N liegt. Somit

gH

liegt der Punkt P , , welcher zu Py, P, P, harmonisch
grt1 2 .

liegt, zwischen P, und M, wodurch die Unmbglichkeit der

gemachten Annahme bewiesen ist.

Genau in derselben Weise, wie eben fiir ganzzahlige
Werte von 4, u, v, beweist man, dass allgemein drei Punkte
P,, P;, P, zu Py, harmonisch liegen, wenn 2y = & +4 B ist.
Man kénnte nun zeigen, dass die zu irgend vier harmonischen
Punkten gehorigen Zahlwerte durch eine bilineare Gleichung
verbunden sind; aber einerseits benutzen wir diesen Satz
nicht, andererseits folgt er einfach aus einer geometrischen
Konstruktion des folgenden Artikels; wir gehen demmach
nicht niher darauf ein.

Nach dem Satze, dass das Doppelverhiltnis sich bei per-
spektivischer Abbildung nicht &ndert, kann man vermittelst
der Punkte P, P, P, P, auch zu dem Punkte P, gelangen,

indem man die Doppelverhiltnisse (Pyp P, I;, P,) und
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(P.,, P, P, Pl) einander gleich setzt. Hiernach ist es moglich,

zu jeder rationalen Zahl ¢ den zugehorigen Punkt P, zuzu-
ordnen, ohne eine Grenzbetrachtung anzuwenden. Wir haben
aber die obige Bestimmung vorgezogen, da sie zeigt, dass
man durch wiederholte Konstruktion des vierten harmonischen
Punktes jeden Punkt entweder erreicht oder unbegrenzt ein-
schliesst.

71. Demnach kann man die Punkte zweier Geraden. ein-
ander in der Weise zuordnen, dass drei Punkten der ersten
ABC drei beliebig gewiihlte Punkte der anderen A'B'C' ent-
sprechen und dass irgend drei Punkten der ersten Geraden,
welche mit A ein harmonisches Quadrupel bilden, drei Punkte
zugeordnet sind, welche zu 4' harmonisch liegen.

Um diese Zuordnung zu bewerkstelligen, lege man A4,
B, C die Zahlwerte oo, O, 1 bei und bestimme zu jedem
Punkte der ersten Geraden die ihm nach der obigen Fest-
setzung entsprechende Zahl; dasselbe fithre man auf der zwei-
ten Geraden aus und ordne diejenigen Punkte einander zu,
denen gleiche Zahlen beigelegt sind; oder anders ausgedriickt:
Um zu D den entsprechenden Punkt D' zu bestimmen, ordne
man die Doppelverhiltnisse (4BCD) und (4'B'C'D'") ein-
ander zu.

Daraus ergiebt sich, dass diese Zuordnung nur auf eine
einzige Weise moglich und dass sie stetig ist. Sie hat ausser-
dem die Eigenschaft, dass irgend vier harmonischen Punkten
der einen wiederum vier harmonische Punkte der andern ent-
sprechen.

Die letzte Eigenschaft folgt aus einer Konstruktion,
welche die geforderte Zuordnung unmittelbar liefert. Wenn
die Geraden 44, BB', CC' durch denselben Punkt S gehen,
go trifft jede Gerade SD die andere in dem zugeordneten
Punkte D'. (Ebenso wenn die Geraden nicht in derselben
Ebene liegen, so bestimme man eine Gerade !, welche durch
die Geraden 4 4', BB', CC' hindurchgeht und projiziere die
eine Gerade auf die andere durch zwei-dimensionale Ebenen,
welche sich in I schneiden.) Wenn aber die beiden Geraden
in derselben zwei-dimensionalen Ebene liegen, ohne dass
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AA4', BB', CC' durch denselben Punkt gehen, so nehme man
auf AA' einen beliebigen Punkt S und projiziere A'B'C'...
auf eine durch A gehende und von A4’ verschiedene Gerade
AB"(C"... und diese wiederum von dem Schnittpunkte der
Geraden BB" und CC" auf ABC... Bei jeder salchen Pro-
jektion werden aus harmonischen Punkten wieder harmonische
Punkte erbalten. Somit entsprechen bei der obigen Zuord-
nung irgend vier Punkten der einen Geraden vier harmonische
Punkte der andern. Wir diirfen daher mit Staudt die De-
finition aufstellen:

Die Punkte zweier Geraden heissen projektivisch auf
einander bezogen, wenn jedem harmonischen Quadrupel der
einen ein harmonisches Quadrupel der andern entspricht.

Diese Definition kann auf beliebige einférmige Grund-
gebilde iibertragen werden. Dann gilt der Satz:

Will man szwei eimformige Grundgebilde projektivisch auf
eimander beziehen, so kann man eu drei Elementen des einen
drei Elemente des andern beliebig zuordnen, wodurch jedem Ele-
mente des einen ein Element des andern zugeordnet ist.

Fir den weitern Aufbau der projektivischen Geometrie
kann man etwa den von v. Staudt. vorgezeichneten Weg
einschlagen (man vergleiche auch die Darlegungen von Reye
und von Thomae). Will man einen andern Weg verfolgen,
8o hat man vom Unendlichfernen abzusehen und den Doppel-
verhiiltnissen die obige Bedeutung beizulegen.

Die Projektivitit vermittelt ohne jede Bewegung eine
gegenseitige Beziehung von Raumgebilden, und diese Be-
ziehung ist allgemeiner, als die in den Nicht-Euklidischen
Raumformen durch starre Bewegung erlangte. Wihrend die
metrische Geometrie die gegenseitige Lage zweier Punkte 4
und B bereits mit der gegenseitigen Lage zweier anderer
Punkte C und D vergleicht, da der Abstand AB entweder
grosser oder ebensogross oder kleiner ist als der Abstand CD,
kann hier erst zwischen vier Punkten A BCD einer Geraden
und vier Punkten A4'B'C'D' eine Vergleichung angestellt
werden. Die Metrik kann die Punkte einer Geraden nur in
einfach unendlicher Weise auf die einer zweiten Geraden be-
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ziehen, in der projektivischen Geometrie ist dies in dreifach
unendlicher Weise moglich.

[Will man dies auf analytischem Wege erkennen, so leite
man aus den durchgefithrten Entwicklungen ein Koordinaten-
system her, in welchem die Gleichung jeder (n — 1)-dimen-
sionalen Ebene homogen linear ist. Diese Aufgabe ist von
Herrn Fiedler in seiner ,darstellenden Geometrie“ (Art. 138
bis 142) durchgefithrt, allerdings zuniichst fir die Anschau-
ungen der Kuklidischen Geometrie von drei Dimensionen.
Aber man kann sich von diesen speziellen Anschauungen un-
abhingig machen, indem man an Stelle der dort benutzten
Doppelverhiltnisse die obige Definition derselben nimmt und
statt auf das Unendlichferne zu projizieren (was zuweilen
vorkommt), auf eine beliebige Ebene projiziert.]

2. Diese allgemeinen Zuordnungen der Punkte des Rau-
mes sind in geeigneter Weise zu beschréinken, wenn man nur
solche Zuordnungen erhalten will,- welche den durch starre
Bewegung erlangten entsprechen. Man ordne den sémtlichen
Punkten des Raumes die sémtlichen (n — 1)-dimensionalen
Ebenen in der Weise zu, dass die den Punkten P! einer
(n —1)-dimensionalen Ebene FE? zugeordneten Ebenen E!
durch den der Ebene E* zugeordneten Punkt P? gehen. Um
diese Zuordnung zu erreichen, wihle man % +41 Punkte,
welche nicht in einer Ebene liegen und ordne jedem dieser
Punkte die durch die » iibrigen gelegte Ebene zu; ausserdem
nehme man einen Punkt P, welcher in keiner dieser Ebenen
liegt, und ordne ihm eine beliebige Ebene zu. Dadurch wird
es moglich, jedem Punkte eipe Ebene in der vorgeschriebenen
Weise zuzuordnen. Da hierbei auf jeder Geraden eine In-
volution erzeugt wird, so fiillen die Punkte, welche in ihre
Polarebenen fallen, ein quadratisches Gebilde an. Wenn dieses
Gebilde imagindr ist oder wenn man sich fiir nicht-gerad-
linige Gebilde auf das Innere beschrinkt, so gelten fiir jede
projektivische Zuordnung, bei welcher dies Polarsystem er-
halten bleibt, dieselben Gesetze, wie in einer Nicht-Euklidi-
schen Raumform. Wir fithren den Gedanken zunichst an
einer Geraden durch. Nachdem auf derselben eine Involution
gegeben ist, kann man einem beliebigen Punkte A noch
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einen beliebigen Punkt 4, zuordnen; soll aber dann die neue
Zuordnung so beschaffen sein, dass die festgesetzte Involution
ungeiindert bleibt, so ist durch die Zuordnung von 4 und 4,
zu jedem Punkte B ein einziger Punkt zugeordnet.

Durch die Involution seien die Punktepaare 4 und 4',
B und B'... einander zugeordnet; sobald noch 4 zu 4, zu-
geordnet ist, muss auch A4' zu A', zugeordnet werden. Konnte
man noch willkiirlich B zu B, zuordnen, so wiirde durch die

Zuordnung:
Azu A, A' zu A,, Bz B,

die neue Zuordnung vollstindig bestimmt sein. Da aber bei
dieser Zuordnung B' zu B', zugeordnet sein soll, so darf
auch B, nicht willkiirlich sein. (Die Konstruktion, welche
namentlich fiir eine Involution mit reellen Hauptpunkten sehr
einfach ist, soll hier nicht mitgeteilt werden.)

Andert man stetig die Zuordnung von 4, zu A (indem
man den Punkt A4 beibehilt), so bilden auch die zu B zu-
geordneten Punkte B, eine stetige Folge.

Jetzt ldsst sich zeigen, dass fiir die oben charakterisierte
Zuordnung im n-dimensionalen Raume Gesetze gelten, welche
vollstiindig den in Art. 34 fiir die Nicht-Euklidischen Raum-
formen gemachten Voraussetzungen entsprechen.

1. Wenn alle Punkte einer (n — 2)-dimensionalen Ebene
E,_5 sich selbst entsprechen sollen, so ist noch eine stetig
verinderliche Zuordnung der Punkte des Raumes moglich.

Der E,_s entspricht im Polarsystem eine Gerade g; die
Punkte derselben konnen einander noch (in stetig veriinder-
licher Weise) so zugeordnet werden, dass auf g die durch
das Polarsystem bestimmte Involution erhalten bleibt. So-
bald, einem Punkte 4 auf g ein Punkt A, beliebig zugeordnet
ist, ist jedem Punkte von g ein bestimmter Punkt zu-
geordnet.

Trifft die durch E,_; und einen beliebigen Punkt P ge-
legte E,—, die g in B und die Gerade BP die M,_; in M,
so muss der zu P zugeordnete Punkt P, in M B, liegen, wo
B, der in g zu B zugeordnete Punkt ist. Wenn ferner die
Polarebene von" P die g in C trifft und C, zu C zugeordnet
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ist, so muss die Polarebene von C, die Gerade MB, in P,
schneiden.

2. Diese (in 1. angegebene) Zuordnung kann stetig so
umgeiindert werden, dass jede durch F,_, gelegte (n —1)-
dimensionale Ebene nur Punktepaare enthilt, welche einander
zugeordnet sind.

Es soll also, wenn P, zu P zugeordnet ist, auch P zu
P, zugeordnet sein, und die beiden Punkte P und P, sollen
mit E,_, in einer (n — 1)-dimensionalen Ebene liegen. Man
findet zu P den entsprechenden Punkt P,, indem man' durch
Pund E,_; eine I, legt, welche die Gerade g in B trifft,
wihrend die Gerade BP die E,_s in M schneidet. Sind
dann BM PP, vier harmonische Punkte und ordnet man P,
zu P zu, so muss man auch P dem P, zuordnen. Diese Zu-
ordnung kann durch stetige Verinderung aus der in 1. an-
gegebenen Zuordnung erhalten werden, da die auf g liegende
Involution keine Doppelpunkte hat.

Hiernach iibersicht man leicht, wie auch die iibrigen
Voraussetzungen des Art. 34 hier ihr Analogon finden. Die
durch das Polarsystem beschrinkte kollineare Zuordnung der
Punkte des Raumes geniigt also den Voraussetzungen der

" metrischen Geometrie.

Auch der Begriff des Abstandes lisst sich jetzt aus rein
projektivischen Anschauungen herleiten. Da der Abstand bei
jeder starren Bewegung ungeiindert bleibt, so steht er in
enger Beziehung zu einer Grosse, welche sich nicht &ndert,
wenn man die beiden Punkte durch andere ersetzt, welche
ihnen bei einer projektivischen Zuordnung der vorausgesetzten
Art entsprechen konnen. Sind ADB irgend zwei Punkte, so
besteht auf ihrer Verbindungslinie eine Involution, welche
reelle oder imaginire Hauptpunkte hat. Das Doppelverhiltnis
der Punkte AB zu diesen Hauptpunkten #ndert sich nicht
bei den angegebenen projektivischen Zuordnungen; folglich
ist der Abstand eine Funktion dieses Doppelverhiltnisses.
Ist C ein beliebiger dritter Punkt derselben Geraden, setzt
man AB =7, BC =", das angegebene Doppelverhiltnis fiir
AB =17, fir BC=v', wodurch dasselbe fir AC=v.v'
wird, so muss sein:
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r=9@), r'=9¢@), r+r'=g)=9@)+o@)
also r =clyv,

so dass wir ganz selbstindig wieder zu dem Resultat (Glei-
chung 5) des Art. 62 gelangt sind.

§ 6. Gebilde zweiter Ordnung im Riemannschen
Raume.

8. Gleichwie nach Art. 56 und 57 die projektivischen
Eigenschaften der quadratischen Gebilde in engem Zusammen-
hange mit dem Problem stehen:

Die quadratische Form ¢ (z,...z,) als Summe von
n + 1 Quadraten darzustellen,
so fithrt die Untersuchung ihrer metrischen Eigenschaften zu
dem Problem:
Die quadratischen Formen:
@@, ... 2,) und &L =kz2+4 224 ... 4z,
als Summe derselben Quadrate darzustellen.

Nach einem Satze des Herrn Weierstrass (Berliner
Monatsberichte 1858 u. 1868) kann diese Aufgabe fiir ein posi-
tives k* immer gelost werden, da die Form  fiir reelle Werte
der Variabelen nur dadurch zum Verschwinden gebracht wer-
den kann, dass man alle Variabelen gleich Null setzt. In
den beiden endlichen Raumformen lésst sich also immer ein
Weierstrasssches Koordinatensystem angeben, fiir welches
die Gleichung eines quadratischen Gebildes in der Form von
Quadraten erscheint. Es sei demnach die Gleichung des Ge-
bildes:

1) a kx4 a4 -+ a.2.2=0
unter der Bedingung:
2) B=ri4 224 ... 4+ x2

Zunsichst nehmen wir an, die Koeffizienten a seien unter
einander und von Null verschieden. Fiir jeden Eckpunkt
dieses Koordinatensystems (und im Riemannschen Raume
fiir seinen Gegenpunkt) fillt die ihm in Bezug auf das Ge-
bilde 1) zugeordnete Polarebene mit der absoluten Polarebene
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zusammen. Das Gebilde hat im Riemannschen Raume % 4 1
Paare von Mittelpunkten, in seiner Polarform n 4 1 Mittel-
punkte. Konstruiert man zu einer (« — 1)-fach ausgedehnten
Ebene, welche durch « Mittelpunkte hindurch geht (unter
denen sich keine Gegenpunkte befinden), die absolute Polar-
ebene, welche dann notwendig # — &« Dimensionen hat und
n 4+ 1 — « Mittelpunkte enthdlt, so ist dies auch in Bezug auf
das gegebene Gebilde die Polarebene der ersten. Infolge der
ersten Eigenschaft steht jede Gerade, welche beide Ebenen
schneidet, auch auf beiden senkrecht, und betrigt die Ent-
fernung der Schnittpunkte 1%x; da zu diesen beiden Punkten
die Schnittpunkte mit dem gegebenen Gebilde harmonisch
liegen, so folgt umgekehrt der Satz:

Wenn eine Gerade auf einer (¢ — 1)-fach ausgedehnten Ebene,
welche durch o Mittelpunlte gelegt ist, senkrecht steht, so liegt
der Schnittpunkt mit dieser Ebene mitten swischen den beiden
Schnittpunkten, in denen sie das gegcbene Gebilde trifft.

Setzen wir in 1) alle Variabelen bis auf z, und z, gleich
Null, so folgt:

wenn man unter r, den Abstand des Punktes (1, 0...0) von
einem Schnittpunkte des quadratischen Gebildes mit der ge-
gebenen Geraden versteht.

74. Wenn in der Gleichung 1) zwei Koeffizienten a ein-
ander gleich sind, etwa a, = a,, so lassen sich die Grossen
z, und z, durch

A —pty g BEHAS
Vit g 2
ersetzen. Folglich ist jeder Punkt auf der Geraden
Ty=Zy =Ly ==L, =0
Mittelpunkt des Gebildes, und wenn bei einer Drehung alle
Punkte der Ebene 2, =2,=0 in Ruhe verbleiben, so wird
das Gebilde in sich verschoben.

Allgemein mogen die n 41 Koeffizienten @ in mehrere
Gruppen unter sich gleicher, aber von den iibrigen verschie-
dener Grossen zerfallen. So sei:
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QGp=ay= - = (a1, Ae=0dgp1= " =0da}f-1,

aa+"]"=~‘~"’”u+ﬂ'+y—-l;--- ao%a,,za‘,.;.‘g...,

so dass a+f+y=...=n+1 ist. Jede Transformation,
welche die Form A*z+ x,%+4 ... 4 2.—® ungeiindert lisst,
indert die Gleichung des Gebildes nicht; dasselbe hat also
jeden Punkt der Ebene 2y = yqi=-.. = 2,=0 zum Mittel-
punkte. Verschiebt man den Raum so, dass diese Ebene in
Deckung mit ihrer Anfangslage verbleibt und jede (a +1)-
dimensionale Ebene, in welche die erstere ganz hineinfillt,
ebenfalls in sich bewegt wird (verschiebt man den Raum
lings der genannten Ebene), so wird auch das quadratische
Gebilde in sich verschoben. Demnach wird auch das qua-
dratische Gebilde in sich bewegt, wenn eine Drehung um die
Ebene 2, =z, =..-= z,= 0 erfolgt. Dasselbe gilt fiir Ebenen
von n—f, n—y-..- Dimensionen. Ebenso darf man die
genannten Bewegungen beliebig mit einander zusammensetzen.

Sehen wir im Raume von drei Dimensionen vom Kegel
ab, so erhalten wir nach den metrischen Eigenschaften fol-
gende vier Arten von Flichen zweiter Ordnung:

1. die allgemeine Fliche: A%z 2+ a, 2,2+ a, 2, + a,2,° = 0,
2. die Rotationsfliche: 2z + a, z,*+ a, (2,2 + 24%) = 0,

3. die Kugelfliche: A%z + a, (2,2 + 2,2 + a3%) = 0,

4. die Cylinderfliche: (F2x2 + 2,%) + a (22 + %) = 0.

Die beiden ersten Arten zerfallen projektivisch in gerad-
linige und nicht-geradlinige Flichen. Die Cylinderfliche ent-
hilt alle Punkte, welche von einer festen Geraden (und von
ihrer absoluten Polare) gleichen Abstand haben; durch jeden
Punkt der Fliche gehen zwei auf ihr liegende Gerade, welche
iiberall von der Rotationsachse gleichen Abstand haben (die
Parallelen nach Cliffords Bezeichnung; cfr. Art. 33). Jede
nicht-geradlinige Fliche besteht im Riemannschen Raume
aus zwei getrennten Teilen, in dessen Polarform aus einem
einzigen Zweige.

9. Zwei quadratische Gebilde, deren Gleichungen:

3 - =0 und <p+ki,$2==0

sich nur durch ein konstantes Glied unterscheiden, mogen als
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dhnliche konzentrische (ihnliche und #hnlich liegende) Gebilde
bezeichnet werden. Analytisch betrachtet haben sie mit
dem Unendlichfernen dieselbe Schnittfigur. Die Gleichungen
der Polarebenen desselben Punktes «' in Bezug auf die beiden
Gebilde unterscheiden sich nur durch das Glied:

A '
R (Bzg2 g+ 2,2, + -+ + za20),

schneiden sich also in der absoluten Polarebene des Punktes
7' und haben vom Punkte z’ aus dieselbe Senkrechte.

Wenn man ¢ in der Form 1) zu Grunde legt und ver-
mittelst 2) etwa die Grosse z, entfernt, so lassen sich die
Gleichungen 3) auf die Form bringen:

bzli+ -+ bazl=1, b+ ...+ bzt=1-4.

Legt man durch den Punkt #, = 2,=...=g2,=0 eine
Gerade, deren Richtungscosinus u,, gs--- g, sind, so moge
sie das erste Gebilde in der Entfernung r, das letzte in der
Entfernung ' treffen. Dann ist fiir das erste Gebilde:

zv,=yl.ksin—’:—;

und demnach: k

B sint (bt o D) = 1,

und entsprechend filr das zweite, also:

in— I
sin % 1
g TV 1Zw

und wir erhalten den Satz:

Zieht man von einem Mittelpunkt eweier dhnlicher kon-
sentrischer Gebilde sweiter Ordnung aus eine Strecke, bis sie die
beiden Gebilde trifft, so stehen die Sinus dieser Strecken in eincm
konstanten Verhdltnis.

6. Die zweite Gleichung 3) stellt bei unbeschriankter
Verinderlichkeit von A einen Biischel dhnlicher Gebilde dar.
Wir schreiben seine Gleichung in der Form von n + 1 Qua-

draten:

A
5) a k*zxl+a, 2+ . +a,z.i- vl (BPxi+ 22+ - -+ x,2) = 0.

Killing, Nicht-Euklidische Raumformen. 9



130 Zweiter Abschnitt: Der n-fach ansgedehnte Raum.

Wenn die Koeffizienten a,, 4, ... a, simtlich von einander
verschieden sind, so kann die Gleichung 5) nur dann ein
Kegelgebilde darstellen, wenn 4 = k?q, fiir ¢ = 0, 1... % wird.
Somit enthilt der Btschel in diesem (dem allgemeinen) Falle
n 4+ 1 Kegelgebilde; jedes von ihnen hat einen singuliren
Punkt (keine singulire Gerade oder Ebene) und dieser muss
mit einem Mittelpunkt des Biischels zusammenfallen. Ohne
der Allgemeinheit Abbruch zu thun, kénnen wir annehmen:
0<a<a<..<a, Dann ist das Gebilde 5) fir 1 < k*a,
imaginir, ebenso fiir 4 > a, k*; dagegen ist fiir kfa,< 1 < k?a,
ein Zeichen negativ, die iibrigen positiv, und fiir

IBa,_1 < 4 < ka,
sind alle Zeichen bis auf eines negativ u. s. w. Demnach er-
giebt ‘sich: A

Der allgemeine Biischel &hnlicher Gebilde enthilt imagi-
niire, nicht-geradlinige, geradlinige u. s. w. Gebilde; die in
einem solcl21en Gebilde liegenden Ebenen steigen bis auf n_; 1

n—

2
ist. Derselbe enthilt auch n + 1 Kegelgebilde mit singulérer
Spitze, von denen zwei imagindr, zwei geradlinig sind, zwei
zweifach ausgedehnte Ebenen enthalten u. s. w.; wenn n = 2m
ist, so hat ein einziges Kegelgebilde Ebenen von m Dimen-
sionen; wenn n = 2m -+ 1 ist, so gehoren dem Biischel zwei
Kegel an, auf denen m-dimensionale Ebenen liegen. Das
Innere der beiden Kegel, auf denen nur gerade Linien, keine
Ebenen liegen, ist ganz mit ungeradlinigen Gebilden angefiillt;
der ibrige Raum (das Aussere beider) ist mit Gebilden an-
gefiillt, auf denen mindestens gerade Linien liegen; derjenige
Teil hiervon, welcher das Innere eines derjenigen beiden
Kegel bildet, auf denen zweifach ausgedehnte Ebenen liegen,
enthilt Gebilde zweiter Ordnung, denen nur gerade Linien,
keine Ebenen angehoren; im gemeinschaftlichen Aussern beider
liegen Gebilde, welche mindestens zweifach ausgedehnte Ebenen
enthalten u. s. w.

Wie sich diese Resultate fiir einen speziellen Biischel
(d. h. fir die Gleichheit mehrerer Koeffizienten a) #@ndern,
bedarf keiner Darlegung.

oder Dimensionen, je nachdem » ungerade oder gerade
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Wird der Biischel 3) durch eine (» —1)-fach ausgedehnte
Ebene geschnitten, so kann man die Schnittebene etwa zur
Ebene z,= 0 wihlen. Dann lehrt diese Gleichung, dass auch
das Schnittsystem einen Biischel #hnlicher Gebilde liefert.
Die Gleichung lisst sich jetzt auf die Form bringen:

6) z.f(zy...2n)+c 322+, xl’+---+c._la:,._,’—%.$2=0,

wo f eine lineare Form von z,...z, darstellt. Wenn die
simtlichen Koeffizienten ¢ ungleich sind, so hat der auf
Znw=0 liegende Biischel n Mittelpunkte (resp. n Paare von
Mittelpunkten); diese sind die Spitzen von n Kegelgebilden,
in denen die Ebene je ein Gebilde des Biischels bertihrt; zu-
gleich stellt 6) fiir A = k%c, ein eigentliches Gebilde zweiter
Ordnung dar. Wenn aber zwei Koeffizienten ¢, etwa ¢, und
¢, einander gleich sind, so ist die Gleichung:
x"f+ (ci - co)-'”za‘l' et (c’l—l - co)xu—-l"‘ 0

durch n lineare Funktionen der Koordinaten, némlich z,, f,
Zg ... Ty darstellbar; also ist sie die Gleichung eines Kegel-
gebildes, welches von der Ebene ,= 0 beriihrt wird. Da-
durch gelangen wir zu dem Satze:

Wenn eine (n — 1)-fach ausgedehnte Ebene kein Kegelgebilde
eines allgemeinen Diischels dhnlicher Gebilde sweiten Grades be-
riihrt, so bildet der Schnitt wiederum einen allgemeinen Biischel
dhnlicher Gebilde. Die Ebene beriihrt dann n dem gegebenen
Biischel angehirende Gebilde; von denselben sind swei ungerad-
linig, zwei geradlinig u. s. w. Je swei Beriihrungspunkte haben
die Enifernung Lk.

Im Anschlusse hieran zeigt man leicht folgenden Satz:

Jeder Punkt des Raumes st Mittelpunkt eines Systems von
Gebilden, welches aus dem gegebenen Biischel durch eine jenen
Punlt enthaltende (n — 1)-fach ausgedehnte Ebene ausgeschnitien
wird.

Soll néimlich der gegebene Punkt P Mittelpunkt fiir jedes
Schnittgebilde sein, in welchem eine durch P gelegte Ebene
E,_; ein Gebilde des Biischels trifft, so muss E,_; ein Ge-
bilde des Biischels in P beriihren; man bestimme deshalb

dasjenige Gebilde des Biischels, welches durch P geht, und
9* )
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lege daran in P die Tangentialebene E,_,. Oder man be-
stimme zu P in Bezug auf zwei Gebilde des Biischels die
Polarebenen und lege durch deren Schnitt und P eine neue
Ebene E, so ist sie die verlangte.

Wenn die Ebene ein Kegelgebilde des Biischels beriihrt,
so ist jeder Punkt der Geraden, lings deren die Berithrung
statthat, Mittelpunkt fiir die Schnittfigur; ausserdem hat die-
selbe nur noch # — 2 Mittelpunkte. Solange der gegebene
Biischel als ein allgemeiner vorausgesetzt wird, ist es micht
moglich, dass in der Gleichung 6) drei Koeffizienten ¢ (etwa
Coy €1, €3) einander gleich werden, oder was auf dasselbe
hinauskommt, dass alle Punkte einer Ebene Mittelpunkte der
Schnittfigur werden. Dagegen konnen mehrere Paare dieser
Grossen einander gleich werden, wenn ni#mlich die Ebene
mehrere Kegel beriihrt. Fiir n — 2m kinnen zugleich m Kegel
beriihrt werden; der Schnitt mit jedem Gebilde des Biischels
besteht aus (2m — 2)-fach ausgedehnten Gebilden, deren
Punkte von m geraden Linien gleichen Abstand haben, welche
also lings m (zu einander konjugierten) Geraden in sich ver-
schoben werden konnen. Ist n=2m + 1, so konnen eben-
falls hochstens m Kegel beriihrt werden; dazu kommt aber
immer ein eigentliches Gebilde zweiter Ordnung, welches be-
rithrt wird; die Schnittfigur hat somit hochstens m Paare
gleicher Achsen; hochstens sind m gerade Linien mit Mittel-
punkten angefiillt, und es kommt dann noch ein einzelner
hinzu. Hierauf wollen wir sogleich niher eingehen. Dagegen
glaube ich, die Schnittfiguren, welche bei Ebenen von n — 2
und weniger Dimensionen eintreten, sowie die Bedingungen,
unter denen solche Ebenen einem Gebilde des Biischels an-
gehoren, nicht besprechen zu sollen. Die soeben angewandten
Prinzipien fithren auch hier zur Losung.

77. Die im vorigen Artikel gefundenen Resultate ge-
statten die Losung folgender Aufgabe: .

Ein quadsatisches Gebilde durch eine (n — 1)-dimensio-
nale Ebene so zu schneiden, dass im Schnittgebilde mehrere
Achsen gleich werden.

Durch diese Aufgabe wird das Problem der Kreisschnitte
auf den Flichen zweiter Ordnung erweitert.
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Soll das Schnittgebilde ein gewdhnliches Umdrehungs-
gebilde sein, fiir welches bei der Darstellung durch die Glei-
chungen:

N 2.=0, ¢kzi+cz’+. .-+ cacr121-12=0

nur zwei Grossen c¢ gleich sind, so ist nur ndtig, dass die
Schnittebene ein Kegelgebilde des durch das gegebene Ge-
bilde bestimmten Ahnlichkeitsbiischels berithrt. Mehr als zwei
Grossen ¢ konnen einander nicht gleich sein, wenn nicht das
gegebene Gebilde bereits ein Umdrehungsgebilde ist. Aber
wenn die Schnittebene mehrere Kegel des Biischels berithrt,
so werden auch mehrere Paare unter den Koeffizienten ¢
gleich werden. Nun enthilt ein Kegelgebilde mit singuldrer
Spitze nur eine (n — 2)-fache Unendlichkeit von Tangential-

ebenen, somit kann die Anzahl der Paare hochstens auf -’21

steigen, was auch durch die Gleichung 7) als hochste Zahl
der Paare angegeben wird. Diese hochste Zahl wird nur bei
paarigem Werte von n erreicht, und wir wollen die Koordi-
naten dieser Ebenen bestimmen.

Zu dem Ende benutzen wir Ebenenkoordinaten. In den-
selben sei die Gleichung des gegebenen Gebildes:

8) a L’ + + 4+ a
Dann sind die Glelchungen der Kegel:
—o, - . L
uy=0, al_ao+ ”+a..—ao o,

ug?

12
9) “r Q’ #(a, — a;) + g —a, + + - =%

o} Upy—y?

,k2(;l-o_—_—a—"5+ a —an + + Gn—1 __a‘”"'= O.

Der leichteren Bezeichnung wegen nehmen wir als die-
jenigen % Kegel, welche eine gemeinschaftliche Tangential-

ebene haben sollen, diejenigen, deren Nummern ungerade sind,
deren Spitzen also resp. in die Punkte v, =0, uy=0... %4, =0
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fallen. Dann miissen die Grossen t,, u, ... 4, den Gleichungen
geniigen:

10)

2 2

2
% u U

2 0 + L L e 0,
Ba,—a) ag—a, ay— a,

wo ¢ die simtlichen ungeraden Zahlwerte < n der Reihe nach
annimmt. Hiernach lassen sich die Verhiltnisse der Gréssen
%), ty... %, bestimmen, wenn man einen von Cauchy ge-
fundenen Satz benutzt (cfr. Baltzer, Determinanten, § 10, 1e).
Man fithre folgende Bezeichnungen ein:

1) p@=@—a)@—a)...a— ),

12) Ay a,05... ax) = (33— a,) (a3 — @) ... (a3 — ),

(3, a5) ... (a,— aw),
e (a,,_a - a..);

dann ist bis auf einen zu bestimmenden Faktor ¢:
2

%,

O—k()s‘ =A(aza, ... a,) 9(a),
ou’ = — A(ay0,05 ... a,) (ay),
ou’= A(aya50, ... a,) 9(a,),

0“6’= — A(aoa,a4a8 . an) ¢P(a6)r

13)

Diese Losung lidsst sich aber leicht verifizieren. Setzt
man nimlich die Werte von 13) in 10) ein, so erhalten wir
einen Ausdruck: @) )

N _P(@) ?@) | .

Aaza, ... an) a—a, A(aya, ... ay) —a. +
Derselbe ist fiir jedes ¢ eine ganze alternierende Funktion der
n+4+2

2 :
irgend zwei dieser Grossen ihr Zeichen &ndert; da sie aber
fiir jede nur auf den (”—2

2
identisch verschwinden. A
Hieraus ergiebt sich, dass nur diskrete Ebenen der Auf-
gabe geniigen. Um zu bestimmen, fiir welche Kegel diese
gemeinschaftlichen Tangentialebenen reell sind, nehmen wir

Grossen ayaga, ...a,, da sie durch Vertauschung von

ten
) Grad ansteigt, so muss sie
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an, die a,ay...a, sowohl wie die @, a;...a,—; seien der
Grosse nach geordnet, so dass ist:

GBS > > S0y OG>0 > Oy

Die rechten Seiten in 13) miissen dasselbe Zeichen haben.
Nach der getroffenen Anordnung sind alle Grossen A positiv,
folglich miissen zwei auf einander folgende ¢ verschiedenes
Zeichen besitzen, oder zwischen irgend zwei auf einander
folgende @3, und a@gm4s muss ein a, mit ungerader Marke
folgen. Das ist bei unserer Anordnung nur méglich, wenn

ist: B> 0> 0> o> ey >
In ciner paariyg ausgedehnten endlichen Raumform giebt es
unter den 2u einem Ahnlichkeitshiischel gehiorigen Kegeln nur ein

System von % Kegeln, welche gemeinschaftliche reelle Tangential-

ebenen haben, und zwar sind das diejenigen, welche unpaarig
ausgedehnte Ebenen (Geraden, drei-, fiinfdimensionale Ebenen)
besitzen. Deren Zahl betrigt 23°. Jede dieser Ebenen schnoidet
aus einem beliebigen Gebilde des Biischels ein Gebilde aus, fiir

welches jeder Punkt von l;— Geraden Mittelpunkt ist, welches
% Geraden iberall gleichweit entfernt ist.

Die Losung der gestellten Aufgabe ist also folgende:

also von jeder von

Um in einer paarig ausgedehnten endlichen Raumform
auf einem gegebenen quadratischen Gebilde diejenigen ebenen
Schnitte zu finden, deren n Achsen paarweise gleich sind,

—’2‘— zu dem Gebilde dhnlichen Kegel, welche

unpaarig ausgedehnte Ebenen enthalten und lege an dieselben
die gemeinschaftlichen Tangentialebenen. Diese liegen zu den
Achsen symmetrisch. Wenn eine solche Ebene das gegebene
Gebilde schneidet (was natiirlich nur bei geradlinigem Gebilde
moglich ist), so hat der Schnitt die verlangte Eigenschaft.

8. Wenn die Zahl » der Dimensionen ungerade ist und
eine Ebene ein quadratisches Gebilde in einer Figur schneiden

bestimme man die

soll, welche n=z
”— 2

3 L Kegel des durch das quadratische Gebilde bestimmten

Paare gleicher Achsen besitzt, so muss sie
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Ahnlichkeitsbiischels beriihren. Bezeichnet man die simt-
lichen n 41 Kegel mit K, K, ... K,, 8o bildle man deren
Gleichungen 9) in Ebenenkoordinaten und bestimme die-
n—1
2
n+1
2
Unbekannten, indem man von den verschwindenden

jenigen Koordinaten u, welche

Paaren von Gleichungen

geniigen. Dadurch erhilt man
n-+3
2

Grossen % von vornherein absieht. Zwischen je zwei dieser

Gleichungen schaffe man noch eine Unbekannte weg; dann
diirfen in der jedesmal entstehenden Gleichung die Koeffizienten
nicht siimtlich dasselbe Vorzeichen haben. Wir denken wiederum
die Koeffizienten a4 der Grosse nach geordnet; dann fallen
selbstverstindlich die Kegel K, und K, fort, und aus den

Gleichungen zwischen

dtbrigen # —1 miissen “

5 80 ausgewihlt werden, dass

unter den Marken keine zwei unmittelbar auf einander folgende
Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe vorkommen. Es sind also
n+1

folgende 3

Mbglichkeiten vorhanden:

KK KK;.. K,_,,

KK KK...K,_,,

KKK K,...K,_,,

K K, K,K,...K,_,,

KKK, K,...K,_,.
Also kommen entweder nur die Kegel mit gerader Marke
(> 0) oder mit ungerader Marke (< n) vor, oder a Kegel
haben eine ungerade Marke 1,3,5...2a 41 und (”;1 - )
Kegel haben gerade Marken 2a + 4, 2a+6...0—1. Es

n _2*_ 1 einfach ausgedehnte Systeme von Ebenen,
welche dieser Forderung geniigen.

giebt also

Man kann die Aufgabe noch dadurch spezialisieren, dass
die gesuchte Ebene ein Gebilde 5) berithren soll; die Ldsung
selbst @ndert sich nur wenig.
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79. Das Reziprocititsgesetz leitet aus dem Biischel dhn-
licher Gebilde die Schar konfokaler Gebilde ab. Sind u, ...,
die Koordinaten einer Ebene und ist:

2
14) %%-Fmt+~-+“f=’7=1»

80 sollen zwei Gebilde zweiter Klasse als konfokal bezeichnet
werden, wenn ihre Gleichungen in Ebenenkoordinaten:

15) Yp(Uy... %) =0 und 9 —AIl1=0

sich nur um ein konstantes Glied unterscheiden. Konfokale
Gebilde haben dieselben unendlich fernen Tangentialebenen.
Sucht man zu einer beliebigen (# — 1)-dimensionalen Ebene
den Pol in Bezug auf zwei konfokale Gebilde, so steht die
Verbindungsgerade der Pole auf der Ebene senkrecht. Die
Schar konfokaler Gebilde kann in Ebenenkoordinaten durch
die Gleichung:

16) B2t wih (= Dt @ D=0,
und in Punktkoordinaten durch die Gleichung:

17 Ll 2

) a,— 4 %;1+ a1

dargestellt werden. Den Kegeln des Biischels entsprechen
-quadratische Gebilde, welche in (» — 1)-dimensionalen Ebenen
liegen und deren Gleichung in Ebenenkoordinaten erhalten
wird, wenn man in 16) i =ga,, a,...a, setzt. In Punkt-
koordinaten wird jedes Fokalgebilde durch zwei Gleichungen
dargestellt, ndmlich:

=0

]
z,=0, .._L+ +__a:,.___” =0,

a, — a, a,— a,
K x,? _ ZLn—1®
2,=0, —2 4.4 T 0.
ao_a; . aﬂ—l—aﬂ

Von den Fokalgebilden einer jeden Schar sind zwei
imagindr, zwei ungeradlinig, zwei geradlinig u.s. w.; fiir
n == 2m 4 1 enthalten zwei Fokalgebilde (m — 1)-dimensionale
Ebenen ftir n — 2m enthilt nur ein Fokalgebilde Ebenen von

-1 Dlmensmnen
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Die Entwicklungen der vorangehenden Artikel liefern
nach reziproker Ubertragung folgende Sitze:

Durch jeden Punkt des Raumes, der nicht auf einem Fokal-
gebilde liegt, gehen n Gebilde der Schar; konstruiert man zu
diesen n Gebilden in ihrem Schnittpunkte die Tangentialebenen,
s0 stehen dieselben auf einander senkrecht. Diese n Ebenen sind
die Symmetrieeberen fiir jeden Tangentenkegel, welcher von dem
Punkie an irgend ein Gebilde der Schar gelegt werden kann.
Die Gesamtheit der Tangentialkegel, welche von demselben Punkte
aus an simtliche Gebilde der Schar gelegt werden kinnen, bilden
wieder ein konfokales System. Sucht man ndmlich 2u einer
durch den gemeinschaftlichen Scheitel gelegten (n — 1)-dimen-
sionalen Ebene die Polgerade in Bezug auf alle Kegel der Schar,
so liegen dieselben in einer zweifach ausgedehnten Ebene, welche
2u der ersteren Ebene senkrecht steht; oder, was auf dasselbe
hinauskommt, durchschneidet man die Kegel durch die absolute
Polarebene des Scheitels, so lassen sich die Schwittgebilde in der
Form 17) durch n Punktkoordinaten darstellen.

Jede (n — 1)-dimensionale Ebene ist Symmetrieebene fiir ein
System von Tangentialkegeln, welche von einem Punkte der Ebene
aus an die Gebilde der Schar gelegt werden kimmen; um diesen
Punkt 2u finden, bestimme man dasjenige Gebilde der Schar,
welches die gegebene Ebene beriihrt, und suche deren Bertihrungs-
punkt; oder man suche den Pol der Ebeme in DBezug auf.
-trgend ein Gebilde der Schar und fille von demselben das Lot
auf die gegebene Ebene; der Fusspunkt des Lotes ist der ge-
suchte Punkt,

Legt man von einem Punkte eines Fokalgebildes einen Tan-
gentenkegel an ein Gebilde der Schar, so ist derselbe ein Rotations-
kegel (hat zwei gleiche Achsen); liegt der Scheitel des Tangential-
kegels im Schnittpunkt mehrerer Fokalgebilde, so hat derselbe
mehrere Paare gleicher Achsen; im paarig ausgedehnten Raume
giebt es 2% Punkte (nebst ihren Gegenpunkien), von denen aus
die Tangentialkegel an ein Gebilde der Schar 2 Paare gleicher

2
Achsen enthalten; es sind das die Schnittpunkte derjenigen Fokal-

gebilde, in demen nur paarig ausgedehnte Ebenen liegen (d. h.
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welche entweder keine Geraden enthalten oder wenn dieselben vor-
kommen, sie z2u paarig ausgedehnten Ebenen vereinigen). Im un-

paarig ausgedehnten Raume giebt es ntl Kurven, in deren

2
joder sich i‘—;i Eriimmungsgebilde schneiden; diese 21
Kriimmungsgebilde miissen so ausgewdhlt werden, dass eines keine
Geraden, eines keine Ebenen, aber gerade Linien, eines nur 2wei-
fach ausgedehnte Ebenen u. s. w. enthdlt, oder mit andern Worten,
dass von den verschiedenen Arten von Kriimmungsgebilden je
eines unler den gewdihlten vorkommt; der Tangentenkegel, welcher
n-—1
2

emen Punkt einer solchen Kurve zur Spitze hat, enthiilt
Paare gleicher Achsen.

§ 7. Die quadratischen Gebilde im Lobatschewskyschen
RBRaume.

80. Die im vorigen Paragraphen fiir die endlichen Raum-
formen gefundenen Resultate erleiden zwar im Lobat-
schewskyschen Raume einige Verinderungen; dennoch
zeigen die durchgefiihrten Untersuchungen den Weg an,
welcher auch fiir diesen Raum die Resultate liefert, und
bieten das geeignetste Mittel, die Sitze zu ordnen. Die
Verschiedenheit zeigt sich zuvorderst darin, dass von den
n+1 Ebenen eines Weierstrassschen Koordinatensystems
eine imaginiir ist, dass also von den Mittelpunkten eines qua-
dratischen Gebildes nur einer reell sein kann, wofern die-
selben nicht eine Gerade oder Ebene anfiillen. Vorziiglich
tritt aber darin ein Unterschied hervor, dass es nicht immer
moglich ist, die quadratischen Formen ¢ (%, ... z,) und £ bei
negativem k% durch dieselben Quadrate darzustellen. Wir
miissen auf die erschopfende Abhandlung, welche Herr
Weierstrass tiber diese Darstellung veroffentlicht hat, etwas
niher eingehen. Dabei miissen wir uns aber damit begntigen,
die Resultate mitzuteilen; fiir den Beweis miissen wir auf die
Abhandlung selbst verweisen.



140 Zweiter Abschnitt: Der n-fach ausgedehnte Raum.

Es seien
P(x,y...2,) = ZA,,x.,2¢, und Q(,...2%s) = ZB, 2,

zwei quadratische Formen der » 4 1 Variabelen z, ...z, so
bilde man die Determinante:

[(PRl=Z2%(pAcp+ aBy) ... (0 Ann+ qBas)
der Form pP + ¢@. Da in unserm Falle Q@ mit & identisch
ist, kann diese Determinante nicht identisch verschwinden.
Sie ldsst sich also in % 4+ 1 Faktoren von der Form ap 4 bq
zerlegen. Mehrere von diesen Faktoren sind als gleich zu
betrachten, wenn in ihnen a und b dasselbe Verhiltnis haben.
Hiernach sei ! der hochste Exponent, zu dem erhoben ap -+ bg
in der Determinante vorkommt. In allen Unterdeterminanten
nt’ Ordnung moge derselbe Faktor den Exponenten !’ haben.
Allgemein sei I der hochste Exponent von ap + bq in allen
Unterdetérminanten (n + 1 — x)'** Ordnung. Wenn ® =0
ist, so ist auch {*+V=[]>*+¥=...=0. Ist aber I® von
Null verschieden, so ist I*—1>1®. Daher ist:
ISUS">... >0, :
wo [® der letzte von Null verschiedene Exponent ist. Setzen
wir also: '
e=1=10U, =0I'—1"...eW=]0
so sind e, e'...e® positive Zahlen, und es ist:
(ap + bgy = (ap + bgy (ap + bgy ... (ap + bg)™.

Jeden solchen Teiler (ap + bg)*” bezeichnet Herr Weier-
strass als einen Elementarteiler von [Pg)].

Es seien nun (agp + byq)~... (a,p + b, g)e die Elemen-
tarteiler der Determinante, wobei es unbestimmt bleibt, ob
mehrere von ihnen gleich sind. Dann bestimme man ¢ 41
Zahlenpaare (gyh,) ... (goh,), fir welche die Determinante
nicht verschwindet und welche der Bedingung geniigen:

arga+ bah;=1.
Hierauf filhrt Herr Weierstrass n 4 1 neue Variabele
Yoo Yo,a—1y Y10 - Yre—1- - Yoo+ -+ Yor0g—1 in bestimmter Weise
ein und bezeichnet das Aggregat: :
1) Z(Yauyar) it (Y2Y2)e
Dann ist: Htr=e—t
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2) { P=Z{a:C(4:92),, — a2 C(yay)sy 1},
Q=2 C(y:92), + 92 Co(429:)s,—1 |,
wo die C; rationale Funktionen der Elementarteiler sind.

Fir e, =1 ist (y292);=y2* und somit ist es moglich,
die beiden Formen durch dieselben Quadrate darzustellen,
wenn alle Elementarteiler den Exponenten Eins haben. Schon
hieraus ergiebt sich, dass die durch die Gleichung 1) und 2)
gegebene Darstellung im engsten Zusammenhang mit der Dar-
stellung durch Quadrate steht. Diese Beziehung tritt auch
in anderer Beziehung hervor, da diejenigen Ebenen, welche
fiir beide Gebilde denselben Pol haben, unter den Ebenen
Y1, = 0 vorkommen, und die #ibrigen Ebenen y;,= 0 in recht
enge Beziehung zu den ersteren treten.

81. Ersetzen wir jetzt die Form @ durch
Q:kix02+xl2+ +xn2,

welche fiir ein negatives A* nur ein negatives Quadrat ent-

hilt. Fiir =4 wird:

’ 2 _ 2
(m yz)e,1 =YioYis+ Y Yie= (jJ}g;g_ w-s—) - (—y“’?i)

(agy- e,

und hierin kommen bereits zwei negative Quadrate vor.
Ebenso enthilt fiir ¢;= 2 der Ausdruck:
4) (yz yz)q = YioYn

bereits ein positives und ein negatives Quadrat. Dasselbe
tritt ein, wenn zwei Elementarteiler, deren Exponenten gleich
Eins sind, konjugiert komplexe Werte haben. Somit folgt
der Satz:

Fiir ein positives k® miissen die Elementarteiler der Form
P + qR samtlich reell sein und den Exponenten FEins haben;
fiir ein negatives k® kann hochstens ein Elementarteiler den Ex-
ponenten zwei oder drei haben und hochstens ein Paar von Ele-
mentarteilern konjugiert komplex sein, letzteres auch nur bei
lauter Elementarteilern mit dem Exponenten Eins; somit ist fiir
ein negatives k® d