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Einleitung.

Crescunt disciplinae lente tardeque, per
varios errores sero pervenitur ad veritatem.

Omnia praeparata esse debent diuturno et

assiduo labore ad introitutn veritatis notae.

Jani illa certo temporis momento , divina

quadam necessHate coacta, eruerrjet.

C. 0. J. Jacobi.

Obwohl das nachfolgende Register über den Inhalt des vorliegenden

Werkes hinlängliche Auskunft geben wird, so dürfte es dennoch an-

gemessen sein, die eigentliche Tendenz meiner Arbeit hier in Kürze

darzulegen*).

Von den sogenannten elektrischen Kräften sind bis jetzt vorzugs-

weise studirt worden die elektrostatischen und elektrodynami-

schen. Letztere zerfallen ihrerseits von Neuem in zwei Kategorien,

nämlich in die von Ampere entdeckten ponderomotorischen und

in die von Paraday entdeckten elektromotorischen Kräfte.

Die für diese ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte

bisher aufgestellten Gesetze beziehen sich theils auf gleichförmige

elektrische Stromringe, theils auf einzelne Stromelemente, und sind

demgemäss in Integral- und Elemejitar-Gesetze einzutheilen. Im
Ganzen werden vier solche Gesetze zu nennen sein, von denen zwei

(J..) und (k.) den von Ampere entdeckten ponderomotorischen Kräften

entsprechen, während die beiden andern (i^.) und (qp.) auf die von

Faraday entdeckten elektromotorischen Kräfte Bezug haben.

*) Einen kurzen Abriss über den Gang, und die Resultate meiner Unter-

suchungen habe ich übrigens bereits im vergangenen lahre gegeben. Vergl. die

Ber. d. Kgl. Sächsisch. Ges. d. Wiss. vom 3. August 1872, und ferner die Mathem.

Annalen, Bd. V, pg. 614—624; und endlich auch das zu Pisa erscheinende Journal

11 nuovo Cimcnto, Ser. 2, Tomo IX, p. 49.
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(^ ) .... Das ponderomotorische Integralgesetz*), aufgestellt

von F. Neumann (1847). •— Befinden sich zwei gleichförmige

Stromringe A und B in irgend welchen Bewegungen, befinden

sich ferner die in ihnen vorhandenen Stromstärken / und J, (un-

beschadet der Gleichförmigkeit) in irgend welchen Zuständen der

Veränderung, und bezeichnet man mit P das Potential der beiden

Ringe auf einander, so wird für jedes Zeitelement die von B auf

A ausgeübte ponderomotorische Arbeit dargestellt sein durch

den negativen partiellen Zuwachs von P, genommen nach der

räumlichen Lage von A.

(F.) .... Das elektromotorische Integralgesetz**), aufgestellt

von F. Neumann (1847). — Die Summe der vom Ri.nge B im

Ringe A während eines Zeitelementes indiicirten elektromoto-

rischen Kräfte ist immer identisch mit dem vollständigen Zu-

P .

' wachs des Quotienten -^ , dieser Zuwachs noch multiplicirt mit
J

einer gewissen Constanten f (der sogenannten Inductionsconstanten).

(«.) .... Das ponderomotoriche Elementargesetz***) aufgestellt

von Ampere (1826^. — Zwei elektrische Stromelemente JDs und

/jDs, üben 'eine ponderomotorische Kraft B auf einander

aus, welche mit ihrer Verbindungslinie r zusammenfällt, und welche,

in repulsivem Sinne gerechnet, die Stärke besitzt:

R^ A\ J T)s. J-Ds,. ^ ^Q^^*^»«»! - ^^»^^:;

dabei ist unter ^l^ ein constanter Factor zu verstehen, während
9-, ^•^ und f diejenigen Winkel bezeichnen, unter welchen die beiden

Elemente gegen die Linie ;• {I)s^ a^->- Ds), und gegen einander ge-

neigt sind.

(qp?) .... Das elektromotorische Elementargesetz. — Das-

selbe scheint vorläufig noch in tiefes Dunkel gehüllt. Denn die

von W. Weber (1846) und F. Neumaun (1847) für dasselbe ge-

machten Propositionen zeigen wenig Aehnlichkeit; auch sind von

letzterem zwei verschiedene f) Propositionen. gemacht worden,

ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten der einen oder andern.

Die beiden Integralgesetze (Ä.) und (F.) sind ausgezeichnet durch

ihre Einfachheit, sowie durch die, in Folge experimenteller Prüfung,

ihnen zu Theil gewordene Zuverlässigkeit.

Weniger Günstiges ist zu sagen in Betreff des Ampere'schen
Gesetzes («.). Denn obwohl Ampere selber seine Theorie „uniquement

dednite de Vexpericnc&^ genannt hat, so dürfte doch den von ihm
angestellten Experimenten, wenigstens zum Theil, nur wenig be-

jveisende Kraft beizumessen sein. — Trotzdem würde es voreilig

*) Vergl. das vorliegende Werk, pg. 03, sq.

**) Vergl. das vorliegende Werk, pg. 102, sq.

***) Vergl. pg. 44, sq.

t) Vergl. pg. 221, 222.
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sein, und dem naturgemäss stetigen Fortschritt der Wissenschaft

wahrscheinlich nur zum Schaden gereichen, wenn man dieses Ampere'-

sche Gesetz, das seit einem halben Jahrhundert sich bewährt und

allen exacten Forschungen als Grundstein gedient hat, ohne wirklich

triftige Gründe aufgeben wollte.

Demgemäss habe ich an jenem Ampere 'sehen Elementargesetze

(«.), oder (was dasselbe ist) an denjenigen Voraussetzungen, auf welche

dieses Gesetz von Ampere basirt wurde, festhalten zu müssen ge-

glaubt. Als eine der wichtigsten Aufgaben erschien alsdann aber

die Auffindung des noch fehlenden Elementargesetzes (9)?); und hierin

besteht die Hauptaufgabe des vorliegenden Werkes.

Der von mir eingeschlagene Gang entspricht der historischen

Reihenfolge. — Als Ausgangspunkt für die Untersuchu'ng der pon-

dero motorischen Kräfte dienen mir die von Ampere eingeführten

Voraussetzungen; von denselben aus verfolge ich im Wesentlichen den

theils von Ampere, theils von meinem Vater gebahnten Weg, und

gelange in solcher Weise zuerst zum Elementargesetz («.), sodann

zum Integralgesetz {Ä.). -.— Sodann übergehend zur Untersuchung der

elektromotorischen Kräfte, benutze ich als Ausgangspunkt das

von meinem Vater anfgestellte Integralgesetz {F.), um von hier aus,

unter Anwendung des allgemeinen Princips der lebendigen Kraft, so-

wie unter Zuhülfenahme gewisser einfacher und plausibler Voraus-

setzungen, einen Weg mir zu eröffnen zur Entdeckung des noch un-

bekannten Elementargesetzes (9>?). Die erwähnten Voraussetzungen,

welche selbstverständlich auf die elektromotorischen Kräfte sich be-

ziehen, stehen in einer gewissen Analogie mit denjenigen, welche von

Ampere über die ponderomotorischen Kräfte gemacht sind.

Bei einer mathematisch-physikalischen Untersuchung wird jeder-

seit die Beschaffenheit und Anzahl der zu Grunde gelegten Voraus-

zetzungen von grösster Wichtigkeit sein. Da nun diese Voraus-

setzungen im vorliegenden Werke, in Folge des eingeschlagenen

historischen Ganges, eine gewisse Zersplitterung und Zerstreuung

erfahren haben, so wird es um so nöthiger sein, wenigstens hier in

der Einleitung ein übersichtliches Bild zu entwerfen von der Gesammt-

heit jener Voraussetzungen. — Es können dieselben folgenderraassen

rubricirt werden.

(1.) • . . . Die erste Voraussetzung*) besteht in der Annahme des

allgemeinen Princips oder Axioms der lebendigen Kraft, sowie in

der Annahme desjenigen (xesetzes, welches von Joule für die elek-

trodynamische Wärmeentwicklung aufgestellt wurde.

(2.) .... Die zweite Voraussetzung besteht in der Annahme der

beiden schon erwähnten Integralgesetze (A.) und (F.).

*) Vergl. pag. 7, sq., und auch pag. 134, sq.
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(3.) . . . . Die dritte Voraussetzung*) besteht in gewissen, den ponde-

romotorischen und elektromotorischen Kräften beizulegenden

Grnndeigenschaften, nämlich in folgenden Annahmen:

Erstens: Die von einem Stromelement -/, 7)Sj auf ein anderes

Stromelement Jl)s ausgeübte pond eromotorische Kraft ist pro-

portionail dem Product JJ^, sonst aber nur noch abhängig von der

relativen Lage der beiden Elemente.

Zweitens: Die von einem Stromelement </j J>Si während der

Zeit dt in irgend einem Punkte eines Conductors inducirte elek-

tromotorische Kraft ist zerlegbar in zwei respective mit J",

und dJ^ proportionale Kräfte; diese Kräfte sind, abgesehen von

den genannten Factoren, nur noch abhängig von der relativen Lage,

sowie von der Aenderung der relativen Lage; sie verschwinden^

sobald die relative Lage und der Werth von J^ constant bleiben.

Drittens: Jedes Stromelement J^Ds^ ist, hinsichtlich der

von ihm ausgeübten p n d e r o motorischen und e 1 e k t r motorische n

Kräfte, ersetzbar durch seine sogenannten Componenten.

(4.) .... Die vierte Voraussetzung besteht in zwei von Ampere ge-

machten und häufig in Zweifel gezogenen Annahmen:

Erstens: Die p n d e r motorische Kraft, mit welcher zwei

Stromelemcnte auf einander wirken, fällt zusammen mit ihrer

Verbindungslinie.

Zweitens: Die pond eromotorische Wirkung, welche ein

gleichförmiger geschlossener elektrischer Strom auf ein einzelnes

Stromelement ausübt, steht gegen letzteres senkrecht.

Diese Voraussetzungen führen, weil in ihnen die von Ampere
selber gemachten Voraussetzungen mitentli alten sind, nothwendig zum
Ampere' sehen Gesetz («.); andererseits aber führen sie auch zu einer

bestimmten Form des noch fehlenden Gesetzes (cp.), nämlich zu folgendem

Ergebniss

:

(qp.) . . . • Diß resultirende Form des elektromotorischen
Elementargesetzes.**) — Die elektromotorische Krafb Edt,
welche ein Stromelement J^Ds^ in irgend einem Punkte m eines

gegebenen Conductors währe.nd der Zeit dt hervorbringt, ist zer-

legbar in zwei Kräfte:

.„ ^, d {r J. cos^i) - , ., _, J. dr— A^ Dsi -' \ *^ und + A^ Dsi —^^—

,

erstere gerechnet in der Richtung r {Ds^ »->- m), letztere gerech-

net in der Richtung J^. Dabei haben A'\ r, d-^ dieselben, oder

wenigstens analoge Bedeutungen wie im Ampere' sehen Gesetze («.).

Was die Voraussetzung (2.) betrifft, so sei bemerkt, dass das

von meinem Vater aufgestellte Integralgesetz (F.), bei der Eruirung

*) Die Voraussetzungen (3.) und (4.) finden sich im vorliegenden Werke zer-

gliedert in mehrere Hypothesen auf pag. 35, 36, ferner in mehrere Hypothesen
auf pag. 112, ferner in eine Hypothese auf pag. 169, und endlich in eine letzte

Hypothese auf pag. 187. — Dabei ist die grösste Sorgfalt verwendet worden,
diese einzelnen Hypothesen so scharf wie möglich auszusprechen.

**) Vergl. pag. 103, sq.
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des eben angegebenen Elementargesetzes (©.), nicht in seiner ganzen

Allgemeinheit, sondern nur insoweit benutzt worden ist, als dasselbe

auf" Stromringe ohne Gleitstellen sieh bezieht, so dass es also fraglich

erscheint, ob dieses Elementargesetz (qp.) mit jenem Integralgesetz

(F.) auch für solche Stromringe im Einklang ist, die mit Gleit-

stellen versehen sind. Die betreffende specielle Untersuchung zeigt*),

dass dieser Einklang in der That vorhanden ist; hierin aber dürfte,

weil das Gesetz (F.) in allen Fällen, mögen Gleitstellen vorhanden

"sein oder nicht, auf experimentellem Wege als richtig constatirt

worden ist, ein neues Argument zu erblicken sein zu Gunsten des

von mir gefundenen Elementargesetzes {(p.)

Von Wichtigkeit dürfte ferner sein, dass bei Zugrundelegung der

angegebenen Elementargesetze (a.) und (cp.) die Integralgesetze (A.)

und (F.) nicht nur für lineare, sondern in ganz analoger Weise auch

für körperliche Leiter sich ergeben.**)

Beiläufig sei erwähnt, dass ich bei meinen Untersuchungen überall

Rücksicht genommen habe auf die schon vor lauger Zeit von mir

angedeutete Möglichkeit***), dass vielleicht die elektrischen Kräfte

(ähnlich wie die ordinären Kräfte) proportional sein könnten mit einer

Function der Entfernung r, welche nur für beträchtliche Entfer-

nungen identisch mit -jj , hingegen für sehr kleine Entfernungen

von anderer und noch unbekannter Beschaffenheit ist. Hier in der Ein-

leitung indessen habe ich, um einen vorläufigen Ueberblick meiner Unter-

suchungen möglichst zu erleichtern, überall nur den Fall beträcht-

licher Entfernungen ins Auge gefasstf).

Unter den Voraussetzungen (1.), (2.), (3.), (4.), erscheint am Be-

denklichsten die letzte. Mit Rücksicht hierauf erlaube ich mir hinzu-

*) Vergl. den Satz auf pag. 227, 228.

**) Vergl. pag. 165, 176 und 21.3.

***) Ich beziehe mich hier auf meine Schrift: „Explicare tentatur, quomodo

fiat, ut lucis planum polarisationis per vires electricas vel magneticas declinetur^'

(Halts Saxomun^ 18.58), welche später in ausführlicherer Gestalt unter dem Titel:

„Die magnetische Drehung der Polarisationsebene des Lichts" (Halle,

186.S) von Neuem erschienen ist. Vergl. in letzterer Schrift namentlich pag. 16, sq.

— Dieselbe Anschauungsweise findet man übrigens auch in meinen „Principien
der Elektrodynamik" (Programm der Tübinger Universität vom Juli 1868).

t) Zxxr leichtern Orientirung sei bemerkt, dass ich im vorlie-

genden Werk unter cp und ip durchweg zwei Functionen von r ver-

stehe, welche für beträchtliche r respective identisch sind mit —
'

r

und mit /»"•



X Einleitung.

weisen auf eine neuerdiqgs von mir ausgeführte allgemeinere

Untersuchung*), bei welcher die Voraussetzung (4.) unterdrückt

ist, die Voraussetzungen (1.), (2.), (3.) hingegen ungeändert beibehalten

sind. Das Resultat dieser Untersuchung besteht schlieslich darin, dass

man für die ponderomotorischen Kräfte wiederum das Ampere' sehe

Elementargesetz, andererseits für die elektromotorischen Kräfte ebenfalls

das vorhin angegebene Elementargesetz erhält. — Dieses Resultat

dürfte einigermassen dazu angethan sein, das Zutrauen zum Ampere'-

schen Gesetz zu steigern.

Bekanntlich ist in den letzten Jahren von Helmholtz der Versuch

gemacht worden, das Ampere' sehe Gesetz umzustossen, und an seine

Stelle ein anderes Gesetz treten zu lassen, welches von Helmholtz
selber in seinem letzten Aufsatz**) als „Potentialgesetz" bezeichnet

wird. Doch scheint diese Helmholtz'sche Theorie, wie ich schon

im vergangenen Jahr äusserte***), und wie ein wenig später auch

von Riecke bemerkt worden istf), in diametralem Widerspruch zu

stehen mit einer bekannten experimentellen Thatsache. Denn bringt

man das Helmholtz'sche „Potentialgesetz" in Anwendung auf einen

sogenannten elektromagnetischen Rotationsapparat, so wird das von

dem Magnet (oder Solenoid) auf den beweglichen Stromleiter ausge-

übte Drehungsmoment, berechnet nach dem „Potentialgesetz", noth-

weudig Null sein, so dass also jener Stromleiter, falls er zu Anfang
in Ruhe ist, beständig in Ruhe verharren müsste, was der Erfahrung

widerspricht.

Dass das erwähnte Drehungsmoment, nach dem „Potentialgesetz"

berechnet, Null ist, hat Helmholtz in seinem letzten Aufsatz aner-

kanntft). Nach seiner Ansicht ist indessen wesentlich Rücksicht zu

nehmen auf diejenigen Vorgänge, welche bei einem solchen Apparat
an der Gleitstelle stattfinden; denn an dieser Stelle seien die Strom-

leiter entweder durch Quecksilber oder (im Falle federnder Reibung)

wenigstens durch eine dünne Uebergangsschicht mit einander ver-

bunden; nach dem „Potentia4gesetz" müssten aber die Stromfäden im
Quecksilber oder in der Uebergangsschicht gewisse Winkeldrehungen

*) Abhandlungen der Kgl. Sachs. Ges. d. WIks., 187.S, pag. 419, sq.

**) Monatsberichte d. Kgl. Akad. zu Berlin vom 6. Februar, 187.3.

***) Ber. d. Kgl. Sachs. Ges. d. Wiss. vom .3. Aug. 1872, pag. 1.57 (in den
Separatabzügen auf pag. 16); vergl. auch die Math. Annalen, Bd. V. pag. 614,

und d. vorliegende Werk, pag. 77, seq.

t) Nachrichten d. Kgl. Ges. d. Wiss. zu (jiöttingen vom 14. Aug. 1872, pag. s

tt) Monatsbericht d. Kgl. Akad. zu Berlin vom 6. Februar 1873, pag. lO'J,
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machen; und hierdurch erkläre sich, dass der bewegliche Stromleiter,

obwohl das auf ihn selber ausgeübte Drehungsmoment Null ist, den-

noch in Rotation gerathe*).

Uebrigens ist zu erwähnen, dass Helmholtz gleichzeitig gewisse

Experimente**) angedeutet hat, mit Hülfe deren es nach seiner An-

sicht vielleicht möglich sein werde, die Frage, ob das „Potentialgesetz"

gegenüber dem Änipere'schen Gesetze in Wirklichkeit den Vorzug

verdiene, zur Entscheidung zu bringen. — — —

Eine befriedigende Theorie der elektrischen Erscheinungen zu

finden, ist vielleicht eine Aufgabe für Jahrhunderte. Allös, was in

theoretischer Beziehung vorläufig geschehen kann, besteht darin, dass

wir das Gebiet dieser Erscheinungen in verschiedenen Richtungen und

von verschiedenen Ausgangspunkten mit grösster Sorgfalt zu durch-

wandern suchen. Im vorliegenden Theil meines Werkes habe ich

diejenige Richtung weiter zu verfolgen mich bemüht, welche indicirt

war durch die Arbeiten Ampere 's und durch diejenigen meines

Vaters. In einem später folgenden Theil werde ich mit gleicher

Sorgfalt diejenige andere Richtung zu verfolgen suchen, welche

indicirt ist durch die Arbeiten Web er 's und Kirchhoff 's.

Leipzig, 1. Juli 1873.

Carl Neumann,

*) Die betreffende Stelle des Helmholtz'schen Aufsatzes (1. c. pag. 102)

lautet wörtlich

:

„Wenn, wie in dem Beispiel des Hrn. Riecke, ein Radius eines Kreises den

„Strom vom Mittelpunkt desselben, um den er drehbar ist, zur leitenden Peripherie

„führt, und dabei unter dem Einfluss anderer concentriseher Kreisströme steht,

„so wirkt, wie Hr. Riecke richtig bemerkt, nach dem Potentialgesetz unmit-
„telbar gar keine Kraft auf den festen Theil des Radius, dessen relative Lag^

„gegen die Kreisströme sich nicht verändert, und es kommt allein das Kräftepaar

„zur Erscheinung, welches auf die Uebergangsschicht an der Gleitstelle wirkt;

„Dieses aber bedingt in der That den ganzen Erfolg."

**) 1. c. pag. 103, 104.
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Verbesserungen.

11/
38, Zeile 4 v. o. setze man ^ (>') statt ()(r)

77 ist dem Passus Zeile 7—19 v. o. eine etwas andere Gestalt zu geben, nämlich folgende:

„Unterwirft man die in solcher Weise sich ergebenden elementaren Drehungs-
momente einer näheren Untersuchung, so zeigt sich (und zwar für jeden be-
liebigen Werth der Constanten k) volle Uebereinstimmung mit den Anforde-
rungen des allgemeinen Princips der Action und Eeaction. — Soweit also würde
kein Einwand zu erheben sein . . . .".

Ich verdanke diese Berichtigung einer gelegentlichen Hemerkung von llelm-
holtz (Monatsberichte der Berliner Ak. d. Wiss., Februar 1873, pag. 94).

214, in der Ueberschrift des § lese man „elektromotorischen" statt „elektrischen".

238, Zeile IG v. o. setze man „Arbeit S" statt „Arbeit .s".

250, in der Ueberschrift des § lese man „und" statt „oder".



Erster Abschnitt.

Ueber die Art und AA'eise, in \velcher das allgemeine Axiom
der lebendigen Kraft benutzt werden kann zur näheren

Erforschung der elektrischen Kräfte.

Abgesehen von d.^^sen Erörterungen über das genannte Axiom, enthält der Ab-

schnitt roancherhi Präliminarien, so z. B. die Fundamentalgleichungen für die

Wirkung der ponderomotorischen und elektromotorischen Kräfte.

§. 1. Ueber die Bewegung- der elektrischen Materie im Innern eines pon-

derablen Körpers, und die damit verbundene Wärmeentwiclilung.

Die elektrische Materie im Innern eines gegebenen ponderablen

Körpers werde durch irgend welche Ursachen oder Kräfte (deren Ent-

stehung und Beschaffenheit vorläufig ganz dahingestellt bleiben mag)

in Bewegung versetzt und in Bewegung erhalten; in Folge dessen

wird offenbar die Vertheilung dieser Materie von Augenblick zu Augen-

blick eine andere werden. Es soll der Zusammenhang, in welchem

Bewegung und Vertheilung zu einander stehen, näher untersucht

werden.

Dabei ist zu bemerken, dass man unter der elektrischen Be-

wegung die relative Bewegung der elektrischen Materie in Bezug

auf die ponderable Masse versteht; demgemäss mag der Betrachtung

ein rechtwinkliges x^xensystem (v, \), 5) zu Grunde gelegt werden,

welches mit der ponderablen Masse des gegebenen Körpers in starrer

Verbindung steht, an der etwaigen Bewegung dieser ponderablen Masse

also theilnimmt. Auch sei vorausgesetzt, dass die zu betrachtende

elektrische Bewegung eine stetige ist, so dass sie also ihrer Richtung

und Stärke nach als constant angesehen werden darf für alle Puocte

eines unendlich kleinen Volumelements und für alle Augenblicke eines

unendlich kurzen Zeitintervalls.

Construirt man an irgend einer Stelle y, \), j im Innern des Kör-

pers ein Flächenelement Da, senkrecht gegen die zur Zeit t daselbst

vorhandene elektrische Bewegung, so kann die während des Zeit-

elementes dt durch Doj hindurchfliessende Elektricitätsmenge bezeich-

net werden durch:

Noiimanu, die elektrischen Kiiifto. 1
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(1.) Jdt,

oder auch durcli:

(2.) iDadt,
wo alsdann ?/(=/D ö) die Stärke des durch Da gehenden Stromes^
andererseits i die Stärke der im Puncte y, \), j vorhandenen Strö-

mung genannt wird. Denkt man sich die Strömung i geometrisch

dargestellt- durch eine (vom Punct y:, \), 5 ausgehende) Linie von ent-

sprechender Richtung und Länge, so werden die senkrechten Pro-

jectionen dieser Linie auf die Coordinatenaxen bezeichnet als die

Ström ungscomponenten. Sind die Werthe dieser letztern also

u, l\ Vo, so wird ii--j-X'>*-[~^^^= ^''^ sein.

Diese Definitionen vorausgeschickt , soll nun zunächst diejenige

Elektricitätsmenge ä^ berechnet werden, welche während der Zeit dt

hindurchfliesst durch ein im Innern des Körpers beliel)it^ gegebenes

Flächenelement Do.

Wir construiren parallel mit der durch Do gehenden Strömung l

einen Cylinder, welcher die Peripherie des Elementes Do zur Leit-

curve hat, und construiren ferner in diesem Cylinder einen senk-

rechten Querschnitt Dco, unendlich nahe an Do. In Folge der

vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in den Puncten

des von Do, D« begrenzten Cylindersegmentes überall einerlei Stärke

und Richtung, also überall die Stärke i

und die Richtung des Cylinders. Die ge-

suchte, während der Zeit dt durch Do
fliessende Elektricitätsmenge dyi ist daher

ebe^jso gross wie die während dieser Zeit

durch D CO fliessende, und besitzt folglich,

nach (2.), den Werth

:

(3.)^ dii = iDcodt.

Hierfür kann, weil Dw = Do cos (/, N)
ist, auch geschrieben werden:

(4.a) d^i ^^ i cos (^, N) Do dt,

oder auch:

(4.b) d^ = [u cos (r, N) -\- i> cos {\), N) -\- lu cos (j, JV)] Do dt.

Denn es soll N die Normale von Do vorstellen; und es sind also

(i, N) und (ji-, N), {\), N), (j, iV) diejenigen Winkel, unter welchen

die Normale N gegen i und gegen ^ie Coordinatenaxen geneigt ist.

Gleichzeitig sollen u, i), lü die Componenten von i vorstellen.

Die Formel (4.a, b) repräsentirt den analytischen Aus-
druck für diejenigeElektricitätsmenge d^, welche durch ein

völlig beliebig gegebenes Flächenelement Do, und zwar
in dem durch die Normale N indicirten Sinne, während
der Zeit dt hindurchfliesst.
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Bringt man das Element Do (ohne seinen Ort zn ändern) suc-

cessive in diejenigen sjjeciellen Lagen Do,, Do^? D03, bei denen seine

Normale N parallel ist mit der y-, Xy-, i'kxe, so geht die Formel

(4.b) snccessive über in:

il^^ = u Do, dt,

(ö.) dn^^\iI>o.^dt,

dyi^ => \x> Do., dt.

Diese Ausdrücke sind vollkommen analog mit dem Ausdruck (2.).

Demgemäss ergeben sich conforme Definitionen einerseits, aus (2.),

für die Strömung i, andererseits, aus (5.), für die Strömungs-
c o m p o n e n t e n w, \>, lü.

Zufolge (2.) wird niirälich die Strömung selber (d. i. i) zu

definiren sein als diejenige Elektricitiitsmenge, welche durch ein gegen
ihre Bewegungsrichtung senkrechtes Flächenelement von der

Grösse Eins hindurchgeht während der Zeiteinheit.

Andererseits wird zufolge (5.) jede Ström ungscomponente
(d. i. 11 oder i> oder tu) zu definiren sein als diejenige Elektricitäts-

menge, welche während der Zeiteinheit hindurchfliesst durch ein gegen
die betreffende Axe senkrechtes Flächenelement von der Grösse

Eins.

Es sei nun irgendwo im Innern des Körpers eine geschlossene

Fläche construirt von beliebiger Gestalt und Grösse; und es seien M
und M -\- dM diejenigen Elektricitätsrc engen, welche innerhalb dieser

Fläche sich vorfinden zu den Zeiten t und t -^ dt. Alsdann wird:

M = ^£Dv,
(^•) M + (/M = 2:(s + "^^ dt) Dv,

wo die Summation (oder Integration) 2J sich hinerstreckt über alle inner-

halb der Fläche vorhandenen Volumelemente Dv, und w^o a die Dich-

tigkeit der elektrischen Materie bezeichnet.

Die Differenz d\A repräsentirt offenbar diejenige Elektricitätsmenge,

welche während der Zeit dt durch die einzelnen Elemente Do der con-

struirten Fläche in das Innere derselben hineingeströmt ist, und kann

daher nach (4.a,b) so ausgedrückt werden:

(/M = dt . 2; i cos [i, N) Do,
^ ^^^ = dt 2:[n cos {y,N) + ü cos (\),N) + 11^ cos (5,iY) j Do.

Hieraus folgt durch eine bekannte Umgestaltung:

,T.b) ,m = -...4|i' + |^ + g]Dv.

Dabei ist unter N die innere Normale von Do zu

verstehen, und die Integration U in (7.a) über alle

Elemente Do der construirten Fläche, in (T.b) über

Fig. 2.

\
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alle Elemente D v des von ihr umschlossenen Volumens ausgedehnt

zu denken.

Substituirt man in (7.a,b) den für ^7M aus (G.) sieh ergebenden

Werth, so erhält man (nach Fortlassung des gemeinschaftlichen Fac-

tors dt):

(8.a) 2:~^Dy=^ Zi cos {i, N) Do,

Denkt man sich nun endlich das-von der construirten Fläche umschlos-

sene Volumen als ein unendlich kleines ^ als identisch mit einem ein-

zelnen Volumelement Dy, so gewinnen die Formeln (8.a,b) folgende

Gestaltung:

(9.a) ^^Dv= Ü-'—^-,

Dabei ist in (9.a) die unendlich kleine Oberfläche des betrachteten

Volumelements Dv zerlegt zu denken in unendlich kleine Ele-

mente zweiter Ordnung Do, und über diese Elemente zweiter

Ordnung hinerstreckt zu denken die mit 2J bezeichnete Integration.

Wir betrachten nun ferner die Oberfläche des gegebenen Kör-

pers, indem wir dabei/ der Einfachheit willen, die Annahme machen,

derselbe sei eingehüllt von einem isolirenden Medium. Es sei D ein

Element jener Oberfläche, und es seien ferner M und \A -\- dW[ die-

jenigen Elektricitätsmengen , welche auf Do vorhanden sind zu den

Zeiten t und t -{- dt\ alsdann wird:

(10-) ., , ,.. f- ,
ds

M + ./M = (T+||r?ODo,

falls nämlich T die Dichtigkeit der auf Do ausgebreiteten Elektricität

vorstellt. Es ist M — (M -]- (/M) = — dW[] so dass also dieses

— d[A als diejenige Elektricitätsmenge bezeichnet werden kann, welche

das Element Do während der Zeit dt verlassen hat.

Wir construiren die innere Normale N des Elements Do, con-

struiren sodann ferner parallel mit der in unmittelbarer Nähe von

Do vorhandenen Strömung i einen Cylinder, welcher die Peripherie

von Do zur Leitcurve hat, und construiren endlich in diesem Cylin-

der einen senkrechten Querschnitt Döj, unendlich nahe an Do. In

Folge der vorausgesetzten Stetigkeit hat die elektrische Strömung in

den Pnncten des von \)o, Dw begrenzten Cylindersegmentes überall
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einerlei Stärke und Richtung, nämlich

die Stärke i und die Richtung des Cy-

linders. Jene während der Zeit dt

das Flächenelement Dt» verlassende

Elektricitätsmenge — dM ist daher von

gleicher Grösse mit derjenigen Elektri-

citätsmenge, welche während dieser Zeit

durch Da hindurchfliesst, und hat also -__

nach (3.) den Werth:

(11.) ~ dtA^^iDadL
Hieraus folgt:

(12.) dM= - iDcodt

Diese Formel aber kann [vergl. die früher bei (4.a,b) ausgeführten

Operationen] leicht in folgende Gestalten versetzt werden:

(13.a) dN\== — i cos (i, N)'Dodt,

(13.b) = — [u cos{x,N) + ü cos(i),iV') + \x> cos(j,iV^)J Do dt.

Substituirt man endlich hier für dPA den aus (10.) sich ergebenden

Werth, so erhält man (nach Fortlassung des gemeinschaftlichen Fac-

tors dt):

(14. a) ~-Do== — i cos{i,N)Do, '

(14.b) = — [u cos(ivA^) -f i) cos{\),N) + 1ü cos (j,iV)] Do.

Die Formeln (9.a,b) und (14.a,b) repräsentiren den ge-

suchten Zusammenhang, der zwischen den elektrischen

Dichtigkeiten s, a einerseits und den elektrischen Strö-

mungen u, ü, tu andererseits stattfindet.

In Betreff der durch die elektrischen Strömungen sich entwickelnden

Wärme gehen wir aus von dem (experimentell gefundenen) Joule'-

schen Gesetz, demzufolge die in einem Drahtelement durch einen

elektrischen Strom erzeugte Wärmemenge proportional ist mit dem
Quadrat der Stromstärke, proportional dem sogenannten Widerstände

des Drahtelements und ])roportional der Zeit. Ist also Ds die Länge,

Ds
g der Querschnitt, k die Leitungsfähigkeit, mithin ^ der Widerstand

des Drahtelements, und ist ferner J die Stromstärke, so wird die in

dem Element während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge
dQ den Werth haben:

(lo.) dQ = —.— dt.
kq
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Denkt mau sich die Maasseiuheiten für die räumlichen Dimensionen,

für die Zeit und für die Stromstärke in irgend welcher Weise fest-

gesetzt, so wird man trotzdem aus dieser Formel (15.) für die Wärme-

menge (IQ sehr verschiedene Zahlenwerthe erhalten je nach der jedes-

mal für /i gewählten Maasseinheit. Diese Willkühr mag beseitigt

werden.

lieber die Maasseinheiten der räumlichen Dimensio-
nen, der Zeit, und der elektrischen Stromstärken sollen

allerdings bestimmte Determinationen unterbleiben. Hin-
gegen soll die für die elektrische Leitungsfähigkeit h zu

wählende Maasseinheit jenen andern Maasseinheiten in

solcher Weise adjungirt gedacht werden, dass der aus (15.)

für dQ sich ergebende Zahlenwerth die entwickelte Wärme-
menge in mech.anisclieiu Maasse darstellt, also diejenige

lebendige Kraft repräsentirt, welche dieser W^ärmemenge
äquivalent ist.

Finden elektrische Strömungen statt in einem Körper von belie-

biger Gestalt, und ist Dv irgend ein Volumelement des Körpers von

solcher Kleinheit, dass die elektrische Strömung i in allen Puncten von

D V einerlei Richtung und Stärke hat, so wird mau, um die in diesem

Volumelement sich entwickelnde Wärmemenge zu ermitteln, dasselbe

zu zerlegen haben in Elemente zweiter Ordnung, und zwar in

lauter cylindrische Elemente parallel mit i. Betrachtet man ein

solches cyliudrisches Element für sich allein, und bezeichnet man
seine Länge mit Ds, seinen Querschnitt nüt (j, seine Leitungsfähigkeit

mit Ä', so findet man für die in demselben während der Zeit dt ent-

stehende Wärmemenge [nach (15.)J den Werth:

Icq
'

denn die in dem cylindrischen Element vorhandene Stromstärke

J ist gleich dem Querschnitt q multiplicirt mit der Strömungs stärke

i |vergl. (l.), (2.)]. Dieser Werth kann so geschrieben werden:

Die in dem gegebenen Volumelement D v entstehende Wärmemenge
dQ ergiebt sich hieraus durch Summation; und hat also den Werth:

d. i. '^

(16.) dQ = ''^^^\lL

Die beiden Formeln (15.) und (16.) können also ange-
sehen werden als der analytische Ausdruck des Joule'schcn
Gesetzes für lineare und räumliche Stromelemente.
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Sj. 2. Das allgemeine Axiom <ler leboiuligcii Kraft, und die durch dasselbe

yostulirte Function.

Für materielle Systeme von gewisser specieller Beschaffenheit,

welche (strenge genommen) nur unserer Gedankenwelt ange-

hören, kann der Satz der lebendigen Kraft bezeichnet werden als

eine unmittelbare mathematische Consequenz unserer mechanischen

({rundVorstellungen. Solches ist der Fall, sobald das gedachte System

aus unveränderlichen, discreten Massenpuncten besteht, und von Kräf-

ten beherrscht w^ird, welche, abgesehen von den Massen selber, nur

noch von den augenblicklichen Entfernungen abhängen. Auch ist

bekannt, dass der Satz in diesem Fall für jeden beliebigen Zeitraum

f^ . . . t, seinen Ausdruck findet in der Formel:

(1.)

'

{T,- !,) + {%, -^,) = S,,.

Hier repräsentirt T die lebendige Kraft des Systemes, und ^ eine

gewisse dem System eigenthümlich zugehörige Function , deren Werth

lediglich abhängt vom augenblicklichen Zustande des Systems;

selbstverständlich sind dabei unter T, , 2^, und T^, 3^o die den Zeit-

augenblicken t^ und t., entsprechenden Werthe von T, 3f zu verstehen.

Ausserdem bezeichnet S^^ diejenige Arbeit, welche während des Zeit-

raumes ^, , . . U verrichtet wird von den auf das System von Aussen

her einwirkenden Kräften.

Ziehen je zwei Massenpunkte m und m des betrachteten Systemes

einander an nach dem Newton'schen Gesetz, so wird jene in der

Formel (1.) enthaltene Function 3^ sich darstellen als ein Aggregat von

Tennen, deren jeder die Form hat

„ mm— K—
r .

wo K eine Constante, und r die Entfernung zwischen m, m vorstellt.

Seit langer Zeit hat nun die Vermuthung sich Bahn gebrochen,

dass ein analoger Satz auch vorhanden sein müsse für jedes

durch die Natur gegebene materielle System, einerlei, ob unsere

Vorstellungen über die innere Beschaffenheit eines solchen Systems

deutlich ausgeprägt oder völlig unbestimmt sind; und diese Vermuthung

hat durch nähere Untersuchungen, namentlich über die Erscheinungen

der Wärme, einen hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt.

Diesen Vermuthungen und Untersuchungen zufolge würde die

Formel (1.) im Falle eines solchen beliebigen Systemes zu ersetzen

sein durch folgende:

(2.a) (T, - T,) + (3P, - :J,) = S,, - (>,,;

hier repräsentirt Q^, dasjenige Qiumtum Wärme, welches vom System

während des Zeitraumes t^ . . . l, 'ausgestossen, d. i. nach Aussen

abgegeben wird [wobei selbstverständlich eine etwaige Ei nschluckung
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von VV^ärme als negative Ausstossung zu rechnen ist|. Nimmt
man statt des Zeitraumes f^ . . . l, ein unendlich kleines Zeitelement

dt, so wird die Formel (2.a) so zu schreiben sein:

(2.b) dT-\-dS: = dS — d{),

oder auch so:

(2.c) cIT-\-dQ-{-dJ = dS.

Dieses durch (2. a, b, c) ausgesprochene allgemeine Axiom unter-

scheidet sich von dem speciellen Satze (1.) nicht nur durch das hin-

zugetretene calorische Glied, sondern namentlich auch durch die Be-

deutung von 5. In beiden Fällen allerdings ist unter 3^ eine dem
System eigenthümlich zugehörige Function zu verstehen, deren augen-

blicklicher Werth immer nur abhängt vom augenblicklichen Zu-
stande des Sjstemes. Während aber diese Function in jenem spe-

ciellen Satze (1.), auf Grund der bestimmt vorausgesetzten Beschaöen-

heit des Systemes, ihrem analytischen Ausdrucke nach in völlig

bestimmter Weise angegeben werden kann, wird sie in dem all-

gemeinen Axiom (2.a,b, c) im Allgemeinen gänzlich unbekannt sein,

ebenso unbekannt wie die Beschaffenheit des Systemes selber. Dem-
gemäss wird das allgemeine Axiom, auf Grund der Formel (2.c), so

auszusprechen sein:

Allgemeines Axiom. Für jedes durch die Natur ge-

gebene materielle System existirt eine .durch den augen-
blicklichen Zustand des Systemes sich bestimmende Func-
tion 3^ von solcher Beschaffenheit, dass die während
irgend eines Zeitelementes dt von den einwirkenden äus-

seren Kräften verrichtete Arbeit immer in drei Theile
zerlegt werden kann, von denen der erste gleich gross ist

mit der während der Zeit dt im System sich entwickelnden
Quantität lebendiger Kraft, von denen ferner der zweite
gleich gross ist mit der während dieser Zeit vom System
ausgestossenen Wärmemenge, und von denen endlich der
dritte gleich ist dem vollständigen Differential jener
Function 3^.

Dabei ist, wie der Einfachheit willen im Folgenden stets geschehen

soll, der Zuwachs dT der lebendigen Kraft des Systemes bezeichnet

worden als die während der Zeit dt im System sich ent-

wickelnde Quantität von lebendiger Kraft,

Bei unsern Untersuchungen werden wir nun von diesem Axiom
nur für den Fall Gebrauch machen, f];iss die Temperatur des Systemes

constant erhalten wird, dass also das System etwa eingetaucht ist in

eine Wärmequelle von gegebener unveränderlicher Temperatur. Als-

dann wird die während der Zeit dt vom System ausgestossene
Wärmemenge dQ zugleich auch diejenige sein, welche während dieser
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Zeit im System sich entwickelt hat; und es kann daher in diesem

Falle das Axiom, ein wenig einfacher, so ausgedrückt werden:

Das sillgemoine Axiom für den Fall coiistaiiter Temperatur.
Denkt man sich das System in constanter Temperatur er-

halten, so wird, mit Bezug auf jedes Zeitelement (Z^, die im
System entwickelte Quantität von lebendiger Kraft und
Wärme, vermehrt um das vollständige Differential der
Function 3^, von gleicher Grösse sein mit der von den äus-
seren Kräften verrichteten Arbeit.

Mau pflegt die Function 2^ zu bezeichnen als die potentielle
Energie des Systemes. Zweckmässiger aber scheint es, einen Nameu
zu wählen, der nicht mehr andeutet, als was in Betreff der Function

wirklich zu sagen ist. Demgemäss werde ich mir erlauben, dieses

3^ zu bezeichnen als die durch das allgemeine Axiom in Bezug
auf das gegebene System postulirte Function, oder kürzer

als das Postulat des Systemes.
Es soll nun im Nachfolgenden untersucht werden, in wie weit dieser

Satz bei Betrachtung elektrischer Vorgänge in Einklang sich be-

hndet mit denjenigen Gesetzen, welche einerseits von Coulomb,
Poisson und Kirchhoff, andererseits von Ampere und meinem
Vater in Betreu' dieser Vorgänge aufgestellt w^orden sind; und ferner,

in Avie weit dieser Satz, als Axiom oder Princip adoptirt, die Mittel

darbietet zur Ausfüllung der in jenen Gesetzen noch vorhandenen Lücken.

Beiläufige Bemerkung. Dass ich den hier erörterten Satz

als ein Axiom, nicht aber als ein Theorem bezeichne, hat seinen Grund
darin, dass wir für ein beliebiges materielles System den Inhalt des

Satzes mit irgend welcher Strenge eigentlich gar nicht auszusprechen

im Stande sind. Es hindert uns daran zweierlei. Erstens wissen Avir

bei einem solchen ganz beliebigen System nicht zu definiren, was unter

dem Zustand desselben zu verstehen ist. Zweitens aber könnte sich

ja bei einem solchen beliebigen System neben lebendiger Kraft und
Wärme gleichzeitig vielleicht noch irgend ein drittes (mit jenen parallel

stehendes) Agens entwickeln; und dann würde in die Formel des Satzes

neben dT und clQ auch noch dieses dritte Agens aufzunehmen sein.

— Wenn man also auch der Ansicht ist, dass ein Satz dieser Art

überall in der Natur existirt, so wird trotzdem die specielle Form,
welche dem Satze in jedem einzelnen Falle zu geben ist, immer nur

eine hypothetische sein können.

Ehe ich zur wirklichen Exposition meiner Untersuchungen über-

gehen kann, sind zunächst gewisse äusserliche Dinge zu besprechen.

Es ist nämlich im höchsten Grade schwierig, in diesen Gebieten, die
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immer nur stückweise, zu verscliiedenen Zeiten und von verschiedenen

Gesichtspuncten aus behandelt worden sind, eine einheitliche Nomen-

clatur zu gewinnen, die den Anforderungen der Deutlichkeit und Be-

quemlichkeit auch nur einigermassen Genüge leistet; und es bedarf

daher in dieser Beziehung einiger Vorbemerkungen.

Die elektrischen Vorgänge im Innern eines ponderablen Körpers

werden zugeschrieben der sogenannten elektrischen Materie. Der Ver-

theilungszustand dieser Materie mag als elektrische Ladung, anderer-

seits ihr Bewegungszustand (die Bewegung relativ genounnen in

Bezug auf die ponderable Masse des Körpers) als elektrische Strö-

mung bezeichnet werden.

Der elektrische Zustand eines ponderablen Körpers, welcher

also abhängig ist von den in seinen einzelnen Elementen. augenblicklich

vorhandenen elektrischen Ladungen und Strömungen, geht über in den

sogenannten natürlichen oder unelektrischen Zustand, sobald

jene Ladungen und Strömungen an allen Stellen des Körpers Null

geworden sind.

Betrachtet man ein System ponderabler Körper, die in irgend

welchen Bewegungen sich befinden, während gleichzeitig im Lmern

eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden, so können

die in dem System vorhandenen Kräfte classificirt werden von zwei

verschiedenen Gesichtspuncten aus, nach ihrem Ursprung und nach

ihrer Wirkung.
Hinsichtlich ihres Ursprunges zerfallen sie in solche, welche

den ponderablen Massen an und für sich inhärent sind, und in solche,

welche provocirt werden durch die elektrischen Zustände derselben.

Letzere zerfallen von Neuem in solche, welche von den elektrischen

Ladungen, und in solche, die von den elektrischen Strömungen her-

rühren.

Andererseits sind die Kräfte hinsichtlich ihrer Wirkung einzu-

theilen in ponderomotorische und in elektromotorische, d. i. in solche,

welche einwirken auf die Bewegung der ponderablen Massen, und in

solche, welche einwirken auf die Bewegung der elektrischen Materie.

In Betreff aller dieser Kräfte sollen die gewöhnlichen Vorstel-

lungen festgehalten werden. Demgemäss wird anzunehmen sein, dass

(a.) die der ponderablen Masse inhärenten Kräfte

keine elektromotorische, sondern nur eine ponderomotorische Wirkung

haben; und ferner anzunehmen sein, dass dieselben, ausser von den

ponderablen Massen selber, nur noch von den Entfernungen abhängen.

Was ferner

(b.) die durch elektrische Ladung provocirten Kräfte
betrifft, so wird denselben sowohl ponderomotorische als auch elektro-

motorische Wirkung zuzuschreiben sein. Hinsichtlich der erstem sollen
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die Vorstellimgeu von Coulomb und Poisson, hinsichtlich der letz-

tern diejenigen von Kirch hoff 7a\ Grunde g'elegt Averden.

Was endlich

(c.) die durch elektrische Strömung provocirten
Kräfte

anbelangt, so ist denselben ebenfalls sowohl eine ponderomotorische

als auch eine elektromotorische Wirkung beizulegen. Ihre pondero-

motorische Wirkung bestimmt sich durch das bekannte Ampere'sche

Elementargesetz. Für ihre elektromotorische Wirkung hingegen existirt

bis jetzt noch kein Elementargesetz von hinreichender Zuverlässig-

keit, sondern nur das von meinem Vater aufgefundene Integra Igesetz.

— Es soll im Folgenden der Versuch gemacht werden, die hier vor-

handene Lücke auszufüllen, und zwar unter Benutzung des vorhin

angegebenen allgemeinen Axiomes (pag. 8, 9).

Häufig wird es nöthig sein, die Kräfte (a.), (b.), (c.) gleichzeitig

in Betracht zu ziehen; und hiebei mögen zur Erleichterung der Aus-

drucksweise folgende einfachere Bezeichnungen und Signaturen ge-

stattet sein.

Bezeichnung

:

Signatur :

(a.) Kräfte ordinären Ursprungs
oder kürzer: Ordinäre Kräfte . . ord. Us,

(b.) Kräfte elektrostatischen Ursprungs
oder kürzer: Elektrostatische Kräfte . . . eist. Us,

(c.) Kräfte elektrodynamischen Ursprungs
oder kürzer: Elektrodynamische Kräfte . eldy. Us.

Sind z. B. X, Y, Z die Componenten derjenigen ponderomotori-

schen Kraft, welche ein gegebener elektrischer Körper ausübt auf eine

kleine Kugel, die ebenfalls in irgend welchem elektrischen Zustande

sich befindet, so wird zu setzen sein:

-X! = (X)or,l.U3 + (-X^clst.Us + (X)eldy.Us,

i = (i^)onl.Us + ( i^)elst. Us + (y)elcly. Us;

^ = (-^jord.Us 4" (-^jelst.Us + ('^)eldy. Us

,

wo die einzelnen Glieder diejenigen Theile von X, Y, Z vorstellen

sollen, welche respective ordinären, elektrostatischen und elektrodyna-

mischen Ursprunges sind.

§. 3. Ucbor gewisse Zerlegungen der sich entwickelnden (Quantitäten von

lebendiger Kraft und Wärme, entsprechend den verschiedenen Kräften.

Bewegt sich ein ponderables Massenelement M mit den Coordi-

naten x, y, z unter der Einwirkung einer gegebenen ponderomotori-

schen Kraft mit den Componenten X, Y, Z, so lauten die DiflFerential-

gleichungen für diese Bewegung bekanntlich folgeudermassen :
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(3.) Mx" = X, Mif = Y, Mz" = Z,

vorausgesetzt, dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige Axensystem

ein absolut festes ist. Dabei bedeuten die Accente Differentiationen

nach t, d. i. nach der Zeit. Multiplicirt man diese pondero motori-
schen Fundamentalgleichungen (3.) mit denjenigen Verrückun-

gen dx, dy, dz, welche 3/ während der Zeit dt erleidet, so ergiebt sich:

M {x"dx + y"dy + z"dz) = Xdx -f Ydy -\- Zdz;
und hieraus folgt successive:

M{xdx + ydy + /(//) = Xdx + Ydy -f Zdz,

d —^ —^— ^ = Xdx -f Ydy -\- Zdz,

(4.) dT= Xdx + Ydy + Zdz,

wo fZT dasjenige Quantum lebendiger Kraft repräsentirt , welches in der

Masse M hervorgerufen wird während der Zeit dt.

Ist die gegebene Kraft X, Y, Z zusammengesetzt aus mehreren

partiellen Kräften

:

r = r,+ r„-f ....,

Z = Z,-\- Z,,-{-....,

so zerfällt jenes Quantum dT in die entsprechenden Theile:

(ö.a) ' dT={dn-i-(dn, + ....,

welche einzeln genommen die Werthe haben:

. {dT\ ^ X, dx -f y, dy + Z, dz,
^^^^ {dT)n = X,,dx + Y,,dy -f Z,,dz,

Hier haben dx, dy, dz offenbar genau dieselbe Bedeutung wie vorhin.

Denn sowohl in (3.) wie in (5.a,b) sind unter dx, dy , dz die Compo-
nenten derjenigen Verrückung zu verstehen, welche M während der

Zeit dt in Wirklichkeit erleidet.

Die Theile {dT)^, {dT)^, .... können in verschiedener Weise
benannt werden. So z. B. kann der Theil (rfT), mit vollem Recht

bezeichnet werden als dasjenige Quantum lebendiger Kraft,
welches in ilf während der Zeit dt hervorgerufen wird spe-

ciell durch Einwirkung der Kraft X„ F,, ifi; andererseits aber

wird jener Theil {dT\, auf Grund der gewöhnlichen Ausdrucksweise,

auch bezeichnet werden können als die während der 'Le'ii dt von
der Kraft Xi, Y,, Z", auf M ausgeübte (ponderomotorische)
Arbeit. Für dieselbe Sache ergeben sich also zweierlei Ausdrucks-

weisen-, und es wird im Folgenden zweckmässig sein, je nach Um-
ständen, bald die eine bald die andere zu benutzen,

Zerlegungen, welche den durch (5.a,b) angedeuteten analog sind,

ergeben sich offenbar auch dann, wenn statt eines einzelnen Massen-

elements Jf ein aus beliebig vielen Elementen bestehendes System in
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Betracht gezogen wird. Wird z. B. das gegebene System von Kräften

beherrscht, die ihrer Natur nach in n Gattungen zerfallen, so ist das-

jenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der Zeit dt im gan-

zen Systeme sich entwickelt, zerlegbar in n einzelne Theile, entspre-

chend jenen n Gattungen.

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die Gleichungen (3.), und folg-

lich auch die Gleichungen (4.) und (5.a,b) im Allgemeinen unrichtig
sein werden, falls 'man, an Stelle des al)Solut festen Axensystems, ein

in Bewegung begriffenes Axensystem zu Grunde gelegt sich denkt.

Denn multiplicirt man jene Gleichungen (3.) mit den Cosinus a, ß, y
derjenigen Winkel, unter welchen eine in Bewegung begriffene Axe §

gegen die absolut festen Axen x, y, s geneigt ist, so erhält man:

M {ax" + ßy" + rs") = aX -{- ßY -}- yZ.

Diese Gleichung aber hat keineswegs die Form Jf^" = E, sondern viel-

mehr die Form:

j/r - A = z,

wo A im Allgemeinen von Null verschieden ist. Selbstverständlich

soll hier unter i, = ax-{-ßy-\-y2-\-d die der Axe | entsprechende

Coordinate von M, und unter E. = aX -\- ßY -\- yZ die dieser Axe
entsprechende Componente von {X, Y, Z) verstanden sein. Das stö-

rende Glied l hat demgemäss den Werth:

l = Mö" + M {a"x -f ß"y -f y" z) + 2ilf {a x' + ß'y -\- y z).

Einigermassen Aehnliches ist nun ferner darzulegen in Betreff

der elektromotorischen Kräfte.

Auf einen starren Körper von beliebiger Grösse und Gestalt mögen
einwirken irgend welche elektromotorische Kräfte, deren Componenten

gegeben sind als stetige Functionen der Coordinaten und der Zeit,

folglich einerlei Werthe haben für alle Puncte eines unendlich kleinen

Volum eleraentes, und für alle Augenblicke eines unendlich kurzen Zeit-

intervalls.

Sind X, f), 3 die Werthe jener Componenten zur Zeit t für irgend

eine Stelle v, \), i des Körpers, und bezeichnet Dv ein an dieser Stelle

construirtes unendlich kleines Volumelement des Körpers, so werden

die zur Zeit t in D\ vorhandenen elektrischen Strömungscomponenten

11, t», ir» bestimmt sein durch die Gleichungen

(().) 11 = h ^ , y = ;.; ?) , w = h ^

,

wo li die elektrische Leitungsfähigkeit der in Dv enthaltenen pon-

derablen Masse vorstellt. Dabei ist vorausgesetzt, das die Bezeich-

nungen y, \), l, H, -i), 3 "^d ^^ ^^ '^^ ^^^^^ beziehen auf ein recht-

winkliges Axensystem, welches starr verbunden ist mit
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der ponderablen Masse des betrachteten Körpers. Ob diese

Masse selber in Ruhe oder Bewegung sich befindet, ist gleichgültig.

Multipiicirt man diese elektromotorischen Fundamental-
gleichungen (6.) mit u, i>, tt», und addirt, so ergiebt sich:

U2 + i>' + ^^'' = ^ (^*U + ^)i) + 3^^)-

T^ach dem Joule 'sehen Gesetz (pag. G) ist aber die in dem Volumele-

uient Dv während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ
dargestellt durch

_ Dv (u- -|- '0' + ^^3 ^^
" T — h '

somit ergiebt sich

:

(7.) (IQ = i) V (.l'u + ;') i^ + ,>^iv) (lt.

Ist nun die elektromotorische Kraft .\\ j'j, 3 ^zusammengesetzt

aus mehreren partiellen Kräften:

:t = :^i + a:„ + . . .,

1)-=% + f>n+ ,
3=8. +,3n+ •..;

so zerfällt jene Wärmemenge dQ in die entsprechenden Theile:

l8.a) dQ=^(dQ),-\-{dQ),,-\-...,

welche einzeln genommen die Werthe besitzen

:

Hier repräseutiren ii, i\ )i\ genau ebenso wie früher in (7.), diejenigen

Strömungscomponenten, welche zur Zeit t im Elemente Dv in Wirk-
lichkeit vorhanden sind.

Der Theil {dQ)i wird zu bezeichnen sein als dasjenige Quan-
tum Wärme, welches in Dv während der Zeit dt hervor-

gerufen wird speciell durch die Kraft '^i, i^),, 3i! ebenso gut

könnte man vielleicht dieses (rf ^)i auch bezeichnen als die während
der Zeit dt auf das Volumen Dv von der Kraft X,, ?),, >^i

ausgeübte elektromotorische Arbeit. Doch soll von der letz-

tern Ausdrucksweise im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden.

Eine mit (8.a, b) analoge Zerlegung ist offenbar auch ausführbar

bei derjenigen Wärmemenge, welche im ganzen Körper, oder in

irgend einem System solcher Körper sich entwickelt. Zerfallen

z. ß. die auf das gegebene System einwirkenden elektromotorischen

Kräfte in n Gattungen, so wird die während der Zeit dt im System

sich entwickelnde Wärmemenge zerlegbar sein in n entsprechende Theile,

Zu bemerken ist schliesslich, dass die Gleichungen (6.) und folg-

lich auch die Gleichungen (7.) und (8.a,b) auch dann noch gültig

sind, wenn an Stelle des mit dem betrachteten Körper starr verbun-

denen AxensySiemes irgend welches andere Axensystem zu Grunde
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gelegt gedacht wird; einerlei ob dasselbe absolut fest, oder begriffen

ist in irgend welcher Bewegung. Multiplicirt man nämlich die Glei-

chungen (0.) mit den Cosinus a, ß, y derjenigen Winkel, unter welchen

eine in Ruhe oder Bewegung behndliche Axe ^ gegen die bisher be-

nutzten Axen r, \), l
geneigt ist, so ergiebt sich

an + ß\> + r\v = k(aX + ß'D + r.B)-

Diese (ileichung aber sagt uns, dass

ist, falls man nämlich unter 6- und E die der Axe | entsprechenden

Componenten von (u, ^, \ü) und (X, ')), 3) versteht.

Die zuletzt entwickelten Formeln (G.), (7.), (8.a,b) gestalten sich

ein wenig anders, wenn der betrachtete Körper von linearer Beschaf-

fenheit, nämlich drahtförmig ist; denn alsdann wird die elektrische

Materie im Innern des Körpers an jeder Stelle nur nach einer be-

stimmten Richtung hin beweglich sein.

Als Volumelement Dv mag in diesem Falle ein Element des

Drahtes, d. i. ein kleiner Cylinder genommen werden, so dass Dv
= gDs ist, wo q den Querschnitt des Drahtes, und Ds die Länge des

betrachteten Drahtelementes repräsentirt. Von der im Elemente Dv
oder qDs vorhandenen elektromotorischen Kraft [1, ?), 3) kommt in

diesem Falle nur diejenige Componente ^^ zur Geltung, welche

parallel mit Ds ist. Die in dem Elemente vorhandene elektrische

Strömung i wird daher mit Ds parallel sein, und ihrer Stärke nach

sich bestimmen durch die Formel:

es ist nämlich >p = X5l + l')33 + 36, falls man unter % 33, C? die

Richtungs-Cosinus von Ds versteht. Der Bequemlichkeit willen mag

dabei, ebenso wie früher, ein Axensystem zu Grunde gelegt sein, wel-

ches mit der ponderablen Masse des betrachteten Elementes Dv oder

gDs in starrer Verbindung sich befindet.

Aus (9) folgt durch Multiplication mit i:

P = fc -|> *.

Nun besitzt die während der Zeit dt in deui Elemente Dv = (/Ds

während der Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge dQ nach dem

Joule 'sehen Gesetz (pag. 6) den Werth:

somit folgt:

(10.)

dQ-
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Es ist nämlich qi = J, oder (was dasselbe) Dv . i = Ds . J, voraus-

gesetzt dass man unter J die in dem betrachteten Element vorhandene

Stromstärke versteht.

Ist nun die Kraft X, f), 3 zusammengesetzt aus mehreren par-

tiellen Kräften, und folglich die Componente ^^ ebenfalls zusammen-

gesetzt aus mehreren Theilen

:

^^ = ^1^ + ^;^. + ..-,

so kann die Wärmemenge (](^> zerlegt Averden in die entsprechenden

Theile

fll.a) ,/r^>_(,/(^), + (,?^)„_|....^

welche einzeln genommen die Werthe besitzen:

{dQ\ =Ds.%\ .Jdt,
^ ^ idQ)n=Ds. %\,.Jdt,

wo J, ebenso wie in (10.), immer diejenige Stromstärke vorstellt,

welche während des betrachteten Zeitelementes dt im Elemente Dv
-= qDs in Wirklichkeit vorhanden ist.

Es ist schon bemerkt worden, dass die Fundamentalgleichungen (.3.):

(«.) M.r" = X, My" = Y, Mz" = Z
nur gültig sind für ein absolut unbewegliches Coordinatensystem,

und eine ganz andere Gestalt annehmen würden, falls man sie trans-

formiren wollte auf ein in Bewegung begriffenes Coordinatensystem

;

dass hingegen die Fundamentalgleichungen (6.)

gültig sind für jedes beliebige rechtwinklige Coordinatensystem,

einerlei, ob dasselbe absolut fest ist, oder in irgend welcher Bewegung

sich befindet.

Dass die Formeln (/3.) als elektromotorische Fundamental-
gleichungen von mir bezeichnet, und den ponderomotorischen
Fundamentalgleichungen («.) zur Seite gestellt sind, wird aller-

dings bedenklich erscheinen, dürfte indessen einigermassen gerecht-

fertigt sein durch den Umstand, dass fast alle Untersuchungen, die

über die Bewegung der elektrischen Materie bisher angestellt worden

sind, auf jene Formeln (/3.) sich stützen.

In der That begegnet man den Formeln (/3.) nicht nur in den

Abhandlungen meines Vaters *), sondern ebenso auch in den Schriften

*) Vergl. F. Neumann: Die mathemat. Gesetze der inducirten elektrischen

Ströme, in den Abhandl. der Berliner Akad., vorgelesen am 27. October 1817. In
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von Kirchlioff*) und Helmholtz **). Dabei darf indessen nicht

verschwiegen werden, dass Weber, und ebenso auch Kirchhof
f^

geleitet durch eine höher stehende Theorie, jenen Formeln nur eine

bedingte Gültigkeit zuerkennen***), dass nämlich denselben nach

der Anschauungsweise Web er 's erst nach Hinzufügung gewisser

Glieder ein Anspruch auf wirkliche Strenge einzuräumen ist, und dass

die in solcher Weise modificirten Formeln in der That als Ausgangs-

punct benutzt worden sind sowohl von Weber selbst bei einer Unter-

suchung über die elektrische Bewegung in linearen Leitern, als auch

§. 2. dieses Aufsatzes findet sich nämlich lür die in einem linearen Leiter ent-

stehende Stromstärke J = qi der Ausdruck angegeben:

=-*4i-:--).
woraus durch Fortlassung des Factors q (des Querschnittes) folgt:

Dort ist unter E — tt- die an der betrachteten Stelle vorhandene elektromoto-
ds

rische Kraft zu verstehen, gerechnet in der Richtung des Leiters. Bezeichnet

man also diese Kraft mit ^, so erhält man:

Diese Formel aber entspricht, für den Fall eines linearen Leiters, vollständig

den von mir aufgestellten Fundamentalgleichungen {ß.)

*) Vergl. Kirchhoff: Ueber die Bewegung der Elektricität in Leitern,

Po gg. Annal., Bd. 102, pag. 5:]0.

**) Vergl. Helmholtz: Ueber die Bewegungsgleichungen der Elektricität

für ruhende leitende Körper, Borchardt's Journal, ßd. 72, pag. 81. Daselbst

ist V. statt TT gesetzt.

***) So sagt z. B. Kirchhoff (Pogg. Ann., Bd. 100, pag. 199)

:

„Bei einem stationären elektrischen Strom ist die Strömung (Stromdich-

„tigkeit) gleich dem Product aus der, auf die Einheit der Elektricitätsmenge be-

„zogenen, elektromotorischen Kraft in die Leitungsfähigkeit; ich mache die An-

,,nähme, dass dasselbe auch stattfindet, wenn der Strom kein stationärer

,,ist. Diese Annahme wird erfüllt sein, wenn die auf die Elektricitätstheilchen

„wirkenden Kräfte, welche den Widerstand ausmachen, so mächtig sind, dass

„die Zeit, während welcher ein Elektricitätstheilchen noch in Bewegung bleibt

„nach dem Aufhören von beschlevmigenden Kräften in Folge der Trägheit, als

„unendlich klein angesehen werden darf selbst gegen die kleinen Zeiträume,

„welche bei einem nicht stationären elektrischen Strom in Betracht kommen."

Bei Wiedergabe dieses Citates habe ich mir in sofern eine kleine Abänderung

erlaubt, als ich an Stelle des von Kirchhoff benutzten Wortes: „Stromdich-
tigkeit" eine etwas andere (falls ich nicht irre) von Helmholtz eingeführte

Benennung, nämlich das schon im Vorhergehenden von mir benutzte Wort
„Strömung" substituirt habe.

Ne um au 11, die oleklrisclien Kräfte. 2
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von Lorberg bei der betreffenden allgemeinern Untersuchung für

körperliche Leiter*).

Wie dem auch sei — , bei denjenigen Expositionen, welche hier

zu geben meine Absicht ist, sollen jene Formeln (a.) und (ß.) als

wirkliche Fundamentalgleichungen, oder (besser vielleicht aus-

gedrückt) als die Definitionen der ponderomotorischen und elektro-

motorischen Kräfte angesehen werden.

§. 4. Vorläufige Uebersicht über den Gang und die Ergebnisse der

anzustellenden Untersuchungen.

Es sei gegeben ein System von beliebig vielen Körpern, welche in

beliebigen Bewegungen begriffen sind, während gleichzeitig im Innern

eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden. Diese

Bewegungen und inneren Vorgänge finden statt unter dem Einflüsse

beliebig gegebener äusserer Kräfte und unter dem gleichzeitigen Ein-

flüsse der in dem System vorhandenen inneren Kräfte. Um nun diese

letzteren, welche theils ordinären, theils elektrostatischen, theils elektro-

dynamischen Ursprungs sind, näher zu erforschen, soll von uns zu

Hülfe genommen werden das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft.

Auf den ersten Blick wird es vielleicht am Einfachsten erscheinen,

bei diesen Betrachtungen das gegebene System sich selber zu über-

lassen, die Einwirkung äusserer Kräfte also auszuschliessen ; denn als-

dann verschwindet fZÄ. Trotzdem ist es zweckmässiger, eine gewisse

willkührliche Einwirkung auf das System von Aussen her

uns zu reserviren; um indessen hiebei das Hineintreten neuer und

unnöthiger Schwierigkeiten zu vermeiden, mag jene willkührliche äus-

sere Einwirkung bewerkstelligt werden durch Kräfte der bekanntesten

und einfachsten Art, nämhch durch Fäden, die in irgend welchen

*) Nach Weber' s Anschauungsweise würden die Formeln (ß.), falls sie An-

spruch auf wirkliche Strenge haben sollen, umzugestalten sein in folgende:

wo n einen Coefficienten vorstellt, welcher proportional ist mit der Trägheit
der elektrischen Materie.

Vergl. Weber: Elektrodynamische Maasbestimmungen, Abhandl. der K.

Sachs. Ges. d. Wse., Bd. VI, pag. 593— 597; und ferner Lorberg's Aufsatz im

Borchardt'schen Journal, Bd. 71, pag. 56.
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ponderablen Massenpuncten des Systemes befestigt sind, und an denen

von Aussen her beliebig gezogen werden kann. Solches festgesetzt

zerfallen sämmtliche Kräfte, von denen das System beherrscht wird,

in folgende Gattungen.

(I.) Die eben genannten äusseren Zugkräfte (ponderomotorisch),

(II.) Die inneren Kräfte des Systems, welche ihrerseits zer-

fallen in:

(a.) Kräfte ordinären Ursprungs (ponderomotorisch),

(b.) Kräfte elektrostatischen Ursprungs (ponderomotorisch und

elektromotorisch),

(c.) Kräfte elektrodynamischen Ursprungs (ponderomotorisch

und elektromotorisch).

Die in Paranthese beigefügten Zusätze sollen andeuten, dass die Kräfte

(I.) und (Il.a) nur ponderomotorisch einwirken, die Kräfte (II.b,c)

hingegen sowohl ponderomotorisch wie auch elektromotorisch.

Ausserdem sei endlich noch vorausgesetzt, dass das System (durch

in geeigneter Weise von Augenblick zu Augenblick erfolgende Wärme-
ableitungen) in constanter Temperatur erhalten werde.

Bringen wir nun auf dieses System das allgemeine Axiom der

lebendigen Kraft

:

(12.) d.T -^ ilQ -{- in = dS

in Anwendung, so haben (vergl. namentlich pag. 9) die einzelnen Glie-

der dT, dQ, dS und d^ folgende Bedeutungen:

dT und dQ die während eines Zeitelementes dt im System

sich entwickelnden Quantitäten von lebendiger Kraft und

Wärme
5

dS die während der Zeit dt von den Zugkräften (I.) verrichtete

Arbeit

;

^ eine dem System eigenthümlich zugehörige unbekannte
Function, welche lediglich abhängt vom augenblicklichen

Zustande des Systems, und welche zu bezeichnen sein wird

als das Postulat des Systemes;

d^ das der Zeit dt entsprechende vollständige Differential

von ^.

Die eben genannten Quantitäten d T , d Q können nun, auf Grund

der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten Methode, zerlegt

werden in die Theile:

dT={dT\ + {dT\„
dQ = {dQ\ + {dQ\„

entsprechend den vorhandenen Kräften (I.) und (II.). Dabei ist zu

beachten, dass die Kräfte (I.) keine elektromotorische Wirkung besitzen,
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folglich auch keine Wärmeentwicklung veranlassen, dass mithin {(/Q,i

gleich Null ist. Somit ergiebt sich also:

^ ^^ dQ= (dQ),,.

Hierdurch aber gewinnt unser Axiom (12.) folgende Gestalt:

(14.) (dT), + (f7T)„ + {dQ\, + rf^ = dS.

Unter {dT\ ist diejenige lebendige Kraft zu verstehen, welche

während der Zeit 6?^ im Systeme hervorgebracht wird speciell durch
Einwirkung der äusseren Zugkräfte (L), oder [was dasselbe,

vgl. pag. 12J die von den eben genannten Kräften während der Zeit

dt auf das System ausgeübte Arbeit. Folglich ist dieses {dT)^

seiner Bedeutung nach durchaus identisch mit dS. Die das Axiom
darstellende Formel (14.) reducirt sich somit auf:

(15.) (^n. + (^<?)n + ^^ = o.

Die Kräfte (IL) bestehen aus den dreierlei Gattungen (a.), (b.), (c).

Demgemäss können die Quantitäten (^T),„ {dQ)^ den weiteren Zer-

legungen unterworfen w^erden:

ein Glied {dQ)u hinzuzufügen, ist überflüssig, weil die Kräfte (a.)

elektromotorisch unwirksam sind, mithin (f?^^)« gleich Null ist. Durch

Substitution der Werthe (16.) geht das allgemeine Axiom (15.) über in:

(17.) (dT)a + [{dT\ + {dQU + [{dn + {dQ)c] - - d%
d. i. in:

(18.) idT)a + {dT + dQ), -j-idT-j- dQ)c = - dl-,

und hiefür endlich mag, indem man die den Kräften (a.), (b.), (c.)

beigelegten Signaturen (pag. 11) an Stelle der Indices setzt, geschrie-

ben werden:

(19.) {dT)ora.v. + {dT-j-dQUt.m + {dT + dQU^..^, = — dX
Die äusseren Zugkräfte waren bereits beim Uebergange von

(14.) zu (15.) eliminirt worden; die in (19.) auf der linken Seite befind-

lichen drei Terme:

(20.a) idT)orä.vs,

(20.b) (^^+^<;>)elst.UB,

(20.C) {dT-\-dQU,.,j,

beziehen sich mithin ausschliesslich auf die inneren Kräfte des
Systems; und das durch jene Formel (19.) ausgedrückte allgemeine

Axiom stellt also die Anforderung, dass die Summe dieser drei Terme
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(20.a, b, c) das vollst und ige Differential irgend einer Function

(— 3^) sein solle, die lediglieh abhängt vom augenblicklichen Zustande

des Systems.

In Betreff der Kräfte ordinären und elektrostatischen Ursprungs

existiren bestimmte und ausreichende Elementargesetze. Auf Grund der-

selben wird sich ergeben, dass die beiden ersten Tferme (20.a) und (20.b),

jeder für sich allein genommen, der genannten Anforderung Genüge

leisten. Solches constatirt, folgt sodann, dass der dritte Term (20.c)

für sich allein genommen, ebenfalls jener Anforderung entsprechen

muss, dass also der dritte Term das vollständige Differential

einer durch den augenblicklichen Zustand des Systems sich bestimmen-

den Function sein muss.

Für die Kräfte elektrodynamischen Ursprungs sind bis jetzt

keine ausreichenden Elementargesetze von erprobter Sicherheit vor-

handen. Zur Ausfüllung dieser Lücke soll nun im Folgenden

der soeben behauptete Satz benutzt werden, dass der diesen

Kräften entsprechende Term (20.c) ein vollständiges Differen-

tial ist.

Zufolge der von uns deducirten Gleichung (19.) unterliegt es

keinem Zweifel, dass die Summe der drei Tenne (20. a, b, c) ein voll-

ständiges Differential ist. Dass hingegen Analoges auch gelte von den

beiden ersten Ternien, einzeln genommen, mithin auch vom ein-

zelnen .dritten Term, — diese Behauptung bedarf noch des Nach-

weises.

Nehmen wir einstweilen an, jener Nachweis sei bereits geliefert.

Alsdann werden die genannten drei Terme ausdrückbar sein durch

:

(2l.a) {dTUa.v. = — d^a,

(21.b) (dT-j-d QUt. US = - d%,

(21.C) {dT -f dQ)eUy. US == - d%,

wo ^rt, 3^6, 5c Functionen sind, deren jede lediglich abhängt vom augen-

blicklichen Zustande des Systems und deren Summe nach (19.) iden-

tisch ist mit der Function 3^; so dass also die Kelation stattfindet:

(22.) :s = ^a + % + %-

Nennen wir nun, wie schon festgesetzt wurde, "^ kurzweg das Postu-

lat des gegebenen Systems, so werden die Theile X, "^b, 3^c der

Reihe nach bezeichnet werden können als das ordinäre, elektro-

statische und elektrodynamische Postulat.
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§. 5. Reproduction bekannter Betrachtungen über die Kräfte ordinären

Ursprungs *).

Es handelt sich hier um eine weitere Untersuchung des im vor-

hergehenden Paragraphen näher bezeichneten Systemes. Der dort ge-

nannte Term (20.a)

:

(23.) (r?T)ord.Us

repräsentirt dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der

Zeit dt im gegebenen Systeme hervorgebracht wird speciell durch die

darin vorhandenen Kräfte ordinären Ursprungs. Dass dieser Term

ein vollständiges Differential ist, kann mit Hülfe sehr bekannter

Betrachtungen, welche hier in Kürze recapitulirt werden sollen, leicht

nachgewiesen werden.

Das gegebene System von Körpern mag in lauter unendlich kleine

Elemente eingetheilt gedacht werden; und es seien M^^ und Mi
irgend zwei solche Elemente, einerlei, ob sie demselben, oder verschie-

denen Körpern angehören. Die ponderomotorische Wirkung, welche

Jf,) und ilfj auf einander ausüben, wird, mit Rücksicht auf die im

System stattfindenden elektrischen Vorgänge, zusammengesetzt sein aus

drei Kräften, von denen die eine ordinären, die zweite" elektro-

statischen, die dritte elektrodynamischen Ursprungs ist. Es handelt

sich im gegenwärtigen Paragraphen indessen nur um die Kräfte ordi-

nären Ursprungs; und in Betreff dieser ist von uns die übliche

Voraussetzung gemacht worden, dass sie nur Functionen der Ent-
fernungen sind (pag. 10). Folglich sind die Componenten der
von Jf, auf M^^ ausgeübten Kraft ordinären Ursprungs von

der Form:

I/o iJf

,

(24.) r„' = - M,Mi

dj{r)

dJXr)

df{r)
^0^^^^

wo x^), Pq, ^q und .«j, iji, Zi die Coordinaten von M^^ und M^ bezeich-

nen, und f{r) eine Function der zwischen Mq und J/, vorhandenen

Entfernung r vorstellt.

*) Die Hauptabsicht bei dieser Reproduction besteht darin, einigermassen

einzuleiten in den Gebrauch der im Vorhergehenden eingeführten neuen Be-

zeichnungsweisen, deren Zweckmässigkeit sich wohl bald in deutlicher Weise
herausstellen dürfte.
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Befolgten die ordinären Kräfte das N e w t o n'sche Gesetz in voller

Strenge , so würde f{r) --^ — sein, unter K eine positive Constante

verstanden. Das genannte Gesetz bedarf indessen [wie aus den Er-

scheinungen der Cohäsion, Capillarität und Elasticität deutlich hervor-

geht] für sehr kleine Entfernungen einer gewissen Modification.

Unsere Betrachtungen aber sollen sich erstrecken auf sämmtliche
in dem gegebenen System vorhandenen ordinären Kräfte, also z. B.

auch auf diejenigen, durch welche in ein und demselben Körper zwei

benachbarte Massenelemente mit einander verbunden sind. Dem-

gemäss wird in den Componenten (24.) unter /'(/•) eine Function zu

verstehen sein, welche nur für beträchtliche Werthe von r identisch mit

— — , für sehr kleine r hingegen von noch unbekannter Beschaf-

fenheit ist.

Den Componenten (24.) entsprechend, ist der Ausdruck

M,MJ-{r)

das ordinäre Potential der beiden Elemente Jf(j, iü/, auf einander;

folglich der Ausdruck

(25.) = ^2J2:M,M,f{r)

zu bezeichnen als das ordinäre Potential des ganzen Syste-

mes auf sich selber*).

Bezeichnet nun

dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches während der Zeit dt von

M^ in Jf„ hervorgebracht wird, und bezeichnet insbesondere

{dT(^^)otd.vs

denjenigen Theil dieses Quantums, welcher seine Entstehung ver-

dankt den von M^ auf 3Iq ausgeübten Kräften ordinären Ursprungs

X„', Yq\ Zo' (24.), so ergiebt sich sofort (vgl. pag. 12, 13):

(26.) (^T„')ord.u« = X,'dx, + Y.'dijo + Z,UU„

wo dX(^, dy^, d^f^ diejenige Verrückung repräsentiren, welche Jf,, wäh-

*) Es soll nämlich in der Formel (25.) zunächst die eine Summation 2 bei fest-

gehaltenem iJfii ausgedehnt sein über sämmtliche im ganzen System vorhandenen

Elemente Mi; sodann aber zweitens die andere Summation U ausgedehnt sein

über alle ilf„. Jedes Elementen paar wird also doppelt vorkommen im Ausdruck

2S, hingegen nur einmal im Ausdruck ^22. In solchem Sinne soll das Zeichen

22 in Zukunft stets verstanden werden, sobald es sich um Elemente handelt,

von denen jedes jede beliebige Lage im gegebenen Systeme annehmen kann.
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rend der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Hieraus folgt durch

Substitution der Werthe (24.):

(27.) (.?T„')o,a.us = - M,M, i^^'^. + ^^'hl.+ ^^d,),

= - M,M, . dj(r),

wo dof(r) den partiellen Zuwachs von /'(r) vorstellt, genommen nach

der Verrückung von Jf,,, d. h. denjenigen Zuwachs, welchen f{r) wäh-

rend der Zeit dt erleiden würde, falls man, ohne die Bewegung von

31q irgendwie zu alteriren, die Bewegung von M^ während dieser Zeit

sistiren wollte.

Eine mit (27.) analoge Formel ergiebt sich offenbar, wenn man
umgekehrt die Wirkung von M^^ auf M^ in Betracht zieht. Sie lautet

:

(28.) (d T/>)„,d. US = - M, M, . d, f\r) ,

wo d^f{r) den partiellen Zuwachs von f\r) bezeichnet, genommen
nach der Verrückung von M^.

Aus (27.) und (28.) folgt durch Addition:

(29.) {d T,/ + d T, "')orci. US = - M, M, . df[r) ,

wo df{r) = dj{r) -f ^//(v) den totalen, d. i. während der Zeit dt

wirklich erfolgenden Zuwachs von f{r) vorstellt.

Denkt man sich nun die Gleichung (29.) der Reihe mich auf-

gestellt für jedwedes Elementenpaar M^^, My des gegebenen Systems,

so gelangt man durch Addition' all' dieser Gleichungen zu folgender

Formel

:

(30.) (r?T)ord.us = -\2:E M,M, dfir),

= ~d[),EZM,M,f{ry\,
wo die linke Seite den zu berechnenden Term (23.) repräsentirt. Aus

(30.) und (25.) folgt nun aber sofort:

(31.) {dTUy.v. = - dO.

Somit ist der verlangte Nachweis geführt, nämlich dargethan, dass

jener Term (23.) ein vollständiges Differential ist.

Beiläufig folgt aus (31.), dass die früher (pag. 21) mit ^J« bezeich-

nete Function identisch ist mit 0, dass also das ordinäre Postulat
identisch ist mit dem ordinären Potential.

§. 6. Ucbcr (liejeiiigcii poiKleroinotorischeii und clckli-omotorisclicii Kräfte,

welche clcktrostatisclicn Ursprungs sind.

Diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche wäh-
rend der Zeit dt im gegebenen Systeme hervorgerufen wird speciell
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durch die Kräfte elektrostatischen Ursprungs, ist im Vorher-

gehenden, in (20.b), bezeichnet worden mit

(32.) idT+dQ),ut.vs.

Es soll nun hier gezeigt werden, dass diese Quantität (32.) ein voll-

ständiges Differential ist.

Die repulsive Kraft, welche zwei elektrische Massen

ju,„ und /i, in der Entfernung r auf einander ausüben, hat,

nach dem von Coulomb gegebenen elektrostatischen

Grundgesetz, den Werth:

(33.) ->^«l'<"^^

und es wird daher der Ausdruck

(34.) ftof^i «pW

zu bezeichnen sein als das elektrostatische Potential der

beiden Massen ^^ und ft,.

1

r

Ebenso aber, wie das Newton 'sehe Gesetz für sehr kleine Entfer-

nungen einer gewissen Modification bedarf, ebenso erscheint es sehr

möglich, dass einer analogen Modification vielleicht auch das Coulomb'-

sche Gesetz bedürftig ist. Der grösseren Allgemeinheit willen mag
daher im Folgenden unter q) (r) eine Function verstanden sein, welche

nur für beträchtliche Entfernungen identisch mit ~, für sehr

kleine Entfernungen hingegen von noch unbekannter Beschaffen-

heit ist.

Das Coulomb'sche Gesetz giebt an und für sich noch durchaus

keinen Aufschluss über die eigentliche Wirkung der in Rede

stehenden Kräfte; und es bedarf daher, um das Gesetz überhaupt

brauchbar zu machen, irgend welcher accessorischer Annahmen. Die

Hypothesen, deren man in dieser Beziehung sich zu bedienen pflegt,

sind folgende:

Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft elektro-

statischen Ursprungs B, mit welcher zwei ponderable
Massenelemente Mq und M^ auf einander einwirken, ist

jederzeit identisch mit derjenigen Kraft, welche, nachdem
Coulomb'schen Geletz, stattfindet zwischen ihren augen-
blicklichen elektrischen Ladungen.

Nach (33.) wird also jene Kraft B den Werth haben:

(35.) « = -,„,/'|W,
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falls man die Entfernung der beiden Elemente J/,, und Jf, von ein-

ander mit r, und ihre augenblicklichen elektrischen Ladungen mit fty

und" /i, bezeichnet.

Zweite Hypothese. Die elektromotorische Kraft elektro-

statischen Ursprungs di, welche Mi hervorruft in irgend

einem Punkte m,) des Elementes Jf^, ist jederzeit identisch

mit derjenigen Kraft, welche, nach dem Coulomb'schen
Gesetz, stattfindet zwischen der augenblicklichen elek-

trischen Ladung von M^ und einer in jenem Puncte w^,, con-

centrirt gedachten Elektricitätsmenge Eins.

Nach (33.) hat also die in Rede stehende Kraft dl den Werth:

(3«.) sH = -,.^f,
WO r und fi^ dieselben Bedeutungen haben wie in (35.). Denn da /«„

ein Punct des Elementes M^^, die Elemente iH/,, und 3i, aber unend-

lich klein sind, so wird die Entfernung zwischen w?,, und Mi dieselbe

sein, wie zwischen 3/„ und ilf,.

Die zweite dieser Hypothesen dürfte Kirch hoff*) zuzuschreiben

sein, andererseits dürfte die erste, wenn auch vielleicht niemals mit Be-

stimmtheit ausgesprochen, doch wohl als eine allgemein übliche

zu bezeichnen sein.

Es seien A und B irgend zwei Körper des gegebenen Systems,

und es mögen die einzelnen ponderablen Massenelemente von Ä mit

mit J/f,, diejenigen von B mit 3I^ benannt sein. Sind ft,, und fi, die

augenblicklichen elektrischen Ladungen von M^^ und Jf, , so wird das

elektrostatische Potential dieser Elemente auf einander durch den Aus-

druck (34.), folglich das elektrostatische Potential der beiden Körper

Ä und B auf einander durch

(37.) U^ß = EE (i,(ii cp{r)

dargestellt sein, die Summation ausgedehnt über alle Elemente von

A, und über alle Elemente von B. Um in diesem Ausdruck (37.)

an Stelle der elektrischen Massen fi„7 /^i
die elektrischen Dichtig-

keiten einzuführen, schicken wir folgende Betrachtungen voran.

Ein beliebig gegebener ponderabler Körper kann immer in einzelne

Elemente J/*') und ilf(^'> in solcher Weise eingetheilt gedacht werden,

dass die Elemente Jf"> im Innern liegen, die Elemente ilf (^'> hingegen

zusammengenommen eine längs der Oberfläche hinlaufende Schicht von

*) Kirehhoff: lieber eine Ableitung dea Ohm'schen Gesetzes, welche sich

an die Theorie der Elektrobtatik anschliesst. (.Pogg. Annal. Bd. 78 ,
pag. 506.)
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unendlich geringer Dicke Dh bilden. Gleichzeitig wird dabei jedes

einzelne Element J/^^'' angesehen werden können als ein kleiner Cy-

linder, welcher jene Dicke Dh zur Höhe, und ein Oberflächenelement

Do des Körpers zur Basis hat. — Sind nun in irgend einem Zeit-

augenblick /[t*'> und ^*'') die elektrischen Ladungen zweier Elemente

Jf*'* und M^^'\ so wird offenbar:

hingegen
^W = £Dv 4-7 Do

sein. Hier bezeichnet Dv das Volumen von Jf'", respective von M^^\

und £ die räumliche Dichtigkeit der in iHf''', respective M'^'^ ent-

haltenen elektrischen Materie ; ausserdem bezeichnet D o die Basis des

(cylindrischen) Elementes M^^'^ und ä die Flächen- Dichtigkeit der

auf Do vorhandenen elektrischen Materie. — Der Werth von ^^^>

kann übrigens, weil daselbst Dv = Do . DA ist, auch so geschrieben

Averden

:

^W-^{eJ)h -{--£) Do,

oder weil sDh gegen T verschwindend klein ist, auch so

:

^(Ä) ==YDo.

Wir haben also schliesslich die Formeln:

r rft(o = .Dv,
' I^W =TDo.
Diese beiden Formeln aber können zusammengefasst werden zu der

einen Formel:

^ = 0H,

falls man nämlich unter die Collectivbezeichnung für Dv, Do,
andererseits unter H die Collectivbezeichnung für ^, ~s versteht.

Denkt man sich das hier beschriebene Verfahren in Anwendung
gebracht auf die gegebenen Körper Ä und B, so ergeben sich für die

in irgend zwei Elementen M^^ und M^ dieser Körper augenblicklich

enthaltenen Elektricitätsmengen (i^ und ^^ die Darstellungen:

^ ' ^ = 0,H,.

Hierdurch geht die Formel (37.) über in:

(39.) UjB==2Ji: 0,0, HoH, cp{r).

Nach diesen Vorbereitungen mag nun endlich näher eingegangen

werden auf die eigentliche Aufgabe. Es seien

(4<l) (dT,:),ut.us und {d(^,%uuüs

diejenigen Quantitäten von lebendiger Kraft und Wärme, welche das
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Element J/, während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektrostati-

schen Ursprungs hervorruft im Elemente M^,. Dann ist (vergl.

pag. 12):

(41.) (f?To')ei8t.U8 = XQ^dx^^ + Y^^^dy^^ + Z^^^dz,,,

wo dx^^, dy^^y ^0„ die Verrückung des Elementes ü/,, während der Zeit

dt vorstellen, und wo Xq', F,,', Zj,' die Componenten der in (35.) ge-

nannten ponderomotorischen Kraft R vorstellen. Es ist also:

d(p{r) x^^—x^ d(p(r)

^o' = -^0^1 är T" = -'^"^'
dx^

(42.) r,« = - ^,^,
-

-^-^
^ -^ = - f.,^, -^-

,

wo .r„, y„, Ä',) und it'
j , ^, , ^;, die Coordinaten von Jf,, und A/, bezeich-

nen, r ihre gegenseitige Entfernung, endlich /li„ und fij ihre augen-

blicklichen elektrischen Ladungen. Aus (41.) und (42.) folgt:

(4a.) (rZT,/)cist.us= — ^of*i (g^^ ^-^'o + ^~ f?2/o +
gJ ^^i),

wo 9) zur Abkürzung steht für q){r'). Hieraus endlich folgt durch

Substitution der Werthe (38.)

(44.) (r?r,')eist.u. = - 0,0, H,H, (|-^ dx, + |^ dy, + |f r/^-

Denkt man sich nun diese auf zwei Elemente M^^, M^ bezügliche

Formel der Reihe nach hingestellt für jedwedes Elemeutenpaar M^^,

M^ der beiden Körper A, B, jedoch immer der Art, dass M^^ zu Ä,

M^ zu B gehört, so gelangt man durch Addition all' dieser Formeln

zu folgendem Ergebnisse:

(45.) (.ZT^^)eM.u.= -^^OoO,H;,H,(||^^o+||^??/o+ ||^^^^^

wo die linke Seite dasjenige Quantum lebendiger Kraft vorstellt, wel-

ches der Körper B Avährend der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektro-

statischen Ursprungs hervorruft im Körper Ä.

Was ferner die in (40.) genannte Wärmequantität betrifft, so er-

giebt sich sofort (vergl. pag. 14):

(46.) (^<?o^)oist.UB= Dvo (Xo'iio + ?)o^i)o + 3..' ^^o) (^t.

wo Dv^ das Volumen von Jf^, ferner u^^, i)„, U),, die in M^^ augen-

blicklich vorhandenen elektrischen Strömungscomponenten, endlich
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•^oS :')o'i 3o^ ^^^ Componeiiten der in (3G.) genannteu elektromotori-

schen Kraft dl vorstellen. Diese Bezeichnungen ii,„ v»,„ W^ und ^^^,

?),/, 3()^ mögen bezogen gedacht werden auf ein Axensystem, welches

mit der ponderablen Masse des Körpers Ä in starrer Verbindung ist.

Nach (36.) ist dl = — ;^, ^-^-^l Die Componenten ,^„', %\ 3,,'

dieser Kraft haben daher die Werthe;

(47, ,,^_„^r)M.„,/gO,

™^" - - ^1 dF V ~ ~ ^ as7

'

wo )C„7 V(i' So u"^^ )^ii Vi? Si ^^^ Coordinaten von Jf„ und M^ bezeich-

nen mit Bezug auf das eben genannte Axensystem. Aus (4G.) und

(47.) folgt:

(48.) (r7(?,/)eist.us = - Dv„ . u, (^-^ ii„ -f |^ i.„ + |f ^x>^dt,

oder durch Substitution des Werthes (3<S.);

(49.) (rZ^A')eist.üs= - Dv, . 0, H,(|^- u„ + |^ i\, + |^ u^o) dt,

ÖO

wo 9) zur Abkürzung gesetzt ist für (p [r).

Denkt man sich nun diese auf irgend zwei Elemente M^^y M^ der

Körper A, B bezügliche Formel (49.) der Reihe nach aufgestellt für

jedwedes Elementenpaar der beiden Körper, so gelangt man durch

Addition all' dieser Formeln zu folgendem Resultat:

(50.) {dQ/%ut.vs=-dt.U2: DvoO,H,(^^iio+||^t^o + g-^^v>o),

wo die linke Seite dasjenige Quantum Wärme reprasen tirt, welches der

Körper B während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte elektrostatischen

Ursprungs hervorruft im Körper A.

Die Formel (50.) kann, wenn man zur augenblicklichen Abkürzung

den (dem Körper A zugehörigen) Index überall fortlässt, auch so

geschrieben werden:

(51.) (rZ(?^^)eist.uB=- dt.UO, H, [2: Dv (|^ u + |^ t) + || )v)] .

Von den beiderlei Integrationen nach 0, und nach Dv, welche hier

in Betracht kommen, lässt sich die letztere nach bekannter Methode
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weiter behandeln. Setzt man nämlich das Volumelement Dv = Djc Dt) Dj;

so erhält man successive: •

=- ffüoip [neos (N,x) -{-..]

wo Do das Oberfläehenelement von A, und N die innere Normale von

Do bezeichnet. Hieraus folgt mit Rücksicht auf die früher entwickel-

ten Relationen [(9,a; b) und (14. a, b), pag. 4, 5) sofort:

oder was dasselbe ist:

^Dv(||u+ ..) = ^D«.§+^^Dv,f-;,
oder wenn man für Dv, Do die vorhin eingeführte Collectivbezeich-

nung 0; ebenso für s, e die Oollectivbezeichnung H in Anwendung

bringt

:

Somit folgt aus (51.)

(52.) (äQ.,^Ut.v. = -dt.U0,H,[2J0'^(pj,

= - EE 00, ((/H) H, (p,

oder wenn man den unterdrückten Index restituirt:

(53.) {dQ,A%x.i.x5. =- EE OoO, ((ZHo) H^ cp.

Durch Addition der Formeln (45.) und (53.) folgt:

(54.) {dT,'^+dQ,%,.uv.= -EE 0,,0,H,,H,(^^.7a;,+ ||.7//o+ '^^.fe^

-EE Oß,{dH,)H^q.;

Diese Formel aber erlangt, mit Rücksicht auf den für das Potential

Uj/i gefundenen Werth (39.):

üab = 2:e o„o, h,h,(p,
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sofort die einfache Gestaltung:

(55.) {dT^^ + dQA%x.i.v. = -dA Uab.

Man erkennt nämlich leicht, dass die rechte Seite jener Formel (54.),

abgesehen vom Vorzeichen, denjenigen partiellen Zuwachs dj Uab dar-

stellt, welchen das Potential U^/j während der Zeit dt annehmen

würde, falls man die Aenderungen, welche der Körper 1? hinsichtlich

seiner räumlichen Lage und seines inneren Zustandes während der Zeit

dt erleidet, zu Null machen, den Körper A hingegen in beiderlei Be-

ziehung denjenigen Aenderungen überlassen wollte, welche er während

der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Es erscheint angemessen, diesen

Zuwachs dA Uab zu bezeichnen als den partiellen Zuwachs, genom-
men nach dem Körper Ä. Die Formel (55.) enthält alsdann fol-

genden Satz.

Die vom Körper B während der Zeit dt vermöge seiner

Kräfte elektrostatischen Ursprungs im Körper Ä hervor-
gerufene Quantität von lebendiger Kraft und Wärme ist

abgesehen vom Vorzeichen immer gleich gross mit dem der

Zeit dt entsprechenden partiellen Zuwachs des elektro-

statischen Potentiales der beiden Körper auf einander,

geiiommen nach Ä.

Analog mit (55.) wird sich offenbar ergeben:

(56.) {dTß^ + dQB^),,,t.v. = - dB Uar.

Durch Addition von (55.) und (50.) folgt sodann;

(57.) (^/T./ + (ZT^^ -f dQA^" + dQß^Ui.v, = — d Üab,

wo dÜAB das vollständige Differential von Vab, d. i. denjenigen

Zuwachs vorstellt, welchen Uab während der Zeit dt in Wirklich-
keit erfährt. — Sind nun A, B, C, . . . die einzelnen Körper des

gegebenen Systems, so werden sich mit (42.) analoge Formeln ergeben

für A, C, für B, C, u. s. w., überhaupt für jedes Körperpaar. Diese

Formel (57.) kann in Worten so ausgedrückt werden:

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche
die beiden Körper A und B während der Zeit dt, vermöge
ihrer Kräfte elektrostatischen Ursprungs, wechselseitig

in einander (der erste im zweiten und der zweite im ersten)

hervorrufen, ist abgesehen vom Vorzeichen immer gleich

gross mit demjenigen Zuwachs, welchen das elektrosta-

tische Potential der beiden Körper auf einander während
der Zeit dt in Wirklichkeit erfährt.

Dabei ist zu beachten (was auch in der gewählten Ausdrucksweise

so gut wie möglich anzudeuten versucht ist), dass bei der genannten
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Quantität nicht mitgerechnet ist diejenige Menge von lebendiger

Kraft und Wärme, welche der Körper A während jener Zeit, ver-

möge der in ihm vorhandenen Kräfte elektrostatischen Ursprungs,

in sich selber hervorruft, ebenso wenig die entsprechende Menge

für B.

Es bleibt noch übrig, diejenige Quantität von lebendiger Kraft und

Wärme zu ermitteln, welche irgend ein Körjier des Systems, und zwar

vermöge der in ihm vorhandenen elektrostatischen Kräfte, i n sich selber

erzeugt. Zu diesem Zwecke denken wir uns mit dem Körper A in

Superpositiou einen zweiten Körper a, welcher seiner Form und seinem

inneren Zustande nach mit A völlig identisch ist; dann ergiebt sich

aus (57.):

(58.) (fZrr + dT^^ + dQj" + rZr^„^)eist.üs = - dU^a,

oder (was offenbar dasselbe ist):

(59.) i2dT^^ + 2rf^^'^)e,st.us = -d ÜAa.

In Folge der Identität zwischen A und a kann statt Vau auch geschrie-

ben werden Uaa'-, jedoch repräsentirt alsdann dieses Uaa, wie man
leicht übersieht, nicht das elektrostatische Potential des Körpers

A auf sich selber, sondern den doppelten Werth desselben. Be-

zeichnet man also das elektrostatische Potential des Körpers A auf

sich selber mit Ua, so wird jenes Uaa ==2Ua sein. Somit folgt

aus (59.):

(60.) {dTA' + dQA^)elst.Vs =-\dÜAA=-dUA.
Diese Formel (ßO.) führt zu folgendem Satz:

Die Quantität von lebendiger Kraft und Wärme, welche

der Körper A während der Zeit dt vermöge seiner Kräfte

elektrostatischen Ursprungs in sich selber hervorruft, ist

abgesehen vom Vorzeichen gleich gross mit demjenigen
Zuwachs, welchen das elektrostatische Potential des Kör-

pers auf sich selber während der Zeit dt in Wirklichkeit

erfährt.

Denkt man sich die Formel (57.) der Reihe nach aufgestellt für

jedwedes Körperpaar des gegebenen Systemes, und andererseits die For-

mel (60.) der Reihe nach gebildet für jedweden einzelnen Körper des

Systemes, so gelangt man durch Addition all' dieser Formeln zu fol-

gendem Resultat:

(61.) (rZT-f fZ(>)eist.us = -f/?/,

wo links diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme sich

vorfindet, w^elche im ganzen Systeme, und zwar in Folge der elektro-
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statischen Kräfte, entwickelt worden ist während der Zeit dt, und wo
andererseits U das elektrostatische Potential des Systems auf sich selber

vorstellt.

Hiermit ist der verlangte Nachweis geführt, nämlich dargethan,

dass die in (32.) genannte Quantität ein vollständiges Differen-
tial ist.

Beiläufig folgt übrigens aus (61.), dass die von uns früher (pag. 21)
mit 2^6 bezeichnete Function identisch ist mit U, dass also das elektro-
statische Postulat des gegebenen Systemes identisch ist

mit seinem elektrostatischen Potential.

§. 7. Das aus den angegebenen Erörterungen für die Kräfte elektro-

dynamisclien Ursprungs sich ergebende Resultat.

Durch die beiden letzten Paragraphen ist der Beweis geliefert für

die Richtigkeit unserer früher (pag. 21) ausgesprochenen Behauptung,
dass die Quantitäten

(f?T)ord.U8

und

(^7r+rZ())eut.us

vollständige Differentiale sind, also mit Rücksicht auf die damals
angestellten Erörterungen nachgewiesen, dass die Quantität

{dT+dQ),uy.m

ebenfalls ein vollständiges Differential sein muss.

Um das in solcher Weise erhaltene Resultat in abgerundeter Form
hinstellen zu können, müssen wir eingedenk sein derjenigen Voraus-

setzungen (pag. 18), welche in Betreff des behandelten Systemes unserer

Untersuchung zu Grunde gelegt waren. Alsdann ergiebt sich für jenes

Resultat folgende Ausdrucksweise :

Betrachtet man ein System von beliebig vielen Kör-
pern, welches (durch von Augenblick zu Augenblick erfol-

gende Wärmeableitungen) in constanter Temperatur er-

halten bleibt, welches aber sonst, abgesehen von irgend
welchen (an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften, sich
selber überlassen ist, so wird diejenige Quantität von
lebendiger Kraft und Wärme:

{dT -{- dQ),uy.v.

welche das System währ end eines Zeitel ementes r?^, vermöge
seiner Kräfte elektrodyiiainisclieii Ursprungs, in sich selber

Neunianii, diu olcktiisclii.ii Kväftc. 3



M ni<- Krätto rloktrotlvnaimsoluM) V

luMvo vrutt, imiuor »las volNtäuilige Di t toron t ial ivg-oiul

«MiuM- Function sein, ^\oKho KMÜglich abhängt von ilor

augtMiM iok liehen !> eso h a tionluM t dos Kystome-.

\'on diosoni Satzo sv^ll nun woittM-liin <!t>!n-auoh LriMiiadii wtn--

dou zur Erfoi-schvmg clor noch ziemlich nnbekannton Knitto (loktrt^-

dynaiuischeii Vi-j^prungs. Es soll also hier zur Krtorsrluaig ilieser

Kräfte eine Methode eingeschlagen wenlen, derjenigen ähnlieh, welche

l>ereits vor langer Zeit zur nälieren rutei-snchiing dov Eigenschaften

der Gase in Anwendung gebracht ist.

Bemerkung. — Selbstverständlich wird der eben gotiauleno Satz

nur dann anwendbar sein, wenn Jas betrachtete System aus lauter

homogenen Conductoren besteht, und nirgends eine Berührung vor-

handen ist zwischen Conductoren v o v s e U i e d e n e r Substanz. Denn an-

derniVills würden, ausser den von uns iu Rechnung gebrachten Kräften

elektrostjitischen und elektrodynamischen Ursprungs, auch noch die

Jen igen elektrischen Kräfte zu berücksichtigen gewesen sein, denen

die sogenannten hvdroelektrisciien und thermoelektrischen Ströme ihre

Ents^tehung verdanken. — Aber unsere Hauptaufgabe besteht iu der

nrdieren Erforschung der Kräfte elektrodynamischen Ursprungs:

und um bei Verfolgung dieses Zieles das Hineintreten neuer und un-

nothiger Schwierigkeiten zu vermeiden . soll in der That im Folgenden

an der Voraussetzung festgehalten werden, dass das betrachtete

Svstem aus lauter homogenen Conductoren besteht, und

nirsiends Conductoren vtM-sohieden er Substanz mit einan-

der in Contact sind.



Zweiter Absclinitt.

Ueber die gegenseitige ponderomotorisclie Einwirkimg

zwischen zwei linearen Leitern, welche durchflössen sind

von elektrischen Strömen.

I^as von Ampere für diese Einwirkung aufgestellte Elementargesetz und die

auf dieses Gesetz basirte Tlieorie werden, in etwas erweiterter Gestalt, von

Neuem dargelegt.

;
§. 8. Darslelhiiisr der von Ampere aregebeueii Theorie in etwas

^
erweiterter Gestalt.

Ampere stellte sich die Aufgabe, die ponderomotorische Einwir-

kung zweier elektrischer Stronielemente auf einander zu ermitteln, und

ging dabei aus von gewissen Prämissen, die theilsweise allerdings eine

Stütze finden in den Ergebnissen seiner experimentellen Unter-

suchungen, strenge genommen aber als mehr oder minder hypothe-

tisch zu bezeichnen sind. Diese Ampereschen Prämissen oder Hy-

pothesen mögen alle, mit Ausnahme einer einzigen*), adoptirt werden.

Es mögen nämlich unsere Betrachtungen ihren Ausgang nehmen von

folgenden Annahmen

:

{l.') Erste Hypothese. Die ponderomotorische Kraft, mit

welcher zwei Stromelemente Ds und Ds, auf einander ein-

wirken, füllt ihrer Richtung nach zusammen mit der Ver-

•) Diejenige der Ampore'sohen Hypotliesen, welche liier noch fehlt, kann

.nn Einfachsten so ausgesprochen werden

:

Hypothese. Die ponderomotorische Wirkung zweier elektrischen

Stromeleniente aufeinander ist. falls man die Winkel, welche die

Elemente mit ihrer Verbindungslinie und mit einander einschliessen,

coustant erhält, umgekehrt proportional mit dem Quadrate ihrer

,
Entfernung.

l
Es erscheint sehr möglich, dass diese Hypothese — ähnlich dem Newton-

L sehen Gesetz — nur annehmbar ist für beträchtliche Entfernungen, nicht aber

in solchen Fällen, wo die Entfernungen äusserst klein sind. Hierin liegt der

Grund dafür, ibias wir diese Hypothese vorläufig ausgeschlossen habeu.

3*
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bindungslinie der beiden Elemente. Sie ist proportional
mit den Längen Ds und Ds, der beiden Elemente, und ab-
gesehen von diesen Factoren nur noch abhängig von der
relativen Lage der beiden Elemente und von ihren Strom-
stärken.

(2.) Zweite Hypothese. Sie ist mit jenen Stromstärken
J und J^ proportional, und schlägt also in ihr Gegentheil
um, sobald in einem der Elemente die Stromrichtung um-
gekehrt wird. Sie ist für zwei zu ihrer Verbindungslinie
senkrechte und zu einander parallele Stromelemente at-
tractiv im Falle gleicher, repulsiv im Falle entgegen-
gesetzter Stromrichtung.

(3.) Dritte Hypothese. Ein Stromelement J^,Ds, kann,
^

was seine ponderomotorische Wirkung auf ein anderes
..J% Stromelement betrifft, ersetzt werden durch seine recht-

winkligen Componenten J^Dx^, J\^y\, J^Dß^.

(4.) Vierte Hypothese. Die Wirkung eines geschlosse-
nen Stromes auf ein einzelnes Stromelement steht gegen
letzteres senkrecht.

Es seien a und b zwei Stromelemente; a stehe senkrecht gege]i

die gegebene Ebene MN, und habe seinen Mittelpunkt in derselben;

andererseits besitze b eine beliebige Lage. Zwei zu a und b in Bezug
auf MN symmetrisch gelegene Stromelemente seien bezeichnet mit

a und 6'; so dass also z. B.
'^-

• a, abgesehen von der ent-

y^ *

gegengesetzten Richtung,

identisch ist mit a selber.

Alsdann wird offenbar die

Kraft jB zwischen den Ele-— ^^ lEL menten a, b gleich gross

sein mit derjenigen Kraft

JR, welche stattfindet zwi-

schen d , V \ was äuge-

'S^
^

deutet sein mag durch die
*' Formel:

(5-) Ti {a, b) = R (a, b').

Nimmt man statt b ein in der Ebene MN gelegenes Element e, so
fällt gleichzeitig auch b' zusammen mit c; und man erhält also:

(6-) B {a, c) = R {a', c).

Nun ist aber nach der Hypothese (2.):

(7.) R {a, c) = ~R («', c).

I
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Aus diesen beiden Formeln (6.), (7.) folgt sofort:

(8.) R {a, c) = B {a, c) = 0.

D. h. die Wirkung zwischen zwei Stromelementen ist immer Null,

wenn das Eine in einer Ebene sieh befindet, die durch das andere

senkrecht hindurchgeht*). Oder anders ausgedrückt:

(9.) . . . Bezeichnet r die Verbindungslinie zweier
Stromelemente, so wird die Einwirkung der beiden Ele-

mente auf einander immer Null sein, sobald das eine senk-

recht steht gegen die durch das andere und durch r sich

bestimmende Ebene.

Vermöge dieses Satzes (9.) und der Hypothesen (1.), (2.), (3.),

(4.) wird es nun möglich sein, die von zwei beliebig gegebe-
nen Stromelementen auf einander ausgeübte Wirkung näher zu be-

stimmen.

Zunächst ist diese Wirkung nach (1.) proportional mit den Längen

Ds, Ds, und mit den Stromstärken J, J, der beiden Elemente; also

(10.) R (Ds, Ds^) = JDs . JDs, . P,

Vis. 5.

wo P abhängt von der relativen Lage der beiden Elemente, d.

ihrer Verbindungslinie r, von den Winkeln

0', O'j, unter welchen sie gegen r, und von

dem Winkel s, unter welchem sie gegeneinan-

der geneigt sind. Somit ist zu schreiben:

(11.) R (Ds, DS|) = JDs.J,Bs^.P (r, d', ^„ e).

. Bilden die Elemente Ds, Dsj mit ihrer

Verbindungslinie r zusammen ein und dieselbe

gerade Linie, oder sind sie andererseits senkrecht

gegen r und parallel zu einander, so werden

an Stelle der unbekannten Function

P (r, &,&,, s)

folgende speciellere Fälle derselben zur Geltung

kommen

:

*) Es ist nämlich (mit Bezug auf Figur 4) wohl zu beachten, dass das Ele-

ment b eine beliebige Lage imilaume, und folglich das Element c eine beliebige

Lage in der Ebene .3IN besitzt. Denkt man sich also in der PJbeue MN die

Verbindungslinie r der beiden Elemente a und c construirt, so wird die Richtung

von c keineswegs zusammenfallen mit r, sondern im Allgemeinen gegen r unter

irgend welchem Winkel geneigt sein.
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^
P (r, 0, 0, 0) = k (r),

Diese speciellen Functionen

gemäss bezeichnet mit ()(r) und Q{r).

Die allgemeine Function P lässt sich reduciren auf die

speciellen Functionen q, q. - Um solches darzuthun, führen

wir ein rechtwinkliges Axensystem ein, dessen a;-Axe mit der Linie r

zusammenfällt, während die y- und ^-Axe beliebige Lagen haben, und

bezeichnen die diesen Axen entsprechenden rechtwinkligen Compo-

nenten von Ds und Ds, mit Dx, Dy, D2 und D;r,, D?/j, D^,. Als-

dann ist nach der Hypothese (3.)

(13.) l{{Ds, Ds,) = R{Ds, D^,) + R{Ds, Dy,) + K{Ds, D^-,),

und durch nochmalige Anwendung desselben Satzes:

(14) R{Ds, Ds,) = R(Dx, Dx^) + R{Dx, Dy,) + R[Dx, D^,)

+ R{üi/, Dx,) + R{Dtj, Dy,) + R{Dij, D^,)

+ R{D2, Dx,) -f R{D2, D//,) + R{Dz, Dz,).

Von den neun Kräften rechter Hand sind aber, wie aus (!).) folgt, alle

Null mit Ausnahme der in der Diagonale stehenden; so dass man
erhält

:

(15.) R(ps,Ds,) = R{Dx, Dx,) + R{Dy, Dy,) + E(D^, D^,).

Endlich lassen sich die drei Kräfte, welche jetzt noch auf der rechten

Seite stehen, leicht ausdrücken vermittelst der speciellen Funtion (), q.

Man erhält nämlich aus (11.) und mit Rücksicht auf (12.):

R{Dx, Dx^) = JDx . J^Dx, . P (r, 0, 0, 0) = JDx . J, Dx, . p(r),

R{Dy, Dy,) = JDy . J, Dy, . P (r, i^r, i;r, Q)=JDy . J,Dy, . '^{r).

R {Dz, Dz,) ==JDz . J, Dz, . P (r, ^tc, ^7t, 0) = JDz . J, Dz^ . i)(r).

Somit folgt

(16.) R(Ds,D8,) = JJ, [DxDxiQ(r) + {DyDy, -f D^D^,) Q{r)],

oder

:

(17.) R{Ds,Ds,) = JDs . J^Ds, [AA, Q{r) + (BB, + rr,)^(r)],

wo A, B, r und A, , Bj , f, die Richtungscosinus von Ds und Ds, be-

zeichnen. Zufolge der Bedeutungen von d; d'„ a ist nun offenbar:

A == cos d^, A, = cos d'^
,

AA, + BBt + rr, = cos e,

BBj + rfi = cos
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Somit folgt:

(18.) B {Ds, Ds,) = JDs.J, Dsi [cos d- cos ^^ . q (r)

+ (cos £ — COS O' COS ^i) Q (/•)] .

Der hier in [] stehende Ausdruck repräsentirt, wie aus (11.) zu er-

sehen, die zu ermittelnde allgemeine Function P. Die Reduction-

derselben auf die speciellen Functionen q, q ist also vollendet.

Die beiden Functionen q und q lassen sich reduciren
auf eine einzige, ebenfalls nur von r abhängende Function.
~ Um solches zu zeigen, schreiben wir zunächst die Formel (18.) in

folgender Weise:

(19.) B = JDs. J^Ds^ [^(r)cosOcos'^,-|- ^(r) (cos£ — cos^cos'^,)],

wo E, um die Vorstellung mehr zu fixiren, diejenige repulsive Kraft
vorstellen soll, welche von D^', ausgeübt wird auf Ds, so dass also

der Werth von R positiv oder negativ sein wird, je nachdem diese Kraft

die Entfernung r zu vergrössern oder zu verkleinern strebt.

Sind nun, mit Bezug auf ein beliebig gewähltes rechtwink-

liges Axensystem x, y, z und j;,, //,, ,0, die Coordinaten von Ds und

^s^, so ergiebt sich:

r2 = (^ _ x,Y + (v/ - ij,Y + (^ - z,Y,

'
' dr , .dx . , ^dy

, , .dz

wo — und —- Differentiationen nach den Richtungen der beiden Ele-
ds gS| ^

mente Ds und Ds, vorstellen sollen. Aus diesen Formeln ergiebt aber

sich sofort:

dr— = cos O' (vergl. Fig. 5 auf pag. 37),

dr

'd^r
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Somit folgt aus (19.):

(20.) B = JDs . J, Ds, [- ^(r) . '^ ^^
- '^ (r)

Hiefür kann geschrieben werden:

(21.) ll = JBs.J^ D6-,

ds ds,

(1% d'^t

dr dsdSi'

wo X} t neue Functionen von /• sind, welche mit ()(r), q {r) zusam-

menhängen durch die Relationen:

I d% d- ^

(22
')

i^
, s dv dxb— rQ(r) = ~-~ = Xt-^ ^ ^ dr dr ^

^

Zur Abkürzung sollen nämlich die üifferentialquotienten nach r durch

Accente angedeutet werden.

Um nun q, q oder (was dasselbe ist) %, ip auf eine einzige Func-

tion zu reduciren, bringen wir die Formel (21.) in Anwendung auf

diejenige Wirkung, welche ein geschlossener Strom auf ein einzelnes

Stromelement ausübt.

Der geschlossene Strom habe die Stärke t/, , und sei, was seine

Gestalt betrifft, repräsentirt durch die Peripherie ßyöß eines Kreis-

segmentes, welches kleiner ist als der Halbkreis (Fig. 6), Mit die-

sem Strome in derselben Ebene liege das zu betrachtende Ele-

ment Ds, Dasselbe besitze die Stromstärke J, befinde sich in irgend

einem Puncte a, der mit den beiden Ecken ß, y jenes Kreissegmentes

in gerader Linie ist, und bilde mit dieser geraden Linie aßy einen

rechten Winkel.

, Fig. 6.

Us

-A k n

Die von einem Elemente Ds^ des Stromes ßyÖß auf Ds aus-

geübte Kraft II hat nach (21.) den Werth

(23.) R = JD8.J^Ds,.p^^.
^ ^ ^ ^ drds dSi

Sind nun P und Q die Comppnenten der von ßyöß auf Ds aus-

geübten Gesammtwirkung, parallel und senkrecht zu Ds, so ist:
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P=2;, (Ecos^),
^'^^'^

Q = Ui{R sind'),

die Summation (oder Integration) 27j hinerstreckt über alle Elemente

von ßyöß. Hieraus ergiebt sich, wenn man für cos & die Ableitung

d T—
, andererseits für R den Werth (23.) substituirt:

V) P= .,(.D..^.D,.|||^_),

oder was dasselbe ist:

(26.) P='^^|-^^-.(0..2|f,|[|f]) ^

= --..,(o...„|)

wo für den Augenblick die beiden Ausdrücke J^ = -^f- -^- = v' -- und° ds dr ds ds

~- =xp' -— mit u und v bezeichnet sein sollen.
ds ds

Nun ist allgemein für beliebige Functionen u, v:

also wenn für u, v die eben genannten Wertlie substituirt werden:

'?u ^ = ^'^ 4- iv^VA ('^\
" as, ds^

"^ V ds) asi \xJ'

Hieraus folgt weiter:

c. dv d {uv) / ,3rV d /^'\ dr

8(m«;)

a (tiv)— — [- A cos- # cos-O-i-
'

dr dr
Denn es ist ja (vergl. pag. 39): ^ = cos-O-, k~ == — cosO'i, Ausser-

dem ist zur Abkürzung der Ausdruck (t/^'/'— ;|r't/>") mit X benannt
worden.

Somit folgt aus (26.):

(27.) P= '^^^•'^i
2J^ (Ds, . A cos'^ -9- cos ^,)-

Nun bemerkt man (Fig. 6 auf pag. 40), dass der hier unter der Summe
befindliche Ausdruck l cos-'S' cos 0^, für all' diejenigen Elemente Dsi

verschwindet, welche der geradlinigen Strecke ßy [angehören;
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denn für all' diese Elemente ist 0- ein rechter Winkel. Es kann daher

die Formel (27.) auch so geschrieben werden:

(28.)
p^J^^^i

^^^^ p^^ _ ^ ^^g2^ cos{^,);

wo die Summation ^yS^ nur noch über den Kreisbogen y8^ hin-

erstreckt zu denken ist.

Die vom Strome /3y^/3 auf das Element Ds ausgeübte Gesamnit-

wirkung steht, zufolge der Hypothese (4.), senkrecht gegen Ds,

Die Componente P muss also Null sein. Somit ergiebt sich aus (28.)

die Relation:

(29.) = ^ydif (Ds, . A COS' % cos O'j), wo l = xj/ 1 — % ^"^

Das Product cos'-# cos -O', ist für sümmtliche Elemente Ds, des Bogens

ydß von positivem Werth und verschieden von NuH*)(vergl.

Fig. 6 auf pag. 40). Mit Rücksicht hierauf aber folgt aus der Formel

(29.), dass die Function A identisch mit Null ist. Es mag solches

näher dargelegt werden:

Die durch l = i>'
x" — X

'^" definirte Grösse A ist, ebenso wie

X, ip selber, eine vorläufig unbekannte Function von r. Wie nun diese

Function A auch beschaffen sein mag, immer wird sich das von bis

oo reichende (lineare) Werthgebict des Argumentes r in einzelne Inter-

valle zerlegen lassen von solcher BeschafPenheit, dass A in jedem ein-

zelnen Intervalle entweder überall positiv, oder überall negativ ist.

Irgend eines unter diesen Intervallen werde bezeichnet mit r, . . . . r.^,

und mit Bezug auf dieses werde die Gestalt des Stromes ßydß und der

Ort a des Elementes Ds so eingerichtet, dass aß = r^, ay == To ist.

Die Summe (29.) besteht alsdann aus Gliedern: Ds, A cos- 0- cos-O',,

welche (ebenso wie die dem Intervall r, r^ entsprechenden Werthe

von A) entweder sämmtlich positiv oder sämmtlich negativ sind. Aus

dem durch die Formel (29.) constatirten Verschwinden der Summe
folgt also, dass der Ausdruck A cos^ -{) cos #, längs des Bogens ydß

überall verschwindet ; dieses Verschwinden aber kann, weil cos^ & cos O',

einen durchweg von Null verschiedenen Werth besitzt, nur im Factor

A seinen Grund haben. Somit ist dargethan, dass die Function A längs

des Kreisbogens ydß überall verschwindet, oder (anders ausgedrückt),

dass sie verschwindet für alle dem betrachteten Intervall r^ . . . . r.,

angehörenden Argumente r. — Analoges wird nun ofTenbar sich be-

weisen lassen für jedes andere der genannten Intervalle. — Folglich

ist die Function A identisch mit Null, w. z. b. w.

•) Allerdings ist jenes Product gleich Null im Puncto (3 und im Puncto y.

Doch wird hierdurch das Resultat der auzustellondeu Erörterungen nicht afficirt

werden.
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Substituirt man für l seine eigentliche Bedeutung (29.), so ver-

wandelt sich die eben erhaltene Gleichung A = in

(30.) ^'z" — Z>" = 0.

Hieraus aber folgt successive:

1' = !^'

1 ^'
'

d log % d log i)

dr ' dr '

lügjj' = log^' + logC,

(31.) i = c^',

(32.) i=C^-\-D,

wo C, D Constanten sind.

Das V^orzeichen der Constanten C lässt sich leicht bestimmen.

Wir betrachten zu diesem Zwecke irgend zwei Stromelementc Ds, D.s,,

welche gegen ihre Verbindungslinie r senkrecht, und beide von gleicher

Richtung sind. Die zwischen diesen Elementen vorhandene rei)ulsive

Kraft li hat nach (19.) den Werth:

(33.) 12 = JDs . J, Ds, . ()(r)^

weil 'O' = #, = ^ 7t und 8 = ist. Die Formel (33.) aber kann mit

Rücksicht auf (22.) auch so geschrieben werden:

(34.) E = JDs./, Ds, (— ^),

also mit Rücksicht auf (31.) auch so:

(35.) B = JDs . J, Dsi (— ^"j^, y
Zufolge der Hypothese (2.) muss aber die repulsive Kraft E einen

negativen Werth haben, weil in Wirklichkeit Anziehung statt-

findet. Somit folgt aus (3'^-)? ^^^^s die Constante C positiv ist.

8ie mag demgemäss mit A^, oder besser mit 8 J'^ benannt werden; so

dass also z. B. die Gleichung (31.) das Aussehen gewinnt:

Schreiben wir nun die Formeln (10.), (19.), (21.), (22.) von Neuem hin,

indem wir überall an Stelle von ,^ den gefundenen Werth (3H.) sub-
dr
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B = JBs . J, Ds, . P,

) . cosO- c

-|- Q(r) (C0S£ — cosO' COSO',)],

(37 )'^
l{ = JDs.Ji Ds, [Q{r) . cosO- cos'^,

'
' drdsdSi

Bezeichnen wir also die Differenz q (r) — q (r) schlechtweg mit q (r),

so gelangen wir schliesslich zu folgendem Resultat:

Die (repulsiv gerechnete) ponderomotorische Kraft
elektrodynamischen Ursprungs J^, mit welcher zwei Stroni-

elemente JDs und </, Dsj auf einander einwirken, besitzt

den Werth:

(38.a) l{ = JDs.J^Ds^.P,

wo die Function P nach Belieben dargestellt werden kann
durch:

(SS.b) P = 9 00j + !?E,

oder auch durch:

(38.C) P = iÄK2''/f^-.ardsdSy

Dabei ist zur Abkürzung cosO' = 0, cos#i = 0j, cos £ = E
gesetzt, wo 0-, O'j diejenigen Winkel bezeichnen, unter
welchen Ds, Ds, geneigt sind gegen die Linie r, letztere

gerechnet von Ds^ nach Ds hin, während s den Neigungs-
winkel von Ds gegen Dsj repräsentirt. Endlich ist unter
^ = ^(r) eine allein von r abhängende Function zu verstehen.

Im Folgenden mögen diese Formeln (38.a, b, c) kurzweg
bezeichnet werden als das von Ampere aulgestellte Elemenlar-
gesetz, in etwas erweiterter Gestalt. In der That lässt sich
leicht zeigen, dass diese Formeln in das genannte Gesetz
übergehen, sobald man ^ = //V macht.
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Für ip = j/r wird näiplich

Ir~2j/r' W/ Tr-
Hierdurch aber nehmen die Formeln (38.a, b, c) folgende Gestalt an

:

(39.a) Il = JDs.J\Ds,.P,

(39.1)) P = (»00, + E)E,

9 = ^1^:

Vergleicht man diese Formeln (39. a, b, c) mit dem von Ampere*)
für die in Rede stehende ponderomotorische Kraft gegebenen Ausdruck

:

so zeigt sich, abgesehen vom entgegengesetzten Vorzeichen, in der

That vollständige Uebereinstimmung, sobald unsere Constante A- = -^

gesetzt wird. Das entgegengesetzte Vorzeichen erklärt sich daraus,

dass Ampere**) die attractiven Kräfte als positiv rechnet, während

wir umgekehrt die repulsiven Kräfte als positiv aufgefasst haben,

und an dieser Auffassung auch weiterhin festhalten wollen.

Vergleicht man andererseits die Formeln (39.a, b, c) mit der von

meinem Vater gebrauchten Formel***):

R = ^ 4 cos-^cos-^j — cos« L

so zeigt sich ebenfalls, sobald Ä^ = ,. genommen wird, völlige Ueber-

einstimmung.

Die Constante A^ in den vorliegenden Untersuchungen = ^ zu

setzen, erschien mir nicht rathsam. Ich habe es vorgezogen, sie un-

*) Ampere: Theorie des phenomenes elektrodynamiques unique-
ment deduite de l'experience. Paris. 1826. pag. 60.

**) 1. c, pag. 28.

***) F. Neumann: Die mathematischen Gesetze der inducirten
elektrischen Ströme, vorgelesen in der Berliner Akad. der Wissensch. am
27. October 1845, pag. 24; und ferner: Ueber ein allgemeines Princip der
mathematischen Theorie inducirter elektrischer Ströme, vorgelesen
in der Berliner Akad. der Wissensch. am 9. August 1847, pag. 6.
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bestiinint zu la^en (abhängig von den noch festzusetzenden Maass-

emheiten\ übrigens aber tlieselbe in genau demselben Sinne eingeführt,

wie es von Helmholtz*) geschehen ist

Diese Bemerkungen mögen dienen als eine Erleichterung für die

Ven^leichung der hier anzustellenden Untersuchungen mit denen der

genannten Autoren.

Ebenso wie das Newton sehe Gesetz mit einer Function der Ent-

fernung r behaftet ist, welche nur für beträchtliche r identisch mit

für sehr kleine r aber von noch unbekannter Beschaffenheit

isk**), ebenso erscheint es sehr möglich, dass Ajialoges auch anzu-

nehmoi ist beim Ampere'schen Gesetz.

Der giCameieii Sicherheit willen mag daher im Folgenden den

Formeln (39.a,b, c) nur dann Gültigkeit zuerkannt werden, wenn die

Entfexnimg r von beträchtlichem Werthe ist, im Allgemeinen

ab^ fea%dialfaai WCTden an den Formeln (38. a, b, c). Mit andern

Worten: Der grosBemi Sicherheit willen mag im Folgenden unter

V oder ^(r)

eine Fimetion Tcrsianden werden, welebe allerdiiigs for beträehtliehe

r idotiadi mit yr, für sehr kleine r hingegen von noch nnbdouuiter

B«-w«ene timt^ »larrea Kir^r».

Befiadei ädt em siancr Korper in betidv^er Beiregm^ und amd

(jr, fv ^ (l^ ^ i) «^ä nAimhädätgs AneatpiKaae, das dne absolut

fest, das aadieve starr rerbniideii mit dem Korper, si

den CooidiBataijr,^,^ und T, 11,1, weldie ii^gend ein

des Koipcts in Benig anf diese beidedei SjaleBe

« HelKb olts: Heber diePi i |,—^%M i liMti
's der!

iHteMfe KBqwr rB0Rb>idrs JotbmL Bi.72. IHK^IS^

**f b m^ ddbä iwm amA aekoa atf fo«.^ «id » aa Halse «ew*

^ ^ _ ' / a«ss* W<dke.
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4.)..) y = ft 4- C«)c -I- C^> + ^-*5r

'I, hf e die Coonünaten sind^ welche der An&ngspaiiet O des Sj-

< (r. X^f 5 besitit im Systeme (x, y. z\ und die C die Coräns
niVen Winkel rorstellen, unter weich^i die Axea der IwÜLilci-

Lcegen einander gene%t sind. Offenbar sind die Coovffiialm
^^ issenponctes m anzusehen als gewisse £esem Pimct ägeat-

_ aorige Constanten; während x,. jf, z^ Uf h, e und ^
ncnoaen der Zeit sind. Aas (^.») fo^ dmreli Fmkefcnmg:

i = C'Hx - «) 4- C^H> - ft) + (P*(f-e)r
= r'^(jr - a) 4- r«(y — ft) + C»H2 - «'),

; = CCx— «) + r-'^,^ — h) 4- r'3(ir — eX

lern Zettelement dt entsprechenden Zawnebse rfjr, äij .

C ergeben sieh nun aus ^40. a) die Formehi:

*fx= rfa -h TdC -h ötfC»« -h 5ifC«^

liXe> ^»= dh -f reJr^» -h tjrfC^' 4" S^C"-*.

-^ "-stittttion d«r Werthe (-»>.bi ^..luii:

= - r — e)dß— (jf - hydf,

4:Hd; dy = ab -f- \^x— «'' Jy— i ? — fW«,

^ - -^ •

'"

-' — 't
— J'i Jk — [X— a') dßf

xe reprasenttr«!

:

^'\e> dß =*ZX^^ *^0* = —
"^O'' dC^,

rfjr =*1\^* dC^ =—*ZC24 j(nA.

n^n F'^nne!n(40.d) entsprechend kann die Bewegung desKocpeis

Zeit dt anfgefasst werden ak eine Texadhidiaaig des
.1 T, :_^ gleichxeita^ Dn^nng des Kocpeis un «ne

, ^^ Axe. J»ie TiHsebidNU^ isl der Cfarosse «ad

liurek «I«;. dhf de; anderaraeils fiidel, wie

im^ um eine Axe sbd^ doem Kekianfj^

..- System (x> y. z) pcf^poctioml sind mik dm,

eitisr ^ Grosse des DnlKKBgswi^cfe ddk mb>

yf. — UelNt^pfittS ist h^umty und

ieht T9 efs«%««. das» die Bt»we*jim«r
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des Körpers während der Zeit dt, wenn man will, auch aufgefasst

werden kann als zusammengesetzt aus sechs Bewegungen. Von diesen

sind alsdann die drei erstem repräsentirt durch die Verschiebungen

da, dh, de des Punctes 0, und die drei letztern durch Drehungen,

deren Axen drei durch gehende, zu x, y, z parallele Linien, und

deren Drehungswinkel da, dß, dy sind. Demgemäss pflegen die

Grössen da, dh, de und da, d ß, dy kurzweg bezeichnet zu werden

als die Verschiebungen und Drehungen des Körpers wäh-
rend der Zeit dt.

Bringt man die Formeln (40.d) in Anwendung auf irgend zwei
Massenpuncte m und m^ des betrachteten Körpers, so ergiebt sich durcli

Subtraction dieser beiderlei Formeln sofort:

d(x^ -x)== (^, —s^dß— {y, — y)dy,

(40.f) d{y^ — y) = {x^ — x)dy - {s^ —z)da,

d (,e^ — z) = (^, — ij)da — {Xi — x)dß.

Nimmt man nun für m und m^ zwei Massenpuncte, deren gegenseitige

Entfernung == 1 ist, so werden die rechtwinkligen Projectionen x^ — x.

Vi
— V) ^\ — ^ der Linie 7nm^ identisch werden mit ihren Richtungs-

Cosinus. Bezeichnet man diese letztern also mit A, B, V, so ergiebt sich:

dK==Vdß — Bdy,

(40.g) dB = Kdy — Vda,

dV = Bda — Mß.

Die Formeln (40.f) und (40.g) beziehen sich also auf irgend eine mit

dem Körper starr verbundene Linie; die einen repräsentiren diejenigen

Aenderungen, welche ihre rechtwinkligen Projectionen, die

andern diejenigen, welche ihre Richtungs- Cosinus während der

Zeit dt erleiden.

Findet die Bewegung des Körpers während der Zeit dt statt unter

dem Einfluss irgend welcher ponderomotorischer Kräfte, und bezeichnet

man dieselben, den einzelnen Massenpuncten m [x, y, z) entsprechend,

mit {X, Y, Z) so wird bekanntlich

E[Xdx+ Ydy-\-Zdz\

die von diesen Kräften während der Zeit dt verrichtete

Arbeit zu nennen sein. Substituirt man hier für dx, dy , dg ihre

Werthe (40.d), so ergiebt sich:

(40.h) 2J[Xdx -1- Ydy + Zdz] = K^^^da + K^'^hlh + mdc
+ A(^)fZ« + A<.'/)rZ/3 + A^')dy,

wo die K und A folgende Bedeutungen haben:
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K(-) = SX,
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des liinges ü, oder (was dasselbe ist vergl. pag. 12) diejenige poiide-

ro motorische Arbeit, welche B auf Ä während dieser Zeit ausübt;

ferner sei

(42.) {dT^^iay.vs

derjenige Theil jener lebendigen Kraft oder poüderomotori-
schen Arbeit, welcher seine Entstehung verdankt den Kräften

elektrodynamischen Ursprungs. — Es handelt sich um die nähere

Untersuchung dieser Grösse (42.).

Irgend zwei Elemente der Ringe A und Ji mögen bezeichnet sein

mit Ds„ und Ds,. Die Coordinaten x^^, i/„, Zf^ des Elementes Ds,) sind

abhängig einerseits von der Bogenlänge s„ (dieselbe gerechnet von einer

bestimmten Marke bis zum Anfange von Dsq), und sind, weil der Ring

in Bewegung sich befindet, andererseits auch noch Functionen der Zeit.

Von denselben beiden Argumenten, nämlich von Bogenlänge
und Zeit, wird ferner auch abhängig sein die in Ds„ vorhandene

Stromstärke J,j. Analoges gilt für die Coordinaten x^
, y^ , ^, und die

Stromstärke J^ des Elementes Dsj.

Es mag nun die Zeit, im Allgemeinen bezeichnet mit t, spe-

cieller mit

benannt werden, jenachdem sie Argument von

^0' 2/oJ ^0> "0; ^1 j ?/l j ^1 j
t/j

ist; so dass also

(43.a) l ?/o
= iL (So, T,), < ?/, = M («i , t,),

i 00 == '^ {.s^„ Tf,), f ^, =N (Si,T,),

(43.b) Jo = K5o,To), J, = = (s,,T,),

wo A, /i, V, I und A, M, N, E irgend welche*) Functionen sind.

Solches festgesetzt wird die gegenseitige Entfernung r zwischen

*) Die Functionen ü, fi, r sind, wie mau leicht erkennt, nicht ganz will-

kührlich zu denken. Denn zu ein und derselben Zeit sind die Coordinaten für

den Anfangs- und Endpunct von Dsq dargestellt durch

X,, 2/0, ^0 und X, + |^"Ds„, y, + ||«Dso, ^o + f-J^D^o.

Die Entfernung dieser beiden Puncto von einander ist aber = Dsj. Somit folgt,

dass jene Functionen der Bedingung entsprechen müssen:

Ebenso verhält es sich mit A, M, N.
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den beiden Puncten x^^, ?/„, z^^ und a;,
, y^, z^ eine Function sein, deren

Charakter angedeutet ist durch das Schema:

(43.c) r <rrir

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Coordinaten x^, ?/„, 0„,

x^, y^, z^'^ und diese ihrerseits sind abhängig, die einen von s^, r^, die

andern von s, , r,.

Bemerkt sei noch, dass die Richtungs-Cosinus A,,, B„, r„ und
A, , B,, r, der Elemente Ds^ und D5, darstellbar sind durch

r — ^^0 r _ ^^1

dass folglich diese Kichtungs-Cosinus, ebenso wie die Coordinaten selber,

abhängig sind respective von Sq, Xq und von s, , r,.

Nach dem Ampere'schen Gesetz [vergl. (38.a,b,c)] repräsentirt

(45.) K = 4A-' . DsoDs, J„ J, . 2 ^ -^
^ ' " ' " ' (?r a.9„as,

diejenige ponderomotorische Kraft eldy, Us, welche das Element Ds,

auf das Element D.% ausübt. Die von dieser Kraft li während der

Zeit dt auf das Element Ds^ ausgeübte Arbeit wird, falls man ihre

Componenten mit X^', F„^, Z^^ bezeichnet, dargestellt sein durch

weil r die Entfernung der beiden

auch geschrieben werden:

ßo — ^1 ^„0 , yiizzli ^Ja 4. ^jLZLli ^lÄ fit
\ r ÖT,, •" r dtQ

'^
r drj '

Hiefür aber kann, weil r die Entfernung der beiden Elemente von

einander vorstellt, auch geschrieben werden:

R
oder kürzer:

aT„

Somit ergiebt sich für die zu berechnende Arbeit (42.), d. i. für die-

jenige ponderomotorische Arbeit, welche der ganze Ring B, vermöge

seiner Kräfte eldy. Us, während der Zeit dt auf den ganzen Ring

Ä ausübt, folgende Formel:

(4G.) idT/%iay.v. = 2J2J 11 p' dt.
Ott,
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die Summation ausgedehnt über sämmtliche Elemente beider Ringe;

hieraus folgt durch Substitution des Werthes (45.):

(47.) {dT^^Uiy.vs = 4A^-dt . 2J2JBs,D.Jj,J, .2^-p^\
Zufolge (43.a, b, c) sind s„, t„, s, , t, diejenigen vier coordinir-

ten Variablen, von welchen die Entfernung r, mithin auch die Function

^ = i/;(r) in letzter Instanz abhängt. Bei mehrfacher Diöerentiation

nach jenen vier Variablen wird daher das Resultat unabhängig sein

von der Reihenfolge. Somit ist identisch:

^ '^ dtf^ dSQ'dSi dS(^ \r).s, drj "^
0s, \ds^^ drj f^T„ \ds^^ c>sj

'

und hieraus folgt:

(4.J.) ,y„j, . ^^^^
—~ _ ö^l^oJ^^^^^^J + ssy^'^^ds^d^J

Avo Q die Bedeutung hat:

Der Uebergang von (48.) zu (49.) l)ewerkstelligt sich augenblicklich,

falls man beachtet, dass e/„ nui- vou .s,,, T„, andererseits J, nur von

.S'i , T, abhängt.

Da wir es nun mit Strom ringen, d. i. mit geschlossenen
Strömen zu thun haben, so nimmt die Formel (47.) durch Substitution

von (49.) folgende Gestalt an:

(51.) {dT^^),uy.v. = -^Ä'dt\2:2: D.s'„D.s-,/-(j„J, ^ |^)

+ HZ D.s-„ Ds, q].

Setzt man also:

(51.a) P^AA^.ZE D.s„D..,(j„ J, ^^|
so wird schliesslich:

ap
(51. b) {dT^%^ay.v. = -

},
dt -- AÄhlt . 2:2: D.s.D.s, Q

yr,

Es mag nun der speciellere Fall ins Auge gefasst werden, dass die

Ströme gleichförmig sind, dass nämlich die Stromstärken J„, J,

,

wenn auch abhängig vou der Zeit, so doch unabhängig von den
Bogenlängen sind. Alsdann verschwindet der Ausdruck Q (50.); so

dass die Formeln (51. a, b) die einfachere Gestaltung annehmen:
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(52.a) P= 4.F J,J, . 2;2;D5oD6',^f ^,

(52.b) {dTA%uy.v. = ~~dt.

Der Ausdruck P ist abhängig von den räumliclien Lagen der beiden

Ringe A, B, sowie von ihren Stromstärken «/„ , J, •, und das Differential

dF
^— dt repräsentirt offenbar denjenigen partiellen Zuwachs, welchen

der Ausdruck P während der Zeit dt annehmen würde, falls man die

Stromstärken J^jJy, sowie die räumliche Lage von B constant erhalten,

die räumliche Lage von A hingegen derjenigen Aenderung überlassen

wollte, welche sie während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Dem-
gemäss wird jenes Differential zu bezeichnen sein als der partielle
Zuwachs*) von P, genommen nach der räumlichen Lage von ^.

Bestimmt sich die räumliche Lage des Ringes A durch irgend welche

Parameter «, r/, a , . . ., und sind da, da, da" die Zuwüchse dieser

Parameter während der Zeit dt, so wird offenbar jenes Differential

r

—

dt sich ausdrücken lassen durch [-;--da-\- Tr-,da 4- --,rda" 4- ..],
dtQ \da ' da * da ' /'

so dass alsdann die Formel (52.b) auch so geschrieben werden kann:

(52.C) {dT^%uy. u« = - (If
da + ^|^«' + |^^a" + ...).

Der Ausdruck P (52.a) ist übrigens, wie bald näher erörtert werden

soll, derjenige, welcher von meinem Vater eingeführt worden ist unter

dem Namen des elcklrodyii.aniischeu Polontiales. Demgemäss kann

der in (52.a, b, c) enthaltene Satz so ausgesprochen werden:

(52.d) .... Sind A und B zwei in Bewegung begriffene

biegsame Ringe, j eder durchflössen von einem gleichförmigen

elektrischen Strome, und ist P das elektrodynamische Po-

tential der beiden Ringe auf einander, so wird die während
der Zeit dt vom Ringe B auf den Ring^ ausgeübte ponde-
roniotorische Arbeit eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen,

*) Der totale Zuwaclis dP, d. i. derjenige Zuwachs, welchen P während

der Zeit dt in Wirklichkeit erfährt, wird sich fvergl. (4;i.a,b,c)] darstellen lassen

durch
,„ dP ,, ,

dP „ ,
dP.,

,
dP .,dP ==^^—dt-\- ^^ dt -{-^—dt -\-^^dt,

OTo 3To dr, gl,

wo das erste Glied zu bezeichnen ist als der partielle Zuwachs von P nach der

räumlichen Lage von ^1, das zweite als der partiolle Zuwachs von P nach
der Stromstärke von Ä, während die beiden letzten Glieder analoge Bedeu-

tungen halten mit Bezug auf P.
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immer gleich sein dem partiellen Zuwachs von F, ge-

nommen nach der räumlichen Lage von Ä.

Aus diesem Satze lässt sich durch Identificirung der beiden Ringe

A und B unmittelbar ein analoger Satz gewinnen für einen einzigen

Ring. Bedient man sich nämlich des früher (bei ähnlicher Gelegen-

heit, pag, 31, 32) exponirten Verfahrens, so gelangt man zu folgen-

dem Resultat*

(52.e) . . . . Ist vi ein in Bewegung begriffener biegsamer
Ring, durchflössen von einem gleichförinigcii elektrischen

Strome, und ist P das elektrodynamische Potential dieses

Ringes auf sich selber, so wird die während der Zeit dt vom
RingeJ. auf sich selb er ausgeübteponderomotorischeArbeit
eldy. Us, abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein

dem partiellen Zuwachs von P, genommen nach der räum-
lichen Lage von J.. Dieses Potential P des Ringes auf sich selber

stellt sich dar durch eine Formel von derselben äusseren Gestalt

wie (52.a), nur mit dem Unterschiede, dass noch der Factor ^ hin-

zutritt.

Aus (46.) und (52.b) folgt:

{dT^%uy.m = 2J2J 11 ll dt=- l^ dt-,

und ebenso wird ofl'enbar, was umgekehrt die Einwirkung von A
auf P anbelangt, die analoge Formel sich ergeben:

(r?Pi>.-')eidy.us = 2:2; P 1*^ dt^- l? dt

Diese beiden letzten Formeln können nun, bei Einführung der Be-

zeichnung:

(52.f) F=^J, J, Q , wo alsdann Q = 4:A' UZ Ds^Ds^^^^

,

auch so dargestellt werden:

{dT^^Uiy.vs = 2:2:R~ dt=~ J,J, ^ dt,

{dTB^Uaj.vs = 2Ji: R |[ dt = ~ J,J, ^ dt.

Nun sind aber [vergl.(43.a,b,c)] r und ^^> unabhängig von den Stromstärken,

mithin unabhängig von den Argumenten T,, , T, , also lediglich abhängig

von r„, T,. Daher ist 377 == ^ h ^ > ^^^^ -7! = ä~ "f q-^ • ^^^
"'

' dt dtf, ' dti dt ^t^^ dt^

Rücksicht hierauf ergiebt sich durch Addition der beiden letzten For-

meln sofort:
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(52.g) {üTa^ + ^?^>0cwy.us = 2:2; R (Ir = -J,,J^ (IQ,

wo dr und clQ diejenigen Zuwüchse bezeichnen, welche /• und Q wäh-

rend der Zeit d t in Wirklichkeit erfahren. Die ponderomotorische
Arbeit eldy. Us, welche die beiden Ringe während der Zeit

dt auf einander ausüben, ist also, abgesehen vom Vorzei-

chen, gleich dem Product J,, J^ der beiden Stromstärken,
multiplicirt mit demjenigen Zuwachs, welchen das auf die

Stromeinheit bezogene Potntial Q während der Zeit dt

erfährt.

Der allgemeine Satz (52.a, b, c, d) mag beispielsweise in Anwen-

dung gebracht werden auf den Fall, dass der Ring A völlig starr,

und nur, sich selber parallel, nach einer gegebenen Richtung
verschiebbar ist. Alsdann geht die Formel (52.c) über in

{dTA^')cUy.Vs = — ^ dQ,

wo Q die Entfernung des Ringes oder (genauer ausgedrückt) etwa die

Entfernung seines Schwerpunctes von irgend einer festen Ebene vor-

stellt, die senkrecht steht zur gegebenen Richtung, und wo dg die Ver-

grösserung dieser Entfernung während der Zeit dt bezeichnet. Bei einer

solchen parallelen Verschiebung ist nun aber [vergl. pag. 49] die von

den betrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich K^^^dg, falls man

nämlich unter dg die Verschiebung selber, andererseits unter K^^) die

Summe der p - Componenten jener Kräfte versteht. Die vorstehende

Formel kann daher auch so geschrieben werden:

. K(^^dQ=-l^dQ,
oder auch so:

(53.) ^(.'»-If-

und sagt mithin aus, dass die vom Ringe B auf den starren

Ring Ä in der gegebenen Richtung q ausgeübte pondero-
motorische Kraft eldy. Us gleich gross ist mit der nega-
tiven partiellen Ableitung des Potentiales P nach q.

Andererseits mag jener allgemeine Satz (52.a, b, c, d) angewendet

werden auf den Fall, dass der Ring l völlig starr, und nur dreh-

bar ist um eine gegebene feste Axe. Die Formel (52.c) geht

alsdann über in:

8F
{dTA^'')cUy.VH = — ^-^^ö,

O G3

\\i> CO den Dreliungswinkel, und da seineu Zuwachs während der Zeit
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dt bezxnchnet. Im Falle einer solchen Drehung ist aber [vergl. pag.49]

die von den betrachteten Kräften verrichtete Arbeit gleich ihrem

Drehuugsmoment A^"*^, multiplicirt mit da. Somit geht die vor-

stehende Formel über in:

d. i. in
^«

(54.) A(^) = -
||,

und sagt also aus, dass das vom Ringe B auf den starren

Ring A ausgeübte Drehungsmoment eldy. Us A^*"^ gleich

gross ist mit der negativen partiellen Ableitung des Po-
tentiales P nach dem Drehungswinkel to.

Für den -weitem Gebrauch wird es zv^^eckmässig sein, die für das

elektrodynamische Potential durch die Formel (52.a) gegebene Defi-

nition in folgender Weise auszudrücken:

Das elektrodynamische rotcntial P zweier gleichföriniger

Stromringe auf eiiitiiider ist definirt durch

(55.a) P= J„ Jj . 2:2: D So Ds, n ,

oder auch durch

(55.b) i'=/.J,.^2;D.„D.,(n + -g|>),

wow(r)eiue willkührliche Function von r vorstellt*), wäh-
rend TT die Bedeutung besitzt:

Dabei sind unter 0,, = cos^^j ©i "^ cosO-, (genau ebenso
wie früher pag. 44) die Cosinus derjenigen Winkel zu ver-

stehen, unter welchen die Elemente Ds,,, Ds, geneigt sind

gegen ihre Verbindungslinie r, letztere gerechnet von Ds,

nach Ds^ hin.

Das durch diese Formeln (55.a, b, c) definirte P kann
nun in der That bezeichnet werden als das von meinem Vater

*) Statt 5—13— könnte offenbiir auch ein Ausdruck von der Form

d'^wjr) d u (,r) . d v{r)

dsods, ' (dSf,
"^

dsi

zu TT hinzugeiügt werden, ohne dass dadurcli der Wcrtli von F irgend welche

Acnderung erlitte. Denn die Curven Sq und Sj sind geschlossene Curven.
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eingeführte elektrodyiiamisclie Potential, in etwas erweiter-
ter Gestalt. Denn man erkennt leicht, dass dieses Pin das
genannte Potential übergeht, sobald 4f^j/r gemacht wird*).

Setzt man nämlich xp = Yr, und nimmt man gleichzeitig für die

willkflhrlich zu wählende Function w{r) den Werth A-r, so wird zu-

folge der Formel (55. c):

n = ^^ -1- ^ ^

"^
aso äs, V r aso asj

"^
^s^^^s^

oder (was dasselbe ist, vergl. pag. 39)

:

r

l dS(^ as, r '

wo 0„, 0, die schon angegebenen Bedeutungen haben, während

E = cos£ den Cosinus desjenigen Winkels bezeichnet, unter welchem

jDs,,, jDs, gegen einander geneigt sind. Demgemäss nehmen die For-

meln (55.a, b) folgende Gestalt an :

(56.a) P=- A'J.J, . EE — "
'

^^' '
®^'^

'

,

(56.b) F==-A' J, J, . EE ?^^Li^±i^ .

Diese Formeln aber sind mit denen, welche mein Vater als Definition

des Potentiales P aufgestellt hat, völlig identisch, sobald man (ebenso

wie früher pag, 45) die Constante J.2 = — macht **).

i}. 11. Forlselzung;. IJctra<'lituiig von StromriiigtMi, die boliaftet sind

mit sogenannten tlleitstellen.

Denkt man sich zwei Drahtstücke, die unter irgend welchem

Winkel über einander gelegt sind, in beliebige Bewegungen versetzt,

jedoch der Art, dass sie beständig mit einander in Berührung bleiben,

so wird der Berührungspunct im Allgemeinen von Augenblick

zu Augenblick seine Lage ändern sowohl längs des einen, wie längs

*) Es unterliegt keinem Zweifel, dass die Function i/» den Werth \/ r wirklich

besitzt für den Fall beträchtlicher Entfernungen; in Frage gestellt ist ihre Be-

schaffenheit nur dann, wenn die Entfernungen äusserst klein sind. (Vergl. pag. 46.)

**) Vergl. die auf 2:)ag. 4.5 citirte Abhandlung: Ueber ein allgemeines
Princip der math. Th. induoirtcr elektrischer Ströme; daselbst die fünf

letzten Seiten.
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des andern Drahtes. Sind z. B. a,h, c, . . . . irgend welche auf

dem einen Draht eingravirte Marken, und a, ß, y, . . . . irgend

welche auf dem andern Drahte eingravirte Marken, so wird

jener Berührungspunct im ersten Augenblick etwa dargestellt sein

können durch die Superposition {a, a), im zweiten durch {h
, ß), im

dritten durch (c, y), u. s. w. Ein solcher von Augenblick zu Augen-'

blick sich verändernder Berührungspunct wird bekanntlich Gleit-

punkt oder Gleit stelle genannt. Die gegenseitige Berührung mag

unter einem gewissen Druck stattfinden, so dass die beiden Drähte

durch die Berührungs- oder Gleitstelle elektrisch leitend mit

einander verbunden sind.

Als Bahn eines elektrischen Stromes sei nun gegeben ein Ring

A, welcher gebildet ist aus beliebig vielen, in beliebigen Bewegungen

begriffenen Drahtstücken

(57.) Ä', Ä", Ä", etc. etc. etc.-,

der Art, dass je zwei aufeinander folgende Drahtstücke unter irgend

welchem Winkel übereinander liegen, leitend mit einander verbunden

durch ihren Berührungs- oder Gleitpunct. Für irgend einen Zeit-

augenblick t sei dieser Ring A angedeutet durch das Schema

:

(58^
^ ^" "^"'

( «JO. I / r n II III III
,

11
V ' p, q^ p ^q ^ p q ^ etc. etc. etc.

Es Süllen nämlich q und p" diejenigen Puncte von Ä und Ä' vor-

stellen, welche augenblicklich mit einander in iierührung sind; ana-

loge Bedeutung sollen q' und p" besitzen für A' und J."'; u. s. w.

Die Coordinaten x, y , z irgend eines Punctes a des Ringes A
könnte man versucht sein, ähnlich wie früher (pag. 50), als Functionen

der Bogenlänge und Zeit anzudeuten durch die Formeln :

X = X (s, t)
,

(59.A) ^ = ^ (s, t)
,

^ = V (s, t)
,

indem man die Zeit t, insofern sie Argument dieser Coordinaten ist,

specieller mit x bezeichnet sich denkt. Doch sind diese Formeln,

strenge genommen , im gegenwärtigen Falle unbrauchbar oder wenig-

stens unzureichend. Denn der Ring A besteht aus mehreren gegen

einander sich verschiebenden Theilen, so dass man gezwungen ist,

jedem einzelnen Theile seine individuellen Formeln beizulegen.

Diese letztern mögen, den Theilen .4', Ä', A'", .... entsprechend, an-

gedeutet werden durch die betreffenden Accente, so dass also die Co-

ordinaten jc, y, 2 des Punctes a, wenn derselbe z. B. dem Tlicile A'

oder dem Theile A" angehört, dargestellt sein sollen
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im erstem Falle durch

:

im letztern Falle cUircli :

X = l! {s, t)
,

X ^^ A" (s", t")
,

2 = v {s, r')

,

z = v" (s", t").

Es ist klar, dass die Functionen A', yü, v und X\ ft", v" von einander ver-

schieden sind, schon deswegen, weil Ä und Ä' verschiedene Bewegun-
gen besitzen. Auch die Bogenlängen s und s" sind von verschiedenem

Charakter, insofern als s von einer auf Ä, andererseits 6'" von einer

auf Ä' eingravirten Marke aus gerechnet wird. Endlich ist der Sym-

metrie willen auch die Zeit r, jenachdem sie in den einen oder an-

dern Formeln vorkommt, verschieden benannt worden, mit x oder t".

Die auf Ä, A", Ä" , . . . gemessenen Bogenlängen s', s", s", . . .

uiögen sämmtlich in einerlei Richtung gerechnet sein, und zwar in

derjenigen, welche indicirt ist durch die Aufeinanderfolge Ä,Ä',Ä",—
Solches explicirt, können übrigens die für den Ring A aufgestell-

ten Formeln (59. A) beibehalten werden; sie werden anzusehen sein

als die C oll ectiv dar Stellung derjenigen individuellen Formeln,

welche den einzelnen Theilen des Rings zugehören.

Ausser dem Ringe A sei nun an irgend welcher andern Stelle des

Raumes gegeben noch ein zweiter Ring 5, der ebenfalls in Bewegung

begriffen, und ebenfalls mit beliebig vielen Gleitstellen behaftet ist.

Die einzelnen Theile von B mögen benannt sein mit !>*', B", B"',—

;

überhaupt mögen für denselben ganz analoge Bezeichnungen einge-

führt sein, wie für A. Es seien x^,y^, z^ die Coordinaten irgend eines

Punctes 1) des Ringes B\ und die Abhängigkeit dieser Coordinaten

von Bogenlänge und Zeit mag in collectiver Darstellung an-

gedeutet sein durch die Formeln

:

x^ = N (Si, Ti),

.(59.B) !/, =M(5„rO,
^, = N (Si , Tj).

Diese Collectivdarstellungen (59. A) und (59.B) sind alsdann ent-

sprechend unsern früheren Darstellungen (pag. 50) ; nur ist der da-

malige Index 0, der Bequemlichkeit willen, unterdrückt worden.

Die Entfernung r zwischen irgend zwei Puncten a und h der

Ringe A und B ist, auf Grund der Formeln (59. A, B), eine Function

von s, T, s,, r^:

(60.) r = f{s, r, s,, r,).

Um die partiellen Ableitungen dieser Function nach den beiden

ersten Argumenten s, r zu bilden, mag der Punct h festgehalten

werden; so dass die Function sich reducirt auf:

(61.) >-=-/(s,^)
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Nimmt man für a deu augenblicklichen Berülii-ungsi)imct {q, p") der

Theile Ä, A" [vergl. (58.)], so wird der Werth von r sich nach Be-
lieben darstellen lassen

durch: oder durch:

(62.) r = f'{s,x), r = r{s",r").

Diese Formeln mögen sich beziehen speciell auf den Augenblick t, so

dass also r' = t" = t ist, und andererseits unter q und p" diejenigen

speciellen Puncte von Ä' und A" zu verstehen sind, welche in

diesem Augenblick t mit einander in Berührung sind.

Analoge Formeln ergeben sich offenbar für diejenigen speciellen

Punkte Q' und P" der Theile A' und A'\ welche mit einander in Be-

rührung sind im nächstfolgenden Zeitaugenblick t -f- dt'^ man erhält

nämlich für die Entfernung r -\- dr, welche dieser Berührungspunct

{Q', P") zur Zeit t + dt von jenem festgehaltenen Puncte b besitzt,

die beiderlei Darstellungen:

(iy^,-) r-^dr=f\s-^ds,z'-j-dt), r-{-dr==f"{s"-\- ds", t"-\- dt).

In diesen Formeln (62.), (63.) sind alsdann unter s' und s -\- ds die

auf A' gemessenen Bogenlängen von q und (/, andererseits unter s"

und s" -j- ds" die auf A" gemessenen Bogenlängen von p" und P" zu

verstehen. Zur Erläuterung diene die beistehende auf den Augenblick

t sich beziehende Figur *), in welcher die auf J' und A" angebrachten

Fig. 7.

Marken, von denen aus die Bogenlängen .s', s -j- ds und .s"

gezählt werden, bezeichnet worden sind mit m und m".

Aus den Formeln (62.), (63.) folgt sofort:

(64.) dr = —, ds + —, dt, dr = -.—, ds' -\- ^-r. dt;
ds dt ' d S dt

+ ds"

*) Für das Verständniss dieser Figur (nameutlich der beigesetzten Buchstaben)

dürfte ein Rückblick zu empfehlen sein auf das Schema, (58.^, dem entsprechend

die Figur entworfen ist.
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und hieraus folgt weiter:

(05.) »';,,,' + ^\„=|^:,,,"+»^;,,,
ds ' dr ds ' dr

In gleicher Weise, wie r selber, kann offenbar eine beliebig gegebene
Function F = F {r) behandelt werden; man erhält alsdann die ana-

loge Formel:

(GG.) -^ ds -\- dt = ^^ ds 4- - --„ dt.
OS . ox ds dt

Hier, ebenso wie in (G3.), (G4.), (ßo.), kann (vergl. die Figur) ds
dasjenige Element von Ä genannt werden, welches während der Zeit

dt in den Ring neu eintritt, andererseits aber ds" als dasjenige Ele-

ment von A' bezeichnet werden, welches während dieser Zeit aus dem
Ringe ausscheidet. Doch ist diese Bemerkung eigentlich nur dann
richtig, wenn die Grössen ds und ds" (wie in der Figur der Fall)

positive Werthe haben.

Strenge genommen wird zu sagen sein, dass ds entweder
die mit (-}- 1) multiplicirte Länge eines eintretenden, oder die

(—- 1) multiplicirte Länge eines ausscheidenden Elementes vor-

stellt, und umgekehrtes stattKndet bei ds". Solches mag angedeutet

sein durch die Formeln :

(67.) ds = 1+ ^' und ds' = 1+ V
WO nämlich die Längen (d. i. die absoluten Werthe) der eintreten-
den und ausscheidenden Elemente bezeichnet gedacht werden sollen

respective mit s und a.

Es sind nun zunächst gewisse Betrachtungen und Formeln zu

entwickeln, welche nicht nur hier, sondern auch späterhin von Nutzen
sein werden. Es seien

<i, und h irgend zwei Functe der Ringe A und B]
r ihre gegenseitige Entfernung;

F= F{r) und G = G{r) beliebig gegebene, jedoch stetige

Function von r;

x,y,z und x^,y^,z^ die Coordinaten von a und />, dargestellt

* gedacht durch die Formeln (59, A) und (59. B);

u,v,w und M, , V, , w, die augenblicklichen Geschwindigkeiten

von a und &;

Ds und D,9, zwei bei a und h gelegene Elemente der beiden

Ringe

;

A, B, r und A, , B|, P, die Richtungscosinus von Ds und D.v,

;

es sollen untersucht werden die Werthe der beiden Inte-

grale: ^
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dieselben hinerstreckt *) gedacht über alle Elemente üs des

Ringes A.

Den eingeführten Bezeichnungen (59. A, B) zufolge, ist

dx dy dz dx, dp, dz,

^t' dr dx * ^Tj ' dr^ ' ^Tj

A_^^ R_^ r — ^ A—^ R— ^?A r— ^'
'^-^s'^-as' ^~~ds' '^' "'ds,' ^'~~ ds,'

^'~
ds\-

Somit erhält man :

, ,
dF dF

,
dF

,
dF

ai^ 82^
,
dF

,
ajp^

, . SG^ 30^ . , dG _, ,
SG^ -

Die Geschwindigkeiten u, v, tv sind im Allgemeinen discontinuirlich

in den Gleitstellen von A, z. B. verschieden für q und p". Demge-

mäss ist der Ausdruck («.) längs A unstetig in jenen Gleitpuncten.

Ebenso ist der Ausdruck (ß.) unstetig in den Gleitpuncten von B, je-

doch stetig längs A. Endlich ist der Ausdruck {y.) unstetig in den

Eckpuncten von B (weil in diesen die Werthe der Richtungscosinus

Ai, Bj, fj plötzliche Sprünge darbieten), hingegen stetiglängsA —
Hieraus folgt, dass von den beiden Producten

dGdF
^''•^ ds^dt '

^^'^
ds.dx,

ersteres (x.) längs A, mit Ausnahme der Gleitpuncte, stetig,

letzteres (A.) hingegen längs A überall stetig ist. Demgemäss

ergiebt sich aus (68.) mit Rücksicht auf (58.) :

(70.) L = Q.

*) Jedes Glied der Summen oder Integrale K, L entspricht einer gewissen

Linie r, oder (was dasselbe ist) einem gewissen l'unctpaar a, h; mid die Inte-

gration wird also der Art auszuführen sein, dass h fest liegen bleibt an irgend

einer Stelle dos Ringes B, während a längs des Ringes A einmal herumläuft.
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I Der Wertli von K kann, etwas anders geordnet, auch so ge-

schrieben werden:

dG di'Y',
dSt dt Jp

oder, mehr abgekürzt, auch soich so:

röGäFV

oder auch endlich so

^==^a"^[Ov),-w),J"'

denn es ist zu beachten, dass -— längs Ä überall stetig ist, mithin

z. B. in q, p" (58.) einerlei Werth hat. Selbstverständlich ist in diesen

Formeln die Summation ZI ausgedehnt zu denken über sänimtliche

Gleitpuncte des Ringes A\ sodass sie aus eben so vielen einzelnen

Gliedern besteht, als Gleitpuncte in A vorhanden sind.

Es sei t der betrachtete Zeitaugenblick, und dt das nächstfolgende

Zeitelement. Durch Multiplication mit dt ergiebt sich:

wofür, mit Benutzung der früher eingeführten specielleren Be-

zeichnungen t', t", auch geschrieben werden kann :

^ ,, ^ dG (dF ^. dF ,\
Kdt = 2J -- [^-, dt — --, dt]

,

d Sy \dr dt J

falls man nur in Gedanken festhält, dass die Summe lediglich aus

Gliedern bestehen soll, welche den einzelnen Gleitpuncten von A zu-

gehören.

Nun ist aber nach (66.)

oder kürzer

-z—, dt — 7r~r,dt \-^,ds'— -., ds")
\d s ds /d t dt'

Somit folgt

:

rr^* ^ ^G- (dF ^ . dF , ,A

oder (was dasselbe) :

„,, ^, dG (dF
., , 'dF , . „\Kdt = — 2; " {-^ ds -f - „ (— ds

) )
d Sy \ds ' ds ^ V(71.)
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Nach (67.) ist

:

ds = 1+ *; und (- ds'-) = V^ V
dabei sind unter den Grossen -f~ * ^^'^ wirklichen Längen
der eintretenden Elemente, andererseits unter den Grössen — a

die mit (— 1) multiplicirten Längen der ausscheidenden Ele-

mente zu verstehen. Fasst man nun diese l^eiderlei Grossen -f- f und

— a zusammen unter der Collectivbezeichnung As, so kann

die Formel (TL) einfacher so dai^estelit werden:

(72.) Kdi = - Z- — "^ As,

die Summaüon 21 ausgedehnt über sämratliehe As des Ringes A.

Substituirt man in (72.) und (70.) für K, L ihre eigentlichen

Bedeutungen (68.), so erhält man :

(73.)

CS \OSi dt /

CS Vs, dTf/

Ersetzen wir nun endlich die den Ringen A und B entsprechen-

den Bezeichnungen :

^)^,yy^,s,T, S) a:,,y,,r,,s,.T,

durch diejenigen, deren wir uns in der Regel bedient haljen, nämlich

durch die Bezeichnungen :

^) ^0. y», ^„7 «0. ^0, ^) ^i ; ?/l , ^1 , «I . ^1 ,

SO nehmen die Formeln (73.) folgende CJe>talt an

:

und in analoger Weise werden wir offenbar, indem wir den Ringen

A und B die umgekehrten Rollen ziK-rtlif-il -n, auch fol'i« im]^ 1 nrrnf^lu

erhalten

:

( <;j.p) </f .2. { - ^^) L)«i = — 2 As,

,

*
CS, SjDSqÖX^/ '

C .%^ C s^
''

(75.q) c/f.2: -^-(^^^^)l)..=0.
^ ^' CS, \<7S<j CT '

Diese Form*-)" '"i > ' - -. i r, .,;-.u;.j-
f,-;,. /^\oi mit

beliebiif '. i'-l '-1I '

'

\. I',. \\\>- !;*•-
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schaffen die Functionen F = F(r) und G = G(r) auch sein

mögen, falls nur dieselben stetig sind. Dabei sind unter
den ASfl alP diejenigen Elemente zu verstehen, welche
während der Zeit dt in den Ring A eins:etreteii, oder aus
demselben ausgesehieileii sind, und zwar die wirklichen Län-
gen der erstem, die mit (— 1) miiltiplieirten Längen der
letztern; andererseits sind die A?, von analoger Bedeutung
für den Ring B.

Auch ist es für die Gültigkeit der Formeln einerlei, ob die ein-

zelnen Theile der Ringe A und B von völlig starrer Beschafl'enheit,

oder im Laufe der Zeit irgend welchen Formveränderungen ausgesetzt

sind: wie solches aus der Deduction der Formeln sofort erhellt.

Solches vorausgeschickt, gehen wir über zu unserem eigentlichen

-enstande.

Sind A und B zwei in Bewegung begriffene biegsame
Ringe, jeder durchflössen von einem gleiehformiffeu elektri-

schen Strome, und ist P das elektrodynamische Potential
der beiden Ringe aufeinander, so wird die während der
Zeit dt vom Ringe B auf den Ring A ausgeübte pondero-
motorische Arbeit eldv. üs, abgesehen vom Vorzeichen,
immer gleich sein dem partiellen Zuwachs von P, genommen
nach der räumlichen Lage von A.

So lautete der in (52. d) gefundene Satz. Auch ging aus der

Jamaligen Deduction deutlich hervor, dass der Satz für ungleich-
förmige Ströme nicht mehr gültig ist. Hingegen lässt sich — und
dies ist das Ziel der gegenwärtigen Untersuchung — darthun, dass

derselbe, den Fall der Gleichförmigkeit vorausgesetzt, gültig bleibt,

wenn die Stromringe mit Gleitstellen behaftet sind.

Sind solche Gleitstellen vorhanden, so wird zunächst die vom
Hinge B auf den Ring A während der Zeit dt ausgeübte ponderomo-

torische Arbeit eldy. Us, genau ebenso wie früher, in (47.), darstellbar

sein durch :

y-i6.) (rfT^«)eidy.i-s = 4 A-dt . J,J, Z-- D.s, Ds, . 2 |^ -^ ,

wo in Folge der vorausgesetzten Gleichförmigkeit J,^, J,

V .1 r die Summenzeichen gesetzt sind ; nun ist identisch

:

77
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r.s',, \ds, drj "^
ds, \iS^^^rJ

(78.) (rfT^«)emy.u. = 4^-^r?^.J„J,2.^2:a.oD,.,{ ^ g /a^. gi^N

atQ \?5„ r.S',/

Um die Summation rechter Hand weiter behandeln zu können, ist

VAX bemerken, dass aus (74. p), (75. q) die Formeln sich ergeben:

"as,j \ds^ ar,/ a^i dSf^

' as| \as,j aT^/

Somit folgt aus (78.):

(79.) (.Ty'W..=4^V„., [-^-Z^ A.,D,gf|_,..Z^' i).,l).,y:-|:-^'

Von den Summationen 2^2^ im ersten Gliede rechter Hand erstreckt

sich hier die eine über all' diejenigen Elemente Ds, , welche im Zeit-

augenblick t dem Ringe B angehören, die andere hingegen über die-

jenigen einzelnen Elemente ASq, welche während der Zeit dt in den

Ring A eintreten, oder aus demselben ausscheiden; und zwar ist unter

As,) bei jedem eintretenden Element die wirkliche Länge, bei

jedem ausscheidenden hingegen die mit (— 1) multiplicirte

Länge zu verstehen.

dF
Andererseits ist nun derjenige Zuwachs -- dt zu untersuchen,

welchen das elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinander

(55. a, b, c) :

(80.) P=4^-^J,J, .Z^2.^Ds,Ds,^-|[^

während der Zeit dt erfahren würde, falls man die Stromstärken

Jq, J", und die räumliche Lage von B constant erhalten, die räum-

liche Lage von A. hingegen denjenigen Aenderungen überlassen wollte,

welche sie während jener Zeit dt in Wirklichkeit erleidet. Bezeichnet

man die während der Zeit dt in den Riug .1 eintretenden und aus

demselben ausscheidenden Elemente, ihren wirklichen Längen nach,

für den Augenblick respective mit A*s„ und A"s„, so Hudet man liii-

den genannten Zuwachs sofort den Wertli :

(81.)
''-^ ,» = 4A" J„ J, . E2: \K Ms, I- (f

'' *) . ,//

+ iA^ J„J, \2:s A-s„ Ms, »^ l^ - 2:2: A'.„ m, l
* '^

Führt man also für + A's,, und — A«.v„ wiederum die t'ollectiv-

bezeichnung As„ ein, so ergiebt sich:
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^^Ifdt = 4A-^ J,J, [2:2: A.,, Ds, '-^ 1^ + dt . ZZ Ds,Ds, l ('^ ^-^)1

Aus (79.) lind (82.) folgt mm aber sofort

:

Somit ist dargethan, dass der vorhin genannte Satz,
und also auch sämmtliche Sätze (52. a, h, c, d, e, f, g), in ihrer
Gültigkeit keinerlei Beeinträchtigung erleiden, Avenn die
Ringe Ä und B mit irgend welchen Gloitstelleii behaftet
sind, immer vorausgesetzt, dass die in den Ringen vor-
handenen Ströme als gleichförmig angesehen werden dürfen.
Es werden also z. B. die Formeln (52.f, o-)

(85.) (dT^'^ + dT.^Uiy.vs = ZE Bdr = - J,^ J, dQ
gültig sein, einerlei ob die betrachteten Ringe ohne Gleit-
stellen, oder mit solchen behaftet sind.

Alle Eigenschaften der Kräfte eldy. Us (mögen sie bekannt oder
unbekannt sein) werden sich eintheilen lassen in Elementar- und
Integral-Eigenschaften, jenachdem sie Bezug haben auf einzelne
Stromelemente, oder auf Comp 1 exe solcher Elemente (z.B. auf ge-
schlossene Ströme). Demgemäss ist das Ampere 'sehe Gesetz ein
Elementargesetz genannt worden; und derselben Terminologie ent-
sprechend, ist andererseits das in (52.a,b) enthaltene Resultat "ein I n

-

tegr algesetz zu nennen.

Genauer ausgedrückt wird übrigens jenes durch (52.a,b) ausge-
sprochene Integralgesetz zu bezeichnen sein als das F. Neumaiiii'scho
Integralgesetz, in etwas erweiterter Gestalt. Denn in der That ist

dasselbe nichts Anderes als eine leicht sich ergebende Verallgemeine-
rung derjenigen Sätze, welche von meinem Vater aufgestellt worden
sind speciell mit Bezug auf fortschreitende oder drehende Be-
wegungen. Diese specielleren Sätze sind bereits erwähnt, nämlich
dargestellt durch die in (53.) und (54.) angegebenen Formeln. Im
folgenden §. soll in Kürze diejenige Methode*) dargelegt werden,
deren mein Vater zur Ableitung dieser specielleren Sätze sich bedient hat.

§. 12. Andpro Mcilhoae zur Eiitwickliing der Theorie des elektro-

dyiiaiiiiseheii Potentiales.

Es seien gegeben irgend zwei geschlossene Curven; irgend ein

*) Vergl. die auf pag. 45 citirte Abhandlung: Ueber ein allgemeines
l'rincip der mathem atisclien Theorie inducirter elektrischer Ströme;
daselbst die fünf letzten Seiten.

5*
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Punct der einen habe die Coordinaten x^^,y^^,s^^ und die Bogenlänge

s,,; ebenso irgend ein Punct der andern die Coordinaten x^,ii^,z^ tmd

die Bogenlänge ,s,
5 endlich sei

(1.) 11 = r"- = (x, — x,y- + O/o
- ?/,)- + C?o — .?,)'.

Alsdann folgt durch Differentiation nach .s\, und .s',

:

||^2[(.,-.,)|f;'+-]^2^/^.cos^.,^2/i^.0,,

(2.) ||=_2[(:r,-:.,)^^;+-"] = -2K7^cos^,=-2j/J^.0,,

-i^___2 [^^"f ' V • • -1= - 2cos. = - 2E,

wo 0„ = cos 1% , 0, =cos#|, E =^ cosf die bekannten Bedeutungen

(pag. 44) besitzen.

Bezeichnet nun U = U{Il) eine willkülirlich gegebene, Icdiglicli

von Ji abhängende Function, so wird:

dJI^dUdli
^"^•^

ds^ dB ds,
'

also mit llücksicht auf (2.)

(5.) ^^^--,Yir^ + '7'-'''^M'^ ' dSi^ fiSj Ul Jl (Ih- 'J

dU .. ,,
oder, wenn man , ,, = v setzt:

'
(l LI

(G.) -:^ = - 2 [f. E + ^^!^. 27.>0,0
^ ^ ^S^^ eSj L dJi

Zufolge ( 1 .) ist aber li , ., = r' ^ /
= Tr , • Somit ergiebt sich

;

° ^ ^ dii zrdr 2 dr

M

Multiplicirt man diese Gleichung mit den Jiogenelemenicn l).s„, \)s^,

und integrirt sodann über siunmtliche Elemente beider Cnrven, so

entsteht die Formel

:

'()s,,ds, dB ox^/^s^
"^ dB- ^s^^ ('s^

'

(7.)
Jl'J^-2\rE + '^ re,.6,

^ ^ ^s,^^s^ L ^ dr "
'

(8.) 0=2J2J Ds,Ds,[vE + ^ *' ©« ©i] .

in welcher offenbar V, ebenso wie U, eine willkührliche Fnnction von

B oder (was dasselbe) von r ist. Diese Formel (8.) führt sofort zu

folgendem Satz

:
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Sind E{r) und J-^\r) beliebige Functionen von r, jedoeli

jiiii cijiiuidei' verbunden durch die Kelation :

so wird jederzeit die Gleichung stattfinden:

(10.) 2J2J Bs, Ds-, [E{r) . E ^ F{r) . 0„0, |

=
die Integration ausgedehnt über zwei geschlossejie (Jurven

von beliebiger Gestalt und Lage.

Beiläufig sei bemerkt, dass (zufolge dieses Satzes) z. 13. die (xlei-

chuMg stattlindet

:

(II.) 2J2:
^^•"^'' ^ - 2J2J ^'lA'l^oQ^ _ ;

denn für E{r) = ~~
,
wird [zufolge (0.)| : F{r) eljenfalls = - •

Solches vorausgeschickt, gehen wir über zum eigentlichen (Gegen-

stände, Die eben betrachteten Curven mögen zwei gleichförmige

Stromringe ohne Gleitstellen repräsentiren, Ä und B. Es seien:

J^tDs^) und J", Ds, zwei Elemente der Ringe Ä und 7i;

^o; !/o; -^0 ^^^ ^xjVij^A ^^^ Coordinaten derselben;

r = /(^n — ^.)' + (!/.. — y\f + K — ^?

;

A,), B,), fo und A|; B,, f, die Richtungscosinus von D^,, und Di,
5

E=AoA, + BoB, + r„r,
;

0„==AAo + BB„+rr,,
0j = AAi + BB, + rr,, wo A, B, r die Richtungscosinus der

Linie r vorstellen sollen, gerechnet von Dsj nach Ds„;

11 die ponderomotorische Kraft eldy. üs, mit welcher J^Ds^

einwirkt auf JoDs,,

;

Xq^, Y(,^, Zq^ die Componenten dieser Kraft it;

Xq^, F,)^, Z„^ die Componenten derjenigen ponderomotorischen

Kraft eldy. Us, welche auf das einzelne Element J^Bs^ aus-

geübt wird vom ganzen Ringe Ji;

P das elektrodynamische Potential der beiden Ringe Ä und

B auf einander.

Es sei sogleich bemerkt, dass dieses Potential P (vergl. pag. 56)

den Werth hat

:

;

(12.a) F=~Ä^- J,J, . 2JU Ds, Ds, [4 (^|)'. 0o0,] ,
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und daher, zufolge des Satzes (9.), (10.), auch ausgediikkt werden

kann durch

(I2.b) P=-A^J,J, .EZ DsoD6-, [cp.E],

vorausgesetzt, dass man unter cp eine Function von r versteht, welche

mit xp verbunden ist durch die Relation :

(13.) '-.^r+^Cfn^"-
Dieser Relation entsprechend, und in Uebereinstimmung mit einer

früheren Festsetztung (pag. 46), sollen im Folgenden

^==i/;(r) und g) = g5(r)

als Functionen aufgefasst werden, welche für beträchtliche r iden-

tisch respective mit ]/r und -^ , für sehr kleine r hingegen von

noch unbekannter ßeschaö'enheit sind.

Die Kraft li hat nach dem Ampere'schen Gesetz (pag. 44) den

Werth:

(14.) E = ^^^.^D.,D.,.8i;^^||^^;

ihre x - Componente wird daher :

(15.) X,. = ^'J„J,D..D.,.8;;^%-|!|1-^^.

Hieraus ergiebt sich durch Summation über sämmtliche Elemente

Dsj sofort:

(16.) X^^A^J^J, D... D,{8
C^^

^«-7^) 0-^} ,

d. i.

(17.) X„« = Ä' J,J, Ds, . U DsJSu ^1 ,

wo lur den Augenblick -r~
-^^—

—

- = u , und ^- = T~. ^ = v ge-

setzt worden ist.

Nun gilt allgemein für beliebige Functionen h, v die Gleichung:

b 2f — = 4 -^

—

'- + 4 ?t' — I ) .

Hieraus folgt, wenn für ?(, v die genannten Bedeutungen substituirt

werden :

Sil -- = 4 ^ '

^Sj ' Vr/r r ) ds^ \Xq— x^ dsj

Somit ergiebt sich aus (17.)

as, ?'.
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I '

utler wenn man an Stelle der Function ip die mit dieser durcli die

Jielation (lo.) verbundene I<\mction (p einführt:

(,0.) X,«= ^.^^D,. . D, {-l-^'-^^ I (^ -)} .

fk'aclitet man nun, dass die Riclitungscosinus von D6'„ und Ds, mit

A,), B,|, r,| und A,, B,, f, ])ezeichnet worden sind, so erhält man suc-

cessive :

>•

fv
= [(-^o-^-i) A,, + (v/o-v/,) B, + (^o-^i) Toj,

'
^_ ' '" _, [(^q

— X',) Aq +'• ••]

1. (_J1._. ^^ = _ [Aq A, + •
•

•]
,

[(:r„-.x-,)Ao + ---]A,

= -^[A.A, + ..] + gA„ + ...]A,,

Homit folgt aus (19.) :

,20.) .V^.F/„/,D,,.i'D»,(f|E-f|A,}.

Analoge Formeln werden offenbar auch für F,,^ und Z„^ gelten, so

dass man also schreiben kann :

(21.) X/^.l^^^D,..2;r),{|^E-|^A.},

(22.) y;,^ = .12 j,j, D.„ . 2; ]:>.,<( |^ e - fT b/

(23.) i^,^ == .F J,J, Ds, . 2J }\
rag. a^^
\a^n asn '/

Aus den beiden letzten Formeln *) folgt sofort

:

34.) ,j„Z„" - ,„ Y„" = .r-' JJ, D.„ . i Ds,{(y, ;|
-- ,„ l^^

E - ?
^^^'^J

,

*) Die Formeln (21.), (22.), (23.) bind, /.iemlicli in derselben Ci estalt, bereits

von Ampere gegeben in seiner Theorie des phenomenes elektrodynauiiques (da-

selbst pag. 13Gj. Ueberhaupt ist der im gegenwärtigen §. eingeschlagene Weg
bis zu dieser Stelle ziemlich in Uebereinstimmung mit den in jener Theorie ge-

gebenen Deductionen. Von hier ab folgen nun aber diejenigen Entwicklungen,
welche sich vorfinden in der am Schluss des vorhergehenden §. (Note, pag. 67)

genannten Abhandlung.
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WO zur Abkür/Am<f ?y„r, — ^yBj =^ gesetzt ist. Nun wird offenbar:

also mit Rücksicht auf die Bedeutung von ^ :

^as„-"a7o ~^^^o'^>- ^''^"^-

Folglich kann die Formel (24.) auch so geschrieben werden :

{(u ^9'_. a9)\^_a(5|)]

{ +cp{BJ,-BJ,) )

Summirt man nun die Formel (21.) über sämmtliche Elemente

Dsy des Ringes Ä, so erhält man:

(26.) U X,^ = Ä^ J,J, . 2J2J D6o Bs,
{|^^

e}
;

und in analoger Weise erhält man aus (25.):

(27.) 2J{y,Z,^'-,,Y,^)=Ä^J,J,.2J2J D^oD^i
|
(z/o

gJ^
" ^o ^-|) E+(p(B„n-B,r„;

Die Formeln (26.) und (27.) repräsentiren off'enbar diejenige trans-

latorische Wirkung und dasjenige Drehungsmoment, welche

B auf A ausübt respective in der Richtung der icAchse und in

Bezug auf diese Achse*).

Beiläufig bemerkt geht aus diesen Formeln (26.), (27.) deutlich

hervor, dass die Ausdrücke

(7U/0

(28.) Ä^'J.JiBs.Ds^ ^E,

AW,J,Ds,Ds,l-fE

als die scheinbaren Kräfte zwischen den Elementen ge-

schlossener Str()mc bezeichnet werden können mit Bezug
auf fortschreitende ; nicht aber mit Bezug aufdrehende Be-

*) Selbst verständlich ist hier immer nur von den Kräften eldy. Us die Rede.

Genauer ausgedrückt müsste man also sagen: die translatorische Wirkung
cldy. Us, ebenso das Drehungsmoment eldy. Us. Doch mag der Zusatz

eldy. Us, der Bequemlichkeit willen* hier und im Folgenden zuweilen unter-

drückt werden.

**) Die Ausdrücke ( '-'S.) würden nämlich als die scheinbaren Elementarkräfte
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Das olektrodyiumiisclie Potential F der beiden Ringe A und 7)

aufeinander hat nach (12. b) den Wertli

:

(29.) P= — A"- J^j\. Si: Ds„Ds, [9) . E|.

Denken wir uns den Ring A sich selber parallel in der Richtung

der ^' Achse unendlich wenig verschoben, so resultirt für das Potential

P ein Zuwachs

(30.) dP= - A' J,J, . 2:2: DsoDs,!?-^ <^^o • e),

wo ^x'i) die Verschiebung des Punktes x^, ?/„, £„ vorstellt. Bezeichnet

man den gemeinschaftlichen Werth, welchen die Verschiebung
d\r„ für sämmtliche Puncte des Ringes A besitzt, mit d^, so folgt:

also mit Rücksicht auf (26.)

:

(32.)
^ ^-^«"^-df-

D. h. die von P auf A in der Richtung der ajAchse aus-

geübte translatorische Wirkung ist, abgesehen vom Vor-
zeichen, gleich dem Differentialquotienten des Potentiales
2^ nach einer Verschiebung von A in jener Richtung. Das

ist derselbe Satz , der schon früher (pag. 55) auf anderem Wege ge-

funden war.

Denken wir uns andererseits dem Ringe A eine unendlich kleine

Drehung um die icAxe zuertheilt, so wird das Potential P (29.) einen

Zuwachs erhalten :

(33.) ^F= — Ä^ J,,J^. EE DsoDs, [E ^g? -f g)dE].

wo (5qD, dE die Bedeutungen haben:

Für die Veränderungen öx^^, d/y,,, dz^^ und öA„, «iB,,, ÖT,, ergeben sich

aber aus unsern allgemeinen Formeln [(40. d,g) auf pag. 47, 48 1 die

Werthe :

mit Bezug auf drehende Bewegungen nur dann angesehen werden können,

wenn das in der Formel (27.) enthaltene Glied

SZ DSoDs, q,(Bor, -B,ro)

jedei'zeit Null wäre. Dass solches aber nicht der Fall ist, ergiebt sich leicht,

z. B. durch Betrachtung unendlich kleiner Ströme.
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^X^^ = 0, d\ = {),

ö^o = — ^n ö« ,
^B, = — r,, d (0

,

(^ ^0 = + 2/0 <^ «

;

^ r,) = 4- B, d «
,

falls iiiciii iiämlicli unter da den unendlich kleineu Winkel versteht,

um welchen der Ring Ä um die ocAxe gedreht worden ist. Somit

folgt:

Substituirt man aber diese Werthe in (oo.), so ergiebt sich

^^^•) ^--^^' ^°'^- • ^^ ^^oD^>j(2/o ^ -
^0 ^^)

E + «3P(B„r, ~ B, r„

und hieraus folgt mit Rücksicht auf (27.) sofort

:

(35.) 2.^(y,V-,e,V) = -||-

D.h. das von B auf Ä in Bezug auf die a; Achse ausgeübte
Drehungsmoment ist, abgesehen vom Vorzeichen, gleich

dem Differentialquotienten des Potentiales P hach einer

Drehung von Ä um jene Achse; — ein Satz, welcher ttberein-

stinnnt mit dem schon früher (pag. 56) erhaltenen Resultat.

§. If). Ucbcr «11c Fra^c, ob für die poiideroiiiotorischen KrUrte clcktro-

dyuamischeu Urspniugs eiu elementares rotential existircu kann.

Es seien A, B zwei starre Drahtringe, die durchflössen sind

von den gleichförmigen elektrischen Strömen J^^, J,. Befin-

den sich diese Ringe in irgend welchen Bewegungen, und gleichzeitig

etwa auch die in ihnen vorhandenen Ströme J„, J", (unbeschadet

ihrer Gleichförmigkeit) in irgend welchem Zustande der Veränderung,

so wird (vergl. pag. 53) für jedes Zeitelement dt die Formel gelten:

(1 .)
{ä T,'%u,. US = - i^^- da + l^ da +

Hier Ijezeichnet P das elektrodynamische Potential der beiden Ringe

aufeinander, und ((/T^''')eidy. us die Arbeit derjenigen ponderomotori-

schen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche der Ring B wäh-

rend des gegebenen Zeitelementes dt ausübt auf den Ring .4. Ausser-

dem sind unter «,«',... diejenigen Parameter zu verstehen, durch

welche die räumliche Lage des Ringes A in irgend einem Augenblick

sich bestimmt, und unter da, da, . . . die Zuwüchse dieser Parameter

Avähreud der Zeit dt. Die Formel (1.) sagt also aus, dass für jedes
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Zeitelement dt die vom liiiige B auf den King A ausgeübte
ponderomotische Arbeit eldy. Us gleich gross ist mit dem
negativen partiellen Zuwachs des Potentiales P, genommen
nach der räumlichen Lage von A.

Bei den hier anzustellenden Erörterungen wollen wir, der Ein-

fachheit willen, uns beschränken auf den Fall beträchtlicher Ent-

fernungen. Alsdann ist (vergl. pag. 4G) die Function ip identisch mit

yr, folglich das Potential P (vergl. pag. 57) darstellbar durch

(2.) P = - A^ J, J\ . XX ®«®'
Ü6„ Ds,

,

oder auch durch :

(3.) P=- A' J, J, . EE ^ Ds„ D^i

,

wo r , 0,), 0,, E dieselben Bedeutungen haben wie im Ampere'schen
Gesetz (pag. 44). Multiplicirt man die Formehi (2.) und (3.) respective

mit —^— und T ;
und addirt, so erhält man für P folgende

dritte Darstellung

:

I
(4.) T=-~^AJ,J,.Ei:(\^'^ + ^^'^^s,J)s„

wo offenbar k eine vijllig willkühr liehe Constante ist. An Stelle

von (4.) mag kürzer geschrieben werden:

(5.) P= 2:2: j?>Ds-„Ds,
,

wo alsdann p zu definiren ist durch die Formel

:

(6.) p Ds, Ds, = - A J,J\ (i=^" Mi _,_ L+^^
^) D6', D.,

.

Andererseits sei bemerkt, dass die in (1.) mit {äTA'%uy.Vi he-

zeichnete Arbeit in folgender Weise ausgedrückt werden kann :

(7.) icUV%,y. c« =- 2:2: ((/IV)olUy. L-. ,

WO alsdann {(Viy)cUy.va diejenige Arbeit eldy. Us repräsentirt, welche

ein einzelnes Element Ds, des Ringes P ausübt auf ein einzelnes

Element Ds„ des Ringes A.

Durch Substitution der Werthe (5.), (7.) gewinnt nun die Formel

(1.) folgende Gestalt:

(8.) EE {dlVUay.v. = - 2J2J (^ da + |^, da + • • •) \\ IXs, .

oder (was dasselbe ist) folgende:

i 2,-z- (,«r„^,,. „. = - 2:2: (^'iM»i) ,,a + 'W^^ ä« + ....)
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Die vom [liiige B auf den King Ä ausgeübte Arbeit IJ'Z' (r?T„')ei,iy. us

ist also, wie aus der Formel (9.) deutlich hervorgeht, von solcher

Beschaffenheit, als würde von jedem einzelnen Elemente Ds^ auf jedes

einzelne Element Ds^ eine Arbeit (^TQ')eidy. us ausgeübt vom Werthe:

(10.) (.T..)..,.„.=- f-M^ 4. + «(^'^|I^i> .« + .

Jene frühere Formel (1.) kann bezeichnet werden als ein für

zwei gleichförmige Stromringe gültiges In tegr algesetz, andererseits

die Formel (10.) als ein aus diesem, durch Repartirung auf die ein-

zelnen Elemente, sich ergebendes Elementargesetz. Dem entspre-

chend würde alsdann P das elektrodynamische Potential der beiden

Ringe A, I> aufeinander, und j)Ds,)Dsj dasjenige der beiden Ele-

mente Dso, Ds, aufeinander zu nennen sein.

Ein solcher Process der Repartirung ist selbstverständlich vom ma-

thematischen Standpuncte aus völlig unberechtigt, ebenso unberechtigt,

als wollte man aus einer gegebenen Gleichung a -{- h == a -\- ß den

Schluss ziehen, dass a = a und 6 = /3 sein müsse. Auch würde die

Formel (10.) ein Elementargesetz repräsentiren, welches, wie leicht zu

übersehen, mit dem Ampere'schen Elementarge&etz in Widerspruch

steht.

Doch könnte man die Dinge von einem andern Standpuncte aus

betrachten. Man könnte behaupten, wirklich durch die Erfahrung

constatirt sei das Ampere 'sehe Elementargesetz keineswegs,

sondern nur das aus ihm sich ergebende, durch die Formel (1.)

ausgedrückte Integralgesetz. Demgemäss habe jedes andere Ele-

mentargesetz, falls dasselbe nur ebenfalls hinleite zu dem genannten

In tegr algesetze (1.), dieselbe Berechtigung wie das Ampere 'sehe.

Der Annahme des durch (10.) ausgedrückten neuen Elementargesetzes

an Stelle des Ampere'schen stünde also kein Bedenken entgegen;

ausserdem aber falle zu seinen Gunsten noch der Umstand ins Ge-

wicht, dass dasselbe, dem Ampere'schen gegenüber, durch grössere

Einfachheit 'sich auszeichne, nämlich verträglich sei mit der Existenz

eines elementaren Potentiales.

Unterwerfen wir nun, auf solche Empfehlung hin, das durch die

Formel (10.) ausgedrückte neue Elementargesetz einer näheren Be-

trachtung-, und denken wir uns dabei, der grösseren Bequemlichkeit

willen, den Ring B, mithin auch das Element Ds, , als unbeweglich.

Der Ausdruck j9 Ds„ Dsj (6.) ist nicht nur abhängig von den

Co Ordinate n des Elements Ds,,, sondern auch von seiner Richtung.

Folglich wird, jenem neuen Gesetze (10.) zufolge, die elementare

Arbeit {dT(,^)eidy.va auch dann noch einen gewissen Werth besitzen,

wenn das Element T>Sq, ohne seinen Ort im Raum zu ändern, nur
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seine Richimg wechselt. Jenem Gesetze (10.) zufolge, sind also die

ponderomotorischen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, welche das

unbewegliche Element Ds, auf das Element D6„ ausübt, von solcher

Beschaffenheit, dass sie eine gewisse Arbeit verrichten, sobald das

Element Ds^) etwa um seinen eignen Mittelpunkt sich dreht. Mit

andern Worten: Jenem Gesetze zufolge werden die genannten Kräfte

ein gewisses Drehungsmoment auf Ds„ ausüben. — Unterwirft man
die in solcher Weise sich ergebenden elementaren Drehungsmomente

nämlich das von Ds, auf Ds„, und umgekehrt von Ds,, auf Ds, aus-

geübte, einer näheren Untersuchung, so zeigt sich, dass die geometri-

schen Charakteristiken *) dieser beiden Momente parallel, von glei-

cher Stärke und entgegengesetzter Richtung sind, vorausgesetzt,

dass man der bisher unbestimmt gelassenen Constanten Z; [welche in

/; Dsy Ds^ (6.) enthalten ist] den Werth -f- 1 zu Theil werden lässt.

Ueberhaupt zeigt sich, dass jenes neue Elementargesetz (10.) bei

Annahme dieses speciellen Werthes von k im vollen Einklänge steht

mit den Anforderungen des allgemeinen Princips der Action und Ke-

action.

Soweit also würde kein Einwand zu erheben sein gegen die An-

nahme jenes neuen Elementargesetzes (10.) und des damit verbundenen

elementaren Potentiales 2> Ds„ Ds,. Doch ergeben sich gewichtige

Einwände von einer andern Seite her.

Denkt man sich nämlich den Stromring Ä zusammengesetzt aus

zwei Theilen, von welchen der eine Ä' drehbar ist um eine gege-

bene Achse, während der andere Ä" eine völlig feste Aufstellung hat,

und denkt man sich andererseits den Stromring B ersetzt durch ein

ebenfalls fest aufgestelltes Solenoid, dessen geometrische Achse zu-

sammenfällt mit jener gegebenen Drehungsachse, so wird die re-

lative Lage zwischen diesem Solenoide B und dem Theile A\ falls

man letztern um die genannte Achse in Umdrehung versetzt, fort-

während dieselbe bleiben. Die während irgend eines Zeitelementes

dt dieser Umdrehung vom Solenoid B auf den Theil Ä' ausgeübte

Arbeit (dTA-^)ouiy.vs hat nun zufolge des neuen Elomentargesetzes

(10.) den Werth:

(.1.) (.?r,,.«w„. = -^-(^-?^-^-^')..,

WO a den Drehungswinkel, und da den Zuwachs von a während der

Zeit dt bezeichnet. Selbstverständlich ist in diesem Werthe (11.) unter

*J Unter der geometrischen Charakteristik eines Drehungsmomentes soll eine

mit der Achse des Momentes parallele Linie verstanden sein, welche durch iliro

Länge und Richtung die Stärke und den Sinn des Dreliungsmomentes angiebt.
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(12.) 2:1: p ÜSo Ds,

ein Integral zu verstehen, welches sich ausdehnt über alle Elemente

Dsq des Theiles A' und über alle Elemente Dsj des Solenoides B.

Während der genannten Umdrehungsbewegung bleibt nun aber,

wie schon bemerkt, die relative Lage zwischen yl' und 7? fortdauernd

ein und dieselbe, mithin der Werth des Integrales (12.) unab-
hängig von «. Somit folgt aus (11.), dass

(13.) ((?l^.r«)eldy.üs =
ist, dass also die vom Solenoid auf den Theil J.' während seiner

Umdrehung ausgeübte ponderomotorische Arbeit eldy. Us fortdauernd

Null bleibt, und dass mithin die vom Solenoide auf den Theil A'

ausgeübten ponderomotorischen Kräfte eldy. Us nicht im Stande sein

können, diesen Theil Ä, falls er etwa zu Anfang in Ruhe sich befin-

det, in Umdrehung zu versetzen. Solches aber widerspricht bekannt-

lich in directer Weise den experimentellen Thatsachen *).

Die Vorstellung, das Ampere'sche Elementargesetz
dürfe oder müsse ersetzt werden durch jenes neue in (10.)

angegebene Elementargesetz, überhaupt die Vorstellung,
für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us existire ein

elementares Potential, — diese Vorstellungen brechen also

zusammen unter dem Gewicht der empirischen That-
sachen.

Ein solches Wort wie Potential kann allerdings in höchst ver-

schiedenen**) Bedeutungen gebraucht werden; und es wird daher an-

gemessen sein, das eben ausgesprochene Ergebniss ein wenig sorg-

fältiger zu formuliren, indem wir sagen:

Das für die ponderomotorischen Kräfte eldy. Us mit
Bezug auf zwei gleichförmige Stromringe von meinem

*) Die erste der hierher gehörigen experimentellen Thatsachen dürfte von

Savary entdeckt worden sein (vergl. Ampere: Theorie des phen. elektrody.,

pag. 47). Diejenige speciellc Thatsache, welche bei den obigen Erörterungen

vorzugsweise ins Auge gefasst ist, nämlich die Rotation eines elektrischen Strom-

leiters um einen Magneten oder um ein Solenoid, tritt deutlich hervor bei dem
von Faraday construirten Rotationsapparat. Man findet die Beschreibung dieses

Apparates in Wiedemann's Lehre vom Galvanismus (Braunschweig, 1863,

Bd. II, pag. 121), ferner in Wüllner's Lehrbuch der Experimentalphysik (Leipzig,

1865, Bd. II, pag. 1125).

**) In ganz anderer Bedeutung ist z. B. dieses Wort Potential von mir ge-

braucht worden in einer Abhandlung über die Principien der Elektrodynamik

vom Jahre 1868 (Programm der Tübinger Universität vom Juli 1868; vergl. auch

die Math. Annalen, Bd. I, pag. .317).
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Vater eingeführte Potential P besitzt bekanntlich die cha-
rakteristische Eigenschaft, dass die von solchen Ringen
aufeinander ausgeübten translatorischen Wirkungen und
Drehungsmomente identisch sind mit der negativen par-

tiellen Ableitung von P nach der betreffenden Richtung
oder nach dem betreffenden Drehungswinkel, und dass

allgemeiner die von dem einen Ringe auf den andern wäh-
rend irgend eines Zeitelements ausgeübte Arbeit identisch
ist mit dem negativen partiellen Zuwachs von P, ge-

nommen nach der räumlichen Lage jenes andern Ringes.

—

Dass ein derselben Eigenschaften sich erfreuendes Po-
tential auch existire für irgend zwei Stromelemente, ist

den empirischen Thatsachen gegenüber ein Ding der Un-
möglichkeit*).

Allerdings wird mit Bezug auf gewisse specielle P'älle (wenn

z. B. die betrachteten Ringe starr oder wenigstens ohne Gleitstellen,

und die in ihnen vorhandenen Strome gleichförmig sind) der An-

nahme eines solchen elementaren Potentiales kein Hinderniss ent-

gegenstehen. Doch wird dieses elementare Potential, eben weil seine

Anwendbarkeit auf specielle Fälle beschränkt ist, niemals angesehen

werden dürfen als der Ausdruck des wirklichen Elementargesetzes,

sondern aufzufassen sein als der Ausdruck eines scheinbaren Ele-

mentargesetzes, welches in jenen specielle n Fällen mit dem wirk-

lichen äquivalent ist. Das in (10.) angegebene scheinbare Elemen-

targesetz bietet übrigens, wie vorhin gezeigt worden ist, die Eigen-

thümlichkeit dar, dass ihm zufolge zwischen zwei Stromelementen nicht

nur gegenseitige translatorische Kräfte, sondern daneben auch nocli

gegenseitige Drehungsmomente vorhanden sein würden.

*) Man findet diese Erörterungen, theilweise ein wenig weiter ausgeführt,

in einem Aufsatze, den ich in den von C leb seh und mir herausgegebenen Math.

Annalen (Bd. V, pag. G02 ) veröffentlicht habe. Zugleich findet man dort (pag. 614),

in unmittelbarem Anschluss an diese Erörterungen, gewisse Bedenken ausgespro-

chen gegen die neuerdings von Helmholtz entwickelte Theorie (Borchardt's

Journal, Bd. 72, pag. 57 und Bd. 75, pag. o5j. Ohne auf diese Bedenken hier von

Neuem einzugehen, mag nur noch bemerkt sein, dasa der Ausdruck (6.) genau

derjenige ist, welchen Helmholtz als das Potential zweier Strom eleme nie

aufeinander bezeichnet, dass es aber auf einem Irrthum beruht, wenn Helm-
holtz sagt, jener Ausdruck verwandele sich für /j = -f- i in das von meinem
Vater aufgestellte Potential. Denn in den betreffenden Abhandlungen meines

Vaters ist nirgends von einem Potential zwischen Stromolementen die Rede,

sondern immer nur von dem Potential zwischen geschlossenen gleichförmi-

gen Strömen.



Dritter Abschnitt.

ITnter.siicluino' gewisser Integrale, welche hinerstreckt sind

über geschlossene Curven.

Es entliillt dieser Abschnitt gewisse Betrachtungen, welche voranzuschicken er-

forderlich ist, falls langwierige Unterbrochungen in den niichstrolgf^ndon Al)schnittcn

vermieden werden sollen.

§. 14. lieber diejenigen Untersclieidungen , welclie mit Hülfe der Worte
Links und Reelits ausgedrückt zu werden pflegen.

(1.) Erste Deflnition. Denkt man sich eine bestimmte
Richtung n festgesetzt auf der Peripherie einer Kreis-

fläche, und ferner eine bestimmte Richtung « festgesetzt

auf der Achse*) der Kreisfläche, so sollen diese beiden
Richtungen positiv zu einander genannt werden, sobald

der in % Liegende und nach dem Mittelpunct der Kreis-

fläche Hinsehende die Richtung a markirt mit ausge-

streckter Linlien.

Wir haben uns also, falls die Richtung tc in gewöhnlicher Weise

durch einen Pfeil angedeutet ist, eine ihrer Länge nach mit diesem

Pfeil zusammenfallende menschliche Figur vorzustellen, in solcher

Lage, dass ihre Füsse am Schweif, ihr Kopf an der Spitze des Pfeils

sich befinden, und gleichzeitig ihre Augen nach dem Mittelpunct der

Kreisfläche hingewendet sind. Die beiden Richtungen n und a heissen

positiv zu einander, sobald diese Figur die Richtung cc markirt mit

ihrem ausgestreckten linken Arm. Es wird mithin z. B. die schein-

bare Bewegung der Sonne um die Erde positiv zu nennen sein in

Bezug auf diejenige Richtung der Erdachse, welche vom Nordpol zum

Südpol geht.

*) Unter der Achse ist die auf der Kreisfläche in ihrem Mittelpunct errichtete

Normale zu verstehen.
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Durch « ist ein geradliniges Fortschreiten, andererseits durch n
eine gewisse Drehung indicirt. Sind a und n positiv zu einander, so

werden jenes Portschreiten und diese Drehung ebenfalls als po-

sitiv zu einander zu bezeichnen sein.

Sind im Räume irgend zwei Linien g und li, jede von festgesetzter

Richtung, gegeben, w^elche ohne sich zu treffen in irgend welchem
Abstände an einander vorübergehen, so wird, falls man die eine
derselben, z. B. //, als Achse betrachtet, gleichzeitig durch die andere
h eine gewisse Umdrehungsrichtung um diese Achse markirt sein*).

Oder anders ausgedrückt: Betrachtet man g als das a, so wird gleich-

zeitig durch h ein gewisses n markirt sein. Mit Bezug hierauf gilt

folgender Satz:

Sind die Linien g, h , respective als a, tc betrachtet, positiv zu

einander, so sind dieselben, respective als tt, a betrachtet, ebenfalls

positiv zu einander.

Der Satz ist leicht zu beweisen, wenn wir ihn zunächst ein wenig

anders aussprechen. Die beiden Linien g, h mögen durch die Linie

h ihres kürzesten Abstandes starr mit einander verbunden sein; und

diese starre Figur {g, k, h) sei gegeben in zwei (congruenten) Exem-
plaren. In dem einen Exemplar sei g mit a, h mit 7t bezeichnet, in

dem andern umgekehrt g mit 7i', h mit a. Darzuthun ist alsdann,

dass wenn a, n positiv zu einander sind. Gleiches auch gilt von a, %

.

Hiefür aber ergiebt sich der Beweis augenblicklich. Denn jene beiden

Exemplare können, wie leicht zu übersehen, in doppelter Weise mit

einander zur Deckung gebracht werden, einerseits so dass g mit g,

li mit h zusammenfallt, andererseits aber auch so, dass das g des

ersten Exemplars mit dem li des zweiten, und das h des ersten mit

dem g des zweiten zur Deckung gelangt**). Jene beiden Exemplare

{g, h), welche respective bezeichnet waren mit (a, n) und (jt, a), sind

also unter einander congruent nicht nur im Sinne («, ;r), {n, a), son-

[

*) Man kann sich nämlich Jie Linien </, h enthalten denken in einem starren

Körper, g als eine feste Achse des Körpers, h aber als eine auf den Körper ein-

wirkende Kraft ansehen. Durch diese Kraft h wird alsdann der Körper um jene

Achse in einem bestimmten Sinne in Umdrehung versetzt werden.

**) Dass die erste Deckungsart möglich ist, folgt unmittelbar aus der voraus-

gesetzten Congruenz der beiden Exemplare. Denken wir uns nun aber die beiden

Exemplare in dieser Lage, also g ra^i g, h mit /*, folglich auch k mit k zu-

sammenfallend, und lassen wir vom Mittelpunct der Linie k eine Achse l ausgehen,

gleich geneigt gegen die beiden Richtungen g und /*, so wird das eine Exem-

plar (g,k,h) falls man dasselbe um die Achse l um 180" dreht, von Neuem mit

dem andern Exemplar zur Deckung gelangen, diesmal aber so, dass g und h

respective mit Ji und g zusammenfallen. Dies aber ist die behauptete zweite

Deckungsart.

nmaiin, die elektrischen Kräfte. 6
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dem ebenso auch im Sinne {a, n), {a, n). Aus der Voraussetzung, dass

a, Tt positiv zu einander sind, folgt daher, dass a, n ebenfalls positiv

zu einander sind. W. z. b. w.

Aus diesen Betrachtungen entspringt die Berechtigung für folgende

Bezeichungsweise :

(2.) Zweite Definition. Zwei im Räume aneinander vorbei-
gehende, unter irgend welchem Winkel gegen einander ge-
neigte Linien mögen positiv zu einander genannt werden,
sobald angedeutet werden soll, dass jene Linien zu diesem
Namen berechtigt sind, falls man die eine als Achsenrich-
tung, die andere als Umdrehungsrichtung ansieht.

Oder anders ausgedrückt: Sie mögen positiv zueinander
genannt werden, sobald der in der einen Linie Liegende
und nach irgend einem Puncte der andern Linie Hin-
sehende die Richtung dieser andern mit ausgestreckter
Linken markirt.

Die in (L) speciell für eine Kreisfläche getroffene Festsetzung

lässt sich ohne Schwierigkeit ausdehnen auf jedes beliebige Flächen-

stück, einerlei ob dasselbe eben oder krumm ist; man gelangt alsdann

zu folgender Definition:

(3.) Dritte Definition. Ist längs des Randes eines gegebenen
Flächenstücks eine bestimmte Richtu ng a festgesetzt, und
ist ferner in irgend einem Puncte m dieses Flächenstücks
eine Normale « von bestimmter Richtung construirt, so

wird man zunächst bei einer auf dem Flächenstück um qu

beschriebenen unendlich kleinen Kreislinie diejenige
Richtung n anzugeben im Stande sein, welche mit jener
Umlaufsrichtung 6 gleichsinnig ist. Solches ausgeführt
gedacht, sollen ö und «positiv zueinander genannt werden,
sobald n und a positiv zu einander sind*).

Endlich mag noch hinzugefügt werden folgende

(4.) Vierte Definition. Sind r^,r.^,T.^ drei Strahlen, welche
von ein und demselben Punct ausgehen, so mag der Cha-

*) Sind die Richtungen a und a (im eben angegebenen Sinne) positiv zu

einander, so pflegt man o auch positiv zu nennen in Bezug auf diejenige Seite

des Flächenstücks, auf welcher die Normale a errichtet ist, z. B. positiv zu nennen

in Bezug auf die obere Seite, indem man als obere Seite kurzweg die-

jenige bezeichnet, auf welcher a errichtet ist. In solcher Weise tritt die hier

gegebene Definition in volle Uebereinstimmung mit der von mir bei einer früheren

Gelegenheit ausgesprochenen Definition (Vorlesungen über die Riemann'sche
Theorie der Abel'schen Functionen. Verlag von Teubner in Leipzig. 1805.

pag. 71).
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rakter dieses Strahlenbündels positiv genannt werden, so-

bald die durch die Reihenfolge r^,r.,,r.^ indicirte ümlaufs-
richtung positiv ist in Bezug auf irgend einen vierten von

ausgehenden Strahl, dessen Neigungen gegen r^, r.^, r.,

kleiner als 90° sind.

Bezeichnet man also diesen vierten Strahl mit a, und bezeichnet

man ferner mit 1, 2, 3 dasjenige sphärische Dreieck, welches auf einer

um beschriebenen Kugelfläche durch die Strahlen r, , r., , r., markirt

ist, so wird das Strahlenbündel r^,r.j,rr^ seinem Charakter nach po-
sitiv zu nennen sein, sobald die durch die Reihenfolge 1,2,3 indi-

cirte Umlaufsrichtung des sphärischen Dreiecks positiv ist in Bezug

auf die durch a repräsentirte Normale.

(5.) Determination. Für alle folgenden Untersuchungen
sei festgesetzt, dass das zu Grunde gelegte rechtwinklige
Achsensystem {x, y, z o^er ^, j^, t, oder ]f, i), j) jedesmal von
positivem Charakter ist.

Von der Definition (4.) aus gelangt man (und zwar am einfach-

sten wohl durch unmittelbare Anschauung) zu folgendem

(6.) Satz. Bilden drei von demselben Punct ausgehende
Strahlen **|,*'2,>^j ein Strahlenbündel von positivem Cha-
rakter, so wird ein in r, Liegender und in der Richtung
von r, Fortsehender die Richtung von r, raarkiren mit
ausgestreckter Linken.

Wir gehen nunmehr über zu sich anlehnenden analytischen Be-

trachtungen. Es sei x,y,z ein rechtwinkliges Achsensystem mit dem
Anfangspunct 0, und / die Verlängerung von b über hinaus.

Dann ist x,y,z von positivem, hingegen x,y,s' von negativem
Charakter; was angedeutet werden mag durch

Char (x, y, ^) == pos.,

Char {x,y, z) = neg.

Es sei nun ferner r^,r.^,r^ ein beliebig gegebenes von ausgehendes

Strahlenbündel, und a derjenige vierte Strahl, welcher gegen r\,r.^,r.^

unter gleichem, und zwar spitzem, Winkel geneigt ist. Setzt

man also

(ß, r,) = 9'i; (9P2; 9^3) = ti,

(«, r.^) = (p.^, (9)3, 91) = t.^,

(«, r.,) = <p^, (9),, 9^2) = ^3;

so wird 9)j=:9).^= 9)3< 9Ch' sein; während gleichzeitig unter (f;j,^.,,^y

diejenigen Winkel verstanden werden sollen, unter welchen die Ebenen

von gj,, 9).^, 9J.J in der Linie cc zusammenstossen.

Indem wir die Linie « ungeändert lassen, ertheilen wir den Strah-

len r^fT.fjT^ um den Punct derartige Drehungen, dass zunächst

6*
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cos9)j = COS 9)2 = cos ^3 = j/^, und tlass sodann j^, = tp^ = -^^ wird.

Diese BcAvegung lässt sich offenbar immer in stetiger Weise, und zu-

gleich in solcher Weise ausführen, dass die Strahlen r,, r^, r., während

des ganzen Verlaufes der Bewegung niemals in dieselbe Ebene zu

liegen kommen. Nach Ausführung dieser Bewegung wird das

Strahlenbündel ?'|;>*2?**:i ^^^ rechtwinkliges sein.

War nun das Strahlenbündel r, , rj, »'3 zu Anfang von positivem
Charakter, so wird dasselbe während jener Bewegung, bei welcher

niemals alle drei Strahlen in dieselbe Ebene fielen, diesen Charakter

beibehalten, und also zu Ende jener Bewegung congruent sein mit

dem Achsensystem x, y, z. War andererseits das Strahlenbündel

zu Anfang von negativem Charakter, so wird es nach Aus-

führung jener Bewegung congruent sein mit dem Systeme x,y,z'.

Demgemäss wird es nachträglich nur noch einer gewissen Drehung

des rechtwinklig gewordenen Strahlenbündels r^jV^^r^ um den Punct

bedürfen, damit dasselbe im einen Falle mit x,y,z, im andern mit

X, y, z zur wirklichen Deckung gelange.

Ein beliebig gegebenes Strahlenbündel r^^i\,i\^ von positivem
('harakter wird also durch eine stetige Bewegung seiner Strahlen, und

ohne diese Strahlen jemals in dieselbe Ebene zubringen, zur Deckung

gebracht werden können mit dem Systeme x, y, z. Und in analoger

Weise wird ein Strahlenbündel r^yr.^^r,^ von negativem Charakter

zur Deckung gebracht werden können mit dem Systeme x, y, z

.

Sind nun A,, B,-, f,- die Richtungscosinus der Strahlen r, in Bezug

auf die Axen x, y, z, so wird die Determinante

A =
A,

Bo

während der eben genannteil Bewegung sich verwandeln

entweder in: oder in:

1
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Die Determinante A kann also, in stetiger Weise und ohne in-

zwischen Null zu werden, in -f- 1 ot^^r in — 1 übergeführt werden,

jenachdem das gegebene S+rahlenbündel y^r^,*'^ von positivem oder

negativem Charakter ist. Hieraus aber folgt sofort, dass jene Deter-

minante A auch schon während ihres ursprünglichen Zustandes im

erstem Fall einen positiven, im letztern einen negativen Werth be-

sessen haben muss. Wir gelangen daher zu folgendem Ergebniss:

Satz. Der Charakter eines beliebig gegebeneu Strahlen-
bündels

wird jederzeit positiv oder negativ sein, jenachdem die

zugehörige Determinante

A, A, A,

(7.) B, B.. B3

r, r, r3

einen positiven oder negativen Werth besitzt.

Es ist ferner das analytische Kriterium zu eruiren für zwei

Linien g, h, welche zu einander positiv sind [vergl. (2.)]. Die Linie

g mag durch zwei Puncto markirt, und demgemäss mit F(^l! bezeichnet

sein-, ebenso h bezeichnet sein mit P'Q'. Liegen nun PQ und P'
Q'

positiv zu einander, so wird (wie die unmittelbare iVnschauung zeigt)

das Strahlenbündel PQ, PP', PQ' ebenfalls von positivem Charakter

sein, was angedeutet sein mag durch:

(8.) Char {PQ, PP', PQ) = pos.

Sind A, B, C und A, B', C die Coordinateu von P und P',

ferner A, B, f und A', B', f die Richtungscosinus von PQ und P'Q',

so werden
Ä'—Ä, B'—B, C'—C

die rechtwinkligen Projectionen von PP', und

A'-A-\-l'A', B' — B-{-l'B', C'-C+l'V
die rechtwinkligen Projectionen von PQ' vorstellen; dabei ist unter

V eine positive Zahl, nämlich die Länge von P'^' zu verstehen. Aus

(8.) folgt daher durch Anwendung des Satzes (7.) sofort:

A A' - A Ä — A-\-l'N
B B^ — B B'~B-{-VB' =pos.
r c -c c - o-f-rr

oder was dasselbe ist:

A A
B B' — B B = pos.

r C

A
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pos.

Hiefür eudJich kauii geschrieben werden:

A — Ä' A A'

B — B B B'

c — c r r
Somit gelangen wir zu folgendem Resultat

:

Satz. Sind im Räume irgend vier Puncte P, Q, P', (^'ge-

geben, sind ferner A, B, C und A', B', C die Coordinaten
von P und F, und sind endlich A, B, f und A', B', f die

llichtungscosinus von PQ und P'Q', so werden die beiden
Linien PQ und P' Q' positiv oder negativ zu einander lie-

gen, jenachdem die Determinante

A-Ä A A'

(9.) B-B B B'

\
c-c r r

einen positiven oder negativen Werth besitzt.

Es sei gegeben ein ebenes Flächenstück, begrenzt von einer

convexen Randcurve *) ; und es seien ^, r], ^ und § -f D§, i] -}- Drj, ^-j-D^

die Coordinaten für irgend zwei aufeinanderfolgende Puncte dieser

Randcurve; ferner seien |„,, 7;«, g„, die Coordinaten eines beliebigen

Punktes m im Innern des Flächenstückes. Endlich seien cc, ß, y die

Richtungscosinus derjenigen in m errichteten Normale, welche positiv

liegt zu der durch die Reihenfolge {^,r},^), {^ -{-D^, rj-^Dr}, g+ Dg)

indicirten Umlaufsrichtung. Alsdann wird, weil die Curve überall

convex ist, die Linie D^, Drj, Dg positiv liegen zur Normale k, ß, y.

Folglich wird , nach (9.) , die Relation stattfinden

:

l-U Dg a

(10. a) y\— 'r\n D»? ß =pos.,

l-l. Dg y

d. i. die Relation

(lO.b) a [(^ - ^„0 Dg - (g.- g„0 D,?] + = pos.

Andererseits ergeben sich, weil «, ß, y gegen g— g,„, r]— »;„(, g— g„i

und gegen Dg,D)2, Dg senkrecht steht, sofort die Relationen:

(IL) ^ = X [(g - U DI - (I -U Dg],

y = x[(|-UD>?-(>?-7?„0Dg],
wo X einen noch unbekannten Factor vorstellt. Dieser Factor be-

stimmt sich durch die bekannte Relation

:

l = «2 + ^2 + /^;

*) DicBCs Flächenstück kann also z.B. auch dargestellt sein durch eine Drei
ecksfläche oder überhaupt durch ein ebenes convexes Polygon.



Geometrische Untorbchcitluiigcn. 87

man erhält also :

'-"^
\

- [(g-tO D§ + iv-Vm) Dl? + a~U) D^IV
'

oder einfacher geschrieben:

1 = x'^
{gi {Bay — {qBö cosoj)'^},

wo Q und Da die Längen der beiden Linien | — tri,V — V'n, t
—

tm,

und D^, Drj, Dt, vorstellen, während a den Winkel bezeichnet, unter

welchem diese beiden Linien gegen einander geneigt sind. Somit folgt:

1 = x2p2 (Daysm^a,
oder was dasselbe ist

:

i = z^{2dy,

wo d den Flächeninhalt des durch den Punct m und das Linienelement

D bestimmten Dreiecks vorstellt. Somit ergiebt sich :

(12.) ^^
9d'

wo f = + 1 ist.

Demgemäss nehmen die Werthe von a, ß, y (11.) folgende Gestalt an:

..,(>? - ^.0 Dg -(g-U D^

..... . _, (g-UDS-(g-UDS

(I - In) Dy -in- n>.) DI
y = ^

-WS

Substituirt man aber diese Werthe in die Gleichung (lO.a, b), so er-

giebt sich sofort, dass die bisjetzt noch zweifelhafte Grösse s den

Werth -f- 1 besitzen muss *). Man erhält also schliesslich

:

2 ad = {n- n>.) D§ - (g - U Dl?,

(14.) 2ßd = a- U DI - (I - |„0 D§,

2yd={^-UJ)7j-(ri-ri,„)D^.
Summirt man die erste dieser Gleichungen über sämmtliche Ele-

mente D(j der gegebenen Randcurve, so erhält man:

2a2: d = 2J (rjD^ - ^Drj) - ^,„ 2: D^ + U ^ D>?.

Nun ist offenbar 2;D| = 0, ebenso 2;D»? = 0, und 2; Dg = 0;

ferner U d= ^, falls man nämlich unter A den Flächeninhalt des ge-

gebenen Flächenstückes versteht. Somit ergiebt sich

:

2«A = 2J {rjT>^ — t^rj)] und ebenso :

(15.) 2ßl = 2J{tT)^-Wt,),
2yA = 2: (|D)?— i?D|).

*) Es ist nämlich zu beachten, dass die Grösse S den Flächeninhalt eines

Dreiecks vorstellt, und folglich von positivem Werthe ist.
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Diese Gleichungen (15.) sind vorlHufig nur bewiesen für ein ebenes

Flächenstück von convexer Randcurve. Doch lässfc sich nachträg-

lich leicht zeigen , dass sie allgemeinere Geltung besitzen. Ist nämlich

ein ebenes Flächenstück gegeben von beliebig geformter Rand-

curve; so wird man dasselbe offenbar zerlegen können in kleinere
Flächenstücke, jedes von convexer Randcurve, z. B. zerlegen können

in lauter unendlich kleine Dreiecke. Die Gleichungen (15.) gelten

alsdann für jedes dieser kleineren Flächenstücke. Hieraus aber folgt

sodann durch Summation sofort, dass sie auch gültig sind für das ge-

gebene Flächenstück. Somit gelangen wir zu folgendem Resultat:

Satz. Sind [mit Bezug auf irgend ein rechtwinkliges
Axensystem*)], ^, rj, t, und ^ -f D|, rj -f Dr], g -f- D^ zwei auf-

einanderfolgende Puncte am Rande eines beliebig ge-

gebenen ebenen Flächenstückes, sind ferner a, ß, y die

Richtungscosinus derjenigen auf dem Flächenstück er-

richteten Normale, welche positiv liegt zu der durch
D^,Dr],J)t, indicirten Umlaufrichtung **), und bezeichnet
endlich A den Quadratinhalt des Flächenstücks, so werden
jederzeit die Relationen stattfinden:

(16.) 2ßX = i:am-iTft),
2yA = 2;(|D^-i2Dg),

die Summation (oder Integration) ZI ausgedehnt gedacht
über den ganzen Rand des Flächenstückes.

§.15. Fünf allgemeine Sätze über Curven- Integrale.

Erster Satz. S\nd x, y, 2 und x -{-Bx, y -{-Dy, 2 -\-T>s zwei
aufeinanderfolgende Puncte einer geschlossenen, unend-
lich kleinen, ebenen Curve, und sind ferner

U=U{x,y,2), V=^V{x,y,z), W==W{x,y,2)

beliebig gegebene Functionen, so wird das über jene Curve
hinerstreckte Integral

.(17.a) 2; {UI>x -f VDy + WDs)

*) Selbstverständlich soll das Axensystem in Einklang gedacht werden mit

der ein für alle Mal getroffenen Determination (5.Y

*) Unter der Uralaufrichtung D^, D??, D^ ist diejenige zu verstehen, welche

angedeutet wird durch die Anfeinanderfolge der beiden Puncte :

i,n,t und ^-}-D|, rj-f D,?, ^+D^
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einen Werth besitzen, der sieh ausdrücken lüsst durch:

oder auch durch

:

^^ ^-^^
'^ L" d^ + ä^^ + ds J

•

In diesem Ausdrucke bezeichnet A den Quadratinhalt der

von der Curve umgrenzten ebenen Fläche; ferner bezeich-

nen daselbst a, ß,y die Richtungscosinus derjenigen auf A

errichteten Normale, welche positiv liegt zu der durch
Dx,Dy,D0 indicirten Umlaufrichtung; endlich bezeichnen
daselbst [nämlich in (17. b, c)] x, y, 3 die Coordinaten eines

Punctes, welcher auf A selber oder unendlich nahe an A

beliebig gewählt werden darf.

Beweis. — Um den Satz zu beweisen, setzen wir

(18.) X = X„,-^l, y = ym-{-V, ^ = ^/« + S;

und folglich :

(19.) Dx = Dl, Dy = Bri, D^ = Dg,

wo ni irgend ein fester Punct sein soll, der entweder auf A selber

oder unendlich nahe an A liegt, und x,n, y«, ^m die Coordinaten dieses

Punctes vorstellen sollen. Alsdann wird

:

U.Dx= U{x,y,0).J)x^ U{x„,-\-l,y,„-\rri,s,n-^^).'Di,

und. folglich durch Entwickelung nach |, t], t,:

Hieraus folgt, wenn man über die Randcurve von A integrirt, sofort:

(20.) Z UD. = U... i; DI + (^/-)zm + (f)/ .DI

Nun ist 2; D I = 0; ebenso Z D (V) = 0, d. i. 2: ^D^ = 0. So-

mit ergeben sich die Formeln :

2;Dg = o, Eim=o,
(21. a) 2:D^=0, ZTiBri^Q,

EJy^ = o, 2;gDg=o.

Ferner erhält man Z D (?;g) = 0, d. i.

^(7^De + gD^/) = 0,
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und ausserdem durch Benutzung des Satzes (16.)

:

Aus diesen beiden letzten Relationen folgt sofort U t]Dt, = ttX, und

Z i,Drj = — aL Somit ergeben sich die Formeln

:

(21.b) 2Jtm=ß^, 2:|Dg=-/3A,

Mit Hülfe der Formeln (21.a, b) erhält man nun aus (20.) sofort:

2: UB.^x[ß (^-^)- y (»DJ ; ebenso wird:

Hieraus aber folgt durch Addition:

(23.) 2J{UDx-}- VBtj-i- WD 2)

== HHt^ - ^J + ^ Kdz - Jx) + ^ \Tx - Jy)b
wo der angehängte Index m andeuten soll, dass der ganze Ausdruck

zu beziehen ist auf den vorhin festgesetzten Punct m. Dieser Punct

m aber konnte auf A oder in unendlicher Nähe von X beliebig ge-

wählt werden. Der aufgestellte Satz ist daher durch die Formel (23.)

vollständig bewiesen.

Zweiter Satz. Es seien x, y, s und x -f- D.r, y -f- Dy, s -\- Ds
(ebenso wie im vorhergehenden Satz) zwei aufeinander

folgende Puncte einer unendlich kleinen ebenen geschlos-

senen Curve; von analoger Bedeutung seien x^, /y, , ^, und

Xi -j- Dx'i, ?/, + ^I/\7 ^i
~\~ D^f, für irgend eine andere solche

Curve; mit Bezug auf diese Puncte seien die Bezeichnungen
eingeführt:

(24 a) ^^ - "^»^^ + ^^ - ^>^'
'+ ^' ~ ''^' = ^' = ^'

^ '^ X — Xi = ^, y-y^ = r], ^ — 0, == g;

endlich sei f= f (r) eine bcHebig gegebene Function von r,

und zur Abkürzung gesetzt:

alsdann wird das über beide Curven ausgedehnte Integral:

(24. c) K= 2J2J [f\Dx Dx, + Dy Dy, + Ds Dz,)]
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dargestellt sein durch den Ausdruck

:

iDieser Ausdruck ist bezogen zu denken auf irgend zwei
Puncte m und m^, welche auf l und A, beliebig gewählt sein

können; dabei haben X, a, ß, y in Bezug auf die eine

*Curve die bekannte (im vorhergehenden Satz explicirte)

Bedeutung, und Aj, a^, ßijf^ die analoge Bedeutung in Be-
zug auf die andere Curve.

Beweis. — Das vorgelegte Integral

(25.) K:=2J2J [fBx, . Bx + fDy^ . Dy -f /"D^, . D^]

nimmt, falls man mit Hülfe des vorhergehenden Satzes (17. a, b, c) zu-

nächst die Integration nach Ux, Dy, D^ ausführt, folgende Gestalt an,:

(26.) K=X,i: [Hfiy^y^ - ß^^^)^
_,_

d[f(aD0,-yDx,)
]

^ d[f(ßI)x,-aT)y,)]l
.

hiefür kann geschrieben werden

:

(27.) K=^l.2 [U^I)x^ -f FjD^/i-f IT.D^,],

wo alsdann f/", , Fj , W^ die Bedeutungen haben :

(28.)

Bringt man nun die in (27.) noch vorhandene Integration eben-

falls zur Ausführung, wiederum mit Hülfe des Satzes (17.a, b, c); so

erhält man

:

r2<n K XI
\Ky^V-ß,W,) d{a,W-y,U,) d{ßJlr:_cc,VM

f^l
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Hieraus folgt durch Diff'ereutiation nach x^ :

(30.) ^^^hI^lL^J=^^^aa,-\-ßß^+^^^^

es ist nämlich zu beachten , dass z. B. ^ = x — a?, , mithin — = — 1

ist. Bildet man die mit (30.) analogen Ausdrücke, und substituirt

man alle diese Ausdrücke in (29.) so ergiebt sich sofort:

(31.)

Dies aber ist der behauptete Ausdruck (24. d).

Beispiel. — Für den Specialfall

(32.) /•= JL = Jl

nehmen die Differentialquotienten (24. b) folgende Werthe an:

.. L. _ „ J_
2Rj/R '^r'

r = +

woraus folgt :

/ii == j L__ = -I- -^ •

' ^ ^R^R ^ 4'r'«

'

In diesem Specialfalle gewinnt also unser Satz (24. c, d) folgende

Gestalt

:

(33.) 2J2J
D^D-^. + D^Dy. + D>gD^,

oder, was dasselbe ist, folgende

:

^3^^ ^^ Da;D^, +DyDy. +D^D^i

/3 [« (a;— j;,) +•••] [«, (a;— a;,) + •••] [««, +---1\
== 'l'l. I,— ^5 r^r—J

Die rechte Seite dieser Formel, in welcher unter x, y, s und

-^17 ^u ^\ ^i*^ Coordinaten der Puncte m und m, , unter /• die gegen-
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seitige Entfernung dieser Puncto, endlich unter a, ß, y und a,
, /3j, y^

die Richtungscosinus der in diesen Puncten auf A und A, errichteten

Normalen zu verstehen sind, lässt sich weiter vereinfachen. Bezeich-

net man nämlich die eben genannten Normalen kurzweg mit n und
w, , so ergiebt sich sofort

:

r2 = (:r - .T,)2 ^{11- %j,Y + (^ - z,Y,

dr
»•

g^ = (^ - ^i) ^ -\r {y — Vx) ß + G^ — ^,) y.

*'

ä¥,
^ ~ ^^^ ~ ^'^ «1 + (?/ - ?/,) ßi + 0^ — ^,) vx]

,

r
r dr dr ( t aa \

dnd

Demgemäss kann die rechte Seite jener Formel auch so geschrieben

werden :

A

oder auch so :

A

oder endlich auch so

' \ ~r^ dndn^'^ 7^ V dn dn\
'^ dn dnj)

' V V^' dn dn^
~^

r^ dndnj '

8»!
r

' dn dn^

Jene Formel selber nimmt daher die Gestalt an :

(35.)3^ ^^ D^ Dx, + Dy D^/i + D^ D^i _
^;t „„iL,

„Sind also zwei unendlich kleine ebene geschlossene Curven ge-

„geben mit den Elementen Ds und Ds, , und bezeichnet r die Entfer-

„nung zweier solcher Elemente von einander, so wird das über beide

„Curven ausgedehnte Integral

(36.a) 2J2:
D£D4.c_o^DiD£!)

„einen Werth besitzen, welcher sich ausdrücken lässt durch:

„In diesem Ausdruck bezeichnen A, A, die von den beiden Curven be-
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„grenzten Flächen; ferner ist daselbst unter r die gegenseitige Entfer-

„nung zweier Puncte m, w, zu verstehen, welche auf X, A, beliebig ge-

„wählt werden dürfen; endlich sind unter n, n^ diejenigen auf A, A, in

„den Puncten m, m, errichteten Normalen zu verstehen, welche positiv

„liegen zu den durch Ds, Ds, indicirten Umlaufrichtungen *)."

Dritter Satz. Ist eine lediglich von r abhängende Func-
tion f von solcher Beschaffenheit gegeben, dass für sie das

(im vorgehenden Satz genannte) Integral

(37.) K=2:2J[f{I)x'Dx^ -j-DyJ)7j, -f D^ D^,)]

jederzeit verschwindet, wie beschaffen die beiden geschlos-

senen Curven, über welche das Integral sich ausdehnt,

ihrer Lage, Grösse und Gestalt nach auch sein mögen; —
so folgt daraus, dass jene Function feine Coiistante ist.

Beweis. — Es ist vorausgesetzt, /" wäre von solcher Be-

schaffenheit, dass K verschwindet für zwei ganz beliebige geschlos-

sene Curven. Aus dieser Voraussetzung folgt, dass K z. B. auch dann

verschwindet, wenn die Curven unendlich klein und eben sind; in

diesem Falle aber hat K, nach (24.c,d), den Werth

(.-i8.) A_4AA,| _^^n,.j^p~^^^^^^ßß^_^^y^-^ )•

Aus der gemachten Voraussetzung folgt mithin, dass dieser Ausdruck

(38.) verschwindet, und zwar immer verschwindet, wie beschaffen

die relative Lage der unendlich kleinen Curven auch sein mag. Oder

mit andern Worten: aus der gemachten Voraussetzung folgt, dass dieser

Ausdruck (38.) verschwindet für bei ieb ig eWerthe der Richtungscosinus:

«; ß> y,

«17 ß\i Y\,

1 _! 1.
r ' r ' r

Solches constatirt, ergiebt sich sofort, dass P und /"" identisch mit

Null sein müssen, dass also /' selber unabhängig von 7i, oder (was

dasselbe) unabhängig von r sein muss. W. z. b. w.

Vierter Satz. Es seien Ds und Ds, die Elemente zweier

geschlossener Curven, und r ihre gegenseitige Entfern ung;

ausserdem sei gesetzt:

*) Jedem der Elemente Ds, D.s, ist nämlich eine bestimmte Richtnng zner-

theilt zu denken. Denn sonst würde cos (D.s, Ds,), und ebenso also auch das

Integral (3G.a), um dessen Werthermittelung es sich handelt, keine bestimmte

Bedeutung haben.
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COS {Ds, Ds,) = E, cos (Ds, r) = Q, cos (Ds, , r) = 0,

,

o r gerechnet sein soll von Ds, nach Ds.

Alsdann wird für eine beliebige nur von r abhängende
Function F=F{r) jederzeit die Gleichung stattfinden:

(39.) 2:2: Ds Ds,
[{J^^^')

E + FQq] = 0,

die Integration ausgedehnt gedacht über jene beiden ge-

schlossenen Curven.
Beweis. — Der Satz ist, abgesehen von der etwas abweichenden

Form, identisch mit einem schon früher (pag. 69) gefundenem Satze.

Fünfter Satz Hält man fest an den Bezeichnungen des

vorhergehenden Satzes, versteht man ferner unter E=E{r)
und F=F{r) irgend zwei nur von r abhängende Functionen,
und ist bekannt, dass das über zwei geschlossene Curven
ausgedehnte Integral

(40. a) L = 2J2J Ds Ds, {FE - FQQ^)

jederzeit verschwimlet, wie beschaffen jene beiden geschlos-

senen Curven auch sein mögen; — so folgt daraus, dass die

beiden Functionen E und F miteinander verknüpft sind

durch die Relation:

(40. b) r^j^-\- F=0.

Beweis. — Addirt man zu dem Integrale

L = EZ Ds Ds, {FE — i^'00,)

das zufolge des vorhergehenden Satzes jederzeit versch windeiule

Jntegral (39.):

! 2:2: DsDs, [(J*^^*')E-f i'^00,],

so erhält man :

t L^2:2:\ys Ds, {f
-\-f^)

E
,

d. i.

L = 2:2: [{-^-hf^) (^^ i^'^i + ^y i>:'/i + ^^ i^^i)] '

wo D.T, D?/, D^ und Dx^, Di/,, D^, die rechtwinkligen Prqjectionen

von Ds und Ds^ vorstellen.

In Betreff der Functionen F, F ist nun in unserm Satze als be-

kannt vorausgesetzt, dass dieses Integral L verschwindet für zwei

geschlossene Curven, wie beschaffen dieselben auch sein mögen. Aus
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dieser Voraussetzung aber folgt mit Rückblick auf (37.) sofort, dass

die Function

'Fdr
JC +ß r

eine Constante ist. Es ergiebt sich also :

und hieraus durch Differentiation nach r :

clE
+ ^ =

dr ' 7

Corollar. Sind die Functionen

ü=U{x,y,8-), r==V{cc,y,z), W=W{x,p,0)
von solcher Beschaffenheit, dass das über eine in sich

zurücklaufende Curve hinerstreckte Integral

2J {UBx-j- VDy-j- WDs),
wie jene Curve im Uebrigen auch beschaffen sein mag,
jederzeit verschwindet, so wird der Ausdruck

ÜDx-{- VDtj-\- WDiz

ein vollständiges Differential sein.

Der Beweis dieser Behauptung ergiebt sich unmittelbar durch An-

wendung des ersten Satzes*). Auch erkennt man leicht, dass, mit

Bezug auf ein Gebiet von n Dimensionen, Analoges gelten wird von

einem Ausdruck von der Form :

U^DXi + U^Dx^ + f/gD.«, + UnBXn,

wo jedes U eine Function von Xi, X2, x^, . . . Xn vorstellen soll.

*) Selbstverständlich sind, wenn jener erste Satz (pag. 88), und ebenso das

hier angegebene Corollar, wirklich strenge sein sollen, noch gewisse ßedin-

gnngen der Stetigkeit und Eindeutigkeit hinzuzufügen. Derartige Bedingungen

sind hier (und auch an andern Stellen dieses Werkes) absichtlich unterdrückt

worden, um nicht, durch allerhand leicht zu suppeditirendes Beiwerk, den Blick

von der Hauptsache abzulenken.
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Vierter Abschnitt.

Ueber die gegenseitig-e elektromotorische Einwirkung zwi-

schen zwei linearen Leitern, welche durchflössen sind von
elektrischen Strömen.

Das IVir diese Einwirkung anzunehmende Kleinen targeset z wird oruirt, jiidodi

in einer Form, die vorlilufig noch behaftet ist mit einer nicht unljetrii(;iitlich(Mi

Anzahl von unbekannten Functionen der Entfernung.

I
-

S §. 16. Einleitende Betrachtungen.

P Es sei A ein homogener*), drahtförmiger Metallring von über-

all gleichem Querschnitt. Dieser Ring befinde sich unter dem Einfluss

beliebig gegebener elektromotorischer Kräfte. Es soll der in dem Ringe
entstehende elektrische Strom berechnet werden, — unter der Voraus-

setzung, jene Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass dieser

Strom fortwährend als gleichförmig**) angesehen werden kann.

Es sei w„ irgend ein Punct des Ringes, mit der Bogenlänge .s'„:

ferner ^^ die in diesem Puncte vorhandene elektromotorische Kraft,

gerechnet in der Richtung von s„ (d. i. in der Richtung einer in m,^

an den Ring gelegten Tangente) 5 endlich sei /.„ die Leitungsfühigkeit

des Ringes. Alsdann wird im Puncte m^^ eine elektrische Strömung
«„ vorhanden sein , welche den Werth ***) besitzt

:

(1.) i, = k,%.

l *) Vergl. die Bemerkung auf pag. M.

l
**) Ein elektrischer Strom soll ungleichförmig heissen , wenn seine Stärke

eine Function von Zeit und Bogenlänge ist; er soll gleichförmig genannt

werden, wenn seine Stärke nur eine Function der Zeit ist; und er soll endlich

constant genannt werden, wenn seine Stärke weder von der Zeit, noch auch

von der Bogenlänge abhängt.

***) Es ergiebt sich dieser Werth augenblicklich aus der für lineare Leiter

geltenden Fundamentalgleichung, Formel (9.), pag. 15.

Neumann, die elektrischen Kräfte, 7
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Mnltiplicirt man diese Gleichung mit dem Querschnitt q^^ des Ringes,

und beachtet man, dass g„ ^„ identisch ist mit der sogenannten »Strom-

stärke Jy (vergl. pag. 2), so erhält man:

(2.) Ji>=^h%%,

oder was dasselbe ist

:

''0 ^0

wo der hinzugetretene Factor Ds,, einen unendlich kleinen Zuwachs

der dem Punkte m^ entsprechenden Bogenlänge Sy vorstellen soll.

Integriren wir nun die Gleichung (8.) über alle Eogenelemente

Ds„ des ganzen Ringes, und beachten wir, dass zufolge der gemach-

ten Voraussetzungen nicht nur /.„ und g„, sondern auch J^^ unab-

hängig sind von der Bogenlänge, so ergiebt sich:

(4.) '^°^' = i;ft,Ds,„

oder einfacher :

(5.) J„,^L = 2:^;^„1X,

wo /„ die Länge (d. i. den Umfang) des Ringes Ijezeichnet. Der

Bruch " roprüsentirt eine dem Ringe eigenthiimlich zugehörige
''0 ''/()

(Jonstante, den sogenannten elektrischen Widerstand des Ringes.

Bezeichnet man diesen Widerstand mit kurzweg av^, so lautet die er-

haltene Formel

:

(0.) J„ w„ = 2; %Vis^.

Soll also die in dem Ringe A entstehende Stromstärke J„ ermitteU,

werden, so handelt es sich um die Berechnung der hier auf der rech-

ten Seite befindlichen Summe E ^^ Ds^.

um die Vorstellungen zu fixiren, mag angenommen werden, ausser

dem betrachteten Ringe A seien noch beliebig viele andere Körper
B, C, D, . . . vorhanden, jeder von beliebiger Gestalt und Grösse,

und im Innern eines jeden dieser Körper B, C, D, . . . fanden irgend

welche elektrischen Vorgänge statt ; auch seien der Ring A und die

Körper B, C, B, . . . nicht etwa fest aufgestellt, sondern begriffen in

irgend welchen Bewegungen. Jene im Ringe A, im Puncte m,, (d. i,

in einem Puncte des Elementes Ds,)) vorhandene elektromotorische

Kraft !>„ wird alsdann herstammen theils von den in A, B, C, B, . . ,

augenblicklich vorhandenen elektrischen Ladungen, theils auch von
den augenblicklich in A,B,C,B,.... vorhandenen elektrischen Strö-
mungen; sie wird also eine Summe zweier Kräfte sein, von denen
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die eine elektrostatischen, die andere elektrodynamischen*) Ur-

sprungs ist. Die erstere, die Kraft elektrostatischen Ursprungs

lässt sich sofort angehen; sie besitzt den Werth:

wo das elektrostatische Potential des Complexes A, B, C, IJ, . . . .

in Bezug auf den Punct w,, bezeichnet, d. i. in Bezug auf eine in

diesem Punet zudenkende elektrische Masseneinheit**). Die letztere

hingegen, die Kraft elektrodynamischen Ursprunges ist uns vor-

läufig noch völlig unbekannt; sie sei bezeichnet mit

(7.b) (SV

Alsdann wird

:

so dass also die Formel (G.) sich so darstellen lilsst:

(8.) JoWo = - 2-^ |-^ ß^o + 2.^ %, Dso,

oder, weil das erste Glied rechter Hand verschwindet***), auch so:

(9.) '/(.Wo = 2: (foD§„.

Durch Zusammenstellung von (G.) und (9.) folgt

:

(10.5) J"oWo = 2: %^, Ds„ = 2; Cv« D.s,„

oder was dasselbe ist

:

(10.7?) J„w„ dt = {Z ^^io D5o) dt = (2; Cv„ 1)5„) r/;^,

wo der hinzugefügte Factor dt dasjenige Zeitelement vorstellen soll,

auf welches die Formeln sich beziehen.

*) Man vergl. die früher (pag. 10, 11) festgestellte Nonienclatur.

**) Bezeichnet nämlich O das eben genannte Potential , und sind rot i)o) Sa die

Coordinateu des Functes w«, so werden (vergl. pag. 2G) die rechtwinkhgen Com-

ponenten der in mo vorhandenen elektromotorischen Kraft elektrostatischen

Ursprungs die Werthe besitzen :

_ao _d^ _^ .

Folglich wird die bei der Berechnung von ?Po in Betracht kommende, nämlich der

Riclituug I)>Sy entsprechende Componente jener Kraft den Werth besitzen:

— -iT— \ w. z. z. w.
3 So'

***) Vorausgesetzt war nämlich, dass der betrachtete Ring A aus homogenem
Mfetalle besteht. Demgemäss wird das Potential <t> längs des ganzen Ringes

stetig sein; und folglich das über den Ring hinerstreckte Integral

in der That gleich Null sein.

7*
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Durch diese Formeln (10.^,>;) ist die Ermittelung der im
Ringe A entstehenden Stromstürke J^ zurückgeführt auf

die Berechnung der rechts befindlichen Summen.

Bevor wir auf die Bestimmung dieser Summen uns einlassen

können, bedarf es zuvor einiger Bemerkungen über rein äusserliche

Dinge, nämlich über die üblich gewordene Bezeichnungsweise.

Die von uns eingeführten Grössen

(11.1) %i, und (v„

repräsentiren diejenige elektromotorische Kraft, welche in irgend einem

Puncte m„ des Ringes Ä, und zwar in der Richtung des Ringes, her-

vorgebracht wird von allen vorhandenen Körpern A, B, C , D , . . . .

zusammengenommen 5 wobei hinzuzufügen, dass '^^^ den ganzen Werth

der genannten Kraft, hingegen Cv,, nur denjenigen Theil der Kraft

repräsentirt, welcher elektrodynamischen Ursprunges ist. — Da-

neben pflegt man nun die Producte

(11.1?) %dt und (y^dt

zu bezeichnen als diejenige elektromotorische Kraft, welche in dem

genannten Punct und in der genannten Richtung von den Körpern

A, i>, 6', D, . . . . hervorgebracht wird während des Zeitelementes

dt] wiederum mit dem Unterschiede, dass '^„ dt den ganzen Werth

dieser Kraft, @„ dt hingegen nur den elektrodynamischen Bestand-

theil derselben angiebt*).

*) Bewegt sich ein ponderabler Massenpunct WI in der Riclitiing der x-k\e

unter der P^inwirkung einer gegebenen Kraft A', so gilt bekanntlich die J)ifferen-

tialglfeichung

wofür auch geschrieben werden kann :

Das Product Xdt drückt also, wie diese Gleichung zeigt, denjenigen Zuwachs aus,

welchen die mit M multiplicirte Geschwindigkeit des Punctes erfährt während

der Zeit dt. Demgemäss würde man berechtigt sein, dieses Product Xdt zu be-

zeichnen als die auf den Punct M während der Zeit dt ausgeübte Kraft;

gleichzeitig würde alsdann X selber etwa zu interpretiren sein als die während
der Zeiteinheit ausgeübte Kraft.

Eine derartige Bezeichnungsweise, nicht gerade üblich im Bereich der p en-

de ro motorischen Kräfte, empfiehlt sich als besonders zweckmässig bei Betrach-

tung elektromotorischer Kräfte, und stimmt z. B. auch vollständig überein mit

der von meinem Vater angewandten Ausdrucksweise. JJiese I3ezeichnungsweise

aber ist. es, welche oben, mit Bezug auf die Producte (ll.r;), eingeführt wurde.
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Was ferner die in {10. ^,t]) enthaltene Summe

(12.^) 2;^^5„Ds„ oder 2: (^\ Ds«

betrifft, so pHegt man dieselbe zu bezeichnen als die Summe der-
jenigen elektromotorischen Kräfte, welche im ganzen
Kinge^.4 hervorgebracht werden durch die Einwirkung des
Complexes A,B,C, B, . . . . Diese Ausdrucksweise empfiehlt sich

durch ihre Kürze, leidet aber an einer gewissen üngenauigkeit. Denn
strenge genommen würde man zu sagen haben : die Summe sämmt-
licher Bogenelemente des Ringes A, jedes multiplieirt mit der in

ihm vorhandenen und in seiner Richtung gerechneten elektromotori-

schen Kraft. — Ausserdem endlich pflegt man das Product

{\2.ri) {U % Bs,) dt oder {U (v,, Bs,) dt

zu bezeichnen als die Summe derjenigen elektromotorischen
Kräfte, welche im ganzen Ringe Ä durch Einwirkung des
Complexes A, B, C, D, . , . hervorgebracht werden während
des Zeitelemeiites dt. — Selbstverständlich findet zwischen den mit

% und zwischen den mit®,, behafteten Ausdrücken (12. ^,r]) wiederum
der schon erwähnte Unterschied statt; die erstem repräsentiren die

ganzen Werthe der in Rede stehenden Summen, die letztern hin-

gegen nur die elektrodynamischen Bestandtheile derselben.

Die vom Complexe A, B, C, D, . . . . in einem Puncte des Ele-

mentes Dsq in der Richtung dieses Elementes hervorgebrachte elektro-

motorische Kraft eldy, Us % kann offenbar, entsprechend den einzel-

nen Körpern A, B, C, D, ... in ebenso viele einzelne Theile zerlegt

werden

:

(13-) (5o = ^<i' + %' + ©0^ + ®o" +
und hiedurch ergeben sich analoge Zerlegungen für die in (12.^, r])

angegebenen Summen. So wird z. B,

(14.) (2; (i-oDso)fZ^= (2; ^,-'Ds,)dt-{-(U (^,'^Ds,)dt-^ {U ©„^^Dsjrf^

+ (2.^e/^Ds,)r?^+

In dieser Formel (14.) werden alsdann die Glieder der rechten Seite

zu bezeichnen sein als die Summen derjenigen elektromotorischen

Kräfte eldy. Us, welche im Ringe A während der Zeit dt hervorge-

rufen werden respective von A selber, von B, von C, von B, u. s. w.

Von der Berechnung dieser auf der rechten Seite von (14.) be-

findlichen Summen soll der folgende § handeln, allerdings nur unter

der Voraussetzung, dass, ebenso wie A, ebenso auch B, C, D, . . .

lauter Drahtringe sind.
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§. 17. Das von F. Nciiniaun für die elcktromotorisclicii Kräfte eldy. Us
aufgestellte Intcgralgcsetz.

Um für die elektromotorischen Kräfte eldy. Us eine möglichst

sichere Grundlage zu gewinnen, bedienen wir uns eines bestimmten all-

gemeinen Princips, welches ausgezeichnet sein dürfte durch seine

Einfachheit, sowie auch durch den, in Folge ex^jerimenteller Prüfung,

ihm zu Theil gewordenen hohen Grad von Zuverlässigkeit. Dieses

von meinem Vater aufgestellte allgemeine Princip bezieht sich

(vergl. den Schluss des vorhergehenden §) auf die Summe derjenigen

elektromotorischen Kräfte, welche zwei elektrische Stromringe in einan-

der hervorrufen , und kann in folgender Weise *) ausgesprochen

werden :

(15.).... Sind zwei von elektrischen Strömen J^ und
t/j durchflossene Drahtrihge Ä und B in irgend welchen
Bewegungen begriffen, kann ferner angenommen werden,
dass jene Ströme während dieser Bewegungen fortwährend
gleichförmig bleiben, und bezeichnet man endlich das

elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan-

der mit JqJiQ, so wird die Summe derj enigen elektromoto-

*) F. Neumann: Ueber ein allgemeines Princip der mathematischen Theorie

inducirter elektrischer Ströme (vorgelesen in der Berliner Ak. d. Wiss. am 9. Au-

gnst 1847).

Bei dieser Gelegenheit mag bemerkt werden, dass die Grösse s [von welcher

sogleich, nämlich in (15.), die Rede sein wird] nach der Ansicht meines Vaters

nicht unbedingt als eine Constante betrachtet werden darf. Diese Ansicht ist

ausgesprochen in folgenden Worten:

„Was die Constante s betrifft, so haben Farad ay und Lenz gezeigt, dass

„sie unabhängig von der Beschaffenheit des Leiters ist; ihr numerischer Werth

„hängt also nur von den Einheiten der Länge, der Zeit und der Stromstärke ab.

„Indessen giebt es Inductionserscheinungen, welche nur durch die Annahme er-

„klärt werden zu können scheinen, dass eine momentan wirkende Ursache die

„elektromotorische Kraft nicht bloss momentan inducirt, sondern während einer

„gewissen wenn auch äusserst kurzen Zeit; wonach also f nicht constant, son-

„dern eine Function der Zeit ist, die aber verschwindet, wenn ihr Argument

„nicht sehr klein ist. Ich werde diesen Umstand später weiter auseinandersetzen,

„wenn ich die hier für lineare Induction zu entwickelnden Principien auf die

„in bewegten Flächen und Körpern inducirten Ströme ausdehnen werde, wo
,,sein Einfluss vorzugsweise bemerklich wird, wie dies die Theorie der Arago-
„schen Scheibe zeigen wird. Hier will ich nur bemerken, dass diese nicht mo-

„mentane Induction bei Drähten ohne erheblichen Einfluss auf die Summe der

„elektromotorischen Kräfte ist, die während einer gewissen Zeit erregt

„werden, und ohne allen £]influss, wenn die inducirende Ursache am Anfange

„und Ende dieser Zeit denselben Werth hat, z. B. wenn sie periodisch wirkt."

Vergl. F. Neumann: Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen

Ströme (vorgelesen in der Berl. Ak. d. Wss. am 27. October 1845), daselbst zu

Ende des §. 1.
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rischen Kräfte eldy. Us, welche B in A während eines ge-
gebenen Zeitelementes dt hervorbringt, gleich sein dem der
Zeit dt entsjjrechenden Zuwachs des Productes sJ^Q, wo £

eine gewisse Constante, die sogenannte Inductionscon-
stante vorstellt.

Dieses Integralgesetz [so können wir das Princij) seinem In-

halte *) nach nennen] bietet oöenbar noch keine Mittel dar zur Auf-

findung des jenen Kräften entsprechenden Elementar gesetzes. Aller-

dings sind von meinem Vater über das Elementargesetz ebenfalls

gewisse Angaben gemacht worden, jedoch nur in sehr reservirter

Weise. So wird z. B. an einer Stelle **) ausdrücklich gesagt, die von

einem Elemente in einem andern inducirte elektromotorische Kraft be-

sitze einen geAvissen daselbst näher angegebenen Werth, insofern
die Elemente geschlossenen Umgängen angehören; auch werden

an dortiger Stelle für jene elektromotorische Kraft zwei verschie-
dene Werthe angegeben, zwischen denen man, weil eben ge-
schlossene Umgänge vorausgesetzt sind, die Wahl hat. Es handelt

sich also an der genannten Stelle nicht um die Aufstellung des

wirklichen Elementargesetzes, sondern nur um die Eruirung eines

seiner Anwendbarkeit nach auf mehr oder weniger specielle Fälle

beschränkten scheinbaren Elementargesetzes.

Abstrahiren wir also, wie solches vorläufig, und zwar absichtlich,

überall geschehen ist, von der höher stehenden Weber 'sehen Theorie,

so wird das wirkliche Elementargesetz der in Rede stehenden Kräfte

vorläufig als ein noch völlig unbekanntes zu bezeichnen sein.

In der Eruirung dieses Elementargesetzes' wird unsere Hauptauf-

gabe bestehen. Zunächst indessen bedarf es einer gewissen vorläufigen

Untersuchung, um näheren Aufschluss zu erhalten über den Werth
der Inductionsconstanten e.

Das in (15.) angegebene Integralgesetz findet seinen Ausdruck

diucli die Formel:

(16.) (2.; %,''i}s,;)dt=^Ed{j,Q),

*) Jenes Princip ist ein Integralgesetz zu nennen, weil es sich bezieht auf

gewisse Summen von elektromotorischen Kräften. Dem gegenüber wird unter

einem Elementargesetz dasjenige zu verstehen sein, welches Auskunft giebt

über die einzelnen Kräfte, also z. B. Auskunft giebt über diejenige elektromo-

torische Kraft, welche in irgend einem Puncto eines gegebenen Conductors her-

vorgebracht wird durch ein einzelnes elektrisches Stromelement.

**) F. Neumann: Ueber ein allgem. Princip der math. Th. der inducirten

elektrischen Ströme ; daselbst dritte Seite des §. 4.

\
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wo (5,,^, ebenso wie in (lo.), (14.), diejenige elektromotorische Kraft

eldy. Us repräsentirt, welche in irgend einem Punkte des zu Ä ge-

hörigen Elementes Ds,), und zwar in der Richtung dieses Elementes,

hervorgebracht wird vom Ringe B.

Die Kraft £"„'' kann, entsprechend den einzelnen Elementen Dsj

des Ringes jÖ, in ebensoviele einzelne Theile zerlegt werden:

so dass also ©^^ diejenige elektromotorische Kraft eldy. üs vorstellt,

welche in einem Puncte vonD6„, und zwar in der Richtung von D6„,

hervorgebracht wird .durch das einzelne Element Ds, . Durch Substi-

tution von (17.) gewinnt das |ntegralgesetz (16.) folgende Gestalt:

(18.) (2.;zV (5:/Ds,)dt=8d{J,Q).

Selbstverständlich sind hier überall unter 2^,, und 2J^ zwei Sum-
mationen zu verstehen, von denen die eine sich hinerstreckt über alle

Ds„ des Ringes Ä, die andere über alle Ds, des Ringes B.

Um nun Näheres zu ermitteln in Betreff der Inductionsconstan-

ten £, wollen wir uns die beiden Ringe Ä, B in beliebigen Bewegungen
begriffen denken, während gleichzeitig die in ihnen enthaltenen, als

gleichförmig vorausgesetzten Ströme J,,,/, in irgend welchen uns un-

bekannten Veränderungen begriffen sind; und unsere Aufmerksamkeit

richten auf diejenigen Quantitäten lebendiger Kraft und Wärme, welche

in diesen Ringen entstehen während eines gegebenen Zeitelementes df.

Versteht man unter a, ß', . . . und ß ,
ß', . . . diejenigen Parameter,

durch welche die räumlichen Lagen der Ringe A und B in jedem

Augenblick sich bestimmen, ferner unter da, da, . . . und dß, dß', . . .

die Zuwüchse dieser Parameter während des gegebenen Zeitelementes

dt, endlich [wie schon in. (15.) festgesetzt wurde] unter J()Jif^> das

elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinander, so wird

dasjenige Quantum lebendiger Kraft, welches im Ringe yi während

der Zeit dt vom Ringe B durch Kräfte elektrodynamischen Ur-

sprungs hervorgerufen wird, den Werth haben:

mVU,... = - (^^^-« rf« + "

("ll'
« da' +...),

wie solches aus früheren Betrachtungen [pag. 53, form. (52. a, b, c, d)]

unmittelbar folgt. Hiefür kann einfacher geschrieben werden :

(19.a) {dlYUay.vs = - Jo^i {Pi
da + || da -f • • •) ;

und ebenso ergiebt sich: •

(19. b) (./TyOeiay.u. = - J,J, (^1 dß + II
dß' +••••)•
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Endlicli folgt durch Addition von (ll).a,b):

(li).c) a/T^« + (/IV'jeldy. US = - J,Jl (IQ,

wo (IQ den totalen Zuwachs von Q, d. i. denjenigen Zuwachs vorstellt,

welchen Q während der Zeit dt in Wirklichkeit erleidet.

Andererseits sei bemerkt, dass [zufolge früherer Betrachtungen,

pag. 15] die in irgend einem Element Ds„ des Ringes Ä während der

Zeit dt sich entwickelnde Wärmemenge d Q^^ den Werth hat

:

(20.) dQ, = Ds,X^,Jn-<^t,

wo
'^^o

die in den Puncten des Elementes vorhandene elektromoto-

rische Kraft vorstellt, dieselbe gerechnet in der Richtung des Ele-

mentes.

Diese Kraft '^»^ kann in mannigfaltiger Weise zerlegt werden;

wodurch jedesmal die Wärmemenge dQ^^ in ebensoviele correspondirende

Theile zerfällt (vergl. pag. 16).

Bezeichnet man also mit

äQ,'

denjenigen Theil des (Quantums dQ,^, welcher hervorgebracht wird

durch die Einwirkung eines speciellen Elementes l)s^ des Ringes 7>;

und bezeichnet man weiter mit

((^^o')eiay. US

denjenigen Theil des Quantums dQ^,\ welcher seine Entstehung ver-

dankt den Kräften elektrodynamischen Ursprungs, so erhält man:

(21.) dQ,^^Bs,%^J,.dt,
(22.) (dQ,'),iij.v. = Dso (?•„• J, . dt,

wo '^^„' denjenigen Theil von
^l^,,

vorstellt, welcher speciell herrührt

vom Elemente Ds,, und iy„' denjenigen Theil von ^y^^^ repräsentirt,

welcher elektrodynamischen Ursprunges ist. Aus dieser Definition

der Kraft (5„' folgt übrigens sofort, dass dieselbe identisch ist mit der

schon in (17.), (18.) enthaltenen.

Summirt man das W^ärmequantum (22.) über alle Dsy des Ringes

A und alle Ds, des Ringes B, so erhält man offenbar diejenige

Wärmemenge, welche im ganzen Ringe Ä während der Zeit dt vom
ganzen Ringe B, und zwar durch Kräfte elektrodynamischen
Ursprungs, hervorgebracht wird. Bezeichnet man also diese letztere

Wärmemenge mit {dQA")eidy.Vfi, so wird:

(23.) (d QA'%uiy. US = (2.; 2:, D s, (S-o •) Jn dt.

Hieraus aber folgt mit Rücksicht auf (18.) sofort:

(24. a)
[

{d QA'%uy. u. - Jo ä (^, Q) 5
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und in analoger Weise wird offenbar sich ergeben die parallel stehende

Formel

:

(24. b) -i {d Qß^Uiy. US = J^ d (J„ Q).

Durch Addition von (24. a, b) folgt

:

(24. c) 1 {d(l,'^ + dQa%iäy. üs = J"o d (J, Q) + J, d (J, Q),

= d{J,J,Q) -^J^^J^dQ.

Fasst man nun endlich die beiden P'ormeln (I9.c) und (24. c)

durch Addition zusammen, so erhält man:

(25.) {dTJ^ + dTjj^Uy. V. + y (dQA'^ + dQj^^Uy. US = dP^,,

wo Pab den Ausdruck «/dJ^, Q , d. i. das elektrodynamische Potential

der beiden Ringe Ä, B aufeinander vorstellt. Aus dieser Formel (25.)

ergeben sich, durch Anwendung einer früher (pag. 31, 32) exponirten

Methode , sofort folgende weiteren Formeln

:

(26.) {d TA'^Uy. US + y (d (>.4^)eldy. Us = y ^ PaA = d Pj
,

(27.) (rfT^^)eldy. US + Y {dQB%läy. Vs = ~ d Pßs =- dPu,

WO Pa = -^ Paa das elektrodynamische Potential des Ringes A auf

sich selber, ebenso P^ = -^ Pß/i dasjenige des Ringes B auf sich

selber vorstellt.

Schliesslich gelangt man durch Addition von (25.), {^6.), (27.) zu

einer Formel

:

(28.) (c?T)eidy. US + y {dQ)My.m = d (Pas + Pa + Pb),

in welcher linker Hand diejenigen Quanta von lebendiger Kraft und

Wärme sich vorlinden, die während der Zeit dt und in Folge der

Kräfte eldy. Us sich entwickeln in dem ganzen von uns betrachteten

System, d. i. in beiden Ringen A und B zusammengenommen. Zu-

gleich sei bemerkt, dass der auf der rechten Seite dieser Formel vor-

handene Ausdruck

(29.) Pab -^ Pa + Pb

offenbar nichts Anderes ist, als das elektrodynamische Potential
des Systems A, B auf sich selber.

Denken wir uns nun das System A, B, etwa abgesehen von irgend

welchen äusseren (an Fäden wirkenden) Zugkräften, sich selber

überlassen, und seine Temperatur (durch von Augenblick zu Augen-
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blick stattfindende Wännoableitungen) constant erhalten, so niuss zu-

folge eines früher erhaltenen Satzes (pag. 33) die Quantität

ein vollständiges Differential sein. Wird diese Thatsache zu-

sammengehalten mit der gleichzeitig geltenden Formel (28.), so ergiebt

sich mit einer an Gewissheit streifenden Wahrscheinlichkeit, dass die

Constante e gleich Eins ist. Denn wäre s von Eins verschieden, so

würden zwei vollständige Differentiale vorhanden sein, der Ausdruck

(28.) und der Ausdruck (30.); woraus folgen würde, dass auch (f?T)eidy. us

ein vollständiges Differential ist, ebenso (^^)eidy us- Solches aber

wäre im höchsten Grade unwahrscheinlich.

Wir können also setzen *)

(31.) a=L
Hierdurch aber gewinnt die Formel (18.), durch welche das von meinem
Vater aufgestellte Integralgesetz sich ausdrückte, die Gestalt:

(32.) {U,2J, (&,^Ds,)dt = d{J,Q)',

sodass also jenes Gesetz fortan in folgender Weise ausgesprochen wer-

den kann:

(33.) .... Sind zwei von elektrischen Strömen J"„ und
c/i durchflossene Drahtringe A und B in irgend welcher
Bewegung begriffen, kann ferner angenommen werden,
dass jene Ströme während dieser Bewegung fortwährend
gleichförmig bleiben, und bezeichnet man endlich das

elektrodynamische Potential der beiden Ringe aufeinan-
der mit J()JiQ, so wird die Summe derjenigen elektromoto-
rischen Kräfte eldy. Us, welche i> in A während eines ge-

gebenen Zeitelementes dt hervorbringt, immer gleich sein

demjenigen Zuwachs, welchen das Product JiQ Avährend
dieses Zeitelementes dt erfährt.

Mit Rücksicht auf (31.) nimmt ferner die Formel (2S.) folgende

Gestalt an:

(34.) {dT+d QU^y. US = d {Pa + Ph + Pah)
;

und hieraus erkennen wir, dass die früher (pag. 21) von uns mi^ ':^c

bezeichnete Function im vorliegenden Falle den Werth hat:

(35.) (- 1) (P
, + n + Pab).

*) Selbstverständlich hat dieser Zahlenwerth e = 1 nur darni einen Hinn, wcmi
man diejenige Bcbtimmung im Auge behält, welche früher (pag. 6) in Betreu' der

verschiedenen Maasseinheiten getroffen worden ist.
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Mit anilern Worten: Wir erkennen, dass dieser Ausdruck (o5.) das

elektrodynamische Postulat repräsentirt für ein System von zwei

gleichförmigen Stromringen.

§. 18. Fortset/unjf. — Ainvoiuluiig: des F. Ncumaiiu'sclieu Iiitcgralgesctzes

auf gewisse einfaelio Fälle.

Zwei Drahtringe Ä und B, von denen jeder homogen ist, betin-

den sich in einer beliebig gegebenen Bewegung. Zu Anfang der Be-

wegung sind in den Ringen irgend welche elektrische Ströme vorhan-

den. Es soll untersucht werden, in welcher Weise diese Ströme J„

und J, sich ändern im weiteren Verlaufe jener Bewegung. Dabei sei

vorausgesetzt, die Bewegung der Ringe sei eine so langsame, dass die

in den Ringen vorhandenen Ströme fortwährend als gleichförmig
angesehen werden können; und ferner vorausgesetzt, dass die in Be-

tracht kommenden elektrischen Kräfte lediglich von den Ringen selber

herrühren, dass also keine äusseren elektrischen Kräfte vorhanden

sind.

Zur Bestimmung von J,, können wir uns sofort einer früher

|(lü.^,j^) auf pag. 99] entwickelten Formel bedienen:

(36.) Jo Wo = 2;o ©oDso,-

wo w„ den Widerstand des Ringes Ä, ferner Ds^) irgend ein Ehuuent

von Ä, und (5„ die in Ds„ vorhandene elektromotorische Kraft eldy. Us
vorstellt, letztere gerechnet in der Richtung Ds,,. Offenbar wird diese

Kraft (5,) herrühren theils von den einzelnen Elementen Ds„ des Ringes

Ä selber, theils von den Elementen D6-, des Ringes B, Somit kann

gesetzt werden

c^"^') ^0 = ^^ ^-o' + ^; %">

wo (So' und (So" diejenigen Theile der Kraft (S,, vorstellen sollen,

welche respective herstammen von zwei speciellen Elementen Ds^ und

Ds«, und die Summationen 2J, und 2^^ respective hinerstreckt sind

über alle Ds, des Ringes B und über alle Ds« des Ringes Ä.

Durch Substitution des Werthes Q)l.) in (36.) folgt:

(38.) Jo w„ = 2J,Z, (So' D5o + 2J, 2J^ (So« D.So

Nun ist aber zufolge des eben besprochenen Integralgesetzes (32.), (33.)

:

(39.) {2J, 2J, (SV D .„) dt = d {J, Q^,) ,

wo der grösseren Deutlichkeit willen Q^^b für Q gesetzt ist, sodass

also Qab das elektrodynamische der beiden Ringe Ä, B aufeinander

vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit. Die Formel (39.) wird gültig
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sein, welche Lage, Gestalt und Stromstärke der Ring B auch besitzen

mag ; sie wird daher gültig bleiben , wenn man an Stelle des gegebenen
Ringes B einem andern Ring Ä nimmt, welcher in Superposition

mit A sich befindet, und seiner Form wie seinem innern Zustande
nach mit A völlig identisch ist. Somit folgt:

(40.) (Z, Za (5-0« D^o) (/t = d (J„ CUr)

,

Hier repräsentirt Q.4.r oder Qj.4 denjenigen Ausdruck, in welchen Q.4n

sich verwandelt durch eine Identificirung von B mit A] so dass also

-^ Q^A das elektrodynamische Potential des Ringes A auf sich selber

vorstellt, bezogen auf die Stromeinheit.

Durch Substitution von (39.), (40.) in die Formel (38.) folgt

:

(41.a) J.v^Jt = d {(l,,.,J, + QahJ,)',

und ebenso ergiebt sich offenbar die parallel stehende Formel

:

(41.^) ,/, w, dt = d {QjuJ, + QhhJ,),

wo Wj den Widerstand des Ringes B, ferner — Q^n das elektrodyna-

namische Potential des Ringes B auf sich selber bezeichnet, bezogen

auf die Stromeinheit, und endlich Qit,t = Qjh ist.

Befinden sich die beiden Ringe, ihrer Gestalt und Lage nach, in

gegebener Bewegung, so sind die Potentiale Q^u, ,-> Q.^^, cy Qua

gegebene Functionen der Zeit; so dass man also in diesem
Fall die Stromstärken J^, J", als Functionen der Zeit zu

bestimmen im Stande sein wird durch Integration der

beiden Differentialgleichungen (4].a,/3).

Wir beschränken uns bei der weiteren Betrachtung dieser Glei-

chungen auf den Fall, dass die Ringe congruent, aus gleichem
Metall verfertigt und von starrer Gestalt sind. Dann kann gesetzt

werden :

Wo = w, = w,

(42.) Qaa = Qbb = q,

Qab=Q,
Vfo w, q gegebene Constanten vorstellen, und Q eine gegebene Function

der Zeit. Jene Gleichungen nehmen daher in diesem Falle die Ge-

stalt an :

/40-. ' Jowdt = d{qJ\^-\- QJ^),
^ ^ J^wdt=^d{QJ,-\-qJ^),

und können folglich auch so dargestellt werden :
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^ '^ J.y^dt - J^dQ = QdJ,-\-qdJ^.

Diese Formeln führen zu einer beachtenswerthen Folgerung.

Nehmen wir nämlich an, dass die Werthe von -/„ und J, einan-

der gleich sind zu Anfang des Zeitelementes dt, so sind die linken

Seiten der beiden Formeln unter einander identisch, die rechten also

ebenfalls einander gleich; hieraus aber folgt sofort:

(45.) {Q-q)dJ, = {Q-q)dJ,,

d. i.

(46.) dJ, = dJ,.

Aus der gemachten Annahme, J^^ und J^ wären einander gleich zu

Anfang des Zeitelementes dt, folgt also, dass sie einander gleich

sind auch zu Ende des Zeitelementes. Somit gelangen wir zu folgen-

dem (bisher wohl noch nicht bemerktem) Satze :

Findet zwischen den Stromstärken J„ und J, , die in

zwei einander congruenten, aus demselben Metall be-

stehenden starren Ringen vorhanden sind, in irgendeinem
Augenblick die Relation statt J^ = J^, so wird diese Re-
lation J^^ = J^ auch fortbestehen bei einer beliebigen Be-

wegung der beiden Ringe. — Dabei ist vorausgesetzt, die Be-

wegung sei eine so langsame, dass die Ströme immer als gleich-

förmig angesehen werden dürfen, und ferner vorausgesetzt, dass

keine äusseren elektromotorischen Kräfte influiren.

Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Werth von J,,, Jy kurz-

weg mit J , so ergiebt sich, aus (44.) für dieses J die Differential-

gleichung :

(47.) J{yfdt-dQ) = {q+ Q) dJ,

woraus folgt:

(48.) logJ= j^-^-p^--

Für den idealen Fall, dass die Leitungsfähigkeit = oo, mithin der

Widerstand w == ist, würde hieraus folgen :

(49.) log J = - lg (g + (>) H- log 0,

d. i.

(50.) ''-ih'
wo C eine Constante vorstellt.

Beiläufige Bemerkung. Aus den Gleichungen (41,a,/3) ist

unmittelbar ersichtlich, dass für den Fall eines einzigen Stromringes

die Formel sich ergeben wird :



Jwdt =



112 Die elektromotorischen Kräfte eldy. Ursprungs für

länge ist; irgend ein Element dieses Drahtes sei bezeichnet mit Ds^
Ausserdem sei gegeben ein ponderabler Körper Ä von beliebiger Gestalt

und Grösse. Jenes Element D^, und der Körper A seien begriffen in

irgend welchen Bewegungen. — Es soll ermittelt werden diejenige

elektromotorische Kraft eldy. Us, welche das Stromelement Dsj wäh-

rend eines gegebenen Zeitelementes dt hervorbringt in irgend einem

Puncte des Körpers.

Bei Lösung dieser Aufgabe mögen folgende Hypothesen zu Grunde

gelegt werden.

(1.).... Erste Hypothese. Die elektromotorische Kraft
eldy.Us, welche in irgend einem Puncte des Körpers während
der Zeit dt hervorgebracht wird von dem gegebenen Strom-
elemente Ds, , ist proportional mit der Länge Ds^ des Ele-

mentes, sonst aber nur noch abhängig von seiner Strom-

stärke und von seiner relativen Lage, sowie von denjenigen
Aenderungen, welche diese beiderlei Dinge (nämlich Strom-
stärke und relative Lage) erleiden währeüd der Zeit dt.

Sie ist Null, falls solche Aenderungen nicht stattfinden*).

(2.) .... Zweite Hypothese. Sie ist, wenn man die Strom-
stärke jenes Elementes D6\ mit ?/,, und die Aenderung von
J^ während der Zeit dt mit dJ^ bezeichnet, zerlegbar in

zwei Kräfte, von denen die eine proportional mit </, , die

andere proportional mit dJ^ ist. Mit andern Worten: Ihre

rechtwinkligen Componenten sind homogene lineare Func-
tionen von e7, und dJ^.

(3.) .... Dritte Hypothese. Denkt man sich das Strom-
element e7|Dsj zerlegt in drei rechtwinklige Componenten
f/jDiCj, t/jD^j, JjD^i, welche, mit dem Elemente starr ver-

bunden, an seiner Bewegung Theil nehmen, so ist die elek-

tromotorische Wirkung von .7,D5| identisch mit der elek-

*) Befinden sich das gegebene Stromelement Dsi und der gegebene Körper

— er mag A genannt werden — in beliebigen Bewegungen, so werden sie ausser

ihrer relativen Bewegung noch irgendwelche gemeinschaftliche absolute

Bewegung besitzen. Diese letztere kann keinen Einfluss haben auf die von Dsj

in A hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte. Denn sonst würden solche

Kräfte auch dann entstehen müssen, wenn beide, Ds, und^, fest verbunden ge-

dacht mit unserer Erde, an der Bewegung derselben Theil nehmen. — Die von

Ds, in einem Puncte des Körpers A hervorgebrachte elektromotorische Kraft

kann also in der That nur abhängig sein von der relativen Bewegung, oder

(was dasselbe) nur abhängig sein von der Veränderung der relativen Lage.

Man findet diese Schlussfolgerung in der Abhandlung meines Vaters: Die

allgem. Gesetze der inducirten elektrischen Ströme, 27. Octob., 1845; daselbst zu

Anfang des §. 4.
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tromotorischen Gesammtvvirku ng von J^Dx^., J^Dy^, JjD^,,

vorausgesetzt, dass nicht nur e7, selber, sondern auch r? j,
für alle vier Elemente einerlei Werth hat.

(4.).... Vierte Hypothese. Es wird angenommen, dass
das von meinem Vater für zwei Stromringe aufgestellte
Integralgesetz (pag. 107)

:

dt . ZE (6-,' Ds,0 = d {J, Q)
•

immer gültig ist, sobald die Ringe ohne Gleitstellen, und
die in ihnen vorhandenen Strome gleichförmig sind*).

Dass die letzte Hypothese (nämlich die Annahme des von meinem
Vater aufgestellten Integralgesetzes) zur Bewältigung der vorgeleg-

ten Aufgabe (d. i. zur Auffindung des entsprechenden Elementar-
gesetzes) unzureichend ist, erkennt man leicht. Hat inan aber aner-

kannt, dass die Hinzunahme irgend welcher anderer Hypothesen eine

Sache der Nothwendigkeit ist, so dürften sich die hier hinzugezogenen

Hypothesen (1.), (2.), (3.) einigermassen empfehlen durch ihre Einfach-

heit, ferner durch die Analogie, in welcher sie zu den von Ampere
über die pond er o motorischen Kräfte eldy. Us gemachten Hypothesen

stehen, endlich auch durch den Umstand, dass sie von den meisten

Physikern (wqjjn auch vielleicht nur stillschweigend) bereits anerkannt

zu sein scheinen.

Der gewöhnlichen Nomenclatur Folge leistend wird das gegebene

Stromelement Ds, die inducirende Ursache, andererseits der ge-

gebene Körper das inducirte Object zu nennen sein. Mit Bezug
auf irgend ein rechtwinkliges Axensystem (v, 1), 5), welches mit
diesem Körper in starrer Verbindung steht, mögen folgende

Bezeichnungen eingeführt werden

:

(ö.) tn irgend ein Punct im Innern des Körpers;

r die Entfernung dieses Punctes m vom gegebenen Stromele-

ment e/iDs,

;

U, 35, äi^ die Richtungscosinus von r, gerechnet von Ds,

I
nach m]

*) Wenn dieses Integralgesetz (oder allgemeine Princip) hier nicht in seinem

ganzen Umfange von mir benutzt wird, so geschieht solches absichtlich, näm-
lich um die Sicherheit der Grundlagen zu erhöhen. Denn es dürfte wohl
keinem Zweifel unterliegen, dass jenes Gesetz ein höheres Zutrauen verdient für

Ringe ohne Gleitstellen, als für solche Kingo, d'o mit Gleitstollon behaftet
sind.

Nenmann, die elektrischen Kräfte, 8



114 r)if elektromotorischen Krüfte eldy. Uisin-nngs für

''K, 33, (i die Richtungscosinus irgend avelcher Linie, die, im

Innern des Körpers markirt, im Punkte m ihren Ausgangs-

punkt hat;

51,, 33], 6] die Richtungscosinus des Elementes </, Ds,

;

didt, T)dt, ^<U die rechtwinkligen Componenten derjenigen

elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche vom Stromele-

ment J, Dsj während der Zeit dt hervorgebracht wird im

Puncte w;

{§-dt die Componente der eben genannten Kraft nach der mit

dem Körper starr verbundenen Richtung '5t, 23, 6.

Zufolge der Hypothese (1.) werden die Componenten Xdt, ^^)dt, ^dt
proportional sein mitDs, , sonst aber nur noch abhängen können von

(6.) r,U,^^aö,3l,,23,,6,, J,,

sowie von denjenigen Aenderungen

(7.) dr, d\\, d)S, dm, d%,, d^,, r/ß,, dJ,,

welche diese Grössen erfahren während der Zeit dt. Somit wird also

z, B. die Componente- Hdt sich darstellen lassen durch :

(8.) ^dt = Ds, . /-(r, dr, U, dXl, . . ., ?(,, d%y, . . ., J„ dJ,),

wo /"eine unbekannte Function jener sechzehn Argumente (6.), (7.)

vorstellt. Hieraus folgt durch Entwickelung nach de# Argumenten

(7.) sofort:

3^^/^ = Dsj [c -f a dr + (eVni -f e"d^ + e"'(^3iÖ)

+ {f'd%, + f'ä^, + f'd^,) + GdJ\],

wo die Coefficienten c,d, c', e", c", f, /"', /"", G nur noch Functionen

der acht Argumente (6.). sind. Nach der Hypothese (1.) muss y,di

verschwinden, sobald die Aenderungen (7.) sämmtlich Null sind; folg-

lich ist der Coeflicient c gleich Null; sodass sich also ergiebt:

^dt = Dsy [ddr + {edW -f- e" r/3S -f e"dM)
+ {f"d%, -f f"d}&, + f"'d%) + GdJ\\.

Nach der Hypothese (2.) ist ^dt eine homogene lineare

Function von J, und dJ^\ hieraus folgt erstens, dass G unabhängig

ist von J, , ferner, dass die übrigen Coefficienten d, e, e", e", f, f", f"
die Grösse J, als Factor enthalten müssen, im Uebrigen aber ebenfalls

unabhängig von J, sind. Setzt man also :

d = J^B,e=J^E', e" = J^ E", e" = J, E'",

und folglich:

' {%.^)^dt = \)s,.J,lDdr-{-{E'd\\-\-E"d^>-\-E"'dm)

-{-{F'(m^^F'\m,-]-F'''di\;)\+Ds,{dJ,)G,
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SO werden D, E', E", E'", F', E", F'", G nur noch abhängen von den

sieben Argumenten:

(9.b) r, U,^i^, ^^^^l,,33,,(f,-. «

Analoge Ausdrücke resultiren offenbar für die übrigen ('Omponen-

ten, nämlich für 'i)(U, ^df.

Sodann aber ergiebt sich die in (5.) genannte (Komponente i^dt

durch -Anwendung der Formel:

(lO.a) ^dt = ^Udt -{-':8'})dt + 63^7^;

wobei besonders zu betonen ist,

[ dass die Grössen 'X.dt, ''))dt, j:^dt, wie aus (9, a,b) deutlich

(lO.b) i hervorgeht, von 51, 33, ß unabhängig sind, dass mithin (Sdt

[ eine homogene lineare Function von %, S, C^ ist.

Es mag nun gegenwärtig diese Kraft i^dt von einem etwas andern

Standpuncte aus betrachtet werden. Dadurch wird sich für diese Kraft

eine Formel ergeben von etwas anderer Beschaffenheit; und diese

neue Formel soll sodann mit der eben gefundenen (10. a, b) in Ver-

gleich gestellt werden.

. Das gegebene Stromelement JjD.s, und der gegebene Körper

sollten während der Zeit dt in beliebigen Bewegungen begriffen

sein; uiiseren Betrachtungen über die während dieser Zeit in irgend

einem Puncte tn des Körpers hesvorgebrachte elektromotorische Kraft

war zu Grunde gelegt worden ein mit dem Körper starr verbun-
denes Axensystem (r, l), 5). An all' diesen Vorstellungen, sowie an

den eingeführten Bezeichnungen mag festgehalten werden ; nur sei gegen-

wärtig angenommen," der Körper wäre ein Isolator, in diesen Isola-

tor wäre eingeschlossen ein in der Richtung 9(, ä3, Ü durch den Punct

m gehender Metalldrall t, und ein bei m befindliches Element dieses

Drahtes wäre bezeichnet mit Ds. - ^.'
i Ig. 8.

Die vorhin (10.a,b) bespro- ^lYPW
chene Kraft ^dt repräsentirt

alsdann offenbar diejenige elek-

tromotorische Kraft eldy. üs,

welche in einem Puncte des

Drahtelementes Ds, und zwar

in der Richtung dieses Elemen-

tes, während der Zeit dt von

dem gegebenen Stromelement

J,D5i hervorgebracht wird*).

•Von dem Axensystem (r, l), 3) ist in der nebenstehenden Figur nur die r-Axe

gezeichnet. Gleichzeitig ist daselbst durch die zwischen dieser Axe und dem Draht-

eleraent Ds angebrachten Klammern die starre Verbindung angedeutet, welche

zwischeil' Ds und jenem Axensystem stattfindet.
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Setzt man (ebenso wie früher): cos (Ds, i)s^) == E, cos (Ds, r) = 0,

cos (Ds, , r) = 01 , wobei die Richtung r stets gerechnet sein soll im

SinnGfcDsj »->• Ds, so ergiebt sich:

== % U + 33 a^ + (^. ^^

,

(11.) 0, = ?l,U+ä^i35 4-(F.,2S;

E =?19(, + 51^33, + C^'(?,;

und ferner

:

dQ = % d\l+^ ^/ä>4-Ci r/iö,

(12.) <Z0i=(5tir/U+ 3:3,^;354-6if^3B)+ (lUZ^-)l, + ä^(/i^, + 2S(?C5:,),

(IE = 5(r/3l,-f23r/iö,4-(5^(5,

5

denn es ist zu beachten, dass Ds mit dem Axensysteme (x, \), j) in

starrer Verbindung steht, mithin d'^i, d^, diS Null sind.

Die relative Lage des Stromelementes «/, Ds, in Bezug auf das

Drahtelement Ds ist offenbar völlig bestimmt durch Angabe der

vier Grössen r, 0, 0,, E. Zufolge der Hypothese (1.) wird daher jene

von J, Ds, während der Zeit dt in Ds hervorgebrachte elektromoto-

rische Kraft i^dt proportional sein mit Ds, , sonst aber lediglich ab-

hängen können von

(13.) r, 0, 0,, E, J,,

sowie von denjenigen Aenderungen

(14.) (Ir, dQ, dQ^,'dE, dJ\,

welche diese Grössen erfahren während der Zeit dt. Somit folgt:

{ydt = Ds, .F{r, dr, 0, (/0, 0,, (70,, E, (IE, J,, dJ^),

wo F irgend welche Function der beistehenden Argumente vorstellt.

Hieraus ergiebt sich durch Entwickelung nach den Grössen (14.)

sofort

:

{^dt = Ds, . \h + Jidr -f IdQ 4- mdQ^ + ndE -f OJ/,),

wo die Coefficienten h, k, l, m, n, nur noch abhängig sind von

den fünf Argumenten (13.). Nach der Hypothese (1.) verschwindet

ikdt, sobald die Aenderungen (14.) sämmtlich Null sind; somit folgt

Ji = ; und es wird also

:

^dt = Ds^ {Icdr + Ide -f Wf70, + ndE -f OdJ^).

Nach der Hypothese (2.) ist (^dt eine homogene lineare Function

von t7| und rZJ,. Hieraus folgt, dass von J, unabhängig ist, und

dass k,l, tn, n proportional mit «7,, im Uebrigen aber ebenfalls von

Ji unabhängig sind. Somit ergiebt sich:

(15.a) ^dt= T>s,.J, {Kdr-\-L(lQ-^MdQ^-{-NdE)-\-Bs,{dJ,)0,

wo nun gegenwärtig die (Joefficienten K, L, M, N, lediglich ab-

hängen können von den vier Argumenten:

(ir).b) r, 0, 01, E.
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Für ein iiml dieselbe Kraft i&dt haben wir jetzt zweierlei Ans-

drüeke (lO.a) und (15. a). Der erstere ist eine homogene lineare

Function von '^(, 23, (5. Gleiches muss daher auch von dem letztern

gelten. Hieraus aber folgt, weil die während der Zeit dt vor sich

gehenden Aenderungen dr, dQ, dQi, dE völlig willkührlich und von

einander unabhängig sind, augenblicklich, dass Gleiches auch gelten

muss von den einzelnen Gliedern dieses letzteren Ausdrucks, also

gelten muss von den fünf Producten:

Kdr, LdQ, MdQ,, NdE, OdJ,.

Diese Producte lassen sich mit Rücksicht auf (12.) so darstellen:

Kdr =K{r,Q,Q,,E).dr,
LdQ =L {r,Q,Q,,E).{%d\\-\-'i5d)S^^(n<&),

(16.) MdQ, = 31 {r, 0, 0,, E) . [(^^dll H ) + {\ld% -\ )]

,

NdE = N (r, 0, 01, E) . i^d^^ + Ü3(?23, + (if^j),

OdJi =0 (r, 0,0i,E).f?Ji,

Avo, der grösseren Deutlichkeit willen, den Grössen K, L, M, N,

diejenigen Argumente r, 0, 0^, E beigefügt sind, von denen sie ab-

hängen [vergl. (I5.a,b)].

Jeder von diesen Ausdrücken (16.) muss also eine homogene

lineare Function von 'X, 23, 6 sein. Hieraus folgt einerseits, dass

K{r,Q,Q,,E), Jlf(r,0,0,,E), O(r,0, 0,,E)

ebenfalls homogene lineare Functionen von 21, 23, 6, mithin nach (11.)

ebensolche Functionen auch von 0, E sind, ujid andererseits, dass

L(r,0,0,,E), JV(r,0,0„E)

unabhängig von 2(, 23, (^, mithin nach (11.) auch unabhängig von

0, E sind. Es werden also diese K,L,M,N,0 von folgender Form sein:

/i:=0.K (r, 0,) + E.K (r,0,),

L= A(r,0,),

(17.) 3f= 0. M (r, 0,) + E . M (r, 0,),

N = N (r, 0,),

=0.Q (/•,0,) + E.ä (r, 0,),

M 11 K

WO K, K, A, M, M, N, Q, 9. lediglich abhängen von den beigetügten

beiden Argumenten r und 0i.

Um in der Bestimmung von K, L, M, N, O einen Schritt weiter zu

thun, bringen wir jetzt die Hypothese (3.) in Anwendung. An Stelle des

bisher benutzten mit Ds verbundenen Axensystemes (v, l), S)
wird es

hiebei zweckmässig sein, ein anderes Axen System (^, >/, ^) einzu-
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führen, welches in starrer Verbindung*) sich* befindet mit
Fig. 9. dem StroÄieleniente J^ Ds^.

Mit Bezug auf dieses mögen die

Rialitungscosinus von

r (Ds, »-> T>s),

und die Richtungscosinus der Ele-

mente

Ds und D.s^

bezeichnet sein durch u, v, iv,

durch ß, /3, y und durch «,, ^,, y^.

^ >- 1 Alsdann ist

:

Q = au -\- ßv + ytv
,

(18.) 0, =a,M + ^,y + 7,?(;,

E =««, J^ßß^J^ yy^,
nnd folglich:

^0 = [adu -]- ß äv -\- yäw) -\- {uän -^ vdß + wdy)

,

dQ^ == or, du -f- /3j dv -\- fidiv^

(19.) r?E = «I da -\- ß^dß -^ y, dy,

= udu -f- ^'<^^ + ivdiv,

= «rZa -1- ßdß + y^y.

Gleichzeitig sind- alsdann J, «, Da, , <7, /3, Dsj, r7, ;/jDs, die recht-

winkligen Componenten des Stromelementes J^Ds^, entsprechend den

Axen l, 7], g.

Das Stromelement JjDs, erzeugt während der Zeit dt im Ele-

mente Y)s in der Richtung dieses Elementes eine elektromotorische

Kraft {idt, welche dargestellt worden ist durch die Formel (15.):

(20.) (Sdt ^ Dsi \J, {Kdr + LdQ + MdQ, + Nd£) + (r//,) 0\,

wo K, L, M, N, 0, nach (17.), von folgender Gestalt sind:

^ = 0.K (r, 0,)-f-E.K (r, 0,), X=A(r,0,),

(21.) ilf=0.|Vl(r, 0,) + E.M(r, 0,), J\^=N(r, 0,),

-=0.Q (r,0,) + E.S (r,0,).

Jene neuen Stromelemente J, «jDsj, J, /3|D,s, , J^, j^jD-s,, welche

bezeichnet worden sind als die Componenten des gegebenen Stroni-

elementes J, D.s, , werden, jedes für sich allein betrachtet, während

der Zeit dt ebenfalls gewisse elektromotorische Kräfte hervorbringen

im Element Ds; und diese Kräfte, wiederum gemessen nach der Rich-

tung von Ds, mögen benannt werden mit i^^dt, &dt, Q.^dt.

*) Diese starre Vcrljindung ist angedeutet in der l)eistelienden Figur (vergl,

die Note auf pag. 115).
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Dieselben Bedeutungen, welche

(22. a) cCi, ßi, y^, 0, 0,, E für das 8tromeleineut JjDsj

besitzen, haben offenbar

1, 0, 0, 0, II, a für das Stromelement J^n^Ds^,
(22.b) 0, 1, 0, 0, V. ß für das Stromelement J,/3,DcS

0, 0, ], 0^ w, y für das Stromelement J^'y^Ds^.

Mit Rücksicht hierauf ergeben sich aus (20.), für die Kräfte (ü^dt,

&(U, i&^dt folgende Ausdrücke

{tidt = «, Ds, [-/, {K^dr -\- TJdQ+ 3I^du-\-NHlcc) + (r?J,)O^J

,

(23.) &dt= /3, Ds, [J", {K'idr^L'idQ -f Midv + N'idß)+ (f?/i)0'?],

{^^df = y^Ds,\J^{K^dr-i-L^de-\-M^dtv-^N^dy)-\-{dJy)0^];

während gleichzeitig aus (21.) für K^, L^, M^, N^, 0« die Werthe
resultiren

:

K^ = 0.K (r, u) + «.K (r, «), X^ = A (r, w),

(24.) M^ = Q.M(r,u)-^a.fAir,u), N^ = H(r,ti),

0^ ==Q.Q {r,u) + a.Q(r,u)]

analoge Werthe stellen sich heraus für K^i, L"^, Mi, N'i, O'i und für

K'^, L^, MJ^, N^, 0^; dieselben können aus den Werthen (24.) unmittel-

bar abgeleitet werden, indem man u, a einmal mit i;, ß, ein ander-
mal mit tv, y vertauscht, und mögen daher hier nicht weiter hinge-

schrieben werden.

Nach der Hypothese (3.) findet nun die Relation statt:

(25.) . i^dt = (^hU + &dt -f (^.^dt.

welche durch Substitution der Werthe (23.) übergeht in:

^ (W//-n. T f (^^+^^"/5,-fA^^V,)'^^+(^^'«,^t*+^^"/5i^.+i^/^y,^t^)l
.;

v^ai us,.u,
i_^(^2.^.^i+i'/^,-fL^V,)f?0-|-(J\^^^«/?a-fi\^'?^,^^+ JV^rj,^^j,)(

L
-^Ds, . {dJ,){0^^a, + O^ß,-^ O^y,).

\ Die in (20.) und (26.) für ^dt aufgestellten Ausdrücke
müssen untereinander identisch sein. Um aber eine Verglei-

chung der einzelnen Glieder dieser Ausdrücke vornehmen zu können,

ist offenbar erforderlich, dass an Stelle der neun Differentiale r?0,

(/0|. f?E, du, du, div, da, dß, dy solche Differentiale eingeführt

werden, welche von einander unabhängig sind. Diese an und für

sich sehr mühsame Operation kann bedeutend erleichtert werden

durch eine zweckmässige Wahl des Axensystems (|*, ri, ^).

Das betrachtete materielle System besteht einerseits aus dem Draht-

elemejit Ds, andererseits aus dem starren Complex (Dsj, $, r], ^); und

jedes dieser beiden Oljjecte befindet sich während des betrachteten

Zeitelementes in einer beliebigen Bewegung. Wir wollen uns nun
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jenen starren Complex (Ds^, ^, rj, t,) in solcher Weise eingerichtet

denken, dass die von Ds, nach Ds gehende Linie r zu Anfang des

Zeitelements dt gegen die drei Axen £, ^, ^ unter gleichen Winkeln

geneigt ist. Nach wie vor sollen aber die Bewegungen der beiden

Objecte Ds und (Dsj,!,?^,^) durchaus willkührlich bleiben, so

dass also jene Gleichheit, welche zwischen- den genannten Winkeln

stattfindet zu Anfang der Zeit dt, verloren gehen wird im Verlaufe

dieser Zeit.

Solches festgesetzt , wird ti- = v"^ = «(;- = -— sein , und folglich

:

Hingegen werden du, dv, dw nach wie vor willkührlich sein, nur

verbunden durch die bekannte Relation udu -\- vdv -\- lodiv = 0. —
Ferner nehmen alsdann die Relationen (18.) folgende Gestalt an

(27; b) Ö, =c(f., + ^, -f r,),

und die Relationen (19.) folgende:

dQ = adu + ßdv -\- ydiv -f c {da -f- dß -\- dy),

r?0, = a^du + ß^dv + y^div,

(27. c) dE =a^da-\- ß^dß + y^dy,

= du -{ dv -\- dw,

=ada-\- ßdß + ydy,
d^f = cca^du -}- ßßidv -\- yyidtv.

Die hier hinzugefügte letzte Relation hat an und für sich, d. i. für die

schon vorhandenen Differentiale keine Bedeutung; sie dient zur Defi-

nition eines neuen Differentiales d^.

Vermittelst der sechs Relationen (27. c) können die sechs Diffe-

rentiale du, dv, dtü, da, dß, dy ausgedrückt werden durch die vier

von einander unabhängigen Differentiale:

dQ, dQ,, dE, rfY-,

und diese letztern werden in die beiderlei Ausdrücke für i^dt also ein-

zuführen sein , falls man die einzelnen Glieder dieser beiden Ausdrücke

mit einander vergleichbar machen will. Zuvor indessen sind noch

einige einfache Relationen zu entwickeln.

Mit Rücksicht auf (27. a, b, c) ergiebt sich nämlich aus (24.)

K^^Q. K(r, c)-f«.k(r,c),

K'i = Q .K(r,c)-j-ß.Kir,c),

Z? = 0.K(r, c) + y.K(r,c);
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und hieraus folgt, wiederum mit Rücksicht auf (27.a,b,e), sofort:

K'^a, + Knß^ + Z?y, =:= 00, 1 K {r, c) + E. K (r,c).

Schreibt man also hiefür

:

(28.a) Khi, + Knß^ + iC^y^ = x 00, + xE,

so werden x und x (weil c die unveränderliche Zahl ^ repräsentirt)

Functionen vorstellen, die lediglich von r abhängen.
Aus (24.) folgt ferner, immer mit Kücksicht auf (27.a,b,c):

üifl = . M (/-, c) + a . M (r, c),

iltf'? = 0. M(r, c) + /3.M(r, c),

mithin
Jif ? = . M (r, c) + y . M (r, t;)

(28. b) illf^'f^,f?M+ ilifv^,^y+ Jf^j',^«(;= 0(?0,.M(r,c)+ f?Y.M(r,6"),

wo alsdann ^, ^ wiederum lediglich von r abhängen.
Sodann ergiebt sich aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a,b,c):

O«^ = 0.Q(r, 6') + «.ß(r, c),

O''=0.ßCr,c) + /3.Q(r,c;),

O? = 0.Q(r,6) + y.ß(r,c),
und folglich : *

(28.C) Oia, 4- O^ß, + 0?y, = 00, 1 Q (r, t) + E . Q (r, c),

= 03 00, + räE,

wo 03, 03 nur noch von r abhängen.
Ferner folgt aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a,b,c):

Zs^ = Zv = ZC = A(r, c),

mithin :

(28.d) Ißa, + L^ß, + L^y, =7^^\^ *^*"' "^^^

==A0,,
wo X nur r enthält.

Schliesslich folgt aus (24.) mit Rücksicht auf (27.a, b,c):

und also :

(28.e) N^^cc,da-\-N^ß,dß + my,dy = dE.U(,r,c),

= vdE^

wo V eine nur von r abhängende Function vorstellt.
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Wenden wir uns nun endlich zu den beiden mit einan(;ler zu ver-

gleichenden Ausdrücken. Der eine derselben (20.) lautet

(29.) ^:dt -= Dsj . J, {Kdr-{-LdQ+ MdQ, -\- NdE) -j- Bs, . (dJ^)0',

während der andere (26.) unter Rücksicht auf (28.a,b,c,d,e) in fol-

gender Weise sich darstellt:

ioO.)^dt-Ds,.J,^
+A0,r?0 + !..?£ j

-|- Ds-i . ((?J,) (c3 00^ + w E).

Beide Ausdrücke (29.) und (30.) sind bezogen auf die von einander
unabhängigen Differentiale:

dr, de, dQ,, d£, d^, dJ,.

Aus der Identität der beiden Ausdrücke folgt also, dass die diesen

Differentialen entsprechenden Glieder einzeln einander gleich sein

müssen. Somit erhält man die Relationen:

^ = ^00,4-i^E, L=2.Q,,

(31.) M = ^Q, N^v,
= ca 00J + « E,

und ausserdem [durch Vergleichung der mit d^' behafteten Glieder]

die Relation : fi = 0,

Durch Substitution der Werthe (31.) in die Formel (29.) folgt:

(32.) (Sy7^ = Ds, . /, [(x00j + xE)rZr+A0jr/0 + ^0f?0, + z/^?E]

+ D6-, . (r/J',) ("00J + « E).

Die elektromotorische Kraft (^dt ist diejenige, welche von dem Strom-

element f7, Ds, hervorgebracht wird im Drahtelemente Ds. Ob in

diesem Drahtelenient Ds schon von Hause aus irgend welcher elektri-

scher Strom vorhanden ist, oder nicht, bleibt gleichgültig. Denn zu-

folge unserer Hypothese (1.) ist die inducirte elektromotorische Kraft

völlig unabhängig von denjenigen elektrischen Processen, welche in

dem inducirten Körper, respective in dem inducirten Drahtele-

ment stattfinden. Demgemäss können wir das vorläufig erhaltene Re-

sultat unserer Untersuchung so aussprechen:

Befinden sich zwei Stromelemente JDs und t7,Ds, in

irgend welcher Bewegung, und die in ihnen vorhandenen
Stromstärken J und J^ in irgend welchem Zustande der

Veränderung, so wird die während eines gegebenen Zeit-

elementes dt von J^Ds^ in irgend einem Puncto des Ele-

mentes JDs, und zwar in der Richtung dieses Elementes,
hervorgebrachte elektromotorische Kraft eldy. Us (^dt den
Werth besitzen :
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(33.) {gdt=^Ds^.J\ |(jf00,4- kE) (lr-\- XOide -\- fiedei-\- vdE]

-{-Ds^ ((?J,)(«00, + w^E),

wo durch die Cliarakteristik d diejenigen Aeuderuiigen an-
gedeutet sein sollen, welche stattfinden während des ge-

gebenen Zeitelementes dt.

Hier haben /•, 0, 0,, E dieselben Bedeutungen wie im

Ampere 'sehen Gesetz (pag. 44); während x, k, l, ^, v, co,co

sieben noch unbekannte Functionen von r vorstellen.

Es handelt sich nun um die Ermittelung dieser sieben Functionen.

Hiebei wird uns einerseits das allgemeine Axiom der lebendigen Kraft,

andererseits aber auch die bisher noch unbenutzt gebliebene vierte

Hypothese (pag. 113) zu Btatten kommen. >

§. 20. Genauere Feststellung' des Elcmenlargesctzcs, gestützt auf das

Axiom der lebendigen Kraft. — Erste Methode.

Wir Avollen das genannte Axiom in Anwendung bringen auf die

aufeinanderfolgenden Zustände eines gewissen gegebenen materiellen

Systems, unter der Voraussetzung, dasselbe werde in cons tanter
Temperatur erhalten, und die von Aussen her einwirkenden Kräfte

seien sämratlich ordinärer Natur.

Das System bestehe aus beliebig vielen von isolirenden Hüllen um-

schlossenen starren und homogenen*) Drahtringen Ä, B, C, . . .

und aus der in ihnen enthaltenen elektrischen Miiterie. Die räumliche

Lage eines jeden Ringes sei analytisch ausgedrückt durch sechs Para-

meter, und diese Parameter mögen für alle Ringe zusammengenommen

bezeichnet sein mit jr', %", ....

In einem gegebenen Augenblick f^ sei der Zustand des Systemes

A, ß, C, . . . willkührlich gegeben, sowohl hinsichtlich der räum-

lichen Lagen und Geschwindigkeiten, als auch hinsichtlich, der elektri-

schen Ladungen und Strömungen. Es sollen also zur Zeit t^ die Grös-

sen 7t', 7i", ..... -r7 » —TT beliebige Werthe besitzen: und
' ^ ^ dt ^ dt ' "

ebenso sollen zu jener Zeit auch die Dichtigkeiten E der elektrischen

Ladungen **) und die Intensitäten J der elektrischen Ströme gegeben

*) Man vergl. die Bemerkung auf pag. 31.

**) Bezeichnet man für irgend einen der Hinge A, B, C, . . . ein unendlich

kleines Element (seiner Länge nach) mit Ds, so wird die in diesem Element zur

Zeit t vorhandene Elektricitätsmenge proportional mit Ds, folglich gleich EDs
zu setzen sein. Der Factor E soll kurzweg die Dichtigkeit der in dem Ele-

ment vorhandenen elektrischen Ladtmg genannt werden.
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sein als beliebige Functionen der Bogenlängen. — Dieser Zu-

stand mag kurzweg der Anfangszustand, und ^" der Augenblick
des Anfangszustandes genannt werden.

Vom Augenblick t^ an sei das System, abgesehen von irgend

welchen (au Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften sich selber *) über-

lassen. Auch sei vorausgesetzt, dasselbe bleibe durch geeignete (von

Augenblick zu Augenblick erfolgende) Wärmeableitungen in constan-

ter Temperatur erhalten.

Nach dem allgemeinen Axiom der lebendigen Kraft (oder vielmehr

nach einem daraus abgeleiteten Satze
,
pag. 33) muss alsdann diejenige

Quantität von lebendiger Kraft und Wärme

welche das System Ä, B , C, . . . während eines beliebigen Zeitelemen-

tes dt, vermöge seiner Kräfte eldy. Us, in sich selber hervorruft, das

vollständige Differential irgend einer unbekannten Function sein, welche

lediglich abhängen darf von der augenblicklichen Beschaffen-

hei't des Systems.

Der analytische Ausdruck einer solchen Function wird ledig-

lich zusammengesetzt sein aus denjenigen Grössen, welche der augen-

blicklichen Beschaffenheit des Systems angehören. Diese

Grössen aber zerfallen in zweierlei Gattungen. Die einen sind cou-

stant, nämlich im augenblicklichen Zustande des Systems von genau

denselben Werthen wie in allen übrigen; die andern sind variabel,

und haben also im Allgemeinen im augenblicklichen Zustande andere

Werthe, als früher oder später. Die erstem mögen die charakteri-

stischen Constanten, die letztern die charakteristischen Va-

riablen des Systems genannt werden.

Zu den charakteristischen Constanten des Systems'^, B, C, . . .

gehören die räumlichen Dimensionen, überhaupt alle Constanten^ durch

welche die Figuren und Querschnitte der einzelnen Ringe sich aus-

drücken, ferner die Dichtigkeiten der ponderablen Massen, ferner die

Quantitäten freier Elektricität, mit denen die (von isolirenden Hüllen

*) Da die Ringe A, B, ü, . . . homogen sind, und von Aussen her keinerlei

elektromotorische Kräfte einwirken, so werden bekanntlich die zu Anfang vorhan-

denen Stromintcnsiläten Jbinnen einer äusserst kurzen Zeit erlöschen, falls die

}3cwegungcn der Ringe von massiger Stärke sind. Somit sind wir in der un-

angenehmen Lage, entweder die Zeitdauer der betrachteten Processe uns als eine

ungemein kurze denken zu müssen, oder annehmen zu müssen, dass die Ringe

(etwa in Folge ihrer anfänglichen Geschwindigkeiten) in äusserst rapiden
Bewegungen sich befinden.

Doch sei sogleich bemerkt, dass diese Unannehmlichkeit vollständig fortfällt

bei derjenigen zweiten Methode, von welcher im nächstfolgenden §. die Rede

sein wird.
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umschlossenen) Ringe von Hause aus beladen s'ind, ferner die Leitungs-

fähigkeiten der Ringe, u. s. w. — Auch gehört zu denselben diejenige

constante Temperatur, in welcher das System (zufolge der gemachten

Voraussetzung) fortdauernd erhalten bleibt.

Andererseits sind zu den charakteristischen Variablen des Systems

zu rechnen die Parameter n, die elektrischen Dichtigkeiten JE", die elek-

trischen Stromstärken J, ferner vielleicht auch irgend welche#nach der

Zeit gebildeten Differentialquotienten der Jt, E, J] u. s. w.

Solches vorangeschickt, können wir also sagen:

(2.).... „Die in (1.) angegebene Quantität {(IT -\- dQ)AAy.\]i

„muss das vollständige Differential irgend einer unbekannten Function

„sein, deren analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf

„aus den charakteristischen Constanten und aus den charakteristischen

„Variablen des gegebenen Systems."

Es muss mithin jene Function z. B, unabhängig sein von den auf

das System einwirkenden äusseren Zugkräften.

Um aus diesem Satze den gehörigen Gewinn zu ziehen, mag zu-

nächst die in (1.) genannte Quantität, ihrem analytischen Ausdrucke

nach, näher bestimmt werden. Zu diesem Zwecke seien folgende Be-

zeichnungen eingeführt

:

Ds„ und Dsj irgend zwei Bogenolemente der Ringe A,B,C, . . . .]

r ihre gegenseitige Entfernung;

00, 0,, E die im Ampere'schen Gesetz (pag. 44) auftretenden

Cosinus

;

^i}) Vi)) ^0 und x^,y^, Sy die Coordinaten der beiden Elemente;

J,, und J, ihre Stromstärken;

li die (repulsiv gerechnete) ponderomotorische Kraft eldy. Us,

welche nach dem Ampere'schen Gesetz Ds, auf Di.„ aus-

übt
;

X,/, Fo', Z^^ die rechtwinkligen Componenten dieser Kraft;

^^^'^dt diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche von

Ds, während der Zeit dt hervorgebracht wird in irgend

einem Puncto des Elementes Ds„, und zwar in der Richtung

dieses Elementes;

d die Charakteristik für diejenigen Aenderungen, welche statt-

finden während der Zeit dt.

Alsdann ergeben sich sofort die Formeln:

(3.a) ((ZToVy.us = X^'^dx^ + r,/(^?yo + Z^'dz^,

r .

'

(:i.b) (f/r^o')oiay.us = Ji) Ds,) Cf'o^ dt,
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Avo '') die linken Seiten diejenigen Quantitäten von lebendiger Kraft

und Wärme vorstellen, welche ^ vermöge der Kräfte eldy. Us, von Dsj

während der Zeit dt hervorgerufen Averden in D.s-,,.

Die Kräfte B, nnd i5\^UJt lassen sich, unter Benutzung des Am-
pere 'sehen Gesetzes (pag. 44) nnd des im vorhergehenden §. entwickel-

ten Gesetzes (pag. 122) , in folgender Weise darstellen :

(4.a) •i^ = J^^,Ds„. J,Ds, . P,

(4.b) (VoV7^= J^ Ds, . [K^/r-f A0, r/0,+ ^ 0^ ^?0, +v(/Ej + (r/Ji) D.s, .Q,

wo P, K, Q zur Abkürzung stehen für die Ausdrücke

P = 90„0, -f^E, ^

Q = «0y0, -f öE,

während gleichzeitig q, q, x, a, a, co und A, fi, v Functionen sind,

die lediglich von r abhängen. — Durch Substitution der Werthe

(4.a,b) in (3.a,b) folgt:

(6.a) (r/T,/)..,,ns = D.s,D., . J,J, P
(^q-^.) ^^q + (?/o-?y,) äy. + (A>-<h

(G.b) (r?r^„%,y.us = D.s',Ds, . J.J, [Kdr + W,dQ, + ^0,r70, + vdE]

-\-Ds,DSi .J,idJ^)Q.

Analoge Formeln werden offenbar sich ergeben, wenn man umgekehrt

die Einwirkung von D.9q aufDs, in Betracht zieht. Addii't man diese

'. analogen Formeln zu den schon vorhandenen (6.a,b), so folgt:

(7.a) (r/To'+ '^^iViy.us = Ds'oD^-^ . J,J^ P dr,

(7.b) (,/(^;^i-|-,/r^Y»)3,,y US -= Ds.Ds, . J,J, [2Kf7r + (A-j- ,u) rZ(0,0,)+ 2v

+ Ds'„Ds, .Qd{J,J,).

Hieraus aber folgt weiter:

(8.) {dT,^-j-dT,^^+ dQ,^+dQ,%ay.v. = Ds,T)s,[d{J,J,Q)-j-J,J,Y],

wo Y die Bedeutung hat:

(9.) Y = (2K + P) dr + (A + /*) d (0,0,) + 2v(7E - dQ.

Dieser Ausdruck Y erlangt übrigens, wie sofort bemerkt sein mag,

durch Substitution der Werthe (5.) die einfachere Gestalt

:

(10.) Y = (ß0«0, + ^E) dr -]-yd (0,0,) + 8 dE,

wo alsdann unter u, ß, y , Ö folgende lediglich von r abhängende

Functionen zu verstehen sind:

*) Die Formel (3.b) wurde bereits früher abgeleitet, auf pag. 105. Ebenso ist

auch Formel {3.a), allerdings in etwas anderer Gestalt, schon früher besprochen

Avorden, png. 51.



lineare Leiter. — Erforschung des Eiementargesetzes. 127

a = {^2y.-\-Q)~~, y = (A -f ft) - co

,

(11.)
•

^„

Siimmirt man die Formel (8.) über sJimmtliche Elementenpaare

D.S',), Ds-, des gegebenen Systemes A, B, C, .. . (jedes Paar immer
nur einmal genommen), so erhält man:

(12.) {dT+dQU,y.v.-=h2:2: Y)s,Ds,[d\J,J,Q) -^ J,JJ].
liier repriisentirt die linke Seite die zu berechnende Quantität

jj(l.), nämlich diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme,
welche das gegebene System A, B, C, . . ., vermöge der in ihm vor-

handenen Kräfte eldy. Us, während der Zeit <H in sich selber hervor-

bringt. Auf der rechten Seite 'ist die Operation 2JU der Art ausge-

führt zu denken, dass zunächst bei festgehaltenem Ds„ summirt ist

über alle Elemente Ds, des Systemes, hierauf aber der so erhaltene

Ausdruck von Neuem summjrt ist über alle Elemente DS(, des Sy-

stemes*); so dass also jedwedes Elementenpaar Ds,,, Ds, im Aus-

druck UU doppelt vorkommt, mithin nur einmal vorkommt im

Ausdruck J UU.
Uebrigens kann die Formel (12.), weil die Ringe ^, B, C, . . .

nach unserer Voraussetzung starr, also ohne Gleitstellen sind, auch

so dargestellt werden:

(13.) (^^r-f fZv)e,dy. üs = d\^ 2J2J [Ds, Ds, J, J,Q]} -{- U,

wo alsd^n U, mit Rücksicht auf (10.), die Bedeutung hat:

(14.) U=l i:U[Ds,Ds,J,J,{{aQ,Q,-i-ßE)dr-{-ydiQ,e,)-{-ödE)].

Die a,ß,y,d hängen nur von r ab [vergl. (1].)]; der irgend

zwei Elementen Ds^, Ds, zugehörige Ausdruck

(15.) («000, + /3E) dr + rd (0,0,) ^ödE^
muss daher darstellbar sein durch die Bogenlängen Sq, s, der beiden

Elemente, ferner durch die Parameter jt', tc", . , ,, und endlich durch

. diejenigen . Aenderungen du', dn", . . . ., welche diese Parameter er-

fahren während des betrachteten Zeitelementes dt. Mit andern Wor-
ten: Jener Ausdruck (15.) muss sich umgestalten lassen in

(IG.a) {aQ,Q,-\-ßE)dr-\-yd{ß,Q,).-\-ddE = T\'dTc'-\-T\"dn"-{- ,

wo alsdann die TT lediglich abhängen von s^,, s, und den Parametern

7C, was angedeutet sein mag durch:

(16. b) n(») = n(«) (So, Si, TT', Jr", ).

\
*) Das Zeichen SE ist also genau in derselben Bedeutung hier gebraucht,

. welche früher (Note auf pag. 23) festgesetzt wurde.
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Vermöge dieser Umgestaltung (I6.a, b) gewinnt nun der Ausdruck

U (14.) folgendes Aussehen:

(17.a) 11= V'dn + V"dn" -\ ,

wo die V dargestellt sind durch die Integrale:

(17.b) F(") =
i-
2J2J [Ds„ Dsi J,J, n«")].

Nach dem Satze (2.) muss die Quantität {dT-{- dQ)eiay.us ein voll-

ständiges Differential sein. Gleiches muss daher gelten von dem in

(13.) für jene Quantität gefundenen Werthe, und also auch gelten

von dem letzten Term U dieses Werthes. Der Term U (14.) enthält

die variablen Grössen J, nicht aber die dJ. Folglich kann derselbe

jener Anforderung, ein vollständiges Differential zu sein, nur dadurch

entsprechen, dass er identisch verschwindet. Hieraus folgt dann aber

weiter, dass die in dem Term U (14.) enthaltenen Functionen a, ß, y, 8

ebenfalls identisch ISuU sind. — Eine solche Schlussweise würde aller-

dings sehr kurz, aber auch sehr wenig überzeugend*) sein. Wir wer-

den daher zur Erreichung des eben angedeuteten Zieles einen etwas

längeren Weg einschlagen, der jedoch hinsichtlich seiner Strenge

Nichts zu wünschen übrig lassen dürfte.

Nach dem Satze (2.) muss die Quantität {dT -\- dQ)^uy,xiä das

vollständige Differential irgend einer unbekannten Function sein, deren

analytischer Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den'

charakteristischen Constanten und den charakteristischen

Variablen des betrachteten Systemes A, B, C, . . . . Gleiches muss

daher, nach (13.), auch gelten vom Terme C/"; es muss also

(18.) U=df
**

sein, wo / eine noch unbekannte Function bezeichnet, deren analyti-

scher Ausdruck lediglich zusammengesetzt sein darf aus den charak-
teristischen Constanten und charakteristischen Variablen
des gegebenen Systemes. Aus (17.) und (18.) ergiebt sich aber die

Formel

:

(19.) df= V'dn + V"dn" H ,

welche zeigt, dass in /' keine andern Variablen enthalten sein

können als die Parameter n. Somit darf also der analytische Ausdruck

*) Die in den hitegralen V (.I7.b) enthaltenen J können angesehen werden
als unbekannte Functionen der Bogenlängen und derZeit; während andererseits

die TT abhängen von den Bogenlängen und von den n. Möglicherweise könnten

nun jene unbekannten Functionen J von solcher Beschaffenheit sein, dass die

Integrale V ihrerseits von der Zeit unabhängig, also nur noch abhängig von

den n sind. Dann aber würde U (17.a), auch ohne zu verschwinden, ein voll-

ständiges Difforcnlial sein.
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von / lediglich /usammengx'sotzt sein aus den charakteristischen
(Jonstanten des gegebenen Systemes und aus den Parametern n.

CJleiches gilt offenbar von den F; denn nach (19.) ist

du''
~~ d%"

(20.) .... ,,Bezeichnet man also die charakteristischen C'onstanten

„des gegebenen Systemes jnit r', Cj..., so werden die in

JJ== V'dTt' -\- V"(l7t" -[- ....

„enthaltenen Functionen F von folgender Gestalt sein:

F(«)= F('') (c-, r;"/. . ., 71', 7t",....)-

„dass heisstj die c sind die einzigen Constanten, und die tt die

„einzigen Variablen, welche in diesen F überhaupt enthalten sein

„können."

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Functionen F wirklich
zu bestimmen für irgentl eine specielle Lage des gegebenen Sy-

stemes A, B, C, . . ., d. h. für diejenigen speci eilen Werthe

P'jP", . . ., welche die Parauieter n, tc", .... bei jener speciellen Lage
annehmen.

Die Functionen F sind nach (20.) unabhängig von den auf das

System (an irgend welchen .Fäden) einwirkenden äusseren Zugkräften.

Sollten also diese Kräfte etwa von Hause aus in irgend welcher Weise
(etwa als Functionen der Zeit) gegeben sein, so werden wir trotzdem

dieselben von Augenblick zu Augenblick ganz nach unserm Gefallen

abändern dürfen, ohne dass dadurch irgend welche Aenderungen ein-

treten in der Beschaffenheit der Functionen F. Um nun die Werthe
dieser F für die specielle Lage p (d. h. für die Parameter j?) zu

ermitteln, wollen wir jene äusseren Zugkräfte von Augenblick zu

Augenblick in solcher Weise uns regulirt denken, dass das System

A, J>, C, . . ., nachdem es von seinem gegebenen Anfangszustande aus

})cliebig lange Zeit andere und andere Zustände durchlaufen hat, all-

mählig mit mehr und mehr abnehmender Geschwindigkeit der ge-

gebenen Lage p sich nähert, endlich mit der Geschwindigkeit Null in

diese Lage hineingelangt, und sodann in derselben festgehalten wird.

Denken wir uns diese Fixirung des Systemes (welche ebenfalls durch

jmssende Regulirung der äusseren Zugkräfte zu bewirken ist) unend-

lich lange Zeit andauernd, so werden die in dem System vorhandenen

Stromstärken J (wie aus experimentellen Ergebnissen mit Sicherheit

geschlossen werden kann) schwächer und schwächer werden, und
schliesslich erlöschen. Li demselben Augenblick aber, wo die J er-

löschen, in demselben Augenblick verschwinden, nach (17. b),

auch die F. Somit sind wir also zu der Einsicht gelangt, dass die

l^'unctionen F für die specielle Lage p, unter gewissen Umständen
IS'oumann, die olckd'i ^c-lion Kriifto. O
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und zu einer gewissen Zeit, Null sind. Hieraus aber folgt, mit Rück-

sicht auf (20.), sofort, dass sie für jene Lage p immer*) Null sind.

Die Lage j) war aber beliebig gewählt; folglich gilt Gleiches auch für

jede andere Lage n des Systemes. Wir können also sagen:

(2L) . . . . „Die in (20.) genannten Functionen V, V", . . . sind

„identisch Null, und der dort angegebene Ausdruck U also ebenfalls

„identisch Null."

Solches erkannt, können wir nunmehr endlich den eigentlichen

Faden unserer Untersuchung weiter verfolgen. Substituiren wir zu-

nächst in den Formeln (13.), (14.) für U den eben gefundenen Werth

Null, und recapituliren wir dabei, was in Betreff dieser Formeln zu

sagen ist, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszudrücken

haben.

(22.) .... „Wird ein System beliebig vieler homogener und

„starrer Drahtringe A,B,G,... durch von Augenblick zu Augen-

„ blick erfolgende Wärmeableitungen in constanter Temperatur erhalten,

„ist ferner der Anfangszustand des Systemes, hinsichtlich seiner pon-

„derablen wie hinsichtlich seiner elektrischen Materie, in willkühr-

„ lieh er Weise festgesetzt, und ist endlich das System, abgesehen

„von jenen Wärmeableitungen und abgesehen von irgend welchen

„(an Fäden wirkenden) äusseren Zugkräften, sich selber überlassen, so

„werden vom Augenblick des Anfangszustandes ab fortdauernd die

„Formeln gelten:

{dT + dQ\uxy.^5. = d{\ZE [Dso Ds, J,J, ß]},

ES [Dso Ds, J,J, ((«0001 + /3E) dr + ydiß^Q,) -f ddE)] = 0.

„Hier haben Q und «, ß, y, d nach (5.), (11.), die Bedeutungen :

Q = w 00 01 + CO E,

a = {2%-\-Q) — -^, y = (A + ^) — «,

- /o" I "n dco
v> o "

ß = {2x + Q)~ ^, ö = 2v-a>.

„Ausserdem ist unter {dT -\- dQ)eidy.-us diejenige Quantität von leben-

„diger Kraft und Wärme zu verstehen, welche das gegebene System,

„vermöge seiner Kräfte eldy. Us, während des betrachteten Zeitelemen-

„tes dt in sich selber hervorbringt."

Beiläufig folgt aus diesen Ergebnissen (22.), dass die von uns

früher (pag. 21) mit ^c bezeichnete Function dargestellt ist durch den

Ausdruck

:

*) Denn die gesuchten V sind nach (20.), ausser von den Constanten c, c", . . .,

nur noch abhängig von der gegebenen Lage ^ (d.i. von den Parametern p',p", ...).

Ihre Worthe für diese Lage 2^ sind also stets ein und dieselben.
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•

(23.) (-I)i2;2: [Ds,Ds,J,J\Q],

dieser Ausdruck also zu bezeichnen sein wird als das elektrodyna-
mische Postulat des gegebenen System es. Es repartirt sich nun
aber dieser Ausdruck (23.), weil die J im Anfangszustande und folg-

lich auch in späteren Zuständen ungleichförmig (d. i. Functionen

der Bogenlängen) sind, in völlig bestimmter Weise auf die einzelnen

Elementenpaare Ds,, Ds, ; und wir gelangen daher, unter Rücksicht

darauf, dass jedes solches Paar in UZ doppelt, mithin in 4 UZI nur

einmal*) vorkommt, zu folgendem Satz:

Das elektrodynamische Postulat irgend zweier elek-
trischer Stromelemente Ji^Ds^^ undJ, Ü5, besitzt denWerth:

(24. a) (— 1) DsoDs, JqJi ß,

wo Q die Bedeutung hat;

(24. b) Q = aj0,0i + räE.

Dabei sind unter r, Qq, 0,, E dieselben Grössen zu ver-
stehen, wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44), ferner unter

05, CO zwei noch unbekannte, lediglich von r abhängende
Functionen.

Von hervorragender Wichtigkeit ist ein anderes in (22.) zu Tage
getretenes Ergebniss. Wir sehen nämlich aus {22.), dass die Summe

(25) EE [De„Ds, J,„7,((«0„e, + ^E) % + yi^ + ö §)]
in jedem Augenblick Null sein muss, also auch Null sein muss zur

Zeit f des willkührlich gegebenen Anfangszustandes. Zu jener

Zeit t^ waren aber die J willkührlich gegebene Functionen der

Bogenlängen. Somit folgt, dass der unter dem Summenzeichen

stehende Ausdruck

,26.) („e„e. + ,E)^; + .^«-.) + .f
ZU jener Zeit Null sein muss für jedes einzelne Elementenpaar

DS(j, Ds^.

In diesem Ausdruck (26.) sind a, ß, y, d unbekannte Functionen

von r. Andererseits sind r, 0^, 0^, E und -j- , —rf, ~lj} > iff
^^^'

jenigen acht Grössen, durch welche die relative Lage und relative Ge-

schwindigkeit des betrachteten Elementenpaares Ds^, Ds^ sich bestimmt.

Zur Zeit if^ haben aber Ds^, D^i willkührlich gegebene Lagen und

Geschwindigkeiten, mithin jene acht Grössen willkührlich gegebene

*) Vergl. die Note auf pag. 127.

\
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Wertlie. Aus dem Verschwinden des Ausdruckes (2G.) zur Zeit /"

folgt also, dass die Functionen a, ß, y, ö einzeln Null sind, und

zwar Null sind für jedes beliebige r; denn es gehört ja r ebenfalls zu

jenen acht Grössen, die zur Zeit t^ willkührliche Werthe be-

sitzen.

Erinnert man sich also an die eigentlichen Bedeutungen von

a, ß,'y, ö (22.), so gelangt man zu folgenden Formeln:

o" I

" f*" o "

^ dr '

'

gültig für jedes beliebige r. Diese Formeln können auch so dar-

gestellt werden:

11 1 {da \ 1 11

wo alsdann o eine neue unbekannte Function von r vorstellt.

Hinsichtlich der von uns benutzten Abkürzungen (jiag. 12G) :

(28.)
.

K = x0„0, +%E,
Q= fa0o0, + «E,

ergiebt sich nunmehr, unter Anwendung der für x, x erhnltenen

Werthe (27.), successive

:

(29.) 2K r/r= 0„0, . 2x(/r*+ E . 2xdr,

= [00 0, dco-^E r?w] — P r/r,

= {dO. — P dr) — [05 d (0„0,) + ö dE\.

Ferner folgt, unter Anwendung der Werthe von X, ^, v (27-) :

(30.) 2 (A 0, (7 0„ + ^ 00 r? 0, + V d E) = co d (0, 0,)

+ 6 (00 d 0, — 0, d 0o) -f w d E.

Endlich folgt durch Addition von (29.), (30.) sofort:

(31.) 2(K dr -f A 0, ^70,, + ^ Qo '^©i + ^' '?E) =
. ={dQ — P dr) + a {0, r70, — 0, dO,).

Hiedurch aber gewinnt die für die elektromotorische Kraft (£0' dt gel-

tende Formel (pag. 126) folgendes Aussehen :
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Das im vurliergelienden §. in Betrefi' dieser elektromotorischen Kraft

erhaltene Resultat (pag. 122) erlangt demnach gegenwärtig folgende be-

stimmtere Gestaltung.

Befinden sich zAvei Stromelemente J^^Ds^^ und e7, Dsj in

irgend welchem Zustande der Bewegung, und die in ihnen
enthaltenen Stromstärken J^^ und J", in irgend welchem Zu-

stande der Veränderung; so wird die während der Zeit dt

von J^Ds, in irgend einem Punct des Elementes J^ Ds^, und
zwar in der Richtung dieses Elementes, hervorgebrachte
elektromotorische Kraft eldy. Us (5,,' r/^ den Werth be-

sitzen:

(3:3.a) (^Vr//! = /, 1)6',
.2

+{(^Jl)^s^Q,

wo durch die Charakteristik d diej enigen Aenderungen an-

gedeutet sind, welche stattfinden während der gegebeneu
Zeit dt.

Hier haben r, 0„, 0,, E, ebenso auch

(33.b) P = ,o0„ 0^ + ^E

genau dieselben Bedeutungen, wie im Ampere'schen Ge-

setz (pag. 44). Andererseits hat Q ctie Bedeutung:

(33.c) Q=^co0,0, + wE-,

wobei hinzuzufügen ist, das« w, co, und ebenso auch ö, le-

diglich von r abhängende Functionen sind, über deren Be-

schaffenheit aber bis jetzt noch nicht die mindeste Kennt-

iiiss erlangt ist.

Es sind also gegenwärtig noch drei unbekannte Functionen

von r zu bestimmen, nämlich «, a und ö.

§. 21. Zweite Mclhotlc zur ijoiuiiicrcn Fostslclluuy des l-lleiiieiiliUgcsetzcs,

ebenfalls gestutzt auf das Axiom der lebendigen Kraft.

Diejenige (Quantität von lebendiger Kraft und Wärme:

:

• (dT+dQUay.vs,

welche das betrachtete (in constanter Temperatur erhaltene) System

A, B, C, . . ., vermöge seiner inneren elektrodynamischen
Kräfte, binnen der Zeit dt in sich selber hervorbringt, muss das voll-

ständige Differential irgend einer Function sein, welche lediglich ab-

hängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes.

(A.) .... „Dieser Satz gilt nicht nur dann, wenn die von Aussen

„her auf das System einwirkenden Kräfte durchweg ordinären
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„Ursprungs sind, sondern bleibt (wie bald gezeigt werden soll)

„auch dann noch in Gültigkeit, wenn jene äusseren Kräfte th eil s or-

„dinären, theils elektrostatischen, theils elektrodynami-
„schen Ursprungs sind."

Somit ergeben sich , was die Verfolgung unseres eigentlichen Zieles,

nämlich die genauere Feststellung des den elektromotorischen Kräften

eldy. Us zuzuschreibenden Elementargesetzes betrifft, zwei Methoden,

von denen die eine ebenso wie die andere jenen Satz zur Basis hat.

(B.l) .... Die erste Methode besteht darin, dass wir auf
das System Ä, B, C, . . . von Aussen her nur ordinäre Kräfte
einwirken lassen.

Diese Methode und die Resultate, zu denen sie hinleitet, sind im

vorhergehenden §. exponirt worden.

(B.2) . . . . Die zweite Methode besteht darin, dass wir
auf das System Ä, B, C, . . . von Aussen her, ganz nach Be-
lieben, theils ordinäre, theils elektrostatische, theils elek-

trodynamische Kräfte einwirken lassen.

Bei Anwendung dieser zweiten Methode werden also an den

Ringen Ä, B, C, . . . nicht nur Fäden zu befestigen sein, an denen

von Aussen her beliebig gezogen werden kann, sondern gleichzeitig

werden, in der Nähe des Systemes A, B, C, . . . ., irgend welche Ap-

parate (in Gang erhaltene Reibungs-Elektrisirmaschinen und geschlos-

sene Galvanische Batterien) aufzustellen sein, so dass also die auf das

System. A, B, C, . . . von Aussen her influirenden Kräfte repräsentirt

sind theils durch die an jenen Fäden wirkenden Zugkräfte, theils durch

die von diesen Apparaten ausgehenden elektrostatischen und elektro-

dynamischen Kräfte *).

Da jener zu Anfang des gegenwärtigen §. von Neuem ausge-

sprochene Satz, welcher die Basis der ersten Methode bildet, zu-

folge der Behauptung (A.) , in genau derselben Weise auch als Basis der

zweiten Methode dienen kann, so erkennt man sofort, dass beide

Methoden hinsichtlich ihrer analytischen Behandlung Schritt für Schritt

identisch verlaufen, mithin auch identisch sein werden hinsichtlich

ihrer Resultate.

Es bleibt somit nur noch übrig, die in (A.) ausgesprochene Be-

hauptung zu rechtfertigen; und das soll im folgenden §. geschehen.'

§. 22. Allgemeine Erörterungen über das Princip der lebendigen Kraft.

Bei diesen Erörterungen mögen der Reihe nach verschiedene Fälle

*) Die Unannehmlichkeiten, welche bei der ersten Methode hervortraten

(Note, pag. 124), werden, wie man sieht, fortfallen bei Anwendung dieser zwei-
ten Methode.
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in Betracht gezogen werden, je nach Beschaffenheit des gegebenen

materiellen Systems und je nach Beschaffenheit der vorhandenen äus-

seren Umstände.

Erster Fall.

„Das System besteht aus unveränderlichen ponderablen Massen-

„puncten, und die vorhandenen inneren Kräfte sind durchweg ordi-

„nären Ursprungs , analytisch also ausgedrückt *) durch irgend welche

„Functionen der Entfernungen."

„Gleichzeitig stehen uns irgend welche ordinären Kräfte zur Ver-

„fügung, vermittelst deren wir von Aussen her in beliebiger Weise auf

„das System einwirken können.^'

In diesem Falle sind nur pondero motorische Kräfte vorhanden;

und wir gelangen daher, auf Grund der bekannten Fundamentalglei-

chungen

(«.) Mx" = X, My" = Y, Mz" := Z '

und durch bekannte Deductionen, zu dem Theorem:

Hier bezeichnet T die lebendige Kraft des Systemes, 5f eine von der

augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes abhängende Function **),

und dT, d'^ diejenigen Zuwüchse, welche T, '^ erfahren während der

Zeit dt] andererseits repräsentirt dS diejenige Arbeit, welche während

dieser Zeit dt auf das System ausgeübt worden ist speciell von den

äusseren Kräften.

Die von ponderomotorischen Kräften ausgeübte Arbeit ist (vergl.

pag. 12) nichts Anderes, als das von denselben hervorgebrachte Quan-
tum lebendiger Kraft. Bezeichnet man also die inneren Kräfte

des Systemes mit (</), und die von Aussen her einwirkenden mit

(J.), so wird, was die in (ß.) enthaltenen Quantitäten dT und dS
betrifft, nicht nur die Zerlegung zu bemerken sein:

. dT= \dT)A + {dT)j,

sondern gleichzeitig auch zu bemerken sein, dass

^__

*

dS = {dT)A

*) Die Kräfte ordinären Ursprungs sind diejenigen, welche den ponderablen

Massen inhärent sind; diese Kräfte aber sollen, wie. auf pag. 10 ausdrücklich an-

genommen wurde, nur von den Entfernungen abhängen.

**) Beispielsweise wird diese Function 3^, 'falls die Innern Kräfte des Systems

dem Newton 'sehen Anziehungsgesetz entsprechen, dargestellt sein durch:

wo unter M , M' irgend zwei Massenpuncte des Systems zu verstehen sind, unter

r ihre gegenseitige Entfernung, endlich unter K eine Constante.
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ist. Dabei siiul selbstverständlicli unter {dT),i iiud {<IT)j diejenigen

Quanta lebendiger Kraft zu verstehen, welche im gegebenen Systeme
während der Zeit dt hervorgerufen Averden speciell durch die äussern,
und speciell durch die innern Kräfte. Die Formel (/3.) kann daher

auch so geschrieben werden ;

oder auch so :

,{d.) ^aT)j-\-dj. = Q.

In dem hier betrachteten ersten Falle haben wir ein materielles

System vor uns, welches — mag es in der Natur existiren oder nicht

— seiner Beschaffenheit nach bestimmten mathematischen Definitionen

unterworfen ist, und die gefundene, durch (/3.) oder {y.) oder {8.) dar-

gestellte Formel spiegelt nur wieder, was durch diese Definitionen von
uns selber in das System hineingelegt war; denn sie entspringt aus

diesen Definitionen durch streng mathematische Deductioneu. Mit
vollem Recht wird sie also zu bezeichnen sein als ein auf Grund dieser

Definitionen sich ergebendes Theorem. — Dem gegenüber werden
diejenigen Formeln, welche in den folgenden Fällen, von gcAvissen

allgemeinen Gesichtspuncteu aus, sich ergeben, als Axiome zu be-

nennen sein.

Zweiter Fall.

„Das zu betrachtende materielle System ist von unlx'kanjiter Be-

„schaffenheit, nur sei vorausgesetzt*), dass sämmtliche in ihm vor-

„handenen inneren Kräfte theils ordinären, theils elektrostatischen,

„theils elektrodynamischen Urspl'ungs sind.^^

„Es stehen uns zur Verfügung äussere Kräfte, die ebenfalls

„ordinären, elektrostatischen und elektrodynamischen Ursprungs sind,

„ferner äussere Wärmequellen, d, i. irgend welche Körper von
„beliebigen Temperaturen. Wir können also diese äusseren Kräfte
„und Wärmequellen in willkührlicher Weise auf das gegebene Sy-

„stem einwirken lassen, sodass Avir durch die erstem irgend welche

„Quanta von lebendiger Kraft und Wärme im Innern des Systems her-

„vorzubringen , andererseits durch Aj)plication der letztern- irgend

„welche (positiven oder negativen) Wärmequanta in das Sy.stem hinein-

„zuleiten im Stande sind."

*) Iliiiöiclitlicli dieyer Voraussetzung ist im Auge zu behalten, dass über die

Kräfte ordinären, elektrostatischen und elektrodynamischen Ursprungs ein für

alle Mal (pag. 10—18) gewisse Determinationen, z. B. gewisse (ponderomotorische

und elektromotorische) Fundamentalgleichungen aufgestellt worden sind.

An diesen Determinationen soll, wo von Kräften ordinären, elektrostatischen

und elektrodynamischen Ursprungs die Rede ist, durchweg festgehalten werden.
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Um für leljendige Kraft und Wärme eine Collectivbenennung zu
gewinnen^ mag (nach dem Vorgange namhafter Physiker) erstere als

kinetische, letztere als thermische Energie bezeichnet sein. Jene
Qaanta von lebendiger Kraft und Wärme, welche wir vermittelst der

äusseren Kräfte im SysteÄ hervorrufen, und jene Wärmequanta,
welche wir vermittelst der äusseren Wärmequellen in das System hin-

einleiten, können alsdann zusammengenommen bezeichnet werden als

die dem System von Aussen her zugeführten Quanta von
Energie.

Eine nähere Untersuchung über die Zustandsänderungen des ge-

gebenen Systems anstellen zu wollen auf Grund der speciellenBe-
schaffenheit des Systems, ist unmöglich ; denn diese specielle Be-

schaffenheit ist uns unbekannt. Ausführbar hingegen erscheint eine

solche Untersuchung auf Grund gewisser universeller Ideen, welche

durch die Arbeiten von S. Carnot, J. E, Mayer, Colding, Joule,
Ilelmholtz, Clausius allmählig sich Bahn gebrochen, und (in

Folge vielfältiger experimenteller Bestätigungen) allmählig einen

hohen Grad von Wahrscheinlichkeit erlangt haben. Diese universel-

len Ideen, näher determinirt mit Bezug auf den vorliegenden Fall,

dürften ihren Ausdruck finden in folgenden -beiden Sätzen

:

(a.) Erster Grundsatz. Dasjenige Quantum von kineti-

scher und thermischer Energie, welches dem gegebenen
System von Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, von
einem gegebenenAnfangszustande aus, eine gegebene Reihe
von Zuständen durchlaufe, ist lediglich abhängig von der

Beschaffenheit dieser Zustände.

(b.) Zweiter Grundsatz, Dasjenige Quantum von kineti-

scher und thermischer Energie, welches dem System von
Aussen her zuzuführen ist, damit dasselbe, von einem ge-

gebenen Anfangs/aistande aus, irgend welche Reihe von
Zuständen durchlaufe, schliesslich aber in jenen anfäng-
licTien Zustand wieder zurückkehre, ist immer gleich
Null.

Die charakteristischen Constanten und die charakteri-
stischen Variablen*) des gegebenen Systems mögen beniHint sein,

die einen mit 6'', c", . ., die andern mit «, /3, . . Gegeben seien irgend

zwei unendlich Avenig von einander verschiedene Zustände («, ß, . .)

und {a -f- d<i, ß -^ dß, . .), mit einander verbunden durch die Zwi-

*) Es sollen diese Naiiien hier in dem Sinne verstiinden w(!rden, wie früher

finig. 124).
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schenzustände {a -\- nda, ß -\- ndß, . .), wo ii eine von bis 1 wach-

sende Zahl vorstellt.

Wir wollen annehmen, durch geeignete Verwendung und Regu-

lirung der uns zur Disposition stehenden äusseren Kräfte und Wärme-
quellen sei es möglich, das gegebene Syj^m zunächst in den Zustand

{a, ß, . .) zu versetzen, und sodann dasseroe aus diesem Zustande längs

des Weges {a -\- nda, ß -{- ndß, . .) übergehen zu lassen in den Zu-

stand (a -\- da, ß -\- dß, . .); zugleich sei ^E dasjenige Quantum von

theils kinetischer theils thermischer Energie, welche dem- Systeme,

während eines solchen Ueberganges von (a, ß, . .) in (a-^da, ß-\-dß,..),

von Aussen her zuzuführen ist. Dieses Quantum dE muss alsdann,

nach dem Grundsatze (a.), in folgender Weise darstellbar sein:

(c.) dE=f{a, ß, . ., da, dß, . ., c, c", . .),

wo f einen Ausdruck bezeichnet, welcher lediglich zusammengesetzt

sein darf aus den beigefügten Argumenten. Hieraus folgt durch Ent-

wicklung nach dem Taylor 'sehen Satz:

(d.) • dE=f(ia,ß,.., 0,0,.., c,c",..)

-{-Äda-\-Bdß-\-..,

wo die A, B, . . nur noch abhängig sind von den a, ß,. . und den c, c ,..

Der Formel (d.) zufolge repräsentirt der Term

(e.) /^(«,/3,.., 0,0,.., c',c",..)

denjenigen Werth, welchen dE annehmen würde für da= dß = . . =0,
also dasjenige Quantum von Energie, welches dem System von Aussen

her zuzuführen ist, um dasselbe aus dem Zustande {a, ß, . .) über-

gehen zu lassen in eben denselben Zustand («, ß, . .). Ist mithin

t der Zeitaugenblick dieses Zustandes (a, ß, . .), so kann jener Term

(e.) bezeichnet werden als dasjenige Quantum Energie, welches dem

Systeme zugeführt wird vom Augenblick t — bis zum Augenblick

t -\- 0. Hieraus folgt, dass jener Term (e.) gleich Null ist, dass mit-

hin die Formel (d.) die einfachere Gestalt annimmt:

(f.) dE = Äda-\- Bdß-^

Lässt man daher das System, unter Anwendung der äusseren Kräfte

und Wärmequellen, während eines Zeitintervalles t^— t, irgend welche

Zustände (a^, ß^, ..).... {a^, ß^, . .) durchlaufen, so wird das dem

Systeme während dieses Zeitintervalls von Aussen her zugeführte

Quantum Energie Ej,, auf Grund der Formel (f.), den Werth haben:

(g.) E,,=f {Ada -i-Bdß + ),
h

die Intescration hinerstreckt über die durchlaufenen Zustände.
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Nach dem Grundsätze (b.) muss nun das Quantum E,, immer
Null sein, sobald der erste von jenen Zuständen identisch ist mit dem
letzten, also («j, ß^, . ) identisch mit (a^, ß.^, • .)• Das in (g.) stehende

Integral

f {Ada -i- Beiß -\-- •)

muss daher jederzeit verschwinden, sobald es hinerstreckt ist über

eine in sich zurücklaufende Reihe von Zuständen. Hieraus folgt —
wenigstens mit ziemlicher Wahrscheinlichkeit*) — , dass das unter

dem Integralzeichen stehende Aggregat

Ädd-\- Bdß -\-

ein vollständiges Differential ist. Hieraus aber ergiebt sich,

weil (wie schon bemerkt) die Ä, 13, . . nur von den a, ß, . . und

c, c", . . abhängen, dass dieses Aggregat die Form besitzen muss:

(h.) Ada + Bdß -{-•• = dF {a, ß, . ., c, c", . .),

wo F einen Ausdruck vorstellt, welcher lediglich zusammengesetzt sein

darf aus den beigefügten Argumenten. Aus (f.) und (h.) ergiebt sich:

(i.) dE = dF{a,ß,.., c,c\..),

in Worten ausgedrückt

:

Das dem gegebenen System während der Zeit dt von
Aussen her zugeführte Quantum von kinetischer und ther-

mischer Energie wird immer das vollständige Differential

irgend einer Function sein, welche lediglich abhängt von
der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes, deren
analytischer Ausdruck also lediglich zusammengesetzt ist

aus den charakteristischen Variablen und Constanten des

Systemes.
Die Formel (i.) kann auch so geschrieben werden:

(k.) dT+d [F{a, ß, . ., c, c", ..)- T] = dE,

wo T die lebendige Kraft des Systemes vorstellen soll. Zur Abkürzung

werde gesetzt:

(1.) F{a,ß,.., c',c", ..)-r=^;
alsdann wird 3^ (ebenso wie F und T) eine Function sein, die

lediglich abhängt von der augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes.

Ferner mag das in (k.) enthaltene ^E in " folgende Theile zerlegt

werden

:

(m.) dE = {dT)j-{-{dQ)j~dQ',

*) Wirkliche Sicherheit würde dieser Schluss (vergl. pag. 96) nur dann be-

sitzen, wenn wir vermittelst der äusseren Kräfte und Wärmequellen jedes be-

liebige Werthsystem der da, dß, . . . hervorzurufen im Stande wären. Hierüber

al^er kann im Allgemeinen nichts Bestimmtes gesagt werden.
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hier sollen (dT),.i und {dQ),t diejenigen Quanta von lebendiger Kraft

imd Wärme bezeichnen, welche im System hervorgerufen werden

durch die äusseren Kräfte; andererseits soll (— dQ) das aus den äus-

seren Wärmequellen in das System übergehende Wärmequantum voi-

stellen, so dass also (-|- dQ) diejenige Wärmemenge repräsentirt, welelin

umgekehrt vom System an jene Quellen abgegeben wird. —
Durch Substitution von (1, und (m.) erlangt die Formel (k.) folgendes

Aussehen :

(n.) dT + dH = {dT),t + {dQ), - dQ.

Dritter Fall.

„Die Verhältnisse mögen dieselben sein, wie im vorhergelitiiueii

„Fall, nur soll die Beschaffenheit und Application der äusseren Wänue-

„quellen der Art gedacht werden, dnss dns System fortdauernd in

„constanter Temperatur erhalten l!' il)t.-

Das gegebene System ist also etwa eingebettet zu denken in eine

unendlich grosse Wärmequelle von unveränderlicher Temperatur, ^o

dass jede durch die Innern und äussern Kräfte im Sj'stem hervor-

gebrachte Wärmequantität augenblicklich in die umgebende Quelle

abfiiesst. Alsdann wird die durch dQ bezeichnete, d, h. die wäh-

rend der Zeit dt vom System an jene Quelle abgegebene Wärmemenge
identisch sein mit derjenigen, welche während dieser Zeit durch die

innern und äussern Kräfte im Systeme hervorgebracht wird. Die

in der Gleichung (n.), d. i. in der Gleichung:

(o.) dT + dQ + dJ, = {dT)^ + iclQ),

enthaltenen einzelnen Glieder lassen sich also im vorliegojidcii Fall

folgendermassen charakterisiren

:

dT und dQ die während der Zeit dt im Sy^.tcniu durch die-

innern und äussern Kräfte hervorgebrachten Quantitäten,

von lebendiger Kraft und Wärme;
{dT),., und {d(^),, diejenigen Theilc der < »u.aiititiitrii ,11 und

d<^>, welche speciell herrühren von den äi --< in Kräften;

i- eine im Allgemeinen unbekannte Function, w^u Ip' lediglich

abhängt von der augenblickliclicu IJesL-liatlciihi-it des Sy-

stemes

;

dj (las {h'v Zeit il t entsprecliende Dilferential M'H ?.

Nun kann uireubtU' gesetzt werden:

dT=^{^dT),-^{dT)j,
^^^ dQ=-{dQ).,-{-{d(^j,

wo alsdann unter {dT)j und {dQ^j diejenigen TJieile vun dT und

d(^> /u verstellen sind, welche speciell herrühren von den innern

Kräften des »Syslenies. Uiedurch geht die Formel (o.) über in:
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oder, kürzer geschrieben, in:

r.) (^lT-\-dQ)j=-dlf;

flass wir also folgenden 8atz erhalten

:

8ind die in einem materiellen System vorhandenen
innern, ebenso wie die auf dasselbe einwirkenden äussern

Kräfte, theils ordinären, theils elektrostatischen, theils
' ktrodynamischen Ursprungs, und denkt man sich das

stfem (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter
Icmperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum leben-

diger Kraft und Wärme, welches im Systeme während der

Zeit c?^, speciell in-Folge der innem Kräfte, sich entwickelt,

immer das vollständige Differential irgend einer Function
in, welche lediglich abhängt von der augenblicklichen
schaffenheit des Systeme«.
Da die innem Kräfte theils ord. , theils eist, , theils eldy. Ursprungs

.], so zerfallt das Quantum {dT-{-dQ)j in drei entsprechende Theile;

<la.ss die Formel (r.) die Gestalt annimmt:

-) {fiT}j,orä.Vn-{-{dT-\-dQ)j,,ut.V> + (/Zr+rf^)y,eHy.r, = - d^-

\ ;- früheren Untersuchungen ergeben sich aljer die Rdationen *):

.. {dT)j,„a.x:. = — dO,
^

(dT+ dQ)j, em.u, = -dU,
das ordinäre, und U das elektrostatische Potential des gegebenen

temes auf sich selber bezeichnet. Aus (s.) und (t.) folgt sofort:

u.) {(IT -f dQ)j, eidy.u. ==-d{l-0—U);
iii Worten ausgedrückt:

Sind die in einem materiellen System vorhandenen iii-

111, ebenso wie die auf dasselbe einwirkenden änsserii

Kräfte, theils ordinären, theils elektrostatischen, theils

elektrodynamischen Ursprungs, und denkt man sich das Sy-

stem (durch geeignete Wärmeableitungen) in constanter
Tf-raperatur erhalten, so wird dasjenige Quantum lebendi-

•Kraft undWärme, welches imSysteme während derZeit
speciell in Folge der innern elektrodyuaniisehen Kräfte,

h entwickelt, immer das vollständige Differential irgend
finer l^'unctiou sein, welche lediglich abhängt von der

augenblicklichen Beschaffenheit des Systemes.
Hiedurch ist die im vorhergehenden *§. [in (A.) pag. 133] aufge-

ite Behauptung gerechtfertigt.

*) In der ITiat sind die Formeln (t), abgesehen von einer etwa« andern Be-

z- K-hnnn^weise, identisch mit den Formeln (.^I.) pag. 24 und (61.) pag. .32.
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§. 23. Weitere Erforsclunig des Elementargesetzes, gestützt auf das

F. ^'euiuann'sclie Integralgesetz.

Die Annahme, dass das genannte -Int egr algesetz immer gültig

ist, sobald nur die Ströme gleichförmig, und Gleitstellen nicht
vorhanden sind, bildet den Inhalt unserer vierten Hypothese (pag. 113);

und diese vierte Hypothese, von welcher bisher noch kein Gebrauch

gemacht wurde, soll nun herangezogen werden, um Aufschluss zu ge-

winnen über die in unserem Elementargesetz (pag. 133) noch cHthal-

tenen unbekannten Functionen o;, co, a.

Auf ein aus zwei starren und homogenen*) Drahtringen Ä
und jß bestehendes System mögen von Aussen her beliebig gegebene

Kräfte einwirken, nämlich Kräfte, welche theils ordinären, theils elek.

trostatischen , theils elektrodynamischen Ursprungs sind. Es sollen die-

jenigen räumlichen Bewegungen und elektrischen Vorgänge in Betracht

gezogen werden, welche das System in Folge dieser äussern Kräfte

und in Folge der gleichzeitig vorhandenen inneren Kräfte von Augen-

blick zu Augenblick darbieten wird.

Dabei sei vorausgesetzt, der Anfangszustand des Systemes und

jene gegebenen äussern Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass

die in den Ringen Ä und B entstehenden elektrischen Ströme J^ und

Jj fortdauernd als gleichförmig**) angesehen werden dürfen.

Sind DSß, Ds^ irgend zwei respective zu Ä und B gehörige

Elemente, haben ferner r, 0„, 0^, E dieselben Bedeutungen wie im

Ampere 'sehen Gesetz, und bedienen wir uns endlich der schon früher

gebrauchten Abkürzungen

:

Q = 0300 01 +'«E,

so besitzt das elektrodynamische Potential P der beiden Ringe auf-

einander den Werth:

(35.) P=JoJi Q = JoJi • ^^ Ds, Dsj n,

(vergl. pag. 56) ; ferner wird alsdann die von zwei Elementen D^,^ , Ds^

auf einander ausgeübte ponderomotorische Kraft eldy. Us B dargestellt

sein durch:

(36.) R^JoJiDsqDsi P,

•=) Vergl. die Bemerkung auf pag. .34.

*) Vergl. die Note pag. 97.
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(vergl, pag. 44); endlich wird alsdann die von Dsj während der Zeit

dt in Ds^ hervorgerufene elektromotorische Kraft eldy. Us ^q' dt sich

ausdrücken durch

:

(37.) e,.<i« = J, D., ('':R-P*l+J'^e._<»iZlM^ + (,j,) D., Q,

(vergl. pag. 133), wo mit d diejenigen Veränderungen bezeichnet sind,

welche während der Zeit dt stattfinden.

Die in den Ringen Ä, B vorhandenen Stromstärken Jq, J^ sind

nach unserer Voraussetzung gleichförmig; somit können auf diese

Ringe in Anwendung gebracht werden die von meinem Vater aufge-

stellten Inte gr algesetze, das ponderomotorische, und das elektromo-

torische. Erster es findet [vergl, (52. g), pag. 55] seinen Ausdruck in

der Formel:

(38.) 2:2; {B dr) =:~J^J^dQ,
welche mit Rücksicht auf (36.) auch so geschrieben werden kann:

(39.) J^J, . 2:2; (Dso Ds, ? dr) = — J^J^ dQ,

wo Q die in (35.) genannte Bedeutung besitzt. Letzteres, welches

den Gegenstand unserer vierten Hypothese (pag. 113) ausmacht, drückt

sich aus durch die Gleichung:

(40. a)
_
{I]E Dso @o') dt = d (J^ Q),

und durch die mit dieser parallel stehende Gleichung:

(40. b) {HZ Dsi (Si») dt=d {J^Q).

Durch Substitution des Werthes (37.) in (40. a) folgt:

j, . 2:z Ds„ D., ('iQ-P'"-)+lig.J6,-9,-^e.)

+ [dJ^) . 2J2J Dso DsiQ = d {J^ Q),
oder (was dasselbe ist):

j j djUZ Dsq Ds, Q)—ZE Ds, Ds, Pdr+ZE Dgp Ds, 6 (Qp ^0^—01 dQ,)

+ Jp {dJ,) . EE DSo Ds, Q = J,d (/, Q),

oder mit Rücksicht auf (39,):

.... ^ -. d{EE Ds„DstQ)+ ^^+ 2:2; DsoDs,ö{eodQ,-e,dQo)
(41. a) t/o'^i 2

+ J, (dJ,) . EE Ds, Ds,Q = J,d (J, Q).

In analoger Weise folgt offenbar aus (40. b):

,,.,. , j d{EEDs,Ds,Q.)-\-dQ-\-EEDs,Ds,a{Q,dQ,-Q,dQ^)
(^41, b) d,J, 2

+ J, {dJ,) . EE Ds, Ds, Q = J,d J, Q).
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Durch Addition von (41. a) und (41. b) ergiobt sich:

J,, Jj . d (2:2; Dso Ds, Q) + J,J, (IQ

+• d {J,J,) . 2:2; Ds, D.S, Q = ^/ (J,, J", + J,J, äQ,

oder (was dasselbe ist):

(42.) d (/„ J, . 2:2: Ds, Ds, Q) -— ^7 (J„ J, 0.

Hieraus aber folgt durch Integration:

J,J, . 1:2: Ds, Ds, Q = J„ J, r,> +6'

oder ein wenig anders geschrieben:

(43.) J,J, 1^2:2: Ds, Ds, Q) - Q\ = C,

w^o G eine Consta nte, nämlich eine Grösse vorstellt; welche wäh-

rend der betrachteten Bewegung des Systemes -4, Z> beständig ein und

denselben Werth behält.

Bei den hier durchgeführten Betrachtuugen und Rechnungen sind

die auf das System A, B von Aussen her einwirkenden (theils ordi-

nären theils elektrischen) Kräfte innerhalb eines gewissen Spielraums

willkührlich gelassen. Dieser Spielraum determinirt sich durch die

l)ei unseren Betrachtungen und llechnungen benutzte Voraussetzung,

jene Kräfte seien von solcher Beschaffenheit, dass die in den Ringen

A,B vorhandenen Stromstärken -J,,, J, fortdauernd als gleichför-

mig angesehen werden dürfen. Denken wir uns also jene äusseren

Kräfte, ohne üebersclireitung dieses Spielraums, von Augenblick zu

Augenblick in willkührl icher Weise abgeändert, so wird trotzdem

die Differentialgleichung (42.) gültig bleiben von Zeitelement zu Zeit-

eloment, und folglich die in der Integralgleichung (43.) enthaltene

Constante beständig ein und dieselbe bleiben.

Mit Rücksicht hierauf ist es leicht, einerseits den wirklichen

Werth der Constanten C zu ermitteln, und andererseits auch denjenigen

Werth zu finden, welchen der offenbar nur von- geometrischen

Verhältnissen abhängende Ausdruck

(44.) f={2J2: Ds„Ds, Q) ~ Q

annimmt für eine beliebig gegebene speciclle Lage des Systemes

Ä, B, z. B. für seine Anfangslage.

Zu diesem Zwecke denken wir uns die auf das System einwirken-

den äusseren ordinären Kräfte der Art regulirt, dass das System

in dieser Anfangslage fortdauernd, ins Unendliche hin, festgehalten

wird. Gleichzeitig denken wir uns äussere elektrische Kräfte in

Anwendung gebracht, welche eine gewisse Zeit hindurch gleich-

förmige elektrische Ströme J,, J. in den Ringen hervorrufen, all-
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mählig aber erlöschen, so dass schliesslich J^^, J^ ebenfalls zu Null

herabsinken. Bringen wir nun auf diese Vorgänge die Gleichung (43.),

d, i. die Gleichung:

(45.) J,J,f=C
in Anwendung, so folgt, mit Rücksicht auf das schliessliche Nullwer-

den von Jo , Jj , sofort , dass G ebenfalls Null ist. Die Constante C
ist aber während der betrachteten Vorgänge beständig ein und die-

selbe, folglich fortdauernd Null; sodass sich also aus (45.) die Formel

ergiebt

:

(46.) J,JJ=0,
als gültig im ganzen Verlauf der betrachteten Vorgänge. Eine gewisse

Zeit lang hatten aber J^, Jj von Null verschiedene Werthe. Somit

folgt aus der Formel (46.), dass der Ausdruck f für die gegebene spe-

cielle Lage des Systems nothwendig Null ist.

Jene specielle Lage ist aber identisch mit der wiilkührlich ge-

gebenen Anfangslage. Somit ergiebt sich, dass der Ausdruck f
Null ist für jede beliebige Lage des Systemes.

Der Ausdruck f (44.) kann mit Rücksicht auf {35.) so dargestellt

werden

:

(47.) f= EE Dso Dsi (Q — W),

also mit Rücksicht auf (34.) auch so

:

(48.) /= EZ D.9o D5, \U + 4yl^(^-^J] 0„0, + « E
|

;

und dieser Ausdruck f muss also, wie wir eben gesehen haben, für die

beiden Ringe A und B jederzeit verschwinden, welche rela-

tive Lage, und welche Gestalt die beiden Ringe auch immer
haben mögen. Hieraus aber ergiebt sich durch Anwendung eines

früher (pag. 95) gefundenen Satzes, dass die Functionen a, ra mit

einander verknüpft sein müssen durch die Relation:

(49.) .+4^.eii)^=.g.

Aus dem Verschwinden des Ausdruckes f folgt ferner, mit Rück-

blick auf (44.), die Gleichung:

(50.) Q = EE DsyDsi ^
Durch Substitution dieses Werthes von Q in (35.) folgt weiter:

(51.) P = J,, J, . EE Ds„ Dst Q = JJ, . EE Dsq Ds, n.

Aus (49.) und (51.) folgt endlich der Satz:

Neumann, die elektrischen Kräfte. 10
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Unter Anwendung der Abkürzungen

(52. a) \drJ " ^'

kann das elektrodynamische Potential P zweier i^leichför-

niiger Stromringe aufeinander nach Belieben dargestellt

werden durch die eine oder andere der beiden Formeln

F=J,J,.2JU DsoDs.n,

Dabei sind unter r, O^, 0,, E dieselben Grössen zu verstehen,

wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44), andererseits unter

a, CO zwei lediglich von r abhängende Functionen, welche

durch die Relation
n

(52.0) . + ,^(^f^rpi

mit einander verknüpft, im üebrigen aber noch unbekannt

sind*).

*) Dass die beiden in (52. b) angegebenen Integrale:

22 DsoDsjn und 2;S DsoDsi«

von gleichem Werthe sind, liissfc sich übrigens noch auf anderem Wege dar-

thun, nämlich nachweisen auf Grund der Eelation (52, c).

Nach (52. a) ist

hieraus folgt mit Rücksicht auf jene Relation (52. c):

= + , f»
»-

fJ- + ü ßl |i- + ,.

2!f-), (,c,-gl. „OK. 30),

,
II 8V , /u , dw\drdr

i_
II .

3^^ 1
d((or) d r d r

"" "^ '^ *'

Ws^dii
"^ dr dso äsi

'

Setzt man also für den Augenblick: j w r dr = l, s.o folgt:

n - ß = + ^^4 •

Hieraus aber ergiebt sich sofort:

SE DSo Ds, (TT - ß) = Ü, w. z. z. w.
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Nach einem früheren Satze (pag. 131) ist das elektrodynamische

Postulat irgend zweier Stromelemente J^^Ds^^ und J, Ds, dargestellt

durch den Ausdruck:

(- l)J,J, Ds„Ds, Q.

Das elektrodynamische Postulat zweier gleichfJn-miger Stromringe auf"

einander besitzt daher den Werth

(- 1) Jo^i • ^^ D.s'„ D.s, Q,

und ist also, abgesehen vom Factor (— 1) identisch mit dem Potentiale

P (52. b).

Somit wird in unmittelbarem Anschluss an (52. a, b, c)

hinzuzufügen sein, dass das elektrodynamische Postulat
irgend zweier Stromelemente »/„ Ds„, Jj Ds, den Werth hat:

(52. d) (— 1)^0^] DsoD5, Q,

und ferner, dass für zwei gleichförmige Stromringe das
elektrodynamische Postulat, abgesehen vom Vorzeichen,
identisch ist mit dem elektrodynamischen Potential.

Aus den hier durchgeführten Untersuchungen scheinen sich, wenn
wir auf frühere Formeln, z. B. (41. a):

j ^ (l {U2J DsoDsj Q) + (IQ + 2J2J Ds« Ds, 6 (0, dO, — 0, ilQ.)

+ J"o {(IJ,) . 2Ji: Ds, D.9, Q = J,d (Ji Q)

zurückgreifen, noch weitere Aufschlüsse zu ergeben. Unterdrückt man
nämlich hier den gemeinschaftlichen Factor Jy, und substituirt man
gleichzeitig für EU Ds,, Ds, Q den in (50.) gefundenen Werth Q, so

folgt

:

/, ^aO) + J^
^^ D s,\) s, g (00^/0^-01^0,)

+ {dJ,) Q = d (J, Q), -

oder was dasselbe ist

:

(53.) ZE Ds,) Ds, a (0, f?0i — 0, dQ^) = 0.

Auf den ersten Blick scheint diese Gleichung (53.), welche, ihrer

Ableitung nach, gültig ist für zwei beliebige und in beliebigen Be-

wegungen begriffene Ringe, geeignet, uns nähere Auskunft zu geben

über die Beschaffenheit der von r abhängenden Function 6. Doch ist

das leider nicht der Fall. In der That soll im folgenden §. gezeigt

werden, dass der diirch (53.) gestellten Anforderung entsprochen

wird, wenn man für 6 eine völlig willkührliche Function von r

einsetzt. Es bleibt somit diese Function 6, trotz jener Gleichung (53.),

uns völlig unbekannt.

10*
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In Betreff der gesuchten elektromotorischen Kraft (S^^ dt sind

wir daher durch die Betrachtungen des gegenwärtigen §. nur äusserst

wenig weiter gelangt.

Soll zusammengestellt werden, was in Betreff der elek-

tromotorischen Kraft

(54. a) ^^''dt

bis jetzt ermittelt worden ist, so wird Wort für Wort zu

wiederholen sein, was bereits früher (pag. 13B) gesagt wurde,
und nur noch hinzuzufügen sein, dass zwischen den

Functionen co, co die Relation stattfindet;

und dass der Ausdruck Q = c? 0„0, -|- '^ E? multiplicirt mit

(— 1) Dsy DS| Ju</j , das elektrodynamische Postulat der be-

trachteten Stromelemente J^^ Dsq und J, Ds, repräsentirt.

§. 24. Betrachtungcu zur Ergrmziiiig des Vorlicrgeliendeii.

Es soll hier der Beweis geliefert werden für die ausgesprochene

Behauptung, dass der Gleichung (53.) Genüge geschieht, wenn man
in ihr für 6 eine völlig willkührliche Function von r einsetzt.

Gehören die Puncto {x^^,y(\,^() und {pc^,y^yZ^) zwei Ringen an,

welche ohne Gleitstellen, jedoch biegsam sind, und ihrer Lage und

Gestalt nach von Augenbliclc zu Augenblick sich ändern, so werden

die Coordinaten jener beiden Puncte in folgender Weise darstellbar

sein:

^i)
= ^ {sQ,t), x^ = N {Si,t),

(55.) ?/o
= ^ (s«; i),

2/i
= M (s, , t)

,

wo s„, s, die Bogenlängen der beiden Puncte sind, und t die Zeit be-

zeichnet. Diesen Darstellungen entsprechend, sind die Formeln zu

bemerken:

(^«•) -0" = + ^/ ö, = -|^;,

wo »-,00,0, dieselben Grössen sein sollen, wie im Ampere'schen

Gesetz (pag. 44).

Zur Untersuchung sei nun vorgelegt das über die beiden Ringe

ausgedehnte Integral:

(57.) K == 2JU Ds, Ds, U (0« dQ^ - 0, dQ^,)

wo- U eine beliebige Function von r vorstellen mag, und </0„, </0,
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die dem Zeitelement dt entsprechenden Aenderungen von 0^^ 0, be-

zeichnen sollen. Dieses Integral K kann mit Rücksicht auf (55.),

(56.) auch so geschrieben werden:

dV
.oder, wenn fUdr = V, mithin U = j- gesetzt wird, auch so:

(09.) K = dt , ZU D.„ D., (- ^-^ ^^^ + ^j^ -^^-^^

Nun findet aber, weil U, V le di gl ich Functionen von r sein sollen,

die identische Gleichung statt:

dV
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stellt. Die rechter Hand beigefügte Signatur ('j^M mag dienen, um

diejenigen Elemente im Auge zu behalten, auf welche die Formel sich

bezieht.

Die analoge Formel für die Einwirkung von Asj auf Ds,, lautet:

(2.)
e.'<^«==i^L('®ziP^t)^eÄ-eÄ)]^^_^,.

j;. ^^^

Dass im letzten Gliede J^ zu setzen ist, unterliegt keinem Zweifel.

Denn As, ist ein während der Zeit dt neu eintretendes Element;

seine Stromstärke wächst also während dieser Zeit von
auf J", an. Fraglich aber erscheint, welcher Wertli im ersten Gliede

dem Y, beizulegen ist.

In der früheren Formel (1.) ist es mit Bezug auf jenes erste

Glied einerlei, ob dort J^ selber, oder statt dessen J", -f- dJ^ gesetzt

wird, also einerlei, ob daselbst der Werth der Stromstärke zu Anfang
oder zu Ende der Zeit dt genommen wird; denn der Unterschied

zwischen e7, und J^ -\- dJf ist unendlich klein. In der Formel (2.)

hingegen scheint eine solche Verwechselung nicht gestattet, weil die

Stromstärke in As, zu Anfang und zu Ende der Zeit dt die sehr

verschiedenen Werthe und t/, besitzt. Es fragt sich also, ob in der

Formel (2.) für Y, der Werth 0, oder J, , oder vielleicht ein gewisser

Mittelwerth zu nehmen ist. Um rationell zu verfahren, würde die Zeit

dt von Neuem in unendlich viele, etwa n Zeitelemente, und die Draht-

länge As, in die n correspondirenden Elemente zu zerlegen sein,

u. s. w.

Glücklicherweise sind indessen solche Erörterungen nicht erforder-

lich. Man bpmerkt sofort, dass das erste Glied der Formel (2.) ver-

schwindend klein ist gegen das zweite, dass nämlich letzteres (in

Folge des As,) unendlich klein erster Ordnung, ersteres hingegen

(in Folge von As, und dQ, dr, dQ^, r?0,) unendlich klein zweiter

Ordnung ist. Somit rcducirt sich die Formel (2.) auf:

(3.) Q,UU = J,Af,Q.
(ä:) ,

Denkt man sich die Formel (1.) für sämmtliche Ds, , und die

Formel (3.) für sämmtliche As, der Reihe nach hingestellt, so gelangt

man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss:

(4.) dt . ^ (SV = j,
[^^^^^sq-^^är) ^ ^ ^^^

^J

2; Ds, (?(0„^0, -0,(/0„) .^ s

-T ^1 2 ^^'"^

+ (dJ^) 2; Ds, Q
;

dies also ist diejenige elektromotorische Kraft eldy. Us, welche der
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j^anze King JU während dor gegebenen Zeit dt hervorbringt in irgend

einem Punete von Ds^, die Kraft gerechnet in der Richtung von Ds^^.

Aus (4.) folgt durch Multiplication mit D.s,, und Summation über

sämmtliche T)Sq sofort:

(5.) ät.UU D.,C^V =^{^^---^^^^^^^^^ + ^^ D.,A.,q]

, ^ 2:2; DS„DS, (? (00 f?0i — 0,fZ0o) /yyx

_l_ J^
^

—
I^^J

+ (dJ^) uz Ds,, Ds, ß;

dies ist diejenige elektromotorische Kraft oldy. Us, welche
der ganze Ring B im ganzen Ringe A während der Zeit dt

hervorijringt. Allerdings scheinen hiebei die Elemente As„ noch

nicht berücksichtigt zu sein. Wollte man aber diese Elemente As^

mit in Rechnung ziehen , so würde , weil die Anzahl der A s^ endlich

(nämlich entsprechend der Anzahl der in Ä vorhandenen Gleitstellen),

die Anzahl der Ds„ hingegen unendlich gross ist, zu dem in (5.)

angegebenem Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten, welches diesem

Ausdruck gegenüber verschwindend klein ist.

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher vorausgesetzt, die AS(,

und AS] seien sämmtlich positiv. Nachträglich übersieht man leicht,

dass die erhaltene Formel (5.) auch dann noch gültig sein wird, wenn
die As^ und As, theils positiv theils negativ sind, also gültig sein

wird, einerlei ob während der Zeit ^^ in jedem der beiden Ringe nur

eintretende, oder gleichzeitig auch ausscheidende Elemente vor-

handen sind.

elektrodynamische Potential P (vergl. pag. 14(3) der beiden Ringe Ä, B
auf einander sich darstellen lässt durch

^^ Q= EU DsoDs, ß;

woraus mit Bezug auf die Zeit dt sich ergiebt:

dP=Qd{J,J,)-{-J,J,dQ,
^ ^^ dQ== 2JU Ds.Bs^dQ + UU Ds.AsyQ + U2J As^Ds.Q.

Andererseits sei bemerkt, dass nach einem früher gefundenem Satz

[(52. g), pag. 55] die Formel stattfindet:

,„- ,^ EE Bdr J^J^ .EE Ds^BSiPdr
iP') di^ = j-j— = j^j ,

wo ii = JoJ\ i)S() Ds, P diejenige ponderomotorische Kraft eldy. Us

bezeichnet, welche zwei Elemente J„ Ds^ und «7^ Dsj (nach dem Am-
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p er
e
'sehen Gesetz) auf einander ausüben. Durch Addition der bei-

derlei Werthe von dQ, in (7.) und (8.), erhält man:

(9.) 2dQ= 2:U Ds, Ds, (dQ -Pdr)-^ SE (Ds« As^ Q + As« Dsi ß) •,

oder anders geschrieben:

(10.) J,
^^ Ds, Ds,{d^- Pdr)_j ^^^_j ES (Dsp As, Q+As„Ds,Q)

oder falls J^ . EE Ds,, As, Q auf beiden Seiten addirt wird:

(11.) j^ [g^-J^oD..C.^
Q-P..) ^ ^^ ^^^ ^^_ ^j

^J,dQ + J ^^ (OgpAg, Q-AsnPg, Q)
^

Soviel in Betreff des Gliedes erster Zeile in (5.).

Es handelt sich nun ferner um eine gewisse Umgestaltung des

dortigen Gliedes zweiter Zeile. Aelmlich wie früher (pag. 58, 59)
mag die Entfernung r zweier Elemente der Ringe A und B aufgefasst

werden als eine Function von vier Argumenten

^o> ^0> ^IJ ''^IJ

der Art, dass T;lie Zeit, je nachdem sie in den Coordinaten des zu A
oder zu B gehörigen Elements enthalten ist, mit r„ oder t, bezeich-

net, und die Bogenlänge s^ oder s, jedesmal längs desjenigen speciel-

len Bahnstückes gerechnet wird, dem das Element angehört. Alsdann

^ ^ Vdjr av _ d_r_ av i

wo offenbar ^^= — + ^~ • ^^*^^ ™^^ ^^n zur Abkürzung:

(13.) fadr = ^, a = P,^ dr'
so ergiebt sich weiter:

(14.) . (e.rfe, ~ 0,rfe.,) = [" i!^ - fi ^] ^«,
Las, aso ac ds^ ös^ öU '

Laso Vasj a"^/ as^ Vaso dt)\ '

und folglich:

(15.) J^
^^ P^o P^< ^ (Qq ^^Q. - Q. ^Qq)

' 2 " ^Laso Vas, dt) ds^ Kds^dtj]



linoai'c Ticitor. — Erforschung des Elementargesetzes. 153

Die Integration rechter Hand kann weiter ausgeführt werden mit Hülfe

von früher [(74. p, q) pag. 64j gefundenen Formeln ; aus denselben er-

giebt sich nämlich sofort:

woraus durch Addition folgt:

(16. a) dt . U ^- [^- —.] T>So = — 2J :^- :^ Asq
dSQ \ds^ dt/ "

ds^ as„ "

__raaray
~ '^ Trds, äso "'

"In gleicher Weine ergiebt sich die analoge Formel:

(16. b) dt . 2J ---I —\Ds^ = — 2J — ~ As,
ds^ \aSo dt/ ^ BSq ^s^^

'

^ dX d r d r .

Nun ist -- = 0,^^ -- = _ 0i^ und [nach (13.)] -j- == a. Die For-

mein (IG.aJj) können daher auch so geschrieben werden:

(17.a) ^<.2;D.,i-(|i|r) = ^A,,,0„0,,.

(H.b) d^.^D.,
^-^(f|^;)

= 2:A.,«0„0,.

Durch (17.a,b) gewinnt der Ausdruck (15.) folgende Gestalt:

,.Q. , 2:2; D5o Ds, (? (6,, rt^G, — 0, ^0,,)

j UZ (Aso Ds, (I 0„0, - D5o As, ö 0„0,)— J, -
^

Endlich kann das Glied dritter Zeile in (5.), mit Rücksicht auf

(6.), sofort in die Form gebracht werden:

(19.) (dJ^) 2J2J Dso Ds, Q = (dJ^) Q = QdJ^.

I

Substituirt man nun in (5.) für die einzelnen Glieder die gefun-

denen Werthe (11.), (18.), (19.), so folgt:

/•:>n ^ 7/ t-%^ r» rt. 1 7/ r /ix 1 t ^^ (Ds„ As,Y— ASpDs, Y)
(20. a) dt . ZL Dso(S(,' = d(J^ Q) -\- J, ^>

—

"

^-.^
'

—

-
,

wo Y die Bedeutung hat:
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(20. b) Y = Q — (J0y0,,

= (03 — (?) ©0 0, + « E
5

denn Q hat den Werth o? 00j -|- et» E, (vergl. pag. 133),

Das von meinem Vater (auch für den Fall von Gleitstellen) pro-

ponirte Integralgesetz drückt sich aus durch die Formel (pag. 113):

(21.) dt . 2:2: Dso ®o' = d {J, Q).

Soll zwischen dieser und der hier gefundenen Formel (20. a) Ueber-

einstimmung vorhanden sein, so müsste für je zwei mit G leitstellen

behaftete Ringe, wie dieselben auch beschaffen sein mögen, immer

die Gleichung stattfinden:

{a.) UU (D60 As, r - As, Ds, Y) = 0,

Zur Erfüllung dieser Gleichung aber ist, weil die As„ und As^ ihrer

Anzahl und Lage nach willkührlich sind, erforderlich und ausreichend,

dass für eine beliebig gegebene geschlossene Curvc .s,, und für ein be-

liebig gegebenes einzelnes Linienelement As, immer die Gleichung

stattfindet

:

(ß.) 2J Dso Y = 0,

das Y bezogen gedacht einerseits auf die Elemente Ds^^ der Curve,

andererseits auf jenes einzelne Element As,.

(22.) , . . . „Die Gleichung (ß.) ist also die nothwendige und aus-

„reichende Bedingung dafür, dass zwischen den beiderlei Gesetzen

„(20. a,b) und (21.) üebereinstimmung stattfindet."

Es sind die Consequenzen zu untersuchen, welche aus dieser Be-

dingung für die Beschaffenheit von Y resultiren. — Findet die Glei-

chung (ß.) statt für jede geschlossene Curve und jedes daneben ge-

gebene einzelne Element, so wird auch für je zwei geschlossene Cur-

ven Sq und s, beständig die Gleichung stattfinden:

(y.) 2JU DsoDs, Y = 0;

und es wird folglich [nach einem früher gefundenen Salz (pag. 95)
|

der Ausdruck Y oder (« — ö) 0o0i -j- ^' ^ ^^^^' Relation entsprechen

^ ^ dr

Es ist also (d.) eine Folge von (/3.). Auch das Umgekehrte ist

•der Fall. Denn aus (d.) würde zunächst folgen, dass der Ausdruck

Y sich darstellen lässt in der Form:
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L dr dSf^dSy~^ " Väs^, ai; + ^ ds^Jj '

_ _ rd{ra) d r d r n d-r ~\

~
L dr 3s;, dSi'^^^ ds^djj '

. d ( XX d r\

öSq \ dsj '

und hieraus würde weiter folgen, dass Y der Bedingung (/5.) Genüge
leistet. Somit ist also in der Tliat dargetlian, dass auch umgekehrt
{ß.) eine Folge von (d\) ist.

Die beiden Bedingungen {ß.) und {ß.) sind mithin untereinander

äfjuivalent; und das Ergebniss (22.) kann daher auch so ausgesprochen

werden

:

(23.) .... „Die Relation (d\) ist die nothwendige und ausreichende

„Bedingung dafür, dass die beiderlei Gesetze (20.a,b) und (21.) mit
• „einander in Einklang sind."

Jene Relation {d.) gewinnt aber durch Vergleichung mit einer

früher (pag. 148) erhaltenen Relation:

die einfachere Gestalt:

Somit kann das Ergebniss (20.) schliesslich so ausgesprochen werden:

Soll das von mir für die elektromotorischen Kräfte
eldy. Us entwickelte Elementargesetz (pag. 148) auch für
solche Stromringe, die mit Crleitstclleii behaftet sind, in

Uebereinstimmung sich befinden mit dem von meinem
Vater aufgestellten Integralgesetz, so ist erforderlich und
ausreichend, dass die in jenem Elementargesetz auftretende
Function a den Werth besitze:

(24.) — ''^'Cf:)'

wo -4} die in dem Ampere'schen Gesetz (pag. 44) enthaltene
Function, und A die daselbst enthaltene Constante reprä-
sentiren.

Indessen fragt es sich wohl, ob das in Rede stehende Integral-

gesetz für den Fall von Gleitstellen als hinlänglich constatirt' be-
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trachtet werden darf; und es soll daher vorläufig von dem für 6 er-

haltenem Werthe (24.) im Folgenden kein Gebrauch gemacht werden.

Schliesslich mögen in Betracht gezogen werden diejenigen Quanti-

täten von lebendiger Kraft und Wärme , welche sich in den beiden mit

Gleitstellen behafteten Ringen A und B während des Zeitelementes dt

entwickeln in Folge ihrer gegenseitigen Kräfte eldy. Us. Wir bedienen

uns dabei der früher (pag. 67 und 105) gefundenen Formeln *)

:

(25.) {(ITa^ + d TB^)eUy. Tj. = -J,J,dQ,

(26.)
'

(r?r^^«)eiciy.us = J, dt . ZE e-o^ Ds«.

Substituirt man in letzterer für die rechte Seite den gefundenen Werth

(20. a); so ergiebt sich:

/o-? X /j^ Rx T ^rrrr^ \ r T ^^ (Ds„ As,Y— As„Ds,Y)
(27. a) {dQA^idy.m = Jq d{J^Q)-]rJ^Ji --^

^2
—

In gleicher Weise gilt offenbar umgekehrt für die Wirkung von A
auf B die analoge Formel:

(27.) {dQ.^Ur.y^. = J-, d{J,Q) + J,J,
^?JD^A^Y-A_.,D.,,Y)

.

und durch Addition von (27. a), (27. b) folgt sofort:

(28.) {d Qa" + d QB^%i,y. m = J,d (J, Q) + J, d {J, Q)

,

=^d{J,J,Q) -hJoJiClQ.

Endlich folgt aus (25.) und (28.):

(29.) {d Ta'' + d Ty' + d Qa^ + d (h%uy. US = d (Jo J, Q)

,

oder, indem man für Q den Werth (6.) substituirt:

(30.) {dTA''^-dTB'^-dQ.,'^+ dQn^),uy.v.= ä[J,J,.E2: Ds,Y)s,Q\.

Diese Formel (30.) enthält nichts Neues; sie hätte bequemer erhalteu

werden können direct auf Grund der Bedeutung von Q. Denn der

Ausdruck
(- 1) Jo Dso J", Ds^ Q

repräsentirt das e 1 e k t r o d y n am i s c h e P o s t u 1 a t zweier Stromelemente

J,, Ds„ und J'i Dsj (vergl. pag, 147). — In der That sind die Rech-

nungen (25.) bis (30.) nur angestellt worden, um eine gewisse Con-

trole zu erhalten für die früheren Formeln dieses §.

*) Dass die erste dieser Formeln auch für den Fall von (J leitstellen

gültig ist, geht aus den betreffenden Erörterungen (pag. 67) deutlich hervor.

Andererseits aber erkennt man leicht in dirocter Weise, dass Gleiches auch

gilt von der zweiten Formel.



Fünfter Abschnitt.

lieber die geg-enseitige ponderomotorische Einwirkung
zwischen zwei körperlichen Leitern, welche durchflössen

sind von elektrischen Strömen.

Die Betrachtungen dieses Abschnitts haben zu ihrer Basis das Ainpere'sche
Elementargesetz. Sie werden hinleiten zu einer gewissen Erweiterung des von
F. Neuniann speciell liir lineare Leiter (nämlich für lineare elektrische

Stromringe) aufgestellten Integralgesetzes.

§. 20. Belr.aclitniig des allgeincineii Falles, dass die elektrischen Strö-
iiniiigeu im Iiiiieni der beiden Körper beliebig gegeben sind.

Zwei starre Körper A und J>' seien begriffen in irgend welchen
Bewegungen, uud gleiclizeitig mögen im Innern eines jeden irgend

welche elektrische Vorgänge stattfinden. Wir stellen uns die Aufgabe,

diejenige ponderomotorische Arbeit eldy. Us

(1.) {dT^^\uy.Vs

zu berechnen, welche B während der Zeit dt ausübt auf A.

Es seien

m,) und m, irgend zwei ponderable Massenpuncte der Körper
A und B]

r die gegenseitige Entfernung dieser Puncte »»„ und m^;

Xq, ?/„, 0^, und Xi, 2/), ^1 ihre Coordinaten in Bezug auf ein

absolut festes Axensystem;

>^o> i)ü; So "11*1 V\, 1)i, h ilii'G Coordinaten in Bezug auf zwei

Axensysteme, von denen das eine mit A, das andere mit

B in starrer Verbindung sich befindet;

'/„ und i^ die Stärken der in m^^ und w?j zur Zeit t vorhande-

nen elektrischen Strömunsfen

:
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Sq und Sj zwei von ;«„ und m^ ausgehende Linien, welche

die augenblicklichen*) Richtungen dieser Strömungen

andeuten

;

11^, X)q, \Vq und iij, x>i, \Vi die Componenten von i„ und i,
,

ge-

nommen nach den mit A und B verbundenen Axen-

systemen

;

Dv^ undDv, zwei bei m^^ und ^«j abgegrenzte Volumelemente

der Körper Ä und B] dabei soll Dv^ von solcher Kleinheit

sein, dass zur Zeit t die elektrische Strömung in allen

Puncten von I}v„ einerlei Stärke und einerlei Richtung hat;

Analoges soll gelten von Dvj.

Die Zeit t mag, jenachdem sie Argument der Bewegungen der

ponderablen Massen, oder Argument der innern elektrischen

Bewegungen ist, verschieden bezeichnet sein, im erstem Falle mit t,

im letztern mit T; ausserdem mögen diese Argumente t, T ihrerseits

specieller benannt sein mit t„, T^ oder Tj, T,
,
jenachdem sie zugehörig

sind dem Körper A oder B.

Sind

y, = C-^+C''yo+C'%+C'^\, y, =B^-}- D^^V, + D^-%-{- B^-^^„

diejenigen Relationen, durch welche die beiderlei Coordinaten von m^^,

ebenso die beiderlei Coordinaten von m^ mit einander zusammenhängen,

so werden die Coefficienten C und B , weil die beiden Körper in

irgend welchen Bewegungen begriffen sind, Functionen der Zeit sein;

und zwar wird diese Zeit (entsprechend den eben getroffenen Fest-

setzungen) als Argument der C mit r,,, als Argument der B mit t^

zu bezeichnen sein; so dass also jene Relationen (2.) in collectiver

Weise angedeutet werden können durch:

(3.a) x^^, y^, 00 = A (iCo, l)o; So; ^o); ^i; 2/i; ^i = A (^i, l)i, gj, t,);

während andererseits die in m^ und m^ vorhandenen Strömungscom-

ponenten u^, \i^^, vOq und ii,, \),, \\\ in collectiver Weise darstellbar sind

durch

:

(3.b) iio, \\, lUo = l {U, i)o> So; To), Ui, Dl, % = H (>:,; l},, h, T,).

*) Die Richtungen der in Wq und w, vorhandenen elektrischen Strömungen

«0 und ij werden sich (ebenso wie ihre Intensitäten) im Allgemeinen von Augen-

blick zu Augenblick ändern; und es sollen also s^ und Sj diejenigen Richtungen

sein, welche diese Strömungen haben speciell für den einzelnen Zeitaugen-

blick t.
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Solches festgesetzt, wird die gegenseitige Entfernung r der beiden

Puncte »^o und w, eine Function sein, deren Charakter angedeutet

werden kann durch das Schema

:

(3.c) 'i

^'~^—{^\
, Vi , ^i) (X'i , i)i ,h,'^\)

D. h. r ist zunächst abhängig von den sechs Coordinaton x^^, ?/„, ;2fo,

^u !?/i> ^1 1
^^^^^ diese ihrerseits sind abhängig von den acht Argumen-

ten V()7 i)o; Soj'^o? ^'l > ^)l7 51 J
'''1 •

Absichtlich sind die Bezeichnungen (3. a,b,c) so viel wie möglich

übereinstimmend mit denen gemacht , die früher [in (43.a,b,c) pa«;,

50, 51] bei der Betrachtung linearer Körper zur Anwendung kamen.

Im Anschluss an diese Bezeichnungen mögen ausserdem noch die Cha-

rakteristiken eingeführt werden:

^" ^^ ^^' ^1 = 7^ ^^> ^=^ ^0 + ^1 ;

(3.(1) <^^o Gti
,

A, = ^^^^dt, A,=^^-^dt, A = Ao + A,, d = d + A.

Die augenblicklichen Richtungen der in m^, w, vorhandenen

Strömungen ^„, i, sind s^, s, genannt worden. Demgemäss können

als Symbole gebraucht werden zur Andeutung folgender
ds^' ds^
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Hie zn bereduiaide Arbeit fl.^ dräcM sieli daher ans durch:

WO M diejen^ pandofHiHilorisdie Kraft eldj. Us repraseniirt, welche

Dtj auf Dt^ ansSfat, und die Smmnatioii sidi aasdehnt über ^mmt-
Uebe YcAiimdemente von B und A.

Um «himmAiA jß za bestimmen, m^en die unendlich kleinen Vo-

Imniwa Dt, imd DT| aokgt werden in Elemente zweiter Ordnung,

und zwar in laoter 'paösmatisehe Elemente, parallel zu s« und 5,, d. i.

an ^ mid t,. Die ponderomotonsche Kraft eldr. üs, mit welcher zwei

addbe Piismafta auf einander einwirken, hat nach dem Ampere 'sehen

Gesdx (pag.44) den Weith:

(7.) J.D^.J,D...P, wo P = S^^^^-0^,

wo Dj^, Ds, die langen der beiden Prismata und c7«, eT, ihre Strom-

stiifciai TCWsteHoi. Nun ist aber, Mb man die Querschnitte dieser

Prismala mit ^, q^ bezeiehnet, J% = üq.ui <^i ^ 'i 9i- Somit kann

der Aosdro^ (i.) auch so dazgestellt werden

:

^5,Dsi.t,ftDsi.P.

Die e^enHieii gemdite Ton DT| auf Dt, ao^eübte Kraft B, ei^ebt

akh liiexans dmndi Sonunation über sämmtliche in Dt, und Dv^
oidialtesiai Prismata. Die Volumina Dv^ und Dtj sind aber unend-

lich klein; and es haben dsdier i^ and «,. und ebenso auch P für

all' jene Prismata einerlei Werthe. Somit folgt:

R= I, {2:q.D8^ , i, (27 g, Ds,) . P,
d.L

(a)B= i.DT...-,D.,.P = ,.D.«..-.Dv,.8^'^^-f|^.

Durch Sabstitation dieses Werihes in (6.) erhält man sofort

:

(9.) (JTWr.r* = df . EE Dt, Dt, (/. i, p|^) = ^/ . 4^2k^

wo K die Bedeotong hat:

(10.) K = rrD.,Dv, (,,.-. 2?^^).
Es handelt sich nun um die Berechnung dieses Doppelintegrals K.

Für die Function i; oder ^(r) ergeben sich, mit Bücksicht auf

(4,), die Formeln

:

(ll.a)
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hinn folgt aas (ll.a) durch Ableitung nach s, und Moltiplication

»-W.

'St Formeln (U.a^b^c) mögen in aligekörzter Weise angedeutet
n durch

:

alsdann unter Z^ eine Snmmation über ^' "*"i)r andererseits

iuter 3, eine Summation über f'"
o«' *•

) zu yerstehen ist.

Aus 12.c) folgt durch Multiplieation mit 2--:

13.)
-• o^^ ^-''' = ^„^, I ««11, . 2—-

r^
^— I

i Zufolge (3.a,b,c) sind r»,
^)rt, j«, x«, r,, i>i, j,, t, diejenigen acht co-

\
ordinirteu Argumente, von welchen die Entfernung r. mithin auch

[die Function ^ = if(r) in letzter Instanz abbringt. Bei mehrfacher
Differentiation nach diesen acht Argumenten wird daher das Resultat

unabhängig sein von der Reihenfolge. Somit ist identisch:

' " ar^ dx^ rr, rr« \?t<> rr,/ r r, V^Tj, er«/ ar,, * rr frT '
'
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und durch Substitution dieses Werthes (IG.) ergiebt sieh für das zu

berechnende Doppelintegral K (10.) folgende Darstellung

:

(17.)

'

K=A + M-|'^,

wo A, M, N die Werthe haben:

^ = 2J2J DvoDv, [e,e, (uou, 1^)],

(18.) M = uu Dvo Dv, [eoe, (uo 11, 10]

,

N = ZZ Dvo Dv, [®o©i (Uo«i^)].

Um zunächst A näher zu bestimmen, sei bemerkt, dass

(19.) -,> (uou.
^^. j

= H. (u, - + .„ ^- - + lUo
,-^j

,

Multiplicirt man diese Formel mit Dv„, und integrirt sodann über

sämmtliche Volumelemente des Körpers A, so ergiebt sich in bekann-

ter Weise:

wo JE',,, -Fq die Bedeutungen haben:

^'o = - [Uo cos (JVo, Xo) + i-\) cos (JV^y, i>o) + n)o cos (iV"„, 5,,)].

Dabei ist unter Doy ii'gend ein Element der Oberfläche von Ä, und

unter Nq die auf Do„ errichtete innere Normale zu verstehen. Aus

(20.) folgt, wenn man für A seine eigentliche Bedeutung (15.) sub-

stituirt

:

(22, XDv„[s,(.„u,g)] = ^'D.,(^4*|^S„)

Hieraus folgt weiter durch Ausführung der Summation 3, und mit

Rücksicht auf (12.b):
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Hieraus aber folgt eiidlich durch Multiplication mit Dv,, und Inte-

gration über das ganze Volumen von B:

(24.) A= ^^ D<„Dv, (.; II ]*^ .;) +^^ Dv,Dv, (^^ «| ,).

In analoger Weise wird offenbar:

(25.) M= ^-^^ D», Dv„ (^,
l*^^ II

,„) + .^ Dv, D.. (.., «|
;^,^^

,;).

Ausserdem ergiebt sieh für N (18.), mit Rücksicht auf die eingeführte

Bezeichnungsweise (12.a,b,c), ohne weitere Rechnung der Werth

:

(26.) N = ^-^D..D,(f|?|v;,).

Aus (9.) und (17.) folgt durch Substitution der Werthe (24.),

(25.), {26.) sofort:

• (27.) {dTJ)eUy.v. = dt . 2J2J (i.Bv, . ^, Dv, . P '! ') = <7/ . 4A' K,

und zwar

:

(28.) 4^'K = 4.I^Z'2; [(F„D„„.»*i,Dv, + 7.Vl)«, .^{'-.Dv,,)!^]

+ 4^^^-4(^„D.,.f|,Dv,+7,Dv,.«|<,D„)?|]

wo die Sammationen 2J2J theils auf die Volumelemente Dv, theils auf

die Oberflächenelemente Do sich beziehen.

Unter Anwendung der in (3. d) genannten Charakteristiken

(29.) d„ d,, Ao, A,,

kann das in (27.), (28.) enthaltene Resultat ein wenig einfacher so

ausgedrückt werden :

Wie beschaffen die Bewegungen der Körper A, 13, und
die im Innern derselben vorhandenen elektrischen Strö-

mungszustiinde auch sein mögen, immer wird die vom Kör-

per JB während der Zeit dt auf den Körper A vermöge der

ponderomotorischen Kräfte eldy. Us ausgeübte Arbeit

(30. a) idlVUa^.vs = 2J2J {i, Dvo . i, Dv, . P d,r)

darstellbar sein durch die Formel:
11*
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(30.b) {dT^%,,y.v. = 4A^2Ji: [(i^oDöo.||i,Dv, + F,Do,.^-|^,Dv„)do,

wo die Integration UU sich hinerstreekt theils über die

Volumelemente Dv„, Dv, der Körper^, B, theils über ihre
Oberflächenelemente Do„, Do,. Dabei sind jE^,, £", und F^^,

Fy zur Abkürzung gesetzt für die Ausdrücke:

7.^ _ _ Pi^ _1_ ^' _J_ ^J^ol

^0 = — [«0 cos (A^o, Vo) H- X^o cos (A;,, i),j) -f- tVo cos (A",,,
3,,)]

,

F, = - [u, cos (A^i, Xi) + l>, cos {N„ \),) + iu, cos (A^,, 5,)],

wo A^o die innere Normale der Oberfläche von A, und A'',

die innere Normale der Oberfläche von B vorstellt.

Es leuchtet ein, dass dieser Satz nicht nur gültig ist

für die Köri)er A, B selber, sondern auch für beliebige-

Tlieile derselben.

§. 27. r<ntset/iiii5»^. Betraclitung' des speciellen Falles, dass die iii jedem
Körj^er voriiaiidenen Ströniiiiigeii im Innern g:le ich förmig' und an der

Oberfläche tangential sind.

Der elektrische Strömuugszustand im Innern eines Körpers wird

gleichfin-niig zu nennen sein, falls überall die Bedingung erfüllt ist:

d\i at) att) .

denn alsdann ist [vergl. (9. a,b) pag. 4j der Differentialquotient -7

überall Null, folglich die Vertheilung der im Körper vorhandenen

freien Elektricität unabhängig von der Zeit. — Andererseits' wird

der elektrische Strömungszustand an der Oberfläche des Körpers als

tangential zu bezeichnen sein, falls überall die Gleichung erfüllt

ist

:

(32.) u cos (A, f) -f D cos (A, \)) -\- vo cos (A, §) = 0,

unter A^ die Normale jener Oberfläche verstanden.

Setzen wir nun voraus, in jedem der hier betrachteten Köri)er

A und B wäre der Zustand im Innern überall gleichförmig, und
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überall tangential an der Oberfläche, so verschwinden die Aus-

drücke E^, E^ und F^^, F, ; so dass also in diesem Fall die Formel

(30. a^b,c) die einfachere Gestalt gewinnt:

(33.) wo F die Bedeutung hat:

Dv,.P8,r),

Dv.
d~8
;*,Dv,)

Dieses P ist vollständig analog mit demjenigen Ausdruck

F=4.V
'Hi:./"^^"

djip

ds.
J, Dl

durch welchen früher, ebenfalls unter Voraussetzung eines gleich-

förmigen Zustandes, das elektrodynamische Potential zweier

linearer Stromringe auf einander definirt wurde [vergl. (55.a,b,c) pag.

56], Bedienen wir uns hier desselben Namens, so wird das in (33.)

enthaltene Resultat so auszusprechen sein:

(34.) .... Können die elektrischen Htrömungszustände
in zwei Körpern J. und 5 (die in irgend welchen Bewegun-
gen begriffen sind) im Innern als gleichförmig und an allen

Stelleu der Oberflächen als tangential angesehen werden,
und bezeichnet F das elektrodynamische Potential der beiden
Körper auf einander, so wird die von B während der Zeit

ät auf A ausgeübte ponderomotorische Arbeit eldy, Us,

abgesehen vom Vorzeichen, immer gleich sein dem par-

tiellen*) Zuwachs von F, genommen nach der räumlichen
Lage von A.

Hiebei kann jeder der Körper A, B von beliebig complicirter

Gestalt sein. So kann z. B. ein solcher Körper dargestellt sein durch

*) Der totale Zuwachs von P, d.i. derjenige, welchen P während der Zeit

dt in Wirklichkeit erfahrt, kann [vergl. (.'j.a, b,c,d)] dargestellt werden durch:

dP = _— ö{f -f- ^^- dt -f „ - dt -\- w^ dt

,

dto 8T0 dti 5T,

oder kürzer durch:

dP = öoP -\- AoP + (J,P -f A,P;

wo das erste Glied SqP zu bezeichnen ist als der partielle Zuwachs von P nach

der räumlichen Lage von A, das zweite A^P als der partielle Zuwachs von

P nach dem elektrischen Zustande von Ä, während die beiden letzten Glie-

der S^P und A,P analoge Bedeutungen haben mit Bezug auf B.
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ein beliebig vielfach geschlossenes Drahtsysteni , in welches eingeschaltet

sind irgend welche Leiter von zwei oder drei Dimensionen.

Besteht der Körper Ä aus einer Metallkugel ^1', in welche an zwei

gegebenen Stellen der Oberfläche die beiden Enden eines Metalldrahtes

Ä" einmünden, und setzt man voraus, dass die beiden Bedingungen

der Gleichförmigkeit und Tangentialität erfüllt sind beim Körper A,

d.i. bei Ä\ Ä" zusammengenommen, so wird trotzdem die letztere

von diesen beiden Bedingungen im "Allgemeinen nicht erfüllt sein

für die Kugel Ä' allein genommen; so dass also der vorstehende

Satz (34.), wenn auch anwendbar auf Ä, B, nicht mehr gültig ist

für Ä, B. Anders verhält es sich mit dem allgemeinern Satz (3ü.a, b,c);

denn dieser ist anwendbar nach Belieben sowohl auf Ä, B, als auch

auf Ä, B.

Man bemerkt übrigens sofort, dass der Satz (34.) einen früher

besprochenen Satz [(52.a,b, c, d) auf pag. 53] als speciellen Fall in sich

schliesst.

Was die für das elektrodynamische Potential P gegebene Definition

(33.) betrifft, so können wir uns darüber folgendermassen ausdrücken:

Das elektrodynamische Potential P zweier Körper auf-

einander wird, falls in jedem derselben der elektrische
Strömungszustand im Innern gleichförmig und an der Ober-
fläche tangential ist, def in irt sein durch:

(35.a) P= 2:2:
[?o

Dv, . i, Dv, n]

,

oder auch durch:

(35.b) P^2-^[,„Dv„.,Dv,(n +
-gJ)],

o d e r a u c h d u r c h :

(35. c) F= ei: [io D Vo .

/i
D v, . Q]

,

wo iv{r) eine willkührliche Function von r vorstellt, wäh-
rend TT, Q die bekannten Ausdrücke*) repräsentiren :

(35. d) cs^^ ?6", \dr J " '

'

Q = O0O0, + w E.

Dabei sind unter r, ?/', 0„,0, , E dieselben**) Ausdrücke zu
verstehen, wie im Ampere'schen Gesetz (pag. 44).

*) Vergl. pag. 56 und 146.

**) Nur ist zD beachten, dass bei jenem Ampere'schen Gesetz, -wenigstens

bei seintir Anwendung auf lineare Leiter, Gq, Oj, E die Cosinus von Winkeln
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Die Formel (35. a) ist [unter Küeksiclit auf (35. d)| identisch mit

der ursprünglichen Definition (33.).

Um den Uebergang von (35. a) zu (35. b) zu rechtfertigen, bleibt

nachzuweisen, dass das Integral

(36.) ^=Z-i-[i.Dv„.i,Dv,.^0J

verschwindet, wie beschaffen die Function w =^ iü{r) auch sein mag.

Nun ist [vergl. (12. c)]:

folglich :

(37.) Pr=^XDv„Dv,[e.5,(u„u,^-|^'-)].

Setzt man für den Augenblick —— = A, so wird

-4(^^•••)-^(^+•••)]•
Hieraus folgt durch Ausführung der Integration nach Dvq sofort:

Z Dv„ [6o(uo«i ^y^)] = ^ ^0, {XF,n,) + U Dv« (Ai^^ii,),

wo t\^, E^^ die Ausdrücke (30. c) repräsentiren. Substituirt man für A

seine eigentliche Bedeutung, so erhält man:

. Dv.[.,.(>,„u,5y]^.- 0.,(.;|'^n,)+ ^ Dv.(^„|- .„)•

Hieraus folgt durch Ausführung der Operation ©, :

und endlich durch Ausführung der Summation nach Dv, :

(38.) W=^EE Do, Dv, (f„
|^| /,) + 2:2; Dv„ Dv, (^o |^ ^.) •

Nun war aber vorausgesetzt worden , dass die elektrischen Strömungs-

zustände im Innern der Körper A und B gleichförmig und an

sind, welche lediglich durch die ponderablen Massen sich bestimmen; hier

hingegen die Cosinus von Winkeln, deren Schenkel repräsentirt sind theils durch

die von Dv, nach Dvq laufende Linie r, theils aber auch durch die in Dvo und

Dv, augenblicklich vorhandenen elektrischen Strömungsrichtungen.
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ihren Oberflächen tangential sind. Demnach sind ^^ und F„ gleich
Null , und folglich :

(39.) TF=0; w. Z.Z.W.

Man erkennt beiläufig aus diesem Beweise, dass das Integral W auch
dann schon Null sein wird, wenn ein gleichförmiger Strömungszustand
nur in einem der beiden Körper vorhanden ist.

Endlich findet der Uebergaiig von (35. b) zu (35. c) augenblicklich
seine Rechtfertigung/ sobald man beachtet, dass zwischen den Aus-
drücken n und Q eine Relation stattfindet von der Form:

(40.) Q = n--fA^)

wie früher gefunden wurde (Note, pag. 146).



Sechster Abschnitt.

Ueber die gegenseitige elektromotorische Einwirkimg zwi-

schen zwei körperlichen Leitern, welche durchflössen sind

; von elektrischen Strömen.

Das Elementargcsetz der elektromotorischen Kräfte, dessen Entwickelung im
vierten Abschnitt von Stufe zu Stufe vorgeschritten war, wird endlich durch die

Betrachtungen des gegenwärtigen Abschnittes seine definitive Gestaltung
(und zugleich einen bemerkenswerthen Grud von Einfachheit) erlangen.

§. 28. Die elektromotorische Wirkung eldy. Ursprungs eines Körpers von
beliebiger Gestalt auf einen linearen Körper.

Wir sind gezwungen in diesem Fall zu den schon früher einge-

führten Hypothesen (pag. 112) eine weitere Plypothese hinzutreten zu

lassen, welche jenen allerdings in hohem Grade ähnlich ist, dennoch

aber, falls man strenge verfahren will, einer besondern Nennung be-

darf. Denken wir uns irgend zwei Körper Ä und B gegeben, von

beliebiger Gestalt und Grösse, die in irgend welchen Bewegungen be-

griffen sind, während gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche

elektrische Vorgänge stattfinden und betrachten wir A als den indu-

cirten, B als den inducirenden Körper, so lautet jene Hypothese fol-

gendermassen :

(1.) .... Fünfte Hypothese. Ist Dvj irgend ein Volumele-
ment des Körpers B, und wird die in Dv, vorhandene elek-

trische Strömung in Componenten zerlegt gedacht nach
drei aufeinander senkrechten, mit der ponderablen Masse
von B starr verbundenen Axen, so soll angenommen wer-
den, dass die elektromotorische Wirkung jener in Dv, vor-

handenen Strömung immer identisch ist mit der elektro-

motorischen Gesammtwirkung der genannten drei Compo-
nenten.
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Wir beschränken uns vorläufig auf den speciellen Fall, dass der

inducirte Körper J. linear (also drahtförmig) ist, und führen folgende

Benennungen ein :

Ds,( irgend ein Element des Drahtes /l;

^, rj, t, drei mit der ponderablen Masse des Körpers B starr

verbundene, auf einander senkrechte Axen;

/j die in dem Volumelement Dv, des Körpers B vorhandene

elektrische Strömung;

Ui,l\,lUi die rechtwinkligen Componenten von /j uach jenen

Axen ^,rj,t-

Das Volumelement Dv,, bald von der wirklich vorhandenen

Strömung i, , bald von u, , bald von \\, bald von \v^ durchflössen

gedacht, mag, diesen verschiedenen Vorstellungen entsprechend, be-

zeichnet sein respective mit *)

(2.)
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zerfällt alsdann das Strom elenient u, Dv, in die prismatischen Ötrom-
elemente Uj g, D^,. Diese letztern aber unterscheiden sich (weil die

Strömung Uj den geometrischen Axen der Prismata fortdauernd pa-

rallel ist) in keinerlei Weise von denjenigen Stromelementen Jy Ds,,

welche wir früher bei linearen Leitern zu betrachten Gelegenheit

gehabt haben. Nur die Bezeichnung ist eine etwas andere; U|</, ist

an Stelle von J, , und D^, an Stelle von Dsj getreten.

Die von dem prismatischen Stromelement ii, q^ D|, während der

Zeit dt in dem gegebenen Drahtelemente Ds„, und zwar in der Rich-

tung dieses Elementes, hervorgebrachte elektromotorische Kraft eldy.

Us kann daher augenblicklich angegeben werden mit Hülfe des früher

(pag. 133) von uns entwickelten Gesetzes, und wird also folgenden

Werth haben :

(5.) «1^1 D|, ^ LJl^^'i _!_ (^u^) ^^ D^, Qs

wo die Charakteristik d die der Zeit dt entsprechenden Veränderungen

andeutet, und Q^, 0^, Q«, P? zur Abkürzung stehen für die Aus-

drücke :

0„ -= cos (r, Dsy),

Qi =:= COS (r, I),

Q? =. CO COS (r, Ds„) COS (r, ^) -{- lo cos (Ds^, ^),

P^ = Q cos (r, Dsy) cos (r, |) -{- q cos (Ds„, |).

Dabei ist unter r die Entfernung zu verstehen, und die Richtung r

fortlaufend zu denken von q^ Di,^ nach Ds,,, d. i. von Dv, nach Ds,,.

Summirt man die Kraft (5.) über all' jene das Volumen Dv, er-

füllenden Prismata ^, D^i, so erhält man die zu berechnende Kraft %^^ dt.

Das Volumen Dv, ist aber unendlich klein; und es haben daher u,, r,

0„, 0'", Q>, P^, ebenso ii, -|- du,, r -{- dr, . . . . für all' jene Prismata

einerlei Werthe. Somit erhält man :

(7.) %hU = n,{2J g,D|,) (^^^IZl^^ltll' + (,^u,) (2; g, D|,) Qs

oder, weil 2J q^ D|, =:^ Dv, ist:

(8.) XUU = „, Dv, ('«^^-P^M+'^Q^Zlg^QJ + (^„,) Dv, QK

Analoge Werthe ergeben sich offenbar für 23|,* dt und (i,/ (7^; und

durch Substitution dieser Werthe in (4.) folgt

:

(6.)

(9.) (j-^i^^=Dv,
Li

^\Q^^-
(r/Q-^-P?r/;)-f(7(0..r/0?-0^V0„)

_j_ ^^^^^^^^^.
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ei, QS P'' und 0^, Qs P^ ersichtlich sind aus ((5.).

Um den Ausdruck (9.) einfacher zu gestalten, greifen wir zurück

zu unsern gewöhnlichen Bezeichnungen :

E =cos(D6o, /,),

Oo =cos (>•, D.s^o),

(10.) Ö, = cos {r, /,)

,

Q =0) 01, 0, + CO E,

P =^ p 0„ 0, + i) E ,

wo also unter E, 0^, 0, dieselben Cosinus zu versl(>1u'u sind, wie im

Anipere'schen Ciesetz (pag. 44V Diese Ausdrücke {h\) sleluMi in

einfacher Beziehung zu dfiuMi in (^il.\ l\'iiii es foli;-i /.. !>. aus [\i\):

0, = cos(r,^) cos(/,
, ^) -f- eos(^^, tj) cos[/\ . ij) -|- cos^r, t.) i-os{i^ , K')

,

und hieraus dureh Multiplication mit /, :

/, 0| — U| eos [t\ l) -\~ \.\ eos [r, tj) -f H*, eos [r, ^)

,

also mit Küeksielit auf ((5.)

:

/, 0, - - U, 0^^ 4- l>, 0'' + \l\ Q-] ebenso wird:

(U.) /, Q = u, Q< + l^, Q'' + IV, Q^
/, p = u, P-' 4- ^^ P'' + n^ P^.

Bedienen wir uns nun der sehen iVüher [(l).a,b,c,d) auf pag. ir)S, If)!)]

eingeführten (Miarakteristiken :

(V, --- ; ,//, i).^ f-df, 8= öo + ^i = ! (//,

(12.)
""-' ^^1 "

' '
,^r

'

so werden die Grössen

0^ e»', 8^ Qs Q's Qs P^, P'' , P\

deren Werthe ((>.) lediglich bedingt .sind durch Lage und Bewegung

der pouderableu Massen, nur von r abhängen; während andererseits

die Grössen

11,, l\, 10,

nur von T abhängig sind. Somit folgt aus (11.)*

Ö (/j 0,) = u, d Qi + i>, (/0''' + IV, (/ 0S
( VX) ö (/, Q) = u, dQ^ + V, (/ iy: + n>, </ ^>\

A (/, Q) = ^,/n,^ Q^^ + ((/r,'^ Q'' + (^(/iv,) Qs
und terner :

(14.) dr = dr, d0, = »/0„.

Mit Rücksicht auf (11.), (13.), (14.) gewinnt nunmehr die Formel

(U.) die einfachere Gestalt:
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(150 (SV d<=Dv, (L*iii°)rdiQa±^.e,)-ii&^^^^^^

Die vom Stromeleracnte ^^ Dv, während der Zeit dt im
Drahtelement Ds„, und zwar in der Richtung von Ds„ her-

vorgebrachte elektromotorische Kraft eldy, Us 1;^,/ dt be-

sitzt also den hier, in (15,), angegebenen Werth, wo 0,,, 0^
und Q, P die in (10.) genannten Bedeutungen haben.

§. 29. Fort8etznn{?. UelM'ir ein«' >,'«'wlssc Hrwoltcriiii}? <I«'H von
F. ^e um an II uiir^(>Nl<>]lten InfeKruln^c^Ht^tzoH.

Der lineare Leiter Ä sei in .sich zurücklaiifond, ein homogener
Drahtring; ausserdem mag die Voraussetzung zulässig sein, dass der

in dem körperlichen Leiter ]J vorhandene elektrische Strömungszustand

im Innern überall gleichförmig und an der Oberfläche überall

tangential ist. Beide Körper Ä und li seien begriffen in irgend

welchen Bewegungen; es soll die Summe

(HJ.) dt.2:2J ((<r„' Dso)

derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy. Us berechnet werden, welche

während eines gegebenen Zeitelenientes dt vom Körper li im Draht-

ringe A hervorgebracht werden. Die Summation £2J in (16.) ist also

hinerstreckt zu denken über alle Elemente Ds,, von yJ, und über alle

Volumelemente Dv, von B.

Substituirt man für (S;,,' dt den Werth [15.), so folgt:

) dt. 2:2: ((5V D.sJ=
^ ^^ (Ds, .i,Dv,.Q)-2Ji: {D8,.i,Dy^.Fdr)-{-2JIJ M

-f A 2J2: (D.s-, . ^, Dv, . Q),

wo M zur Abkürzung steht ^ür

:

(18.) M=Ds, Dv, .<j[Q,d (i, 0,) - («, 0,) d Q,,].

Um den Ausdruck (17.) weiter zu behandeln, bedienen wir uns früher

gefundener Sätze.

Wird fingirter Weise im Ringe A ein gleichförmiger Strom

von irgend welcher Stärke J„ angenommen, und bezeichnet man, sol-

ches vorausgesetzt, das elektrodynamische Potential zwischen A und B
I mit F, 80 gilt [vergl. (33.), pag. 165] die Relation:

I

— d;, P=I!2J (J,, Ds„ . », D V, . P d,,r)
,

I und selbstverständlich auch die analoge Relation :

— «5, P = 2:2: (J„ Ds„ . i, D V, . P d^r)',

woraus durch Addition folgt

:

(l'J.) —dP=2JZ (Jo D«o • «, Dv, . P dr).
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Ferner ist alsdann [vergl. (35. c), pag. IGß] P selber dargestellt durch

das Integral :

(20.) F = 2J2J (Jo D.S, . i, D Vj . Q).

Versteht mau unter 7-** denjenigen speeiellen Werth, welchen das

Potential F annimmt, wenn jene in Ä fingirte Stromstärke J„ identisch

mit Eins gedacht wird, so ergeben sich aus (19.), (20.) die Re-

lationen :

(21.) F^ = 2J2J (D.„.r, Dv, .Q),

(22.) - dP* = UU (Ds, . i, Dy, . P dr).

Durch Anwendung dieser Relationen (21.), (22.) gewinnt die For-

mel (17.) die einfachere Gestalt:

(23.) dt . 2JU ((5;-oi D.s„) = ^Z!_-HZ*+^^J^+ A P*

;

und hiefür kann geschrieben werden :

(24.) dt . 2JU ((?•„' Dso) = dF* + ^ . Z2: M,

wo dF^=^ dP* -|- AP'^ den vollständigen Zuwachs von F* wäh-

rend der Zeit dt vorstellt.

Es bleibt noch übrig die Untersuchung von 2J2J M. — Nach

(10.) ist:

(25.) 0,, = cos (r, Ds.,) = |f ,

(26.) 0, = cos (r, «,) =~^^\
denn die Richtung r sollte gerechn^et sein von Dv^ nach Ds^^, und

andererseits soll s^ die Richtung der augenblicklich in D v, vorhandenen

elektrischen Strömung i, bezeichnen. Sind >•, , l),
, jj die Coordinaten

von Dv, in Bezug auf das mit der pondorablen Masse von Dvj starr

verbundene Axensystem ^, ri, t,, und sind ferner (ebenso wie im vor-

hergehenden §.) iij,v»i,)t)j die Componenten der in Dv, vorhandenen

elektrischen Strömung i^, ebenfalls in Bezug auf jenes Axensystem

l, fj, ^5 so ist

r27 ^ • A _ ^ _i 1 ^1 „L 4_ ^^1 1 .

(vergl. pag. 159). Somit folgt aus (2G.)

(28.) « = — ( u - -f 1, + 11)

wofür zur Abkürzung (ebenso wie früher, pag. 161) geschrieben werden

mag:

(29.) i,0, = -e, (.,,|).
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Durch (25.), (29.) gewinnt der Ausdruck M (18.) die Gestalt:

..= D,Ov,,e,[-.|^.(u,|^) + o („,-).(-)].

Hiefür kann geschrieben werden :

oder, wenn fo dr = X, mithin a = -r- gesetzt wird :

Jf=DsoDv, ©

oder was dasselbe ist

;

M
Hieraus folgt durch Integration über sämratliche Elemente Ds, des

gegebenen Ringes A :

Z M = — U -«---.[".4(1^.-)]
Integrirt man nochmals, und zwar über alle Elemente Dvj des Körpers

B, und setzt man zugleich zur Abkürzung --- dr = fi, so folgt*):

(30.) UU M= - UU Ds„ Dvj ®, (u, |^) ,

= -^rD..Dv,(,„?^^ + .,^ + .,|f)-

Nun ergiebt sich aber nach bekannter Methode:

*) Es ist dr = {^ -{- ^Jdt; so dass also das neu eingeführte ja sich so

darstellen lässt

:

dX (dr , drdX (dr . dr\ ,.

Nun ist r eine Function, welche in letzter Instanz abhängt von den sechs einan-

der coordinirten Argumenten Sj, tq, Vi, l)i, Ji, t, ; wie solches hervorgeht aus dem
dem gegenwärtigen Fall entsprechenden Schema :

^___—-

—

'(^oj 2/o> ^o)^
^

1*0» ^o)

r <CL^
^ ~~~

(«1, 2/i, ^i) (Vi, l)i, Ji, Ti)

vergl. (3.c), pag. 159. — Folglich wird jenes neu eingeführte /(i eine Function

sein, welche, abgesehen von dem gegebenen Factor di^ in letzter Instanz eben-

falls abhängt von jenen sechs coordinirten Argumenten Sq, Tq, Vi, t)i, 3i, fj. —
Solches zu bemerken, dürfte für die weiter folgende Rechnung nicht überflüssig

sein.
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= -2: Do,ft[u,cos(iV,,|)+..)-2; Dv,.u(|l+

= 0;

denn die Ausdrücke E^, F^ (vergl. pag. 1G4) verschwinden, weil der

Strömungszustand im Innern des Körpers B als gleichförmig, und an

seiner Oberfläche als tangential vorausgesetzt war.

Nachdem aber constatirt, dass das Integral (31.) Null ist, ergiebt

sich nun aus (30.) sofort

:

(32.) EE M=0.
Somit folgt aus (24.) :

(33.) dt . EE (®,)' D5„) = dP*,

oder in Worten ausgedrückt

:

(34.) .... Kann der in irgend einem Körper B vorhan-
dene elektrische Strömungszustand im Innern als gleich-

förmig, und an allen Stellen der Oberfläche als tangential

angesehen werden, und bezeichnet P* das (elektrodyna-

mische Potential zwischen B und einem gegebenen Draht-
ringe Ä, letzterer durchflössen' gedacht von einem fingir-

ten Strome von der Stärke Eins, so wird, in welchen Be-

wegungen B und yl auch begriffen sein mögen, die Summe
der von J5 in ^ während der Zeit dt hervorgebrachten
elektromotorischen Kräfte eldy. Us immer gleich sein dem
vollständigen Zuwachs des Potentiales P* während der

Zeit dt.

Der Körper B kann dabei von beliebig complicirter Gestalt ge-

dacht Averden, z. B. dargestellt sein durch ein beliebig vielfach ge-

schlossenes Drahtsystem, in welches eingeschaltet sind irgend welche

Körper von zwei oder drei Dimensionen. Man bemerkt sofort, dass

dieser Satz (34.) nichts Anderes ist als eine gewisse Erweiterung des

von meinem Vater für lineare Leiter aufgestellten Integralgesetzes

[(33.) pag. 1Ü7J.

§. 30. Die elektromotorische Wirltiiiig eldy. Us zweier beliebig'

gestalteter Körper auf einander.

Es seien gegeben zwei beliebig gestaltete Körper A und B, beide

begriffen in irgend welchen Bewegungen, während gleichzeitig im In-

nern eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge stattfinden.

I
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m^ irgend ein Funct innerhalb Ä, und Dvf irgend ein

Volumelement des Körpers IJ. Ermittelt soll werden diejenige elektro-

motorische Kraft eldy. Us

(35.) Eo' dt

welche von dem Element D v, während der Zeit dt hervorgebracht

wird im Puncte wi^.

Der Untersuchung mag ein beliebiges rechtwinkliges Axensystem
{x, y, z) zu Grunde gelegt sein; es mag nämlich dasselbe, um den

höchsten Grad der Allgemeinheit zu erreichen, weder absolut fest,

noch auch starr verbunden mit einem der beiden Körper, sondern

vielmehr begriffen gedacht werden in irgend welcher eigenen Be-

wegung. Mit Bezug auf dieses Axensystem führen wir folgende Be-

zeichnungen ein :

^0 7 2/o; ^0 ^^6 Coordinaten von m„;

A,), B„, r„ die Richtungscosinus eines von m^^ ausgehenden,

mit der ponderablen Masse von A starr verbundenen Linien-

elementes Ds„, dessen Richtung im Innern dieser ponde-

rablen Masse willkührlich gewählt sein darf;

die Aenderungen dA,, , ÖB„, dT^, welche A,,, B^, T^ während

der Zeit dt erfahren, werden alsdann (vergl. pag. 48) dar-

gestellt sein durch die Formeln

:

(30.) . dB„=Aod>, -r, da„,

dr,, = Boda„ — A^öA);

wo da,,, d|3„, d^y diejenigen Drehungen sind, welche der

Körper A während der Zeit dt erleidet in Bezug auf die

drei Axen x, y, z.

.«( , 2/i
, ^1 die Coordinaten von D v,

;

«\ die zur Zeit t (d. i. zu Anfang des betrachteten Zeitele-

mentes dt) in Dv, vorhandene elektrische Strömung;

u^ , v^, w^ die Componenten von *j ,
genommen nach den

Axen X, y, z\

r die Entfernung zwischen w;„ und Dr^;

A = ^""~^'"
, B = ^" ^

, r = ^'»~—̂
die Richtungscosinus

von r;

Xf)^ dt, Y(/ dt, Z^^'^ dt die Componenten der gesuchten Kraft

Ef^^ dt, (35.), ebenfalls genommen nach den Axen x, y, z.

rZ = d -f A = d„ + d, + Ao + A, die Charakteristik für- die

während der Zeit dt stattfindenden Veränderungen
,
genau

in demselben Sinne wie früher [vergl. (3. a, b, c, d) pag.

158, 159].

Ne um au 11, die eloktriselieu Kräfte. 12
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Zunächst eine Bemerkung zur liesseren Orientirung über jene

Charakteristiken d, A. Die im Elemente Dvj zur Zeit t vorhandene

elektrische Strömung w, , v^, w^ erleidet während des folgenden Zeit-

elementes dt zweierlei Veränderungen, die eine herrührend von den

Vorgängen im Innern des Körpers B, die andere herrührend von der

relativen Bewegung dieses Körpers in Bezug auf das zu Grunde ge-

legte Axensystem {x, y, z). Wir werden daher die zur Zeit t -\- dt

vorhandene Strömung m, -\- du^ , v.^ -\- dv^ , w^ -j- div^ am Bequemsten

dadurch erhalten können, dass wir diese Aenderungen einzeln, eine

nach der andern, vorsieh gehen lassen; dabei mag, der Anschaulich-

keit willen, jene Strömung geometrisch — durch eine von Dv, aus-

gehende Linie von entsprechender Richtung und Länge — dargestellt

gedacht werden.

Die zur Zeit t vorhandene Linie

wird, falls man die der Zeit dt entsprechenden inneren Vorgänge des

Körpers B sich vollziehen lässt, seine relative Bewegung gegen das

Axensystem {x,y,B) vorläufig aber sistirt, übergehen in eine gewisse

andere, mit

zu bezeichnende Linie. Diese letztere Linie aber verwandelt sich, falls

man nun nachträglich jene relative Bewegung des Körpers B eben-

falls zur Ausführung bringt, in eine Linie

ü,, V„ W,,

deren Componenten bestimmt sind durch die Formeln (vergl. pag. 48)

:

f/, = {u^ -f Aw,) + [(«<;, 4- Am;,) öß^ — {v^ -f A i;,) dy,],

W, == K + A.^O + [{V, -f A.;,) du, - {u, + An,) dß,\,

wo unter daj, dß,, dy, die Drehungen zu verstehen sind, welche der

Körper B während der Zeit dt erleidet in Bezug auf die Axeii x, y, z.

Diese Formeln lassen sich, mit Fortlassung der unendlich kleinen

Grössen zweiter Ordnung, so darstellen:

Z7, — M, = Am, -|- (w, öß, — V| dy,),

F,

—

V, = Av, -\-{u,dy, — w,öa,),

TF, — w, = Aw, 4- («;, da, — n, d/3,).

Die linken Seiten der Formeln sind offenbar diejenigen Aenderungen,

welche w,, v, , w, während der Zeit dt in Wirklichkeit erfahreji,

also zu bezeichnen mit du,, dv,, div,. Somit erhalten wir:

du, = A u, -\- ö u,

,

du, = w^ öß, — V, öy,

,

(87.) dv^ =^ A V, -^ ö V,, ö V, = u, dj^i — w, öa,
,

div, = Aw, -j- dtv,, dw, = V, öu, — u, dß,,

I
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wo Am,, Ai;, , I\iv^ diejenigen Theile der Zuwüchse du^, dv^, div^

vorstellen, welche veranlasst sind durch die Strömungsänderungen im
Innern des Körpers B, und dw,, dv,, dw^ diejenigen andern Theile

jener Zuwüchse bezeichnen, welche herrühren von der relativen Be-

wegung des Körpers B in Bezug auf das zu Grunde gelegte Axen-

system {x, y, z).

Wir gehen über zur eigentlichen Aufgabe. Die Componente
A„ X,/ dt -f Bo Zo' dt + To Z,/ dt

der gesuchten Kraft E^^ dt (35.), genommen nach der Rich-
tung des mit B verbundenen Linienelementes Ds„, kann un-

mittelbar angegeben werden auf Grund früherer Untersuchungen [(15,),

pag. 173]; man erhält:

(38.) (A„x,/+B„r„'+r„z,/) dt = Dv, (^M)r:^:LPl»:+A(^•
ß))

4_ Dv <?|Qo^(^.Qi)- ^.Q.^Qn]

wo 00, 0, und Q, P, mit Rücksicht auf die gegenwärtigen Bezeich-

nungen , sich darstellen lassen durch :

0„ = AAo+ BB„+ rro,

. h^x =AM,-f B^, +rwi,
I* •''

y;,Q :==a3(AAo+BB„+rro)(A*t,+ B?;i+r*(;,)-f ü(A„M,-f B„v,-f ToW,),

v:, P =-Q (AAo-f BBo+rr,,) (AM,+ B?;,+ rw,) + q (A„w,^-B,/^,+ ^„^(;,)•

Demgemäss sind i^Q., i^P, 0„ homogene lineare Functionen von

A„, B,,, To- Als solche mögen sie bezeichnet werden mit:

«,Ö = A„ß'-f Boß"+roß"',
(40.) .,P = AoP' + B„P" + roP"',

0„ = A,A +BoB +r,r
Hieraus folgt

:

(41.) A (^, Q) = A, AQ' + B^AQ" + r„AQ"',

(42.) 8 (v;, ß) = (Ao(JQ' -f B„ 89." + r„ (JQ'")

+ (Q'(!)A„ + ß"öB„ + Q"'tfro).

Bedienen wir uns nun der Gleichungen (36.)

:

^A„ = r„dA.-Bo^yo,

ö'^o = Bo ^«0 — Ao <^A);

so nimmt die Formel (42.) folgende Gestalt an:

(43.) 8 {i, ß) = Ao {8 Q'+ Q"8y, - Q"'8ß,) + B, ((llQ"+ Q' '8a,- ß'dj^oJ

+ r,(dQ"'+ß'^^«-ö"<J«o)-

12*
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In analoger Weise wird offenbar :

(44.) de, = A, (^A + B dy, - T öß,) + B,, (dB + T da, - A dy,)

+ r„(dr + Ad/3,-Bd«o).

Substituirt man in (38.) die Wertbe (40.), (41.) und (43.), (44.)

so entsteht eine Formel, in welcher die rechte Seite, ebenso wie die

linke, eine homogene lineare Function von A^, B„, V, ist, während

die in A^, Bq, r„ multiplicirten Coefficienten von A^, B,, r, unab-
hängig sind. Denn man erkennt sofort, dass die genannten Coeffi-

cienten vollkommen dieselben auch dann sein würden, wenn man
(ohne in den gegebenen Bewegungen und inneren Vorgängen das Min-

deste zu ändern) an Stelle der zu Anfang im Tunern der ponderablen

Masse von A willkührlich gewählten Richtung A^, B,^, T,, irgend

.welche andere Richtung A^', B,,', r^', gewählt hätte. Folglich müssen

in jener Formel die genannten Coefficienten einzeln einander gleich

sein. In solcher Weise ergeben sich drei Relationen, von denen die

erste so lautet

:

(45.) X: ät = Dv. (^^-+(^-<)Vo-Q-dA,)-rjl- ^ ^^^^

a [A d\i, 0.) - i, 0, (dA + B öy, - r dA>)]
.-t-uv, -

2
~

'

während die beiden andern analoge Werthe liefern für Y,^ dt, Z,^ dt.

Die Bedeutungen, welche «i0|, Q', Q", ß", P', P", P" hier besitzen,

sind [nach (39.), (40.)] folgende:

/|0, = Aw, -(- Bvi + ^^Vi,

^ Q' =(oA(A«<, -| )-\-C)Ui, P' == pA(Ami +•••)+ C «1 ;

e^ö-) Q" =«B(Aw, 4----) + «''^,; P" =?B(Aw, +••)+ P^i ,

Q'" = a r (Aw, -| ) -\- cj ^v^, P"'= qA (Atf , -| ) + ? ^''i

,

wo (AttiH ) überall zur Abkürzung steht für (A«/, -|-Bt'| -f-P«',).

—

Somit gelangen wir zu folgendem Resultat.

Sind Ä und 5 irgend zwei in Bewegung begriffene

Körper, ferner m„ irgend ein Punct von Ä, und Dvj irgend

ein Volumelement von J3, und sollen in Bezug auf ein eben-

falls in beliebiger Bewegung begriffenes rechtwinkliges

Axensystem {ci-, y, z) die Componenten

X,' dt, To' dt, Zo' dt

derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us angegeben
werden, welche Dv^ während der Zeit (?Hn m„ hervorbringt

,

so bilde man zunächst die Richtungscosinns :

(47.a) A = ^~-^ B = -^""~-^',
v = ''"'',

\ j r r ' r
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wo x^, 2/0? ^0 die Coordinaten von w„, ferner x^, y^, 2^ die-

jenigen von Dvj, und r die Entfernung zwischen m,, und

Dv, vorstellen; sodann bilde man mit Bezug auf die in Dv,

vorhandenen Strömungscomponenten ifj, v^, iv^ die Aus-

drücke :

(47. b)
ß'=öAii + öw,, P'=pAJ|+pMt,
Q" = oj B ji + " «'n P" = Q ^J\ -f <? «'i ?

Q'" = Gj r j, + (0 w,

,

p"'= p r i, + 9 Wi 5

die Werthe jener gesuchten Gomponenten sind alsdann

folgende:

rö/3o)]

(47.C) r,/ .^ ^ Dv. (

(^^^^^+ ^'^^ ^-" --,
^' ^^")^^ + AQ-)

ö_[IB^j^-i, (^B+_rtf«o-Atfyo)]

^^. ,, ^ D V. ((A^'+ ^'i^-/:^l^p:'a^ + aq'")

-|- UV, 2 '""
'

wo d«y, ^/3„, d/o die. Drehungen des Körpers A während der

Zeit dt bezeichnen respective um die Axen x, y, z.

Diese Formeln (47. c) vereinfachen sich, sobald man für das Co-

ordinatensystem {x, y, s) ein solches nimmt, welches mit der ponde-

rablen Masse des Körpers A starr verbunden ist (also Theil nimmt an

der etwaigen Bewegui^ von A)-^ denn alsdann verschwinden die Grös-

sen da,), d/3o, dy,,- — Noch bedeutender wird die Vereinfachung,

wenn gleichzeitig das zu betrachtende Element Dv, nicht einem an-

dern Körper B, sondern vielmehr eben demselben Körper A an-

gehört; denn alsdann verschwinden die mit 8 bezeichneten Incremente

sämmtlich; «o dass also z. B. die erste jeuer Formeln (47. c) als-

dann sich reducirt auf

:

X,,' (^^ = Dv, . AQ'.

Nun ist nach (47. b) :

Q' ^ 07 A (Ah-, -|- ^v*-{- V'W^) + orit,,

mithin

AQ' = a A (A Lu^ -fB At^, + V ^iv^) + lo A itp
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im vorliegenden speciellen Falle ist aber ^u^ = 0, mithin dui = Ai<],

ebenso dvi = Av^ , dw^ = A iv^ ; so dass man also auch schreiben

kann :

AQ' = C3 A (A du^ -\-B dVy-\-V div^) + w du^,

oder mit Rücksicht auf (47. a):

AO'— r-,
^«~^i (^0— ^i) ^^^1 + (yp— !/i) dv^ + K— ^i) dw^ II

^^' ~" " y
~

r " "**i-

Somit gelangt man zu folgendem specielleren Satz:

Ist Wo, mit den Coordinaten x^, ijf^, Sf^, ein Punct inner-
halb eines gegebenen ponderablen Körpers Ä, ferner Dv,,

mit den Coordinaten Xi, y^, z^, irgend ein Volumelement
von A, ferner r die gegenseitige Entfernung zwischen w«„

undDvj, und sind endlich u^,v^,Wy die Componenten der in
Dvj zur Zeit t vorhandenen elektrischen Strömung, so

werden die Componenten X,,' dt, F,,' dt, Z„' dt derjenigen
elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche Dv, während der
Zeit dt im Puncte w^ hervorbringt, die Werthe haben:

X 1^^= Dv (a
^»"^1 (^0— ^i) d^h+ (!/o— Vi) dvx+ (^o— ^i )

d^h
,

^i

^

( 48.) r„ ' r?^= Dv, (« ?^"^-^ (^o-^Qr/n, + (yoziMi^ijH^o -gill^ , ^ ,/,
\ r r

Z„irf^= Dv, L ^"-^. (^>- ^J ^^,^-1^^ yj^,^_+(g^

_

,^ ) ,?,,, „

\ r r '

Dabei ist vorausgesetzt, dass das zu Grunde gelegte Co-
ordinatensystem {x, y, z) in starrer Verbindung steht mit
der ponderablen Masse des gegebenen Körpers*).

*) Die hier auftretenden Functionen (a = mir) und co = m (/•) sind, wie früher

(pag. 148) gefunden war, mit einander verknüpft durd* die Relation

(49.) co + 4J[3(^y_,^.
\dr/ är

Für den Fall eines beträchtlichen r ist ip = yr\ die Gestalt dieser Relation
also folgende :

l«) CO H = r .j— •

r d r

Macht man nun die nicht unwahrscheinliche Annahme, dass für den Fall

eines beträchtlichen r die Functionen co, w von der Form sind

r
'

r
'

wo G, Jf Constante sein sollen, so geht jene Relation über in:
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§. 31. Uebereinstimmung der für beliebig gestaltete Körper entwickelten

Gesetze mit dem allgemeinen Axiom der lebendigen Kraft.

Es sei gegeben ein System von beliebig vielen Körpern A, B,

C, D, . . .j die in irgend welchen Bewegungen begriffen sind, während

gleichzeitig im Innern eines jeden irgend welche elektrische Vorgänge

stattfinden. Ob das System lediglich seinen inner n Kräften überlassen

ist, oder ob gleichzeitig noch irgend welche äussere Kräfte auf das-

selbe einwirken, mag dahingestellt bleiben. — Wir stellen uns die

Aufgabe, diejenige Quantität von lebendiger Kraft und Wärme

(50.) dT-\-dQ={dT)ora.v.+ idT-{-dQUt.v.+ {dT-\-dQUay.vs

zu berechnen, welche während eines gegebenen Zeitelementes ^^ in

dem ganzen Systeme entsteht durch die Wirkung der inneren

Kräfte.

Zunächst mögen die Bezeichnungen (36.) des vorhergehenden §.

in folgender Weise vervollständigt werden

:

D Vq ein Volumelement von Ä
;

x^^, i/y, 0(, die Coordinaten von Dv„ zur Zeit t (d. i. zu Anfang

des gegebenen Zeitelementes dt)-^

Uq, Vq, Wy die Componenten der zur Zeit t in Dv,, vorhandenen

elektrischen Strömung i^^]

D Vj ein Volumelement von B
;

^17 2/i; ^1 ^^ö Coordinaten von Dvj zur Zeit t;

Mj , Vj , Wy die Componenten der zur Zeit t in D v^ vorhan-

denen elektrischen Strömung;

oder
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r die Entternimg zwischen Dv„ und Dv, zur Zeit t\

A, B, r die Richtungscosinus der Linie r, dieselbe gerechnet

von Dvj nach Dv„ hin;

0„, 0, und E dieselben Cosinus wie im Ampere'schen Ge-

setz (pag. 44).

Ausserdem mag angenommen werden, dass das zu Grunde gelegte

Coordinatensystem {x, y, ß) kein völlig beliebiges ist, sondern in

starrer Verbindung steht mit der ponderablen Masse des

Körpers A. Solches vorausgesetzt, nehmen die Componenten X^hU,

Y(^^ (H, Z^)^ dt (47. c) derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us,

welche das Element Dv, während der Zeit dt hervorbringt in irgend

einem Puncte von D v„ , die einfachere Gestalt an :

x„. M = Dv, im^ZM+lA^li^-zi^JB + Aß' )

,

(52.) y,. ät = Dv,
(1^-°:- P"^'>i +2" |B *^-. -.'.m + AQ-

Dv,('
[^Q"'- P'"^'-l + g[r^j, -i, ^n _^ ^^...

Um diese Formeln weiter behandeln zu können, bilden wir zu-

nächst die beiden Ausdrücke Q, P, bezogen auf die Linie /• und
die beiden Richtungen /„, /, :

Q = oj 0„0| + 07 E,

P = (>0o0, +pE,
Hieraus folgt sofort

:

*„ i, Q == ca (Amo+ Bvo+ r«t?„) (Aw, -f Bt', -f Viv^) -\- co (it„ w, -f-i'o '-'i+ *^o '^'^i ) >

hh P=Q (A«o+ Bt'(,-f Rt'o) (Aiti+Byj-f-Hi;,) + q (wo^i -\-v^^v^-{-^v^^^ü^),

oder mit Rücksicht auf (47. b):

(53. a) i^ '/, Q = M„ Q' -f v,^ Q" -f w„ Q'",

(53. b) i^ », P = «0 P' 4- v^ P" 4- ?(;„ P'".

Ferner ergiebt sich, ebenfalls mit Rücksicht auf (47. b):

(53. c) i„ 0„ = ^ty A + i\, B-\-wJ,

(53. d) i^ 0, = ?t, A + t', B + -m;, f = j,

.

Die Incremente ^u^^, öv^^, Ö iv,) lassen sich im Allgemeinen aus-

drücken durch die Formeln [vergl. (37.)]:

etc. etc.,

wo ökq, öß^, ^y^^ die während der Zeit dt erfolgenden Drehungen
des Körpers Ä repräsentiren in Bezug auf die zu Grunde gelegten Co-
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ordinatenaxen x,y, s. Bei der gegenwärtigen Betrachtung sind aber diese

Axen mit jenem Körper A starr verbunden, folglich ^aQ==^ß^^=^8y^^=^i\

und folglich auch 8u^^ = 8v^^ = div^^ = 0. Demgemäss ergiebt sich

aus (53. a) und (53. c) durch Ausführung der Operation ö:

(53. e) 8 {l^ i, ß) = Wo ^ ß'+ ^0 ^ ^"+ «^o ^ ^",

(53.f) 8 (^0o) = u,8^-\- V, dB + Wo 8V.

Unterwirft man ferner die Formel (53. a) der Operation Aj, so

folgt

:

A, (io i, ß) = H„ Ai Q'+ Vo A, Q"+ w,, Aj Q'",

wofür auch geschrieben werden kann:

(53.g) A, (i„i,ß) = u, AQ'+ .;„ AQ"+ ^t^,, AQ'";

denn die Ausdrücite Q', Q", Q'" (47. b) sind unabhängig von te^, ?^o> ^'^o?

so dass also z. B. A,, Q'= 0, mithin Aß'= AjQ' ist.

Multiplicirt man nun die Formeln (52.) mit u^yDy^^, <;„ Dv,,,

tV(^ Dvo, und addirt, so erhält man mit Rücksicht auf (53.a,b, c,d,e,f,g)

sofort

:

) Dv„ (Xoi M„ 4- r.i V, + Z„i
^s) fZ^

= j),^^jy,^(^^^'^h'^)-^hh^)^''^^^^'^^^
^

A. (V, Q)

Die linke Seite dieser Formel repräsentirt aber offenbar [vergl.

pag. 14] diejenige Quantität Wärme

(<^^0^)eldy. Us

welche das Element Dv, vermöge seiner elektromotorischen Kräfte

eldy. Us während der Zeit dt hervorruft im Elemente Dv,,. Ein mit

(54.) analoger Werth ergiebt sich für diejenige Wärmemenge

(^^l")eldy.Us,

welche umgekehrt Dv„ in Dv, hörvorruft. Werden die Formeln für

diese beiden Wärmemengen, nämlich (54.) selber und jene analoge

Formel, addirt, so erhält man sofort:

(55.) {dQ,'+ <lQ,%xa,. US = Dv, Dv, [8[i,i, ü)-i,i, P8r+ t.{i,i, ß)];

denn es ist zu beachten, dass A„ + A, = A ist. Beachtet man, dass

8 -\- t^ = d ist, so gewinnt die Formel (55.) die einfachere Gestalt

:

(56.) (f?^o'+ ^^.%dy. US = Dv„Dvi {d{i,i,Q) - i,i, P 8r-].

Bezeichnet ferner

((?T„*)eldy. Us

diejenige Quantität lebendiger Kraft, welche Dv, vermöge seiner po n-

(rfTü')eidy. Us = Tl S^r,
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wo R, die aus dem Ampere'schen Gesetze resultirende Kraft, den

Werth hat E = Dvo Dvi /„ i^ P [vergl. (8.), pag. 160], Somit folgt:

(<'?3^o')eldy.U8 = Dv„ DVi «„ ij P ^,)^,

und in ähnlicher Weise :

Cf?^/%idy. US = D v„ D V, i, i, Pd,r,

und hieraus durch Addition :

(57.) {d.T,' '+ fZTi")cidy. US = D v„ D v, i, /, P 8r.

Endlich folgt durch Addition von (56.), (57.):

(58.) {dT,' + r?Ti" + dQ,: -j- r/(2,<')eidy.us = Dv„ Dv, . d (i, i, Q),

= (?(Dv„Dvi i„ ^1 Q).

Denkt man sich diese Formel (58.) der Reihe nach hingestellt für j e d

-

wedes Elementenpaar Dv^^, Dvj des gegebenen Systemes ^, I?, 0, D, ..

.

(sowohl für solche Dv„, Dv,, welche verschiedenen Körpern, als auch

für solche, die demselben Körper angehören), so gelangt man durch

Addition all' dieser Formeln zu folgendem Resultat *)

:

(59.) {dT + ^^C^)eidy. US = ^ [1 2:E (Dv„ Dv, /„ /, Q)], •

wo die linke Seite den letzten Theil der in (50.) genannten Quantität

vorstellt.

Was die beiden ersten Theile jener Quantität (50.) betrifft, so ist

nach früheren Untersuchungen [vergl. pag. 24 und pag. 32J

:

(60.) (^/r)ord.Us = -f/0,

(61.) {dT-^dQ),^,t.v.-=--dU,

wo das ordinäre, JJ das elektrostatische Potential des Systemes

A, B, C, D, . . . auf sich selber bezeichnet.

Durch Substitution der Werthe (59.), (60.), (61.) in (50.) folgt

schliesslich

:

(62.) dT -\- dQ = - d [0 -\- U— ^ i:2J (Dvo Dv^ i, i, Q)]

Das Postulat des gegebenen Systemes A, B, C, D, . . . oder

(genauer ausgedrückt) die durch das allgemeine Axiom
der lebendigen Kraft mit Bezug auf dieses System postu-

lirte Function 5 besitzt also den Werth:

(63.) 2^ = + f^— 4- 2;Z (Dv„ Dv, i, i, Q),

ein Ergebniss, welches völlig in Einklang sich befindet

mit unseren früheren Untersuchungen (vergl. pag. 131 und

147).

^) Vergl. die Note pag. 23.
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§. 32. Deflnitive Gestaltung des den elektromotorischen Kräften

eldy. Us zn/uschreibenden Elementargeset/es.

Die im Innern eines ponderablen Körpers an irgend einer Stelle

vorhandene elektrische Strömung kann ihre Richtimg in zwiefacher

Weise ändern, entweder für sich allein, oder mitsammt des Körpers.

Ist z. B. der Körper durch zwei Drähte verbunden mit den Polen

einer Galvanischen Batterie, so wird ersteres eintreten, wenn wir

den Körper in eine feste Aufstellung versetzen, und die Einmündungs-

stellen jener Drähte längs seiner Oberfläche verschieben, hingegen

letzteres eintreten, wenn wir jene Drähte an ihren Einmündungs-

stellen mit dem Körper starr verbinden (zusaramenlöthen), sodann

aber den Körper selbst in irgend welche Drehung versetzen.

Es erscheint im höchsten Grade wahrscheinlich, dass die von einer

elektrischen Strömung vermöge ihrer Ilichtungsänderung hervorgerufene

elektromotorische Kraft lediglich abhängt von der relativen Be-

schaffenheit dieser Richtungsänderung in Bezug auf den inducirten
Körper, einerlei ob der ponderable Träger der Strömung an dieser

Richtungsänderung Theil nimmt oder nicht, dass also z. B. jene elektro-

motorische Kraft immer Null ist, sobald die relative Beschaffenheit

der elektrischen Strömung in Bezug auf den inducirten Körper

während der betrachteten Zeit keine Aenderung erleidet. — Um diese

Hypothese möglichst präcise auszusprechen, geben wir ihr folgende

Fassung.

(1.) .... Sechste Hypothese. Bezeichnet Dvj ein unend-
lich kleines genau kugelförmiges Volumelement eines

Körpers B, in welchem beliebige elektrische Vorgänge
stattfinden, und steht der Mittelpunct von Dv, in starrer

Verbindung mit einem gegebeneu Körper A, während B
selber um diesen Mittelpunct in irgend welcher Drehung
begriffen ist, so soll angenoiamen werden, dass die von
Dvj in irgend einem Puncte von ^ hervorgebrachte elektro-

motorische Kraft eldy. Us immer Null ist, sobald die in Dv,

vorhandene elektrische Strömung, bciirthellt mit Bezug auf

A, ihrer Richtung und Stärke nach coustant bleibt.
*

Der Körper J. und das rechtwinklige Axensystem {x,y,z) mögen
in absolut unbeweglicher Aufstellung gedacht werden; ebenso

die Galvanische Batterie G, imd die von ihren Polen nach dem Körper

B hinlaufenden beiden Drähte (Fig. 10); ebenso endlich die zur ^-Axe

parallele Axe ^v, um welche der Körper B in Rotation begriffen ist.

Dieser Körper B sei ein homogener Metallcylinder, dessen geo-

metrische Axe mit seiner Rotationsax(! ^iv zusammenfällt. Während
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der llotatioii werden die Einmündungssteilen jener beiden (absolut

unbeweglich gedachten) Drähte dahinschleifen auf der Oberfläche

von B. — Endlich sei Dv, ein unendlich kleines, genau kugelför-

miges Volumelement von B, dessen Mittelpunct m^ in der Axe ^v
liegt.

Fig. 10.

4
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Im Allgemeinen lassen sich jene Zuwüchse du^, dv^, dWy

(vergl. pag. 178) darstellen dm-ch die Formeln:

dUy = A«i -f"^'^*!; ^'**i ='ti\Sßx — ^i ^^o
dv^ = At'i +^^'i; ' ^^1 = M] ^^1

—

iv^da^,

dw^ = A««?! -|- dtv^, öWi = V, d«, — Mj dß^.

In dem hier betrachteten speci eilen Falle ergeben sich daher,

weil du^ = dvi = div^ == 0, und die Rotationsaxe fiv parallel der

^-Axe ist, folgende Gleichungen:

= Att, + öu^, ÖUy == — v^ g^ dt,

(2.) .

= Avi + dv,, dvi =-j- ti^g^dt,

0= Awi -\- dtVi, diVi = 0,

wo g^ die Rotationsgeschwindigkeit des Cylinders B bezeichnet.

Bezeichnet man nun die vom Elemente Dvj während der Zeit

dt in irgend einem Puncte m^^ des Körpers Ä hervorgebrachte elektro-

motorische Kraft eldy, Us mit

(3.) X,' dt, Y.Ult, Z,\dt,

so ist, zufolge früherer Ergebnisse (pag. 181):

(4.)
' X,/.»-Dv,

(^l + AC' + ^Ml);

denn es ist zu beachten, dass im vorliegenden Falle nicht nur da,,,

öß^^, dy^^, sondern auch dr, dk, dB, öT sämmtlich verschwinden,

weil die Linie r, die Verbindungslinie von w?„ und dem Mittelpunct

m, des Volumens Dvj, ihrer Länge und Richtung nach unveränder-

lich ist. In der Formel (4.) haben j, und Q' die Bedeutungen (vergl.

pag. 181):

(5.) Ji=Am, + Bt;, + Viv,

Q' = cjA (Atti -f Bvi -f Tw,) -|- oj «1.

Hieraus folgt, wiederum mit Rücksicht darauf, dass r, A, B, f unver-

änderlich gegeben sind:

öy, = Ad«, + Bd^;, + rdy^',,

(6.)
ÖQ' = taA (Adw, + Bdt;, + Vdii\) + w dw,,

AQ' = wA (AAw, + BAv, + TAy«;,) + a huy.

Durch Substitution dieser Werthe (G.) in die Formel (4.) folgt:

I
^-^ A (A du, + B öv, + r 8iv,) + -^ du,

(1.) X,Ult= üyA ^
l

[ -\- (oA{k A«<i -}- BAv, 4- r A^v^) + w Au,

Beachtet man nun, dass im hier betrachteten Fall [nach (2.)]

A^i = —- du,, Av, = — dv,, Aw, = ~ dw, ist, so ergiebt sich:
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(8.) X,UU = Dy,(^-^ A (Aöu, + Bd>, + rdtVi)—~öuX

oder weil [ebenfalls liach (2.)] du^ = — ^', </, dt, dv^ = u^ y^ dt,

dWi =0 ist

:

(9.) Xo' dt = Dvj (^~~~ A (Bm, — A^;,) + | ^• r/f.

Zufolge der vorhin angestellten Ueberlegungen muss aber die

Kraft X,/ (Z^, Y^^^ dt, Z^^'^ dt verschwinden für jeden beliebigen
Pimct m„ des Körpers A, d. h. für beliebige Werthe von r, A, B, f.

Somit folgt aus (9.), dass

(10.) (5 = (0 und w =
sein muss.

Die von uns eingeführte Hypothese (1.) bringt also mit

sich, dass die Functionen a = e{r), ai = G){r), oj == a>(r) die

durch (10.) ausgedrückte Beschaffenheit besitzen. In jeden-

falls nicht minder zuverlässiger Weise ist früher bereits (pag. 145) ge-

funden, dass zwischen co = ö(r) und C3==cö(r) die Relation statt-

findet :

Aus (10.) und (11.) aber ergiebt sich sofort:

(12.) a = a>=^-4A''(^^IJA « = 0.
r/

Höchst überraschender Weise sind wir hiermit*) zu

genau demselben Werthe der Function ö gelangt, zu wel-

chem eine frühere, von völlig andern Gesichtspuncten
ausgehende Betrachtung bereits hindrängte. Denn der in

(12.) für 6 gefundene Werth stimmt vollständig überein mit dem-

jenigen, der dieser Function 6 zuertheilt werden musste, um das für

die elelctromotorischen Kräfte eldy. Us entwickelte Elementargesetz

auch für solche Ströme, die mit Gleitstellen behaftet sind, in Ein-

klang zu bringen mit dem von meinem Vater aufgestellten Integral-

gesetz (vergl. pag. 155).

Diese Uebereinstimmung aber dürfte, weil jenes Integralgesetz

auch für den Fall von Gleitstellen experimentell geprüft und bestätigt

*} Durch (12.) ist zugleich der früher (Note, pag. 183) in Aussicht gestellte

Nachweis dafür geliefert, dass m identisch mit Null, lolglich die Helm-
holt z 'sc he Constaute Ä; identisch mit — 1 sein muss.
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worden ist, als ein gewichtiges Indicium anzusehen sein für die Zu-

verlässigkeit der von uns angestellten Betrachtungen.

Um sämmtliche Functionen von r, mit denen wir es zu thun

haben, zusammenzustellen, sind zu (12.) noch hinzuzufügen die Formeln

(pag. 44)

:

Vermittelst (12.) und (13.) können sämmtliche Functionen (7, a, oj, q, q
ausgedrückt werden durch i/>. Bequemer aber wird es offenbar sein^

die Function

(14.) . = -4^^ (;;;?)'

o
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Q = «A.y,, P =-
^, 0*1 - A.y,) + ^^^-

A^,
,

(16. b) ^„ ^. o„ 2» . j_ .-
, f/oj „.

Q =«rj,, p = — (^(;j _ rj,) + ^^ rj,

;

„von jenen gesuchten Componenten wird alsdann die erste fol-

„genden Werth besitzen :

(16.0 X- ät = Dv,((^:^: +-i^:A^-^^*« =^'-- + Aß)

+ D V, «'-ML^rii (^A + Ban- r d;^„)l
_

„WO ^a„, ^j3„, d;/„ die Drehungen des Körpers A während der Zeit

„dt bezeichnen respective um die Axen x, tj,/."

Beachtet man nun aber die aus (16. b) entspringenden Delationen:

Q" dy, - Q'" dß, = (oj, (B d>„ - r d/3,),

80.' — ?' dr = « d (Aji) — ^ {n, - A/,) dr,

AQ' = toAAi,,

so reducirt sich die Formel (16.c) auf:

X.,' dt = Dv,
(I

8 (A/,) - ^ {n, - A.y,) dr -f «AA,/,)

+ Dv, ^(Adj, --.y, c>A),

oder (was dasselbe) auf

:

X, . ät = Dv, [o, A (*,, + A,,) + " (^•'' 7 'i)-!'-;

Hiefür aber kann, weil dj, + Aj, = ^Zj, und ör ==- </r ist, auch ge-

schrieben werden :

X,/ ^^^ = D Vi [« A dj, + -^-^--—
'^--J .

oder auch

:

Xo' <Z^ = D Vi [A ^ -u,
^. J

,

oder mit Rücksicht auf (16, a):

X„' dt = Dv, r^TIÜ^i ei^(A'3 _ „, 51^]. Ebenso wird

:

(17.a) IV ,«-Dv,p«-^'
""«') -„.«'^l^],



für körperliche Leiter. — Definitive Form des Elementargesetzcs. 193

Hier kann j^ bezeichnet werden als die Componente der in Dv, vor-

handenen elektrischen Strömung'«,, v, , w^, genommen nach r; denn

es ist nach (lG.a,b) :

(17.1,) j ^
_ K— ^i) ^'i + (?/o— 2/i)3_+_(%—^1)3 .

Diese Formeln (17.a,b) repriisentiren das Elementar-
gesetz der elektromotorischen Kräfte elektrodynamischen
Ursprungs in seiner defliiitiveii (Gestaltung, und zwar für den
allgemeinsten Fall, dass beide Körper, der inducirende
wie der inducirte, von beliebiger Gestalt und Grösse sind.

Dabei ist von Neuem zu bemerken, dass das den Formeln zu Grunde

gelegte rechtwinklige Axensystem {x, y, 0), ebenso wie in (16.a,b,c),

weder absolut fest, noch auch starr verbunden zu sein braucht mit

einem der beiden Körper, sondern vielmehr begriffen gedacht werden

kann in irgend welcher eigenen Bewegung. Diese definitiven For-

meln (I7.a,b) zeichnen sich gegenüber den frühern Formeln (I6.a,b,c)

in vortheilhafter Weise dadurch aus, dass sie nur mit den wirklichen

oder totalen Aenderungen d, nicht aber mit den partiellen Aende-

rungen d, A behaftet sind. Versuchen wir das in diesen Formeln

(17.a,b) enthaltene Resultat möglichst einfach und übersichtlich dar-

zulegen, so werden wir uns etwa in folgender Weise auszudrücken

haben

:

Das Elementargesetz für die elektromotorisclien Kräfte elektrody-

namischeii Ursprungs*). Sind zwei Körper^ und JB in beliebi-

gen Bewegungen begriffen, während gleichzeitig im Innern
eines jeden irgend weLche elektrische Vorgänge stattfin-

den, und bezeichnet m,j einen Punct des Körpers A, ferner

Dv, ein Volumelement von B, so wird die von Dvj im Puncte
Mn während der Zeit (7i hervorgebrachte elektromotorische

*) In ungefähr derselben Form habe ich das Gesetz bereits am 3. August 1872

der Kgl. Sachs. Gesellschalt der Wissenschaften mitgetheilt. Vergl. die betref-

fenden Berichte, pag. 21, 22; ferner auch eine Notiz in den Mathematischen An-

nalen, Bd. V, pag. 619. — Für den Fall beträchtlicher Entfernung wird

ta = — — ; so dass also in diesem Fall die Kräfte (18. a, b) die Werthe an-
r

nehmen :

Diese Formeln aber sind es, welche ich der Kgl. Ges. d. Wis.seiisch. damals niit-

theilte. Absichtlich hatte ich mich nämlich damals, um einen vorläufigen Ueber-

blick meiner Untersuchungen möglichst zu erleichtern, beschränkt auf den Fall

einer beträchtlichen Kntl'ernung.

Neumann, die elpklrischen Kräfte. 13
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Kraft elJy. Us im Allgemeinen immer zusammengesetzt
sein aus zwei Kräften. Die -eine derselben fällt in die

Richtung der gegenseitigen Entfernung r, und besitzt die

Stärke

:

(18.a) . +Dv,^!^\
WO jj die Componente der inDv^ vorhandenen elektrischen

Strömung «, bezeichnet, genommen nach r, und zwar nach
derjenigen Richtung vonr, in welcher die Kraft gerechnet
ist. Die andere ist parallel mit der Strömung i^, und be-

sitzt, in der Richtung von *, gerechnet, die Stärke:

(18.b) - Dv, ^Ä^ .

Dabei ist unter co die Function zu verstehen

(18.C) '^— ^^^&
SO dass also dieses co für beträchtliche Entfernungen iden-

tisch ist mit •

r

Gehören w,, und Dvj ein und demselben Körper an, und be-

dient man sich eines Axensystemes {x, y, s), welches mit diesem Kör-

per starr verbunden ist, so sind a^,,, y^^, z^, x^, y^, 0,, r unveränder-

lich; so dass man also in diesem Falle aus (17.a,h) erhält:

ii r == (a?o
—

ä;,) m, + («/o— 2/1) v^ + (^0—^1) «^1

;

folglich

:

X 1
r7^ = Dv « ^i^=^ (3,:^, ) du,+i^,rzMjj^^i_+ (Vz^^il^i „„,| .^^^^^

'*
' r r

n 9 ) F ' r7^= Dv 03
^'~^' (a:„ -.^0 du, + (y,-

y

,)dv
, + (^,-^0 dw^

V V 1
•

^ ^ '

ZUU^Dy 03
-'^~^^ {x,-x,)du, + (yp—y,) dv, + {z,-z,)dw.

Diese Formeln stimmen für beträchtliche Entfernungen, weil für

solche 03 = ist, vollkommen überein mit den von Kirch hoff
r

für eben denselben Fall aufgestellten *).

*1 Für CO = erhält man nämlich :

' r

XUU = -A^-Dv (^0-^1) [(«^0-^1) ^^» + iVo-yi) dv, ±J^ozh}J^A
, „nd
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§. 33. Das gefundene Elemeiitargesetz in seiner Beziehung zum
F. Neum an 11 'selten Integralgesetz.

Das Elementargesetz für die elektromotorischen Kräfte eldy. Us
hat sich unter unsern Händen von Stufe zu Stufe entwickelt^ und
schliesslich die in (18. a,b,c)angegebene definitive Gestaltung erlangt.

Bei einer gewissen Stufe der Entwicklung, wo das Gesetz noch

behaftet war mit drei unbekannten Functionen 6, a, a , zeigte sich,

dass dasselbe mit dem von meinem Vater aufgestellten Integralgesetze

auch für den Fall von Gleitstellen in Einklang sein würde, falls

man nur der Function 6 den Werth zuertheilen wollte:

(20.) — 4^^(^*)-.

(vergl. pag. 155). Doch haben wir damals diesen Werth von a wirk-

lich eintreten zu lassen, beanstandet, weil die Zuverlässigkeit des ge-

nannten Integralgesetzes für den Fall von Gleitstellen in Zweifel

gezogen werden kann.

Inzwischen sind wir nun aber von einer ganz andern Seite, durch

Betrachtungen, gegen deren Sicherheit wohl kaum ein Bedenken vor-

liegen möchte, zu eben demselben Werthe von a hingedrängt worden,

in (12.); wir haben demgemäss jenen Werth wirklich adoptirt,

und somit diejenige Bedingung, welche zur Uebereinstimmung des

Elementargesetzes mit dem genannten Integralgesetze für den Fall von

Gleitstellen erforderlich war, wirklich erfüllt. — Demnach können
wir sagen

:

(21.) .... Bringt man das gefundene, durch die Formeln
(17.a,b) oder (18. a, b, c) in seiner definitiven Gestaltung aus-

gesprochene Elementargesetz in Anwendung auf zwei in

beliebigen Bewegungen begriffene gleichförmige Strom-
ringe, so w^irdman, einerlei ob j ene Ringe von Gleitstellen
frei oder mit solchen behaftet sind, immer hingelangen
zu dem F. Neumann'schen Integralgesetz.

§. 34. Die durch das Axiom der leheudigen Kraft postulirte Function.

Sind Jq, jj die Componenten der in Dvq, Dv, vorhandenen elek-

trischen Strömungen «„, «, ,
genommen nach r (D Vj :^-> Dvg), und

ähnliche Werthe für Yq^ dt, Zq^ dt. Diese aber sind, falls man die Con-

stante A^ mit -r bezeichnet, identisch mit de

(Poggendorff's Annalen, Bd. 102, pag. 530).

g
stante A^ mit -^ bezeichnet, identisch mit den von Kirchhoff angegebenen

IZ
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sind ferner 0q, 0,, E die im Ampere 'sehen Gesetz (pag. 44) auf-

tretenden Cosinus, so wird :

; _ ,•
ft _ (a^o — x^) u,, + (y„ — y,) V,

, + (^„ — 2,) w^

.99 N • • n, (a,'„ - X,) U, + (^ — i/i) Vi 4- (gp — gj) W^

Bei Anwendung dieser Bezeichnungen haben die Componenten X,,' (U,

Y„' dt, Zq^ dt derjenigen elektromotorischen Kraft eldy. Us, welche'

Dv^ während der Zeit dt in Dv,, hervorruft, die Werthe :

±„. ät = Dv, r5>^-^i ^''^^'^ - «, ^'^] ,
i

\_ r r r J

/.^o ^ Tri 7^ 7^ [Vi\— Vi f^diri,) aar]
(23.) r„^ r^^ = Dv,

Y-^-y^' Y^ - 7;, -—

J

^,^.Z.==Dv/[^-^^i^^--...^],

vergl. (17.a,b). Nun kann [nach früheren Untersuchungen (pag. 14)]

das von Dvj in Dv^ während der Zeit dt durch diese Kräfte eldy. Us

hervorgerufene Wärmequantum ((^^o')eidy. us ausgedrückt werden durch

die Formel

:

(24.) (f/^^')eidy. US = D V, (X,,' u, + Y,/ '^0 + ^0' «^„) dt;

woraus durch Substitution der Werthe (23..) folgt:

...- N , T^. ,^ T^ T^ [G)(rji^ . d(rj.) . . ^ (o drl
(2o.) (rZ(>„')eidy.üs = D V, D V,

Y^'^^'^'^''
- toh E —

-J
•

Ebenso wird offenbar

:

(26.) (rfft%.,„. = Dv„ Dv, [^^m^ _ ,:„,, E -^^r] .

Hieraus folgt durch Addition :

(27.) (rZ(>,' + r/(>,")eMy.u. = Dv„ Dv, [^.i^^^^^- _ 2i,i, E ^] ,

oder (was dasselbe ist) :

(28.) {dQ,^-j-dr,),^%uy. u. = Dvo Dv, [^- {jj,-wQ+ " .^?(ioi,)]-

Andererseits kann dasjenige Quantum lebendiger Kraft, wel-

ches die beiden Elemente Dv„ und Dv, vermöge ihrer Kräfte eldy. Us

während der Zeit df in einander hervorbringen, daKgestellt werden

durch die Formel

:

(29.) (rflV + d/A'U^y. US = li dr,
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wo jR die zwischen den beiden Elementen vorhandene pouderomotorische

Kraft eldy. Us vorstellt. Diese Kraft hat nach dem Ampere 'sehen

Gesetz den Werth *)

:

(30.) R = Dv„ Dvi . i,i, ((,0,0, + j; E),

wo Q, Q, unter Anwendung der von uns eingeführten Function

(31.) ^—^^'m''
in folgender Weise dargestellt werden können :

(i == — ^A' . -
[
—

)

• =-\ .

r \ar

/

r

Durch Substitution dieser Wei-the (32.) in (30.) folgt

:

(33.) B = Dv„ Dv, . .„i, [^ (E - 0,0,) + 0„0, |^] ,

oder mit Rücksicht auf (22.)

:

(34.) li = D V, D V, [^ (/„ i, E - ÄÄ) + ioii '^] '

Somit folgt aus (29.) :

(35.) {dT,^-{-dT,^%,ay.v. = Dv„ Dv, [^''^' (^,^,E-i,J,)+j,i, dco] .

Durch Addition von (28.) und (35.) ergiebt sich «ofort

:

(36.) {dQ,: + dQ,^^ + dT,: + dT,'%,af.v. = Dv„ Dv, . d (cojj,).

Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente Dv, und

D Vi aufeinander besitzt daher den Werth

:

(37. a> (- l)Dv„Dvi.«jJ,,
ein Werth, welcher mit Rücksicht auf (22.) auch so dargestellt werden

kann

:

(37. b) (— 1) . i, Dv„ . ii Dvi . ö 0,0, .

Dieses Resultat stimmt vollständig übereiii mit den Ergebnissen

früherer **) Untersuchungen.

*) Dieaer Werth ist den Formehi pag. 44 entnonuueu ; wobei aber

^|, D Vo . ii D Vj statt J,, D Sp . J, Dsi

zu setzen war (vergl. pag. 160).

**) Es war nämlich auf pag. 186 für das in Rede stehende elektrodynamische

Postulat der Werth gefunden worden:

(— l).i, Dvn.i, Dv, A2,

wo i2 = (oQqQi -{- (0 E war. Inzwischen aber hat sich (pag. 190) herausgebfcellt,

dass die Function w den Werth Null hat; so dass also ii identisch ist mit toOoO,.
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§. 35. Zusammenstellung der für die ponderomotorisclien und elektro-

motorischen Kräfte eldy, Us gefundenen rormeln, unter Auwenduug der

Function (a.

Diese Function co war definirt worden durch

(38.) » = -4^'(f|)',
und wird also für beträchtliche Entfernungen identisch sein mit

; denn es bedeutet ^ jene früher (pag. 46) besprochene Function,

welche für beträchtliche Entfernungen identisch mit j/r ist.

Die ponderomotorische Wirkung eines Stromelementes i, Dvj

auf ein anderes solches Element /(, Dv^ ist, nach (33.), dargestellt

durch die Kraft

:

(39.a) R = Dvo Dv, . i,i, [^^ (E - 0,00 + jf
• 0,0,] ,

gerechnet in der Richtung r (D v^ »-> D v„). — Andererseits wird die

elektromotorische Einwirkung von i, Dvj auf «q Dv„, nach (23.)

ausgedrückt sein durch die beiden Kräfte :

(39. b) ^ .^\
„ ^ (o^^ dr

die erstere gerechnet in der Richtung r (Dv, »-> Dv^), die letztere in

der Richtung i^. ^— In diesen Formeln (39.a,b) bezeichnen 0,), 0, die

Cosinus derjenigen Winkel, unter welchen «„, i^ gegen die Linie

r (Dvj »-> Dv„) geneigt sind, und E den Cosinus desjenigen Winkels,

welchen i^ und i, mit einander einschliessen.

Das elektrodynamische Postulat der beiden Elemente io^Vo
und i^ Dv^ aufeinander hat, nach (37. b), den Wertli:

(40.a) (— 1) Dv„ Dvi . i^i^ . co 0^0^.

Endlich wird (vergl. pag. 166) das elektrodynamische Potential
P irgend zweier Körper aufeinander dargestellt sein durch

(40. b) P = (+ 1) . ZZ (Dvo D Vi . si, . « 00 0j).

Bei den Kräften elektrodynamischen Ursprungs unterscheiden

sich also Potential und Postulat durch entgegengesetzte Vor-

zeichen; während sie übereinstimmendes Vorzeichen hatten bei

den Kräften elektrostatischen, und auch bei den Kräften ordi-
nären Ursprunges (vergl. pag. 33 und pag. 24).
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§. 36. Zusammeustelliiiig und weitere Entwicklung der für die Kräfte

elektrodynamischen Ursprungs erhaltenen Formeln, unter Anwendung
der Function ip.

Jede Grösse /, welche bei der gegenseitigen ponderomotorisclien

und elektromotorischen Einwirkung zweier Stromelenieute i„ Dv„ und

i^ Dvi in Betracht kommen kann, wird, wenn wir an den zu Anfang

des vorhergehenden Abschnitts (pag. 157—159) eingeführten Bezeich-

nungen festhalten, in letzter Instanz abhängig sein*) von den zehn
einander coordinirten Argumenten:

a\
V()> Voj So> ''^i)} 'nj

>tJ VI' au ^1' ' 15

so dass also die Diflerentiationen nach diesen Argumenten, ohne Aen-

derung des Endresultates, mit einander vertauscht werden können.

Zur Abkürzung war damals, mit Bezug auf jede solche Grösse f,

gesetzt worden :

(2.a)

ferner :

(2.b) df=^dJ-\-dj; A/ = Ao/-f-A,/-;

so dass also das dem Zeitelement dt entsprechende vollständige

Differential dt sich darstellt durch:

(2.C) df=df-^Af:
Zu diesen Charakteristiken d„, d\, d und A,,, A, , A mögen nun

noch folgende hinzugefügt werden:

,,,,
'•'

-rf. "•+.-,; •• + 5i"-

.

Differenzirt man die erste dieser beiden Formeln nach r„, und be-

achtet man, dass u,,, Do; ^^^o
von t,, unabhängig sind **), so erhält man:

*) Insbesondere mag noch erinnert bein an die damals angegebenen Formeln :

a?0) 2/o) ^0 = ^ (Vo. V)o, So. ^o) » *n 2/i> ^i == A {Xi, l)i, äi, t,)
,

Uo, Öo, Wo = I {Xo, t)o, äj, To), u,, üi, \Vi = =. (Xi, \h, So Ti),

wo Xo, Vo, ^0 und Xy, 2/i, Zi die absoluten Coordinaten der Elemente ig Dvq und

i, Dvi vorstellen, während andererseits Uq, üo) ^n und Uj , üi, \Vi die Comporton-

tcn von iß und i, in Bezug auf die mit den beiden Körpern starr verbundenen

Axensysteme (xo, i)o) h) und (r,, i),, Si) bezeichnen.

**) Vergl. die vorhergehende Note.
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=^^- "' + - ^;t- ^'» + --a,7" '»»

'

wofür mit Rücksicht auf (2. a, d) einfacher geschrieben werden kann :

oder kürzer

:

In dieser und ähnlicher Weise erkennt man leicht, dass die Ope-

rationen

(2.e) a,„ a,, d;, d\

in ihrer Reihenfolge, ohne Aenderung des Endresultates, beliebig mit

einander vertauscht werden können; während solches z. B. bei a^,

Aq nicht gestattet sein würde*).

Sind 6',) und s, die augenblicklichen Richtungen der in den beiden

Elementen vorhandenen elektrischen Strömungen i^ und /j, so erhält

man :

a/- _ ^ a^o a/ a^o
, j^ aso

ds, dr, ds,
"^

a^o ds,
"^

aj« as«

'

axo ^0 ai)„ «0 ^5,, ^o
'

folglich durch Multiplication mit /q und mit Rücksicht auf (2.d) ;

• ^f ^ r
^"a-^ = ^"^-

In solcher Weise erhält man die Formeln :

(a.f
) ..f= a,A », g = V, M,

ällj;
= »oV.

Es sollen nun hier die von /j D v, auf /„ D v,^ ausgeübten ponde-

ro motorischen und elektromotorischen Kräfte betrachtet werden;

dabei mögen die Componenten dieser Kräfte bezogen werden theils auf

das absolut feste Axensystem {x, y, z), theils auf das*mit der j)on-

derablen Masse von \T)\q starr verbundene Axensystem (Jq, i)q, Jq).

*) Dio Operationen ?„, Aq sind nicht miteinander vertauschbar, weil die bei

der Operation do auftretenden Factoren Uu, Do» ^^-''o
abhängig sind von Tn.

Aehnliches ist zu bemerken von den Operationen d^, ^— • Dieselben sind
Xo

nicht miteinander vertauschbar, und zwar deswegen, weil die bei der Operation

do uuftretendeu Factoren iiu, üo, lv>o abhängig sind von Vj, l)o> Jo«
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I. Die ponderomotorischcn Kräfte oldy. Ursprungs.

Die von i, Dv^ auf ^ Dv„ ausgeübte p o li d er o motorische Kraft

K hat nach dem Ampere'schen Gesetz [vergl. die Formel (8.), pag.

160] den Werth:

" " ^ ^ dr ^s^^^s^^
'

wofür mit Rücksicht auf (2.f) auch geschrieben werden kann:

(3.) R = 4A^Dy,Dy,.2^.d,d,t. "

Die Componenten X und X dieser Kraft respective nach den Axen Vo

und X lauten daher *) :

(4.) l = AÄ^Dy,Dx, .2^^.3,3,4,,

und

:

(5.) X = 4^2 ov,, Dvi . 2 ^^ . d,d, t .

Die vom Element ij Dv,, vermöge seiner ponderomotorischen Wir-

kung eldy. Us, während der Zeit dt in Iq Dv„ hervorgerufene lebendige

Kraft («i^Q'Jeidy. us steht zur Kraft R{S.) in der bekannten Beziehung:

(6.) {dT,%ay.vs--R^^dt=^Kd,r,
ÖXq

und erlangt daher durch Substitution des Werthes (3.) den Ausdruck:

(7.) ((ZTo')eidy.uB = 4^1-' Dv, Dv, . 2d;v . d,d,ip
;

wofür, weil die Operationen Ö^^, ^„, ^, in ihrer Reihenfolge vertausch-

bar sind, auch geschrieben werden darf

:

(8.) ((?roOeldy.üs =
= 4 ^2 Dv„ Dv, [- ö, id,t .d,t)-\- d, (a,^ . d.xi^) -f a, (a,,/; . ö.n^)].

Eine mit (8.) analoge Formel resultirt für (^T/')eidy.us. Addirt man
diese zu jener, so folgt

:

(9.) (^r„' + ^T/Oeldy.Us =
= 4.42 Dv„ Dvi [- ö (d.tp .d,t)-{- d, (a, ti^ . d» + d, ea«^ . dt)].

*) Die Formel (4.) in die Gestalt

K = iÄ^ Dvo D V, [- 1-^ {do^ . d,v>) + ao (d,^ .

1^^) -f a. (a„t/. .

|^^)]

versetzen zu wollen, würde nicht gestattet sein, weil die liciden Operationen

ao, 5— nicht mit einander vertauschbar sind (vergl. die vorhergehende Note).
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II. Die elektromotorischen Kräfte eldy. Us.

Bezeichnet man die von i^ Dv^ während der Zeit dt in irgend

einem Puncte des Elementes i„ Dv„ hervorgebrachte elektromoto-

rische Kraft mit

(10.) Edt,

und mit X dt, ')) dt, 3 ^^ ^iö Componenten dieser Kraft nach den

mit der ponderablen Masse von i^ D v„ starr verbundenen Axen

(r„, l)o,'So)j ferner mit Xdt, Y dt, Z dt die Componenten derselben

nach den absolut festen Axen (ic, y , 3) , so gelangt man auf Grund

des gefundenen Elementargesetzes (pag. 193) und durch Ausführung ge-

wisser Rechnungen, welche erst später mitgetheilt werden sollen, zu

der Formel

:

(U!) 1 dt = 4^'^ Dvi \d (1^ . d,A - ^ {d,ilj. dxl^)] ,

und von dieser zu der etwas complicirteren Formel

:

(12.) Xät = iÄ^ Dv. [äg . »,*) -4 P.V- . Ä*)]

_4^^Dv,g.,„_f±...).a,,,

wo ^«0, d/3„, d^f) diejenigen Drehungen vorstellen, welche die pon-

derable Masse des Elementes i„ Dv„ während der Zeit dt ausführt mit

Bezug auf die drei absolut festen Axen x, y, 0. Den Formeln (11.) zu-

folge, scheint also die Kraft Edt (10.) abhängig zu sein von den eben

genannten Drehungen. Dass indessen diese Abhängigkeit in der That

nur eine scheinbare ist, geht deutlich hervor aus den Formeln (11).

Die vom Elemente «"j Dv,, vermöge seiner elektromotorischen Wir-

kung eldy. Us, während der Zeit dt im Elemente /„ D v„ hervorgerufene

Wärmemenge (c?(^o^)eidy. us bestimmt sich durch die bekannte Formel:

(13.) (d ^,/)eldy. U« = D Vo (^ Uo + ^ K + ,3 ^^o) ^?^
,

wo didt, '^Jdt, ^dt die in (11.) angedeuteten Componenten vorstellen.

Substituirt man für diese Componenten ihre Werthe, so folgt mit

Hülfe einer später mitzutheilenden Rechnung:

(14.) ((?^,/)eidy.Us =
= 4:Ä' Dvo Dvi [d {d.xlj .d,i>) — A,, (a,,^ . a, ^) — ^n (^1 ^ ' ^^)l

Eine analoge Formel gilt offenbar für (^(>|")eidy. us- Durch Addition

beider folgt

:

(15.) ((?(?o' + ^^l%dy.Us =
==4J^2Dy^^Dv, [2^(a„^.a,^)— Arao-^-a,!/^)— a„(^,l/'.dl/.)-a,(ao^•^'/')]•

Eudlich folgt durch Addition von (9.) und (15.) :
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(16.) {dT,' + dT,' + ^^„' + ^^i^dy.UB =
= 4^^DvoDvi .d{^^,^l>.^y^l})\

sodass also das elektrodynamische Postulat der betrachteten

Elemente ^ D v^ und i^ D Vj dargestellt sein wird durch *) :

(17.) {—l).4:A'J)v^T)y^.d^il>.d^ri).

Es bleibt noch übrig, die Ableitung der hier angegebenen Formeln

(11.) bis (17.) näher zu besprechen.

Das von uns für die elektromotorischen Kräfte gefundene Ele-

mentargesetz war durch Formeln |"(17.a,b), pag. 192] ausgedrückt,

denen jedes beliebige rechtwinklige Axensystem zu Grunde gelegt

sein darf. Nimmt man für dieses System das mit der ponderablen Masse

von i„ Dv,^ starr verbundene System (xo, \)q, So)> so erhält man für

die entsprechenden Componenten Hdt, '])dt, ^dt der Kraft E dir (^iO.)

folgende Werthe :

(a.) 3e^^ = Dv.[^'^.(,/0-^^];

ähnlich ^})dt und ^dt. Es sollen nämlich, nach wie vor, )c„, l)^, j^

und u„, \)„, )v„ die Coordinaten und Strömungscomponenten von «„ Dv„

in Bezug auf das Axensystem (xo > i)() > So) vorstellen ; und in Bezug auf

ebendasselbe Axensystem sollen Vi> i}i> h und Uj, »i, n^i die

dr

*) Nach (2.d) ist:
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Coordinateii und Strömungscomponenteu von ij Dv, sein. Daneben

ist zu bemerken, dass a und rj, die Bedeutungen haben:

iß, »=-*^'(^:y

(rO »'ii = ixo — h) iii + 0)(, — h) ^i + ih — h) ^^\-

Endlich ist mit Bezug auf jene Formel (cc.) zu bemerken, dass man
im letzten Gliede derselben ganz nach Belieben dr, oder statt

dessen auch dr schreiben darf*).

Da alle Grössen in letzter Instanz durch die zehn Argumente

(1.) ausgedrückt zu denken sind, so werden jCj , \)i, li
als Functionen

von
ro und Xi , l),

, Si » ^i >

andererseits Uj, D,, tüj als Functionen von

To und Xi, i)i; h> ^\> Ti

aufzufassen sein. Durch partielle Differentiation der Gleichung (y.)

nach Xo folgt daher :

Hrj^) -

oder (was dasselbe ist) :

Somit kann die Compoiiente Xdt (a.) auch so dargestellt werden :

. 1 T^ R^ « 7/ •^ /' dj,
,

. 8r\ Gfdrl
iö.) ^.U = Dv. [3- - d irj,) - {r

^^ +,, ^J — J •

Beachtet man nun, dass das erste Glied dieses Ausdruckes der Um-

gestaltung fähig ist

:

,

*) Im Allgemeinen ist nach (2.a,b,c);

df=Sf-\-Af.

Ist indessen die Grösse /" von den elektrischen Verhältnissen unabhängig, mit-

hin unabhängig von den Argumenten Tn, Tj, so wird

Af=0, und folglich : df=8f.
So ist also z. B..

:

dr = Sr,

und aus demselben Grunde z. B. auch

:

**

Von diesen letzteren Formeln wird weiterhin Gebrauch gemacht werden.
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:^U0,) = .ei.i,)-.-,..(|^„e),

j
(dr . \ . „ dr

dr G)

• dr ^ . . dr adr

so erhalt man sofort

:

L ^^>o / ^Xo ^Xo '^Vo -I

Hiefür aber kann, weil einerseits

^dr^ ^ddr

und andererseits

dr dr da ^ da
^,

öXo ^]:o nr dx^^

ist, auch geschrieben werden :

i» ut = Dv, [,;(!': «i,) - »i, 'Jf _i, 1-" .. _ «ii „ ,,]

,

- ^«^^o ^ ^)-(i ^X"o ^jf(» J

oder (was dasselbe ist) :

in.) sd< = Dv, [,i(?r-.i,)'_^-i(.,-av)],

oder, falls man für a seinen Werth (ß.) substituirt

:

Nun ist aber : ^ jj = — a^ ^. Somit folgt :

(i.) Idt = 4^2 Dv^
1^,^ ^g . a,^) —A (a^^ . St)]. Ebenso wird:

Durch (i.) ist der Beweis geliefert für die Formel (IL):

Um den Beweis der folgenden Formel (12.) zu erhalten, bedarf
es ebenfalls ziemlich mühsamer Betrachtungen. Es waren [vergl. den
Anfang des vorhergehenden Abschnitts (pag. 158)j mit

x, = C' + C^^Xo + C^'^)o + C^'h,
(^.•) ?/,,

= C'2 + 6'2<
^•, + C^2 ^^^ ^ c^s

j^^ ^

-.., = C' + 6'3'
y, + 6'^'^

i)„ + C^^ 3,

I
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die Relationen bezeichnet worden, welche stattfinden zwischen den

z^^ und x^^, 1)q, 5y des Elementes
«f,
Dv^.

Demgemäss ist

:
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Multiplicirt man nun die Gleichungen (i.), (x.), (A.) mit den Co-
sinus C", C^'\ C^^, und addirt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf
(/Lt..) und (v.) sofort:

WO U den Werth hat

:

,0,.) r/=
....(II

. a..) + c.v.(|^ . a,.) + c.3.(|| . a,.),

mithin auch so dargestellt werden kann :

Nun sind die ^6' offenbar identisch mit den 8C. Mit Rücksicht auf

(^3.) und (^4.) kann daher die Formel (Oj.) auch so dargestellt werden:

Substituirt man aber diesen Werth von U in (|.), so folgt:

(..) X,Z< = AA^ Dv,
[4^^;

. a,*) -A (3,^ . ,^)]

und dies ist die zu beweisende Formel (12.). Aus den eben
angestellten Erörterungen geht hervor, dass diese Forme 1

nur dann gültig ist, wenn man in Betreff der Ableitungen

_a_ ^ a_

dx,' dy.rdz,

festhält an der in (v.) gegebenen Definition.

Die Wärmemenge ((?(?o*)eidy.us besitzt, wie schon in (13.) ange-

1 geben wurde, den Werth :

((>•) (^<?o')eldy. Vs = D V, (^Uo + 5JD„ + 31VJ dt

Substituirt man hier für ^dt, f)dt, ^dt die in (t.), (x.), {l.) gefun-

. denen Ausdrücke, so erhält man:'

(<?.) {dQ,%i,.vs = 4^2 D^^^ Dvj [F - d, {d.i, . d^p)]
;

Ihier hat V die Bedeutung :

M F=„„.(f|.a,.)+.,.(||^.a..)+,„„.(^;j„a,.),

mnd kann also auch so dargestellt werden :
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(...) r=4(.,g + .4-i + ,„.|i^).,.]

oder auch so *)

:

oder endlich, weil d^-^ von T^ unabhängig ist, auch so:

Substituirt man diesen Werth in (a.), so erhält man:

(V.) (fZ (>,/)eldy. US =
= 4^2 Dv, Dv, [iZ (öo^ . a,^) - Ao (^0^ . d,f) - d, {d,t . ät)] ;

dies aber ist die zu beweisende Formel (14.).

Der Uebergang von (14.) zu (15.), zu (10.), endlich zu (17.) be-

darf keiner weiteren Erläuterung.

III. Zugehörige Iiitegralforineln.

Finden in zwei Körpern Ä und /? irgend welche elektrische Vor-

gänge statt, so ist das elektrodynamische Potential P der bei-

den Körper aufeinander definirt durch die Formel (pag. 166):

(18.) p^-AÄ^.zu [dv, Dv, (^^)' i,e, i,e,]
,

wo DV(,, Dvj irgend zwei Volumelemente der beiden Körper, ferner

*'„, «j die in diesen Elementen vorhandenen elektrischen Strömungen,

endlich 0„, Q^ die Cosinus derjenigen Winkel vorstellen, unter denen

*) Es ist nämlich :

^ ,
dtp , dtp dtp

Hieraus folgt durch Ausführung der Operation Ao

:

Nim ist im Allgemeinen df=dof-\-3if-\- Aof-\- A,/". Die Componenten iio) »o. t»u

sind aber unabhängig von Tq, Tj , T,; so dass also z.B. ÖqUo, ^jito, A, u„ Null

sind, mithin (Ixiq sich reducirt auf A|,ito. Mit Rücksicht auf die Relationen:

diio = AoUo, (Züo = ^o^o» ^?\Vo = ^oi^^ü kann die vorstehende Formel auch so ge-

schrieben werden

:

Durch diese Erörterungen findet der Uebergang von (rg.) zu {T3.) seine Rechtfer-

tigung.
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h> h gegen die Linie r (Dv, »-^Dv„) geneigt sind. Nun ergiebt

sich leicht *) :

dip . ^ dxl) .

dr ''o®'» = ,7^^o = ^^o^,

Somit folgt aus (18.) :

(19.) P = 4^12 . EU [Dv„ Dv, . d,t d.tl

In (8.) und (14.) war mit Bezug auf irgend zwei elektrische Strom-

elemente ?„ Dv„ und ^^ Dv, gefunden worden :

(20.) (r/T,/)eMy.Us =
= 4:A' Dv, Dv, [- d, {d,i> . ö,t/;) + d, Cö.tp . d,ii>) -f a, (a„^ . d,t)].

und ferner

:

(21.) (f7^,;)eMy.UB =
= AA' Dv, Dv, [d {d.t . d,i,) — A„ {d.xi^ .d,i>)~ d, {d,i> . di,)].

Es sollen nun hier die Resultate untersucht werden, zu denen man
gelangt, wenn man diese Formeln (20.), (21.) integrirt über sämmt-
liche Elemente Dv„ und Dv, der beiden gegebenen Körper A und B.
Dabei soll vorläufig keinerlei Voraussetzung gemacht werden, weder
über die Bewegungen der beiden Körper, noch auch über die in ihnen
stattfindenden elektrischen Vorgänge.

Sind fy und £„ die in den Volumelementen Dv„ und in den Ober-

flächenelementen Do„ des Körpers A vorhandenen elektrischen
Dichtigkeiten, und ist iV,, die auf Do„ errichtete innere Normale,

so stehen die zeitlichen Aenderungen dieser Dichtigkeiten zu den im
Körper vorhandenen Strömungen it„, v»,,, \x,^^ in folgender Beziehung

(pag. 4 und 5) :

(22.)
"^^ \dr,d\),'^ diJ'

-^" =- - (u„cos(i\^„,)f„) + i>„cos(JV„,i)„)+iu„cos(iV",„5„)).

Ist nun F eine beliebige Function der zehn Argumente (1.), und be-

dient man sich der früher (pag. 27) eingeführten Collectivbezeichnungen:

{23.) OofürP"^*»' H„ für /^^"

so erhält man für das über den Körper A ausgedehnte Integral

2; [Dv„ . a^i*"] der Reihe nach folgende Umgestaltungen:

*) Vergl. die Note auf iiag, 203.

Neumann, die elektrischen Kräfte.
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(24.) Z [Dv„ . ,, F} = ^ [d v„ (g „„ +
»I

,, + II ,„„)] ,

= - 2; [Do, i<^ (u, cos(i^^,„ ^•,) + • • •)]

also mit Rücksiclit auf (22.):

. (25.) 2; [Dv, . 80 F] = 2; [Do,y^] + 2: [dv„ y|^] , -

oder mit Anwendung der Collectivbezeichnungen (23.):

(26.) 2; [Dv,.a„i^] = 2; [Oo-i^^^].

In dieser Formel mag nun statt F das Produet

substituirt werden , wo /' (ebenso wie F selber) eine beliebige Function

der zehn Argumente (1.) sein soll. Alsdann ergiebt sich:

(27.) 2; [D v„ . d, (a, i> ./)] = ^ [Oo ^* • d, t . /•] .

Multiplicirt man diese Formel mit Dv^, und integrirt dann über

sämmtliche Volumelemente Dv, des Körpers B, so folgt:

(28. a) 2J2: [Dvo üv, . d, {d, ^ . /")] = 2JZ [o„ '^ . Dv, . a, t^ . /] .

In analoger Weise gelangt man offenbar zu der parallel stehenden

Formel :

(28. b) UU [Dv„Dv, . d, {d,t . /•)] == UU [0, '-^ . Dv„ . c),ip . /] .

Der Bequemlichkeit willen mögen nun unter O,,, und 0,i folgende

Abkürzungen verstanden werden

:

(29^

.o„ = (o, ^)(Dv,..öot^);

alsdann kJhmen die Formeln (28.a,b) so dargestellt werden:

^_ , uu [Dv„ Dv, . a„ (da' . f)] = ^^ [Ooo • n

,

^^'^•^
2JU [Dv, Dv, . d, (a.,^ . /)] = 2:2: [0,, . /] .

Unterwirft man die Formel (20.) einer Integration über alle Dv„

von Ä, und über alle Dv^ von B, so erhält man mit Rücksieht auf

(19.) sofort:
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(31.) (.?r/)eldy.Us =
= - ^„P + 4^2

. 2;i: [Dv„ Dv, (a„ (a, v^ . d» + a, (a,^ . d,t))]
;

ebenso erhält inan aus (2^1.) :

(32.) (r7(;>^«)eMy.us =
= + fZP — AoP — 4^2 , 2:2; [Dv„ Dv, . d, [d, t . ö»].

Die in (31.) enthaltenen Integrale 2:2: können der Transformation

(30.) unterworfen werden, indem man d„j/; als das f betrachtet. Man
erhält alsdann :

(33.a) (^/T^«)eidy.u3 = - ^0^ + 4^'-'
. ZE [(0„„ + 0,,) d,xl^]

und in analoger Weise wird ofienbar auch die parallel stehende Formel
sich ergeben ;

(33.^) {dTs^uy.vs = - d, P + 4^2, 2J2J [(0.,„ + 0„) ^,>]

;

aus diesen beiden Formeln {33.a,ß) folgt durch Addition sofort:

(33. y) {(ITa'^ + dTs^Uy.v. = -dF-\- 4Ä^ . U2J [(0„„+ 0„) öipl

Andererseits gewinnt die Formel (32.) durch Ausführung der

Transformationen (30.) folgende Gestalt:

(34. «) {dQA%uy.vs = dP— A„P— 4^2 . U2J [0,„ .dt];
die parallel stehende Formel lautet mithin :

(M.ß) {dQB^Uay.vs = dF-- A,P-4:AKUU lO^^.di,];

und durch Addition beider folgt

:

(34.;.) {dQ/^~^dQH'')eWy.v.= '2dF-AP~4Ä\2J2J [(0,„+ 0„) d^].

Schliesslich erhält man durch Addition derFormeln(33. j.)und (34. y)

:

(35.) {dTA'^ + dTs^-\- dQ^' + dQs-')eUy. ÜB = dF.

Diese Formeln (.33. «, /3, y) ,
{M.a,ß,y) und (.3.5.) sind allge-

mein gültig, ohne dass es über die Bewegungen der beiden
Körper A,B, oder über die in ihnen vorhandenen elektri-
schen Vorgänge irgend welcher Voraussetzungen bedarf.
Bei ihrer Benutzung werden im Auge zu behalten sein die Bedeutungen

0„ = (0, ^)(Dv„.a„^);

und ferner wird dabei im Auge zubehalten sein, dass 0^ " und 0,
'

.
-

Collectivbezeichnungen sind für folgende Ausdrücke :

ds,,

(37. a) o/^^-für^
^^" dt

d
Doo -^ = — Doo (Uo cos (iV,, Vo) +
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(37. b) Oi"^-^ für

Do, '^j = - Do, (u, cos(i^,, X,) + ),
(liejeni(]fe von Do, vor-

stellt.

Die Grössen 0,)-,-7", 0, —jj- können also [nach (37.a,b)] in

doppelter Weise ausgedrückt werden, entweder durch die elektrischen

Dichtigkeiten £(,,£7; S\, £ i ? oder durch die elektrischen Strö-

mungen K„, t)„, w„, U|; X\, tu,. Wählt man die letztere Ausdrucks-

weise, so werden die gefundenen Formeln {^i). ajßjy), (M.a,ß,y), wie

leicht zu erkennen, nicht nur gültig sein für die betrachteten Körper

selber, sondern auch für beliebig gegebene Theile dieser Körper.

Ohne indessen hierauf weiter einzugehen, wollen wir festhalten

an der Betrachtung der ganzen Körper Ä und i?; dabei aber an-

nehmen, die vorhandenen elektrischen Strömungen wären im Innern

der Körper überall gleichförmig, und an ihren Oberflächen überall

tangential. Nach (P>7. a, b) verschwinden alsdann die 0,, -jj^ ,

0, -j^ ) folglich nach (36.) auch die 0„„, 0,,; so dass also in diesem

Fall die Formeln (33. a, ß, y) die einfacheren Gestalten gewinnen

:

(38.«) {dTA'%^y.vs = ~d,F,
(38. jS) idTn^),uy.m=~d,F,
(38.y) {dT^^ -f rfr/,^)eidy.us = - ^P;

während gleichzeitig die Formeln (34. a, ß, y) sich verwandeln in :

(39.«) (rZa/'Oeidy.u. =-- r/P - A,P,

(39.^) {dQB^).my.iH = dF-li.,F,

(39. y) {dQ^>' + dQa-^uy.v. = 2r/P - AP;

ungeändert bleibt die in (35.) angegebene Formel, sie lautet nach Avie

vor :

(40.) ijlT^'' + dTtr' + dq^," -f d(,>,r%uy. us = dF.

Befinden sich also zwei Körper A und B in irgend welchen Be-

wegungen, und können die in ihnen vorhandenen elektrischen Strö-

mungen im Innern der Körper als gleichförmig, nnd an ihren

Oberflächen als tangential angesehen werden, so werden, falls man
das elektrodynamische Potential der beiden Körper aufeinander mit F
bezeichnet, zufolge der Formeln (38.«) und (39.«) folgende Sätze

gelten :
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Erster Satz. Das vom Körper B, vermöge seiner Kräfte
eldy, Us, während eines Zeitelementes im Körper A her-

vorgebrachte Quantum lebendiger Kraft wird erhalten,

wenn man den partiellen Zuwachs von P nach der räum-
lichen Lage von A bildet, und denselben noch multiplicirt

mit (- 1).

Zweiter Satz. Das vom Körper !>', vermöge seiner Kräfte
eldy. Us, während eines Zeitelementes im Körper A her-

vorgebrachte Quantum Wärme wird erhalten, wenn man
den vollständigen Zuwachs von P bildet, und von diesem
noch in Abzug bringt den partiellen Zuwachs von P, ge-

nommen nach dem elektrischen Zustande von A.

Von diesen beiden Sätzen ist übrigens der erstere nicht neu,

sondern schon früher (pag. 165) von mir abgeleitet worden.



Siebenter Abschnitt.

Vergleichung des für die elektromotorischen Kräfte gefun-

denen Elementargesetzes mit demjenigen, welches von

F. Neumann proponirt worden ist.

Es wird gezeigt werden, dass diese beiden Gesetze, wenn auch in vielen Fällen

mit einander in Einklang, doch im Allgemeinen verschiedene sind. Ferner

wird auf ein bestimmtes experimentelles Factum hingewiesen werden, welches

für das erstere, und gegen das letztere Gesetz zu sprechen scheint.

§. 37. Das für die elektrischen Kräfte gefuiideiie Elementargesetz in seiner

Anwendnng auf lineare Leiter.

Jede Grösse /', welche bei der gegenseitigen ponderomotorischen

und elektromotorischen Einwirkung zweier linearer Stroraelemente

J",)Ds„ und Jj Ds, überhaupt in Betracht kommen kann, wird, falls

wir festhalten an den in einem früheren Abschnitt (pag. 50 und 51)

eingeführten Bezeichnungen, in letzter Instanz alDhängig sein *) von
den sechs einander coordiuirten Argumenten

{] \ *()» '^oj Tq,
^

^^
s r T

*) Insbesondere sei erinnert an die damals gegebenen Formeln

:

(«•) «0, 2/0. ^0= ^ («0. To). «,, 2/l. 2'i
= A (Sj, T,),

(ß) Jo = ^{So,To), .7, = = («,, T,),

wo Xq, 2/oi ^0 i'ßcl ^n 2/i, ^i die Coordinaten der beiden Elemente ^o L>*o "od
J, Ds, in Bezug auf irgend ein der Betrachtung zu Grunde gelegtes rechtwinkliges

Axensystem vorstellen.

Haben r, Qq, 0,, E dieselben Bedeutungen wie im Ampere 'sehen Gesetz

(pag. 44), so folgt aus (a.) sofort, dass

(y-) r, 00, 0j, E = (So, To, Si, T,),

d. h. dass jede dieser Grössen r, 0o, 0i, E in letzter Instanz abhängig ist von
den vier^Argumenten Sy, To, Sj, tj.
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SO dass also die Diöerentiatioueii nach diesen sechs Argumenten, ohne

Aenderuug des Endresultates, mit einander vertauscht werden

können.

Demgemäss kann der einem gegebenen Zeitelement dt entspre-

chende Zuwachs df zerlegt werden in die vier partiellen Zuwüchse :

wobei zu bemerken ist, dass die beiden letzten partiellen Zuwüchse

verschwinden werden, sobald die betrachtete Grösse / lediglich von

den räumlichen Verhältnissen abhängt. So wird z. B. die Formel

(2, a), wenn man für /" die gegenseitige Entfernung r der beiden Ele-

mente J,)D6-„, </, Dö-, nimmt, die einfachere Gestalt gewinnen;

(2.b) dr^l^jt^lLM.

Die ponderomotorische Wirkung der beiden Elemente J,, D6„

und Jj Ds, aufeinander entspricht dem Ampere'schen Gesetz, und

kann also dargestellt werden durch die Formel |(o9.a), pag. 198]:

(3.a) li = Ds,Ds, .J,J, .?,

wo *) alsdann P die Bedeutung hat

:

(3.b) p^^^(E-@„e,) + ''£%„%,..

Andererseits wird die von J^ V>Sy in irgend einem Puncte des Ele-

mentes J,, Dö',, hervorgebrachte elektromotorische Wirkung, zufolge

des von uns gefundenen Elementargesetzes, dargestellt sein durch die

beiden Kräfte [(39. b), pag. 198J

:

(o d{rJ^Q;)
Er =0;

dt

dabei sind die Kräfte U und Er gerechnet in der Richtung ril)s^ »-Di-,,),

und Ej^ in der Richtung J",. — Ausserdem ist zu bemerken, dass r,

0„, 0,, E die bekannten Bedeutungen (vergl. z. B. pag. 44) besitzen;

während a die von r abhängende Function vorstellt:

) Dass man hier, wo es sich um lineare Stromelemente handelt, JoDs,,

imd J, Ds, an Stelle von «oDvo und *, Dv, zu setzen hat, ergiebt sich leicht.

Denn bezeichnet z, B. ^o den Querschnitt des Elementes Dsq, so ist offenbar:

20 Di'u = D Vo und Jq = % «oj

woraus durch Multiplicatiou folgt:

/o 1^ »0 ==
*o ^ Vu; w. z. z, w.
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(5.) ^--^^&
Bezeichnet man, wie gewöhnlich, mit (S diejenige elektromoto-

rische Kraft, welche r7, Ds, in einem Pimcte von J,, Ds„, und zwar

in der Richtung von Ds„ hervorbringt, so wird offenbar:

® = -fi"/- cos {r, Ds„) -f- ^y, cos {J^ , Di'^),

oder (was dasselbe ist) :

also durch Substitution der Werthe (4.) :

^ Lr dt " r (Ü ^ J
'

eine Formel, welche auch so geschrieben werden kann :

(6.) e = D4„e„^i^.«.) + ^'';[-;/,(0„e,-E)].

Es soll nun weiterhin diese Formel in Vergleich gestellt werden

mit der von meinem Vater für die Kraft (5 proponirten Formel. Zu

diesem Zwecke ist die hier gefundene Formel (4.) einer gewissen

Transformation zu unterwerfen.

dr
Aus (3.b) ergiebt sich durch Multiplication mit J", Ds, ,- - sofort:

t man di

(7.) (S -f J, Ds, . P

Addirt man diese Formel zur Formel (6.) , so erhält man successive :

dr^
dt
~

= D. [»e„ -^^ + ^» % (E - e„e,) /. +
<l^

e„G. j]

,

- D^,§ «> e„0, + D., /, [«0„ ",^. + «•

^-; (E-0,,0,) + ^; 0„.

Multiplicirt man diese Formel mit dt, so erhält man

:

(8.) ^tdt + J, Ds, . P dr

= Dsj (r^Jj) M0o0i+D6-j J, [«0,, ^0, +"^^(E -0o0i) + 0o0, dG^^.

J3enutzt man nun die bekannten Relationen (pag. 39) :

Q -?^
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sowie die hieraus entspringende weitere Relation :

und substituirt man für Gj und E — O^O, die durch («.), (/3.) ge-

botenen Werthe , so ergeben sich die Umformungen *)

:

(*.)^ (E-0,,0,)=-^rp = - 0, fß- dr,

{£.) 0„0i da = — 0(, „ • j- dr == — —- dr :

woraus durch Addition folgt

:

(e.) o0„ ,m, +
""f^

(E-0,,0,) + 0„0, äco = _ »i'^*)

.

Mit ßücksiclit hierauf kann die Formel (8.) auch so geschrieben

werden :

(9.) i&dt + /, D6-, . P df = Dsi (dJ,) CO 0„0i — D6-1 J, ?i^'i^^l) .

Durch die Formeln (ß.) und (9.) sind wir zu folgendem Resultat ge-

langt.

Befinden sich zwei lineare Stromelemente J"„ D^-,,, J^ Ds^

in irgend welchen Bewegungen, und die in ihnen enthal-
tenen Stromstärken in irgend welchen Zuständen der Ver-
änderung, und bezeichnet man mit

(10.) li = J, Ds„ . Jj D6i . P

die (dem Ampere'schen Gesetz entsprechende) zwischen
den beiden Elementen vorhandene ponderomotorische
Kraft, ferner mit

(11.) {§:dt

*) Hiusiciitlich der Formel (y.) ist zu beachten, dass [vergl. (2.a,b)J

dr d {dr\ ,, , d (dr

intiationen nach den sechs h

auscht werden dürfen. Somit

^|!L=»^, , + »',,,),

ist, und dass die Differentiationen nach den sechs Argumenten (1.) in ihrer

Reihenfolge beUebig vertauscht werden dürfen. Somit folgt

:

oder was dasselbe ist:

^dr ^ddr
dsi dsi

Von dieser Gleichung ist in (y.) Gebrauch gemacht.
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diejenige elektromotorische Kraft, welche J^ Dsj während
der Zeit dt in irgend einem Puncte des Elementes «/„ Ds,j,

und zwar in der Richtung dieses Elementes, hervor-
bringt, —

alsdann wird die letztgenannte Kraft in doppelter
Weise sich ausdrücken lassen, entweder durch:

(12.a) ^dt= Vfs, [(a0„ d {J,Q,) + "^-^
/, (0„0^ - E)]

,

oder durch :

(12. b) {5dt = -~ Ji Dsi .Pdr-^ (dJ^) Di-, a 0, 0,

- J, Ds, ^l^Ö-i^ .

Hier haben /•, 0„, 0^, E dieselben Bedeutungen wie im Am-
pere'schen Gesetz; während co die Function repräsentirt :

(IB.) — *^^(^7-

Der Vollständigkeit willen, ist hinzuzufügen, dass die

Charakteristik d in (12. a, b) dem Zeitelement dt ent-

spricht.
"

Für den Fall beträchtlicher Entfernungen ist unzweifelhaft

t/> == j/r, also nach (13.) :

(o = ;

r

so dass in diesem Falle die Formeln (12. a,b) folgendermassen lauten:

(14,a) Cl<« ^ - Ä^ D., [Q.-if'^l^) + i(?^- Ei^^]
,

(14.b) e<«< = — J, Ds, .Pdr — {dj,) Ds, ^-^j^

' ^ ^ a6'i \ r )

Beiläufig mag hier zur Ableitung der Formel (12.b) noch ein

anderer Weg angedeutet werden. Im vorhergehenden Abschnitt

(pag. 201 bis 203) waren für irgend zwei Stromelemente '/„ Dv„ und

ii Dvj folgende allgemeine Formeln gefunden:

(a.) (^Toi-hr?T,%ay.us = H {8,r + d^r) = R dr,

iß.) {dQ.'Uy. US == 4^--' Dv„ Dvi [dTt - A,7t-d, (d.t . St)'],

iy.) {dQ^%My. US = 4^2 Dy^^ Dvi [dn - A, ;r-a, {d,t • d«^)],

(d.) [dTo' -f (ZTi" -f ^Z(^o' + i^<i^i")eidy.u« = 4.4-' Dvo Dvj . f?jr.
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wo n zur Abkürzung steht für das Product

:

Bringt man von der Formel (^.) in Abzug die beiden Formeln (a.)

und (7.), so ergiebt sich :

Substituirt man hier für n seine eigentliche Bedeutung {e.), und bringt

man sodann die Formel in Anwendung auf zwei lineare Stromele-

mente Jq Ds„ und J^ Dsi, so erhält man;

(-)•) (<i«„')..-,.ü.=-ii*+ 44=Ds-„D6-,.A, [j„J, (^^y 1^y ,

oder mit Einführung der Function ca (5.) :

- D6„ ÜSi . J, ,

oder (was dasselbe ist)

:

(fc.) (fKt>o*)eidy.U8 = — Itdr 4- D60 Ds^ . J^^ [dJ^) . a9 0„0j

— IJ6,) L»Si . t/oe/i . -g- •

Substituirt man hier für die Wärmemenge (f/<?o^)eidy.us ihren analyti-

schen Ausdruck J,, Ds^ . 6(^^, ferner für ü den Werth (3.a), und di-

vidirt man endlich die Formel durch Jj, Ds,,, so folgt:

(x.) ^dt = -- J, Y)s, . P ^/- -f {dJ,) Ds, . (o 0,0,

dies aber ist die abzuleitende Formel (12. b).

§. 38. Das für die elektromotorischen Kräfte von F. Neumanu proponirte

Elenientargesetz.

Dieses Gesetz kann für den Fall, dass der inducirende Strom von

constanter*) Stärke ist, in folgender Weise ausgesprochen werden:

„Belinden sich die beiden Stromelemente J,, Di,, und J^, Dsj

„{J^ == Const.) in beliebigen Bewegungen, und soll diejenige elektro-

„motorische Kraft

(15.) (§dt

„angegeben werden, welche J", Ds, während der Zeit dt in Jo 0%

*) Vcryi. diu Kote pug. 97.
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„und zwar in der Richtuug von Ds„, hervorbringt, so construire man
„die. augenblickliche relative Geschwindigkeit

(16.) V

„von J„ Ds,) in Bezug auf J^ Dsj, construire ferner diejenige pon-
„d e r motorische Kraft

(17.) P' = D6V,. JiDsi .P,

„welche Jj Ds, (nach dem Ampere'schen Gesetz) auf das Element

„Dsq ausüben würde, falls letzteres durchflössen wäre von einem Strom

„von der Stärke Eins; — alsdann hat jene gesuchte Kraft (15.) den

Werth *)

:

(18. a) ^dt = — J^T>s^.vP cos (v, P) dt,

„wo {v, P) den Neigungswinkel von v gegen die Richtung P oder P'

„vorstellt."

„üebrigens kann die Formel (18. a) auch so geschrieben werden:

(18. b) {§:dt = — J^V)>i,.Pdr,

„wo dr diejenige Veränderung bezeichnet, welche die Entfernung r

„der beiden Elemente J„ Di,,, J^ Ds^ erfährt während der Zeit dt."

Der Uebergang von (18. a) zu (18. b) ergiebt sich leicht. Sind

*) Multiplicirt num die Formel (18. a) mit D«o, und führt man gleichzeitig

an Stelle von P die in (17.) angegebene Kraft P' ein, so erhält man :

. (a.) Ci- Dso dt = — vP' cos {v, ?') dt.

Diese Formel aber ist, falls man den Factor dt unterdrückt, in voller Ueberein-

stimmung mit derjenigen Formel

(?.) i;D«o = -fü(CDso),

durch welche das in Rede stehende Gesetz von meinem Vater ausgesprochen ist,

in seiner Abhandlung vom Jahre 1845 (zu Ende des §. 1.). Daselbst ist nämlich

unter E die Kraft (S, ferner unter (CDs,,) die Componente P' cos (P', v) zu -ver-

stehen. Der einzige Unterschied zwischen den Formeln (a.) und (ß.) besteht also

im Factor s; und dieser Unterschied findet seine Erklärung darin, dass bei den

von mir zu Grunde gelegten Maasseinheiten jenes g den Werth Eins hat (vergl,

pag. 6 und 107).

Dass im Sinne meines Vaters die Formel ((3.) wirklich diejenige Kraft angiebt,

welche im Elemente Jq Dso hervorgebracht wird durch ein einzelnes Ele-

ment des Inducenten, lässt sich allerdings aus der geiiannten Stelle (Ende des

§. 1.) der Abhandlung noch nicht erkennen, geht aber deutlich hervor aus einer

späteren Stelle derselben Abhandlung (Anfang des §. 4.).

Die Formel (ß.) findet sich übrigens auch vor in der zweiten Abhandlung

meines Vaters, vom Jahre 1847 (daselbst zu Anfang des §. 1.). Nur ist dort die

Bezeichnungsweise ein wenig anders, denn die dortige Formel lautet:

(y.) E D s„ = — koiüD So) d t.

Während also in ((3.) das E identisch ist mit meinem Ü, ist andererseits in (y.)

das E identisch mit meinem {idt.
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nämlich P^^, Py, Pz die r echtwinkligen Componenten der Kraft P, und

V:c, Vy, Vz diejenigen von v, so wird:

V P cos {V, P) =V^P^-\- Vy Py + V, P, .

Diese Formel aber kann, wenn man die Coordinaten der beiden Ele-

mente J,) DS(, und Jj Dsj mit a;„, ^/„, z^^ und x^, ?/, , z^, ferner ihre

gegenseitige Entfernung mit r bezeichnet, offenbar auch so dargestellt

werden :

.P eo« (,, P) = P. ^ifc:^ + P, "V-^ + P. "J^-a)

,

L r dt
"^

J

'

= P^^^ dV
und hiedurch findet jener Uebergang von (18. a) zu (18. b) seine Recht-

fertigung.

Das Gesetz (18,a,b) bezieht sich, wie bereits betont wurde, nur

auf den Fall, dass die Stromstärke t7, des inducirenden Elementes

constant ist. Für den allgemeineren Fall, dass dieses J^ im Laufe

der Zeit beliebig sich ändert, gelangte mein Vater durch Ueber-

legungen, auf welche ich hier nicht näher eingehen werde, zu einem

Gesetze, welches etwa in folgender Weise ausgesprochen werden kann.

„Befinden sich zwei lineare Stromelemente J,, D,9„, J^ Ds, in

„irgend welchen Bewegungen, und die in ihnen enthaltenen Strom-

„stärken in irgend welchen Zuständen der Veränderung, so wird die-

„jenige elektromotorische Kraft

(19.) ^^:dt

„welche J, Dsj während der Zeit dt in irgend einem Puncte von

„J,)D.9,), und zwar in der Richtung von Ds„, hervorruft, einen Werth
„haben, welcher nach Belieben sich darstellen lässt durch:

(20. a) ^dt = — J, Ds, . vP cos {v, P) dt + {dJ,) D.s-, . 0,

„oder auch durch

:

(20. b) ^dt = — J, Dsj . P dr + {dJ,) T>s^ . (p,

„Tn diesen Formeln (20.a,b) hat das erste Glied rechter Hand genau

„dieselbe Bedeutung, wie in (18.a,b)."

„Das in (20.a,b) enthaltene bezeichnet einen Ausdruck, welcher

„die charakteristische Eigenschaft besitzt, dass das über irgend zwei

„geschlossene Curven (s,,) und (s,) ausgedehnte Integral

^ (21.) 2J2J [Ds„ D.S, 0j

„jederzeit identisch ist mit demjenigen elektrodynamischen Potential

,,Q, welches zwischen diesen Curven stattfindet, falls jede derselben

„angesehen wird als oin elektrischer Strom von der Stärke Eins."
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Das eben genannte Potential- f,) kann, für den Fall beträcht-
licher Entfernungen (vergl. pag. 57), nach Belieben dargestellt wer-

den durch :

(22.5) Q=-A^.SS^'"^^^^,
oder auch durch :

Dso Ds, E
{22.rj) Q = — Ä'^

. UU

wo 0,), 0,, E die bekannten Cosinus des A m p e r e 'sehen Gesetzes

(pag. 44) vorstellen.

Entsprechend diesen beiderlei Formeln (22.^) und {^^.ti), sind von

meinem Vater für den Ausdruck O folgende zwei von einander
verschiedene Werthe proponirt worden :

(23.1) = -^-.ö»ö. = + ^-'i a»-
»':_,

^ '^ r ' 2r ds„ ds^
'

ohne bestimmte Entscheidung zu Gunsten des einen oder andern *).

§. 39. Vergleicliiiiii? des von F. Nenmann proponirteii Eleinentargesetzes

lind desjenigen andern Elementargesetzes , zu welchem die in den vorher-

gehenden Ahschnitten angestellten Untersuchungen liingedrängt haben.

Der Kürze halber mag das erstere Gesetz mit (L), das letztere

mit (IL) bezeichnet werden. Für den Fall beträchtlicher Entfer-

nungen (und auf diesen wollen wir uns hier beschränken) sind die

beiden Gesetze (I.) und (II.) ausgedrückt durch folgende Formeln;

(24.1) (5:dt = - J, Ü.S, . P dr -{- {dJ,) D.«?, (D, [vergl. (20.b)];

(24.11) ^S:dt = - Ji Ds, . P ^r + {dJ,) Ds,
(
~ ^^ ®"

-^)

+ J, D.,, A (^10^'?r)
,

[vergl. (14. b)].

*) Dass das von meinem Vater proponirte Elementargesetz in der That in der

hier angegebenen Weise, nämlich durch die Formeln (20. a,b) sich darstellen

läast, wird man leicht erkennen, sobald man die dfei ersten Seiten des §. 4, der be-

treffenden Abhandlung (Ueber ein allgemeines Princip etc., vom 9. August,

1847) einer sorgfältigen Durchsicht unterw^irft.

Auch die Angaben (28.|,7j) wird man mit der citirten 'Stelle jener Abhand-
lung in Einklang finden, sobahl man nur beachtet, dass bei meinem Vater die

Constante A~ stets = gesetzt ist.
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Ueberall ist hier unter dr der zeitliche Zuwachs von r zu verstehen;

so dass also dieses dr [vergl. (1.) und (2.a,b)] dargestellt werden kann
durch

(^^•) "'=;]i''"=(:i+rf,)'"-
Ferner ist P defiuirt durch die Formel

falls man nämlich unter R die zwischen den beiden Elementen J„ Ds,,

und J, Ds, (nach dem Ampere'schen Gesetz) vorhandene pondero-
motorische Kraft versteht.

Um die beiderlei Gesetze (24.1) und (24.11), oder vielmehr die

Consequenzen dieser Gesetze miteinander zu vergleichen, stellen wir uns
folgende Aufgabe :

(27.) .... „Es sind gegeben zwei gleichförmige Stromringe (J,„ s„)

„und (J, , s^) oder A und B, jeder behaftet mit beliebig vielen Gleit-

„stellen, und jeder begriffen in beliebiger Bewegung. Es soll berech-

,,net werden die Summe

{2:2: (5:Ds,)df

„derjenigen elektromotorischen*) Kräfte, welche B während der Zeit

„dt in Ä hervorbringt."

Bezeichnet Q das elektrodynamische Potential der beiden Ringe
A und B aufeinander, bezogen auf die Stromeinheiten, so wird,

einerlei ob Gleitstellen vorhanden sind oder nicht, die For-

mel stattfinden

:

,7, J, dQ = — ZZ [B dr\, [vergl. (85.), pag. G7].

Hieraus folgt durch Substitution des Werthes (2G.) sofort

:

(28.) dQ=- ZE [\)s, D.s, . P r/r].

Nebenbei sei daran erinnert, dass die in den Gesetzen (24.1) und

(24.11) enthaltenen Ausdrücke und --1<1_'' jrnni Potential Q

[zufolge (21.) und (22. §,?^)] in der Beziehung stehen:

(29.1) Q = i:Z |D.s'„Ds, 0],

(29.11) Q = EZ [d.9„ D.9, (~ ^^7^^)] •

*) Wir werden hier nur die elektromotorischen Kräfte elektrodynamischen
Ursprungs ins Auge fassen. f]ine derartige Einschränkung ist indessen in Wirk-

lichkeit nur eine scheinbare. Denn aus früheren Betrachtungen (pag. 97 bis

99) geht deutlich hervor, dass die Summe der von B in A hervorgebrachten

elektromotorischen Kräfte elektrostatischen Ursprungs gleich "Null ist.
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Die im Augenblick f (\. i.zu Anfang des Zeitelementes dt im Ringe

Ä enthaltenen Elemente mögen mit Ds„ benannt sein; andererseits

mögen diejenigen Elemente, welche während des Zeitelementes dt

in den Ring Ä eintreten, oder aus ihm ausscheiden, in dem früher

(pag. 65) angegebenen collectiven Sinne mit As,, bezeichnet sein.

Analoge Bedeutungen mögen Dsj und ASj für den Ring B besitzen.

Ausserdem mag vorläufig, der Bequemlichkeit willen, angenom-

men werden, dass die As,, und ASj sämmtlich positiv sind, dass

also während der Zeit dt in beiden Ringen nur eintretende, nicht

aber ausscheidende Elemente vorhanden sind.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir an die Lösung der ge-

stellten Aufgabe (27.), indem wir dabei zunächst das Gesetz (24. T) zu

Grunde legen. Die von Ds, in Ds^^ während der Zeit dt hervorge-

brachte elektromotorische Kraft {^dt besitzt alsdann den Werth*) :

(«.) (S:dt = — J, Ds, . P dr -f (rZJ,) Ds, . 0. (»^

Die analoge Formel für die elektromotorische Einwirkung eines

Elementes A s, auf D s„ lautet

:

(^.) (S:dt = — r, As, . P dr -j- J, As, . O;
(^;;)

wo im ersten Gliede Y, den Werth oder den Werth J, , oder viel-

leicht auch einen Mittelwerth zwischen und <7, vorstellt; wJihrend

andererseits das im zweiten Gliede enthaltene J^ denjenigen Zuwachs

repräsentirt, welchen die in As, vorhandene Stromstärke im Laufe

der Zeit f/^ erfahren hat. — Man bemerkt nun sofort, dass in dieser

Formel (/3.) das eine Glied (in Folge der Factoren As, , dr) unend-

lich klein zweiter Ordnung, das andere hingegen (in Folge des

Factor As,) unendlich klein erster Ordnung ist. Das Glied zweiter

Ordnung wird aber gegenüber dem Gliede erster Ordnung zu ver-

nachlässigen sein ; so dass man erhält

:

(r.) .
(iv/^ = + J, As, .0.

(if;;)

Denkt man sich nun die Formel (a.) für sämmtliche Ds,, und die

Formel (y.) für sämmtliche As, der Reihe nach hingestellt, so gelangt

man durch Addition all' dieser Formeln zu dem Ergebniss:

(d\) (2; e) dt= — J,.2: [Ds, . P dr] + {dJ,) 2J [Ds, . O]

-f J, . 2; [As, . 0] ; il)

diess ist also die Summe**) derjenigen elektromotorischen Kräfte,

•) Die der Formel (40.) beigefügte Signatur (|]^') hat denselben Zweck, wie

bei früherer Gelegenheit (pag. 149).

**) Bei Bildung dieser Summe, d. i. bei Bildung derjenigen Summe von

elektromotorischen Kräften, welche der Inducent (J,, s,) während der Zeit dt im

Elemente Ds^, hervorbringt, sind mithin, wenn wir auf die eben ausgeführte Eech-
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welche der ganze Ring B während der Zeit dt im Elemente Ds,, her-

vorbringt.

Aus {8.) folgt durch Multi])lication mit Ds„ und Summation über

sämmtliche D .s„ sofort

:

(30.1) {E2J 6- Ü6o) dt = — J, . ZE [\)s, D.9, . P dr\

+ /, .i:e 10.9,, A.9, .OJ (/;)

Dies ist also die gesuchte Summe (27.), berechnet unter Zugrunde-
legung des Gesetzes (24.1).— Allerdings scheinen bei dieser Rech-
nung die Elemente ASq vergessen zu sein. Wollte man indessen die

As„ mit in Rechnung ziehen, so würde, weil die Anzahl der As„ eine

endliche, diejenige der Ds,^ hingegen unendlich gross ist, zu dem
in (30.1) angegebenen Ausdruck nur noch ein Glied hinzutreten,

welches diesem Ausdruck gegenüber verschwindend klein ist.

Nur der Bequemlichkeit willen war bisher vorausgesetzt, die As„
und As, seien sämmtlich positiv. Nachträglich übersieht man leicht,

dass die erhaltene Formel (30.1) auch dann noch gültig sein wird,

wenn die As„ und As, theils positiv theils negativ sind, also

gültig sein wird, einerlei ob während der Zeit dt in jedem der beiden

Ringe nur eintretende, oder gleichzeitig auch ausscheidende
Elemente vorhanden sind.

nung zurückblicken, sowohl diejenigen Elemente Ds, zu berücksichtigen, welche
während der ganzen Zeit dt im Inducentcn enthalten sind, als auch zweitens
diejenigen Elemente A.s,, welche erst während dieser Zeit in den Inducenten
eintreten.

Die Elemente D.s, sind zu berücksichtigen insofern, als ihre relative Lage
gegen Dsq während der Zeit dt sich ändert, und auch insofern, als in ihnen
während dieser Zeit die Stromstärke anwächst von J, auf J, -f- dJ^. Sie liefern

zu der in Kede stehenden Summe die in (a.) angegebenen Beiträge.

Andererseits sind die Elemente A.s, insofern zu berücksichtigen, als in ihnen
die Stromstärke einen plötzlichen endlichen Zuwachs von auf J, erfährt.

Sie liefern zu jener Summe die in (y.) genannten Beiträge. *

Mein Vater hat in seiner Abhandlung [Ueber ein allgemeines Princip etc.

vom 0. August, 1847; vergl. daselbst namentlich die Formeln (9.), -(10.), (II.) des

§. 4.] den elektromotorischen Eintluss, welchen die Elemente As,, in Folge der eben
genannten plötzlichen Stromänderung, ausüben, unberücksichtigt gelassen,

mithin die Beiträge (y.) als verschwindend klein betrachtet. Eine Vernachlässigung
derselben scheint mir aber nicht erlaubt zu sein, nämlich in Widerspruch zu stehen

mit den für diese Beiträge (y.) gefundenen Werthen.

Uebrigens lassen sich die Resultate, zu denen eine solche Vernachlässigunghin-

leitet, leicht verfolgen. Man hat zu diesem Zweck in den erhaltenen Formeln z.B. in

(^.), ebenso später in (30. 1) (31.1), (32.1), u. s. w. nur diejenigen Glieder zu strei-

chen, welche mit den A.s, behaftet sind.

Neumann, die elektrischen Kräfte. -jg
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Von dem Gesetze (24.1) unterscheidet sich das Gesetz (24.11) da-

durch, dass an Stelle von

P dr und O
die Ausdrücke

p,r-l-m^-') und =^Ö^'
a«! \ r / r

sich vorfinden. Bei Zugrundelegung des Gesetzes (24.11) wird

man daher an Stelle der Formel (30. 1) folgende erhalten :

(30.11) {zs eüs„)rf< = - J,

.

SE [ds„Ds,jp*—^ (—
v"'''')0

+ (rfj.) . ZE [d.„Ds, (=4®"-)] •

Beachtet man, dass in beiden Formeln (30.1, II) das Glied dritter

Zeile [zufolge (29.1,11)] gleich Q ist, und dass ferner [zufolge (28.)]

die Summe 2:2: [Dso US| . P är\ gleich — clQ -i^i, so kann von jenen

Formeln (30.1, II) die erstere so dargestellt werden:

(31. T) (2:2; e Dso) dt = d {J, Q)

und die letztere so :

(31.11) (SE (Sl)s„)dt = <l(J,Q) + J,.ZE [ds„Ds,^[^^)]

Von den in (31.11) auf der rechten Seite vorhandenen Summeji

kann die eine

(„.) k= ^.[d.,,d,^(^10]

einer weitern Behandlung unterworfen werden. Es ist nämlich

Ä'^Q,, _ 4^^r^ ^ a (Ä' log r)

r r ^S^^ ^s^^
'

und ferner [vergl. (25.)] :

so dass sich also ergiebt

:

.. Tt^ 1^ ö r^ (^'^ log r) dr

+ ..... Kd,A(^(-^o^-)]
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Hieraus aber folgt durch Benutzung früherer Formeln [(75.p,q), pag.

64] sofort

:

oder weil -— = 0,, , und --- = — 0, ist:
dSQ ^s^

'

iS.) K = Ze[ds,As,{^^)]

Substituirt man aber den Werth (d.) für die Summe (a.) in die Formel

(31.11), so hebt sich diese Summe fort gegen diejenige in der zwei-

ten Zeile. — Somit können die Formeln (31.1, II) einfacher so ge-

schrieben werden :

(32.1) {UU (g Dso) dt = ä (J, Q) + J,. EE [Ds, A.<?, 0|

,

(32.11) {ZE 6- Dso) dt = d (J, Q).

üiese Formeln beziehen sich auf ein unendlich kleines Zeitelement

dt. Leicht aber lassen sich hieraus die entsprechenden Formeln für

ein beliebig gegebenes Zeitintervall f . . . t" ableiten. Bezeichnet man
nämlich mit ©<,<•' die Summe derjenigen elektromotorischen Kräfte,

welche vom Ringe B im Ringe A während dieser Zeit t' . . . t" hervor-

gebracht werden, so ergeben sich aus (32,1,11) folgende Resultate*):

(33.1) e,',r= (/r Q ~J; Q') +f{J^ . 2:2: [Ds„ As, cDj)

,

(33.11) (^,,r={j;' Q"-Jx' Q'-)

Die Formeln (32.1, II) sind mit einander und mit dem von meinem
Vater aufgestellten Integralgesetz (pag. 107) nur dann in Einklang,

wenn die AS| sämmtlich Null sind, und führen also zu folgendem

Ergebniss :

(34.).... Soll die Summe derjenigen elektromotori-
schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleichförmiger

und gleicliförmig aiiscliwelleiider Stromring (Ji,s,) während
der Zeit dt in irgend einem andern Stromringe (Jq? ^0) ^iß^"

vorbringt, so wird man auf Grund des Elementargesetzes
(24.1) zu dem von meinem Vater aufgestellten Integralge-
setz (pag. 107) nur dann gelangen, wenn der inducirende

*) Wollte man die in der Note pag. 225 genannte Vernachlässigung eintreten

lassen, so würden die Consequenzen des Gesetzes (24.1) nicht mehr durch die For-

meln (32.1) und (33.1), sondern vielmehr durch diejenigen Formeln dargestellt

sein, in welche (32.1) und (33.1) sich verwandeln bei Streichung der mit Asi

behalteten Glieder.

15*
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Ring keine Gleitstellen besitzt; während andererseits das

Elementargesetz (24.11) immer zu jenem Integralgesetze
liinleitet, einerlei ob der inducirende Ring mit Gleitstellen

behaftet ist oder nicht*).

Sind die beiden Ringe Ä und B oder (e7o> ^o) ^^^ i^i}^i) ihrer

räumlichen Lage nach unveränderlich, und erfolgt die In-

duction lediglich durch ein Anschwellen des Stromes J^, so werden

die Elementargesetze (24,1) und (24.11), wie aus (34.) folgt, beide zu

dem genannten Integralgesetz hinleiten. Doch dürfte es zweckmässig

sein, diesen Fall noch besonders zu behandeln. Selbstverständlich

soll dabei wiederum vorausgesetzt sein, dass die Stärke J^ des indu-

cirenden Stromes gleichförmig ist, und auch während ihres An-

schwellens beständig gleichförmig bleibt.

In Folge der gemachten Voraussetzungen ist für jedes Elementen-

paar Ds,), Dsj die Entfernung r constantj mithin dr = 0; so dass

also die Gesetze (24. 1 , II) sich reduciren auf

:

(35.1) iSdt==(dJ,)I)s, (\),

(35.11) (S:dt = (dJ,) Ds, (=-^^®') •

Multiplicirt ' man diese Formeln mit D s^ , und integrirt sodann über

sämmtliche D,s^ und Ds, der beiden Ringe, so folgt sofort:

(36.1) (2:2: (S Dso) dt = (dJ,) . 2J2J [Ds,, Ds, 0J,

(36.11) (2:2: 6- Dso) dt = (dJ,) . UZ [dso Ds, (~ ^l^^i^j
;

diese Formeln aber können mit Rücksicht auf (29.1,11) auch so ge-

schrieben werden

:

(37.1) i2J2J (S Dso) dt = (dJ,) Q,

(37.11) {2J2J (V Dso) dt = (,dJ,) Q,

wo, in Folge der unveränderlichen Lage der beiden Ringe, Q eine

Constante ist.

Bezeichnet man also mit (Sr,r die Summe derjenigen elektromo-

torischen Kräfte, welche während eines beliebig gegebenen Zeitraumes

t! . . . t" von ]j in Ä hervorgebracht werden, so erhält man :

(38.1) s,. ,, = (J/' - J/) (>,

(38.11) ©,,,. = (J,"_ J/)^.

Da in dem betrachteten Fall Q eine Constante ist, so kann

*) Dieses Ergebniss ist übrigens, soweit dasselbe auf das Elementargesetz

(24.11) sich bezieht, kein wesentlich neues, vielmehr anzusehen als die blospf

Wiederholung eines schon früher notirten Satzes (pag. 195).
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statt {dJ^ Q auch d (J^Q) geschrieben werden; so dass also aus den

Formehl (37.1,11) folgende^ Resultat sich ergiebt

:

(39.).... Soll die Summe derjenigen elektromotori-

schen Kräfte berechnet werden, welche ein gleichförmiger

und gleichförmig auschwellender Stromring (Ji,6i) während
der Zeit dt in irgend einem andern Stromringe (Jo? ^o) her-

vorruft, und setzt man voraus, dass beide Ringe ihrer

räumlichen Lage nach unveränderlich sind, so wird man zu

dem von meinem Vater «-ufgestellten Integralgesetz (pag.

107) hingelangen, einerlei ob man ausgeht vom Elementar-
gesetz (24.1) oder vom Elementargesetz (24.11).

§. 40. Fortsetzung. — Weitere Yergleichung der beiden Elementargesetze

mit Bezug auf ein bestimmtes von F. Keumanu angestelltes Experiment.

Der Strom J^ einer bei cc aufgestellten Galvanischen Batterie geht

(wie die beigefügten Pfeile andeuten) von a über ß und y nach e,

und von s durch einen in der Figur nicht gezeichneten Draht zur

Batterie « zurück. Mit Ausnahme des Bahnstückes sy sind alle Theile

der eben genannten Drahtleitung unbeweglich aufgestellt. Das Bahn-

stück sy hingegen befindet sich (etwa ge-

trieben durch irgend ein Uhrwerk ) in Fig. ii.

gleichförmiger Rotation um den Punct

£, und zwar der Art, dass sein Ende y

auf dem kreisförmigen Drahte ßyd da-

hinschleift.

Bei jenem kreisförmigen Draht ßyd

reicht das Ende d sehr nahe an seinen

Anfang ß, ohne mit ihm in leitender

Verbindung zu stehen. Der Mittelpunct

dieser zwischen ö und ß vorhandenen

Lücke ist mit tt bezeichnet. \. ^,^
Der elektrische Widerstand des kreis- '^ ° 0^

förmigen Drahtes sei im Vergleich mit i

den Widerständen der übrigen Theile der

Kette so ausserordenthch gering, dass Vv

die Stärke J] des elektrischen Stromes, \

während y von ß nach d fortgleitet, als \

constant angesehen werden darf In ^c;

dem Augenblick, wo y über den Punct

d fortgleitet, sinkt die Stärke des Stromes von diesem Werthe J^

plötzlich hinab zu 0; um einen Augenblick später, nämlich sobald y
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die Lücke passirt hat und nach ß gelangt, von Neuem zu jenem
Werthe «7, zurückzukehren.

Wir stellen uns die Aufgabe, die Summe ® derjenigen elektro-

motorischen Kräfte zu berechnen, welche der eben beschriebene Indu-

cent aßyscc während einer einmaligen Umlaufsbewegung des Bahn-

stückes sy hervorbringt in einem gegebenen unbeweglich aufgestelltem

Drahtringe A.

Die genannte Summe 5 kann zerlegt werden in drei Theile :

(40.) (B = &-\- &y^ + e«^.

Denken wir uns nämlich jene Umlaufsbewegung vom Puncte ft aus-

gehend und über ßyd nach ^i zurückkehrend; so wird zunächst in dem
Augenblick, wo das Bahnstück nach ß kommt, eine gewisse Summe
^£/* von elektromotorischen Kräften hervorgebracht durch das plötz-

liche Anschwellen des inducirenden Stromes vom Werthe
zum Werthe J^-^ sodann wird, während das Bahnstück von ß über

y nach 8 fortgleitet, eine gewisse Summe ^Py^ elektromotorischer

Kräfte hervorgebracht in Folge der Gestaltsveränderung, welche
der Inducent bei dieser Bewegung erleidet; endlich wird in

dem Augenblick, wo das Bahnstück den Punct d überschreitet und

nach fi. zurückkehrt, von Neuem eine gewisse Summe ^^ elektromo-

torischer Kräfte hervorgebracht in Folge des plötzlichen Herab-
sinkens des inducirenden Stroms vom Werthe Jj auf den
Werth 0*).

Das elektrodynamische Potential des gegebenen Inducenten aßy ect.

auf den King Ä mag für den Fall, dass beide Ringe von einem Strom

von der Stärke Eins durchflössen gedacht werden, mit Q bezeichnet

sein. Dieses (^ ändert offenbar während der Drehung des Bahnstückes

e y von Augenblick zu Augenblick seinen Werth. Die speciellen Werthe,

welche Q annimmt für diejenigen beiden Augenblicke, wo das Ende

jenes Bahnstückes in ß und in d sich befindet, mögen bezeichnet

sein mit Qf' und Q^.

Bei Berechnung der Summe (40.) mag nun zunächst das Ele-

mentargesetz (24.1) zu Grunde gelegt werden. Alsdann erhält

man**) durch Benutzung der Formeln (33.1) und (38.1):

*) Es geht aus dieser Auseinandersetzung deutlich hervor, dass <S diejenige

Summe elektromotorischer Kräfte repräsentiren soll, welche der ganze Inducent

aßysa (nicht etwa blos der Theil ßys) während der in Rede stehenden ein-

maligen Umdrehung im Ringe A hervorbringt. Dabei ist die schon erwähnte

Voraussetzung zu beachten, dass der Ring A und, abgesehen vom Stücke sy, auch

alle Theile des Inducenten unbeweglich aufgestellt sind.

**) Wollte man die in den Noten pag. 225 und 227 erwähnte Vernachlässigung

eintreten lassen, so würde man an Stelle der Formeln (a.) und (41.1) folgende



liiiecare Leiter. — Vergleichung der beiden Elementargesetze. 231

S

(«.) ®/^ = (Jj - 0) Q^,
''

und hieraus durch Addition :

(ß-) ^ = J, K,

wo K das Integral vorstellt

:

K=^f{U2J [D6v,A., 01).

P

Die Summe 2727 [Ds,, ASj O] bezieht sich auf ein einzelnes Zeitele-

nient dt, und kann daher, weil im vorliegenden Fall in jedem Zeit-

element dt immer nur ein Asj in den Inducenten eintritt, einfacher

dargestellt werden durch

As-, . 2; [D6-„ct)].

Demgemäss kann das Integral K so geschrieben werden :

K=/(A6',.2: [D5„0]),

oder einfacher so :

K = 2J2J [D6'„ Ai'i OJ

,

wo alsdann die eine Summation auszudehnen ist über alle Elemente

Ds,, des Ringes Ä, die andere über alle Elemente As, des kreisför-

migen Stückes ßyd (Fig. IL). Zufolge (29.1) repräsentirt daher K

dasjenige elektrodynamische Potential, welches zwischen dem Ringe

Ä und dem kreisförmigen Ringe ßyd stattfinden würde, falls jeder

derselben durchflössen wäre von einem Strom von der Stärke Eins.

Dieses Potential hat aber, zufolge der schon eingeführten Bezeichnungen,

den Werth Q^ — QC, Somit folgt

:

so dass also die für 6 erhaltene Formel (ß.) schjiesslich folgende Ge-

stalt gewinnt

:

(41.1) ^ = J, {Q^ - W-

ganz andere Formeln erhalten:

und lerner

(41.1)

Ji)Q',
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Es mag nun andererseits die iSumme (40.) berechnet werden unter

Zugrundelegung des Elementargesetzes (24.11). Alsdann ergiebt

sich durch Anwendung der Formeln (33. II) und (38. 11) sofort

:

©/* = (/,- 0) C^/*,

und hieraus durch Addition:

(41.11) 8 = 0.

Dieses in (41.1, 11) berechnete 8 repräsentirt diejenige Summe
elektromotorischer Kräfte, welche der ganze Inducent aßysa, wäh-

rend der in Rede stehenden einmaligen Umdrehungsbewegung, im

Ringe A hervorruft *).

Der inducirte Ring .1 bestehe aus einer in der Nähe des ludu-

centen aufgestellten Drahtwindung W, deren Enden durch irgend

Aveiche Zwischen drahte d, d in Verbindung sind mit den beiden En-

den eines in grosser Entfernung aufgestellten Multiplicators Jf;

so dass WdMitW zusammengenommen denjenigen geschlossenen Uni-

gang bilden, welchen wir kurzweg als den Ring A bej^eichnen. In

Folge der grossen Entfernung, welche der Multiplicator 31 vom Indu-

centen haben soll, wird der im Inducenten vorhandene Strom t7,

ohne Einfluss auf die Multiplicatornadel sein; so dass dieselbe lediglich

afticirt werden kann von dem im Ringe A oder WdMd'W inducir-

ten Strome.

Die Ablenkung, welche die Multiplicatornadel aus dem Meridian

erleidet, wird also lediglich eine Folge des in A inducirten Stromes,

oder (was dasselbe ist) lediglich eine Folge der in A inducirten elek-

tromotorischen Kräfte sein. Denkt man sich nun die Umdrehungs-

geschwindigkeit des Bahnstückes Ey (Fig. 11) als eine constante und

ungemein rapide, so wird die Summe 8 der eben genannten elektro-

motorischen Kräfte für jede Umdrehung dieselbe, und folglich die

Ablenkung der Nadel eine nahezu constante sein. Auch bemerkt

man, dass diese constante Ablenkung Null oder von Null verschieden

sein muss, jenachdem jene Summe 8 Null oder von Null verschieden ist.

Das betreffende Experiment ist von meinem Vater angestellt wor-

den. Die Beobachtung zeigte, dass die Ablenkung der Multiplicator-

nadel Null war**). Somit spricht jenes Experiment für die Formel

(41.11), und gegen die Formel (41.1); folglich auch für das Elemen-

targesetz (24.11), und gegen das Elementargesetz (24.1).

*) Vergl. die Note pag. '_'30.

**) F. Ncumann: Ueber ein allgemeines Frincip etc. (9. August, 1817). In
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§. 41. lieber eine Relation , welclie in g:ewissen Fällen zwischen der elek-
tromotorischen Kraft unrt der ponderomotorischen Arbeit stattfindet.

Es sei s ein seiner Gestalt und räumlichen Lage nach in beliebiger

Bewegung begriffener linearer Leiter, und ccy irgend ein Segment
von s. Der grösseren Allgemeinheit willen mag angenommen werden,
dass die Begrenzungspuncte a und y dieses Segmentes mit irgend wel-

chen (beliebig variirenden) Geschwindigkeiten längs s fortrücken, so

dass also das Segment von Augenblick zu Augenblick ein anderes wird.

Es soll die Summe © derjenigen elektromotorischen Kräfte eldy.

Us berechnet werden, welche in dem ungeschlossenen Leiter ay
während irgend eines Zeitraumes t' . . . t" hervorgebracht werden *)

durch einen gegebenen Inducenten (/j, s,). Dieser Inducent sei ein

geschlossener Strom, ohne Gleitstellen, von constanter **)

Stromstärke, begriffen in beliebiger Bewegung.
Die pond eromotorische Kraft B, welche ein Element </, Ds^

des gegebenen Inducenten auf irgend ein Element Ds des Leiters ay
ausüben würde, falls letzterer von der Strome in heit durchflössen

wäre , kann dargestellt werden durch

:

(L) i2 = Ds. J, Dsj . P;

und gleichzeitig wird alsdann die von Jj Dsj während der Zeit dt in

dieser Abhandlung findet sich jenes Experiment besprochen. Es heisst daselbst

auf der 14ten Seite des §. 5. :

„Zum Multiplicator gelangen bei fortgesetzter rascher Drehung drei Ströme
„innerhalb sehr kurzer Zeit, nämlich der durch die Bewegung des Bahnstückes

„ty inducirte, dann der durch das Verschwinden des inducirenden Stromes in-

„ducirte in dem Moment, wo das bewegliche Bahnstiick den Ring ßyd bei 8 ver-

,,lä8st, und endlich der durch sein Wiederauftreten inducirte, sobald jenes

„Bahnstück den Ring in ß wieder erreicht. Die Kraft, welche von diesen drei

„Strömen während der kurzen Dauer eines Umlaufs des Bahnstückes f y auf die

„Magnotnadel des Multiplicators ausgeübt wird, ist mit der Summe ihrer clcktro-

„motorischen Kräfte proportionah Jenachdem das Vorzeichen dieser Summe po-

„sitiv oder negativ ist, wird die Nadel auf der einen oder andern Seite des Me-
„ridians ihre beinahe feste Aufstellung nehmen , oder sie wird , wenn jene Summe
„= ist, in ihrer Stellung im Meridian verharren."

Sodann heisst es weiter auf der nächstfolgenden Seite: •

„Die Beobachtung zeigt, dass, wenn die Drehung rasch geschieht, die Na-
„del im Meridian bleibt."

•) Sind *', i', t'i, f'" .... die (in unendlich kleinen Intervallen) anf einander

folgenden Zeitaugenblicke des gegebenen Zeitraumes t' . . . t", und sind ferner

a y', a' y', «'• y" , . . . . diejenigen Gestalten, welche der ungeschlossenc Leiter ay
in jenen einzelnen Zeitaugenblicken der Reihe nach besitzt, so wird die zu be-

rechnende Summe © sämratliche elektromotorische Kräfte umfassen, welche in

ay' während der Zeit t' t^, in «• y' während der Zeit i' <" , in «" y'^ während
der Zeit i" i"', u. s. w. hervorgerufen werden.

**) Vergl. die Note pag. 97.
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Ds„ hervorgebrachte elektromotorische Kraft ^dt (zufolge des von

uns gefundenen Gesetzes, pag. 218) den Werth haben:

(2.) {^dt = — J^Ds^.Pdr+ {dJ^) Ds, . a 00,

-r T^ diaQ .dr)-^^^^>^^^-'
wofür im gegenwärtigen Fall, weil J", constant, mithin dJ^ null ist,

einfacher geschrieben werden kann :

(3.) {^dt = - J, Ds, . P dr -J,Ds, H^lM
^

Multiplicirt man diese Formel mit Ds, und integrirt sodann einer-

seits über alle augenblicklich in ay enthaltenen Ds, andererseits über

sämmtliche e7j Dsy des gegebenen Inducenten, so erhält man;

(4.) {2JU{&T>s)dt=-Ji.2:i:[Dsüs,.Pdr]-Jy.i:2J^BsDsy ^^^^-^J.

Dieser Ausdruck, welcher also die Summe der von (Jj,«,) während

der Zeit dt in ccy hervorgebrachten elektromotorischen Kräfte reprä-

sentirt, ist einer weiteren Vereinfachung fähig. Denn das Product

« . dr oder co Q ^-r dt
dt

ist, weil (J",, Sj) keine Gleitstellen hat, längs s, überall stetig*);

folglich das über die geschlossene Curve s^ ausgedehnte Integral

L dSy J

gleich Null. Hiedurch aber reducirt sich die Formel (4.) auf

:

(5.) (2:2; (5 Ds) dt== — J,.U2J [Ds Ds, . P dr];

wofür mit Rücksicht auf (1.) auch geschrieben werden darf:

(6.) (UU Cv Ds) dt = — 2J2J [Rdr].

Diese Formel sagt aus, dass die Summe der von (>/, , s,) während

der Zeit ^^ in ay erzeugten elektromotorischen Kräfte, abgesehen

vom Vorzeichen, identisch ist mit derjenigen ponderomotorischen Ar-

beit, welche {Ji,s^) und der Leiter ay während dieser Zeit aufeinan-

der ausüben würden, falls letzterer durchflössen wäre von der Strom-

einheit. Denkt man sich diese Formel (6.) der Reihe nach hinge-

stellt für sämmtliche Elemente dt des gegebenen Zeitraums t' . . . t"

(wobei alsdann die Grenzen a, y der nach Ds auszuführenden Inte-

*) Wären Gleitstellen im Ringe Sj vorhanden, so würde der in jenem Aus-

k enthaltene Factor -rr längs des Ringes s, Werthc h

Gleitstelle einen Sprung, eine Unstetigkcit darbieten.

druck enthaltene Factor -rr längs des Ringes s, Werthc haben, welche an jeder
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gration in jeder Formel andere sein werden), so kann das Resultat

der Addition all' dieser Formeln etwa angedeutet werden durch :

t" r

(7.) / {2JU (5 Ds)dt = -fEE \R dr\
;

t' f

so dass man also zu folgendem Satz gelangt:

Befinden sich der elektrische Strom (t7,,6j)und der un-
geschlossene Leiter ay in beliebigen Bewegungen, und be-

zeichnet man mit (£ die Summe der von {J\,s^ während
eines gegebenen endlichen Zeitraumes in ay hervorge-
rufenen elektromotorischen Kräfte, andererseits mit /S die-

jenige ponderomotorische Arbeit*), w^elche während des-

selben Zeitraumes (t/|, s,) und ay aufeinander ausgeübt
haben würden, falls ay durchflössen wäre von der Strom-
einheit, so findet die Relation statt:

(8.) ^ = - Ä.

Dabei kann die Bewegung des Leiters ay , hinsichtlich sei-

ner Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich seiner

Begrenzungspuncte, eine beliebige sein. In Betreff des in-

ducirenden Stromes (J",,«]) hingegen ist die Voraussetzung
erforderlich, dass derselbe geschlossen, ferner frei von Oleit-

stellen, endlich seiner Stärke nach constant sei.

Der Satz wird, wie aus ihm selber hervorgeht, offenbar auch dann

anwendbar sein, wenn man an Stelle des ungeschlossenen Leiters

ay irgend welchen geschlossenen Leiter nimmt, einerlei ob dieser

mit Gleitstellen behaftet ist oder nicht.

Durch den vorstehenden Satz ist © auf 8 reducirt, wenigstens

für gewisse Fälle ; es handelt sich also nun weiter um die Berechnung

von S, und zwar für zwei Ströme, von denen der eine die Stärke 1,

der andere eine ebenfalls constante Stärke e7, besitzt. Diese Auf-

gabe soll im folgenden §. behandelt werden.

*) Es versteht sich von selber, dass, ebenso wie unter © nur die elektromo-

torischen Kräfte elektrodynamischen Ursprungs, ebenso auch unter S nur

die ponderomotorische Arbeit elektrodynamischen Ursprungs zu verstehen ist.

In unserer früheren genaueren Bezeichnungsweise würde also die Arbeit S darzu-

stellen sein durch
i'

S^f^dTA^^ -{- dTB'^)eldy. Us ,

t'

falls nämlich A den von der Stromeinheit dörchflossenen Leiter ay, andererseits

B den Stromring ( J", , s,) vorstellt.
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§. 42. Uebcr eine Relation, welche in gewissen Fällen zwischen der pon-

(leromotorischen Arbeit und dem Potential stattfindet.

Befinden sich zwei elektrische Stromringe {J, a) und [J^ , s^) in

irgend welchen Bewegungen, und bezeichnet

(9.) P=JJ,Q
das elektrodynamische Potential der beiden Kinge, so hat die während

der Zeit dt von diesen Ringen aufeinander ausgeübte ponderomotorische

Arbeit dS den Werth *) :

(10.) dS = — JJ^dQ.

Ob die Ringe von Gleitstellen frei, oder mit solchen behaftot sind,

bleibt dabei gleichgültig (vergl. pag. 67) ;
jedoch ist die Voraussetzung

erforderlich, dass J und J", gleichförmig sind.

Sind J und J", nicht allein gleichförmig, sondern auch constant,

so kann die Formel (10.) mit Rücksicht auf (9.) auch so geschrieben

werden :

(11.) dS = — d\JJ, Q) = - dP;

hieraus aber folgt durch Integration über einen beliebig gegebenen

Zeitraum t' . , . t" sofort

:

(12.) S=^F — F";

in Worten ausgedrückt

:

Die ponderomotorische Arbeit S, welche zwei in Be-

wegung begriffene Stromringe, von constanter Stärke,

mit oder ohne Gleitstellen, während des Zeitraumes t'...t"

auf einander ausüben, ist gleich der Differenz derjenigen

Werthe P' und P", welche das Potential der beiden Ringe
besitzt zu Anfang und zu Ende jenes Zeitraumes.

In Betreif der Ströme (J, s) und {J^, s^) mögen jetzt folgende

nähere Bestimmungen hinzutreten.

Es sei (J, ay) irgend ein Theil von (J, s), dessen Begrenzungs-

puncte a und y längs der Curve s sich fortwährend verschieben. An-

dererseits sei der Strom («Jj, Sj) von unveränderlicher Gestalt.

Es soll ermittelt werden die während eines gegebenen Zeitraumes

t' . . . t" zwischen

*) Benennt man die beiden Ringe {J, s) und (J,, s^) kurzweg mit A und J5,

so wird jene ponderomotorische Arbeit dS nichts Anderes sein als die Summe
derjenigen Quantitäten von lebendiger Kraft, welche B m A und A m B ver-

möge ihrer Kräfte eldy. Us hervorrufen, also zu bezeichnen sein mit

dS = {üTa^ + dlB-^UAy. US .

Die Formel (10.) ist daher identisch mit einer früher (pag. 67) gefundenen.



ihre Beziehung znm Potential. 237

(13.) (J, c^r) und (Ji,Si)

stattfindende ponderomotorische Arbeit S, d. i. diejenige Arbeit^ welche

der sogenannte ungeschlossene Strom (J, ay) und der geschlos-
sene Strom (Jj , Sj) während jenes Zeitraumes auf einander ausüben.

Diese Arbeit S wird, falls man unter a eine beliebige ihrer Ge-

stalt nach unveränderliche und mit s, starr verbundene Curve, ferner

unter j einen in 6 vorhandenen Strom von beliebig variirender Stärke

versteht, identisch sein mit derjenigen, welche stattfindet zwischen

(14.) (e7,ay) + (j, (7) und (J,, s,y,

denn die zwischen (j, 6) und (J^, , s,) stattfindende Arbeit ist, in Folge

der zwischen a und s, vorausgesetzten starren Verbindung, offenbar

gleich Null.

Denkt man sich der bessern Anschaulichkeit willen den Ring ,<?,

eingebettet in eine starre Substanz, welche nach allen Seiten beliebig

weit ausgedehnt ist und an allen Bewegungen des Ringes theilnimmt,

so wird die Curve 6 ebenfalls in diese Substanz eingebettet zu denken

sein. Die Curve o mag ungeschlossen, etwa A-förmig sein (Fig. 12),

nämlich aus zwei von irgend einem Punct Q ausgehenden Aesten be-

stehen ; diese Aeste seien in ihrem anfänglichen Lauf beliebig, in ihrem

späteren Lauf aber identisch mit denjenigen Wegen, welche die Puncte

a und y während der Zeit t' . . . t" . . . oc in jener fingirten Substanz

durchwandern. In jedem Augenblick wird alsdann die Curve a

durch den Strom (J, ay) in zwei äussere und ein mittleres

Segment zerlegt; der Art, dass letzteres mit (J, ay) zusammen-

genommen ein Dreieck bildet. Die in a vorhandene Stromstärke j

mag nun der Art variiren, dass sie

in den beiden äusseren Segmenten

stets == 0, hingegen in dem mittleren

Segment yQa stets = J ist.

Das in (14.) genannte System

(J, ay) -{- (j, o) kann alsdann kürzer

mit

(J, ayQa)

bezeichnet, nämlich aufgefasst werden

als ein geschlossener Strom von

der Stärke J, dessen Strombahn durch

das Dreieck ayQa dargestellt, und in

a und y mit Gleitstellen behaftet ist.

Somit kann die gesuchte Arbeit ;S^ als

diejenige definirt werden, welche

während der Zeit f . . . t" stattfinde

zwischen den beiden geschlossenen Strömen
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(15.) (^J,ayQa) und (^i, «i).

Zufolge des vorhergehenden Satzes (12.) ist daher

:

(16.) S=F - F',

oder etwas ausführlicher geschrieben

:

(17.) S=P{J, ay'Qa') - P {J, a'>"Qa"),

nämlich gleich der Differenz derjenigen Potentiale, welche («Ti, Sj) be-

sitzt respective auf {J, a'y'Qa) und auf {J, a"y"Qa').

Denkt man sich das Dreieck a'y'Qa" zerlegt in das kleinere

Dreieck a'y'Qa und in das übrig bleibende Viereck, so ergiebt sich

augenblicklich die Relation

:

P {J, a'y'Qa") = P {J, a'y'Qa) + P (J, ay'yaa").

Mit Hülfe dieser Relation gewinnt die Formel (17.) folgende Gestalt:

(18.) 8= — P[J, ay'yaa"),

oder (was dasselbe ist) folgende:

(19.) S = -^ P {J, a y y" a a')',

in Worten ausgedrückt: Die Arbeit s ist gleich dem Potential von {J^,s^

auf das von J durchflossene Viereck a y y' a" a oder ("-''"). Dieses

Viereck ist vom Segmente ay beschrieben worden in der mit s, ver-

bundenen starren Substanz, und kann daher kürzer als dasjenige Viereck

bezeichnet werden, welches vom Segmente ay durch seine relative

Bewegung gegen Sj beschrieben worden ist. Somit ergiebt sich aus

(19.) folgender Satz.

Befinden sich ein ungeschlosseuer Strom (J, ay) und ein

geschlossener Strom {J^, sj in irgend welchen Bewegungen,
und bezeichnet man mit (^»j^'.) dasjenige Viereck, welches

durch die relative Bewegung des erstem in Bezug auf den
letztern beschrieben wird während der Zeit t' . . . T; so ist

die während dieser Zeit von den beiden Strömen aufeinan-

der ausgeübte ponderomotorische Arbeit identisch mit

dem Potentiale von (J^, s^) auf das Viereck(^>,',Wetzteres

durchflössen gedacht vom Strome J in der Richtung
ayy". . .

Bei diesem Satze darf die Strombahn ay hinsichtlich

ihrer Gestalt und räumlichen Lage, wie hinsichtlich ihrer

beiden Begrenzungspuncte in beliebiger Weise veränder-

lich sein; hingegen ist vorausgesetzt, dass die Strombahn
Sj ihrer Gestalt nach unveränderlich sei. Ausserdem ist

vorausgesetzt, dass J und J^ constant sind.

Die Formel (19.) kann auch so geschrieben werden :
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(20.) S==F{J, ay) + P {J, y y") + P (J", y" a") + P (J, «"«'),

oder auch so :

(21.) S=F{J, a'y) + P (J, yy"}~ P (J", «>") — P (J", «'«")

Das erste und dritte Glied dieses Ausdrucks werden sich gegenseitig

zerstören , sobald a y und «" y" zusammenfallen ; so dass also in diesem

Falle die Formel sich reducirt auf:

(22.) S=F {J, y'y") - P (J, «'«");

in Worten ausgedrückt

:

Ist die relative Bewegung von {J, ay) in Bezug auf
{J^, s^) eine in sich zurücklaufende, so berechne man die

Potentiale von {J^, s^ in Bezug auf die bei dieser Bewe-
gung von a und y beschriebenen in sich zurücklaufenden
Curven, dieselben durchflössen gedacht vom Stome J.

Alsdann wird die Differenz dieser Potentiale diejenige
ponderomotorische Arbeit vorstellen, welche {J, ay) und
{J^,Si) während der genannten Bewegung auf einander
ausüben.

Bringt man die Sätze (12.), (19.), (22.) in Verbindung mit dem
Satze (8.) des vorhergehenden §., so ergeben sich analage Sätze für

die inducirten elektromotorischen Kräfte. Von diesen letztern

sind einige bereits von meinem Vater aufgestellt worden *).

*) V. Neumann: Die math. Gesetze der inducirten elektriRchen Ströme

(27. üctob. 1845); vergl. daselbst die drei letzten Seiten des §.11.
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Die Theorie der unendlich kleinen Ströme und der

sogenannten Solenoide.

Bei diesen Expositionen wird durchweg vorausgesetzt werden , dass die Ent-

fernungen beträchtliche sind, so dass also die im Ampere 'sehen Gesetz

(pag. 44) enthaltene Function i/» gleich Vr gesetzt werden kann.

§. 43. Praliininarieii. — Die Kegelöffnuiig und die reducirte Kegel-

ölfnung.

Tn einer Ebene E befinde sich ein geschlossener elektrischer Strom

J. Durch diesen zerfällt E in zwei Theile

:

nämlich in einen innern Theil A, die sogenannte Strom fläche,

und in einen unendlich grossen äusseren Theil Q. — In irgend einem

Puncte der Stromfläche A mag diejenige Normale n errichtet sein,

welche positiv ist zur Richtung J (pag. 82); und gleichzeitig mag
diejenige Seite der Fläche A, auf welcher w liegt, die positive Seite

von A genannt werden.

Bezeichnet p irgend einen Punct des Raumes, und K die Oeff-

nung des von 2> nach J gelegten Kegelmantels (d. i. denjenigen Theil

einer mit dem Radius Eins um p beschriebenen Kugelfläche, Avelcher

innerhalb des Kegelmantels liegt), so wird offenbar diese Oeffhung K

ihren grössten Werth 2;t annehmen, wenn p in die Fläche A fällt,

und ihren kleinsten Werth 0, sobald p in die Fläche Q zu liegen

kommt.

Mit Bezug auf die später anzustellenden Erörterungen erscheint

es zweckmässig, der Kegelöflhung K einen gewissen Factor a beizu-

gesellen, welcher =:=: -j- 1 oder = — 1 ist, jenachdem die Kegelspitze

2) auf der positiven oder negativen Seite von A liegt. Dieser Factor
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£ mag der Situationsfacior, und das so entstehende Product «K
die reducirte Kegelöffnung genannt werden.

Lässt man p auf beliebigem Wege fortschreiten, so ändert sich

die reducirte Kegelöffnung fK im Allgemeinen in stetiger Weise; je-

doch tritt eine Unstetigkeit ein (nämlich ein Ueberspringen vom Werthe
-- 27t zum Werthe -\- 2ti, oder umgekehrt), sobald p durch die Fläche

A hindurchgeht.

Fig. 13.

11e^.Seife j'onZ

Um insbesondere den Fall eines unendlich kleinen geschlos-

senen Stromes näher ins Auge zu fassen, bedienen wir uns folgender

Bezeichnungen :

A die unendlich kleine Stromfläche;

S, 7], l irgend ein Punct innerhalb A;

a, ß, y die Richtungscosinus derjenigen auf A im Puncte

^, 7], ^ errichteten Normale v, welche zur Stromrichtung

positiv lie^t*);

X, y , z die Coordinaten der Kegelspitze;

X die Oeflfnung des Kegels;

Eic die reducirte Kegelöffnung;

r = y{x - 5)-^ -f (2/
- nf-J^Jz^W-.

*) In der beistehenden Figur , denke man sich den Punct | , tj , ^ hart am
ßande der Fläche i, jedoch innerhalb derselben gelegen. Die Normale v wird

alsdann diejenige sein, welche ein im Strome Liegender und nach diesem innei-n

Punct ^,1?, J Hinsehender markirt mit ausgestreckter Linken (vergl. pag. 82).

Neumanii, die elektrischen Kräfte. 16
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q) der Winkel zwischen der Normale v {a, ß, y) und der Rich-

tung {x — ^, y — n, ^ — i)-

Alsdann ergiebt sich sofort

:

(1.) X = (+ 1)
A cos (p

Die Grösse x ist (ebenso wie auch X) ihrer Bedeutung nach

positiv; und der Factor (+ 1) ist daher so zu wählen, dass die

rechte Seite der Formel positiv wird, also der Bedingung zu unter-

werfen :

(zb 1) cos q) = pos.

Mit andern Worten: Jener Factor ist = -|- 1 oder = — 1, jenachdem

der Winkel (p spitz oder stumpf, d. i. jenachdem die Kegelspitze

X, y, z auf der positiven oder negativen Seite von X liegt. Hier-

aus aber folgt, dass jener Factor identisch ist mit dem vorhin definir-

ten Situationsfactor £. — Somit geht die Formel (1.) über in

(2.)

A cos <p

r'

woraus durch Multiplication mit b sich ergiebt

(3.) « = '-^.^

Hiefür kann geschrieben werden

:

(4.) ^^=^(V" + '~''^ +
r

Beachtet man endlich, dass die Richtung a, ß, y mit v l)enannt wor-

den ist, dass also a = -^
, ß = ^ , y = ^, so nimmt die Formel

folgende Gestalt an :

a|
(5-) ^^-'^öf'

in Worten ausgedrückt: Die reducirte Kegelöffnung ist gleich

der Stromfläche, multiplicirt mit der Ableitung von —

nach der positiven Normale der Stromfläche.
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§. 44. Die poiuleromotorisclie Einwirkung- eines gleicliföimigen gesclilos-

seuen Stromes auf ein einzelnes Stronielement. Die Determinante des

Stromes.

Beschränken wir uns (wie solches im gegenwärtigen. Ahschnitt

durchweg geschehen soll) auf den Fall beträchtlicher Entfernungen,

so ist 'ip = yr, das Ampere 'sehe Gesetz also dargestellt durch die

Formel

:

(G.) 11 = A' JJ, Ds Dsi •'^QQi^ Ĵ
^

(vergl. pag. 45, 4G). Sind mithin X, Y, Z die Componenten derjenigen

Kraft, welche ein gleichförmiger geschlossener elektrischer

Strom (tJ, ,5,) ausübt auf ein einzelnes Stromelement JY)s, so wird

die erste dieser Componenten den Werth haben :

^7^ V A-y TT ^^ fr» r» ?>QQ^ — 2E x-x;]
(7.) X = A' JJ, .L, \J)sDs, 1^ ^J ,

die Summa tion 2Jy ausgedehnt über sämmtliche Elemente Ds, des ge-

schlossenen Stromes; dabei bezeichnen x, y, z und x^, y^ , ^, die Co-

ordinaten von Ds und Dsj.

Um der Formel (7.) eine bequemere Gestalt zu geben, mag zu-

nächst erinnert sein an die bekannten Relationen (pag. 39) :

j.

' l^ = e, ^ = -0,,
ds ^ ds,

^ '^
, dh' 00, —E

dsds,

d (x— x,\ _ J_ 2

d~s \ r /
~~ T d

a7, V r /
~

r'^ ds\ds~^ r- ds ds.

sodann mag der Quotient - successive nach .<? und .<?, difFerenzirt

Averden :

dx X— Xt dr

d s \ r ) r d s

d-

dsdi_

„ X— X, dr dr x— x.^ d'^r

+ ~~,.3 ~ Ys äs^ r^ dsdJ, '

die letzte dieser Formeln kann mit Rücksicht auf die Relationen (8.)

auch, so geschrieben werden:

1 gl
d"- /x—xÄ _dx jr_ _ dx^ _r__ 30 0t jx—x,) E {x—x,)

_

aTSs^V r~) ^ ds ds, ' ds, ds
"

r=*
"^ " r^

Hier ist offenbar das erste Glied rechter Hand identisch mit ,^ (
^

9St \ds r
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Multiplicirt man daher auf beiden Seiten mit D s D Sj , und integrirt

über alle Dsj des geschlossenen Stromes, so ergiebt sich :

DsDsi\—^1 ^ _ 300^ {x— x^) E{x — x,)\
, ds r^ r'^ J -

Addirt man aber diese Formel, nachdem sie zuvor mit A^~ JJ^, multi-

plicirt worden ist, zur Formel (7.), so folgt:

r E {x— x^

as, äs"
(8.) X = ^2 jj^ ^ 2J^

Nun ist offenbar :

T^ -P, f öa?i r E (x— x.)
1

' \ ds. ds r^ /

1 r I r dx r dy r

] 'Ji
~~

\~Jx äs "'
~dy' äs ' "ä^

, al /al ^^
Ds Ds, —' ^^- = \^r— Da? +^ D

^ as, as \ aa; ' a«/

dx^

äsi a^

a^ aa;,

und folglich :

dz ds/ ds^

dl

asi ds

wo Dx, Dy, D0 und Da;,, Dy^, Dz^ die rechtwinkligen Projectionen

von Ds und Ds, vorstellen. — Andererseits ist

:

^ 1

DsDSi
E (X— Xy)

dx
{Dx Dx^ + Dy Dy, + Dz Dz,) .

Durch Addition der beiden letzten Formeln folgt sofort

:

(9.) D.D,fe!_^ + ^(^) = _,D. + ,D.
^ds^ ds

wo a, ß , y die Bedeutungen haben

^ 1

a = -— Dz.
dy ^

1

D^/t,

(10.)
a— a —
-^Da;, —--^Dz^,
dz ' dx "

a| 1

Dx,.

Durch Benutzung von (9.) gewinnt die zu berechnende Componente

X (8.) folgendes Aussehen

:
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I
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(11.) X = Ä^ JJ, [{Z,y) J)y - {Z, ß) D0],

oder falls man die Integrale U^a, U^ß, 2J^'y kurzweg mit A, B, f be-

zeichnet, folgendes

:

X = Ä^ JJ, (r D^ — B Ds) ; ebenso wird :

(12.) r= ^2 jj^ (A D^ — r Dx)

,

Z= A" JJ,{EDx — M>y).

Diese X, Y, Z, in denen die Coefficienten A, B, V de-
finirt sind durch die Formeln :

/al ai \

/al al ^

r«- aV ^

repräsentiren also die Componenten derjenigen pondero-
motorischen Kraft, welche ein gleichförmiger geschlossener

Strom (t7j , 5j) ausübt auf ein einzelnes Stromelement JDs.
Aus (1.2.) folgt augenblicklich :

XJ)x+YY)y-{-ZDz = 0,
^ '^ XA + r B + ^r = 0.

Denkt man sich also eine von JDs ausgehende Linie A construirt,

deren senkrechte Projectionen gleich A, B, f sind, so wird mit Be-

zug auf diese Linie, die sogenannte Determinante, der Satz gelten:

Die von einem gleichförmigen geschlossenen Strom
auf ein einzelnes Stromelement ausgeübte Kraft steht

senkrecht gegen das Element selber, und andererseits auch

senkrecht gegen diejenige Determinante A, welche jener

Strom besitzt in Bezug auf den Ort*) des Elementes.

§. 46. Fortsetzung. — Es wird gezeigt, dass die Determinante senkreclit

steht gegen die Fläche constanter Kegelöflfnung.

Die erste der Formeln (13.) kann offenbar (weil — = — —
auch so geschrieben werden

:

*) Wie die Formeln (13.) zeigen, sind nämlich A, B,r,A nur abhängig von den

Coordinaten x, y, z des Elementes Ds, nämlich unabhängig von seiner Rich-

tung Dx, By, Dz.
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Bei der weiteren Behandlung dieser Formel wollen wir uns nun auf

den Fall beschränken, dass alle Puncte des Stromes {J^, s^) in der-

selben Ebene liegen. Die von dem Strome begrenzte ebene Strom-

fläche Ai mag zerlegt sein in lauter unendlich kleine Elemente A,.

Alsdann kann jenes A (15.) dadurch erhalten werden, dass man das

Integral der Reihe nach berechnet für die Peripherie eines jeden Ele-

mentes Aj, und sodann air diese Elementar -Intej

solches mag angedeutet sein durch die Formeln

(16.) A=S(Z.,),

Das Elementar -Integral 2J;.j kann nun sofort berechnet werden mit

Hülfe eines früher (pag. 88, 89) aufgestellten Satzes; man findet:

(18.) 2;;.i
= A,

r
_j

r I r r

Diese Formel, in welcher «j, /3, , y^ die Richtungscosinus der auf A,

oder (was dasselbe ist) auf Aj errichteten positiven Normale w, vor-

stellen, kann mit Rücksicht auf die bekannte Relation

ly Y r

auch so dargestellt werden :

oder, mit Rücksicht auf die bekannten Relationen a, = -^
, ö, = - ',

' aw, '
^^ aw,

'

y, =~ , auch so :

'^ awj

(20.) ^,.== + £-\A,

oder endlich auch so

a

arr, \ '
a

,'
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Hiefür aber kann mit Rückblick auf einen kürzlich gefundenen Satss

(pag. 242) geschrieben werden :

(22.) ^. = --^-1?-

wo alsdann ex die reducirte Oeffnung des vom Puncte x, y, z nach

der Peripherie von Aj gelegten Kegels vorstellt.

Durch Substitution von (22.) in (16.) folgt

:

(23.) A = -©?i^) = -^^.
^ ^ dx dx

Sämmtliche Elemente l^ haben aber ein und denselben*) Situations-

factor £ in Bezug auf den gegebenen Punct x, y, z. Somit ist

© (£X) = £8 (^) = fK,

wo K die Oeffnung des von x,y,3 nach der Peripherie von Aj geleg-

ten Kegels vorstellt. Aus (23.) folgt demnach

:

A = ^— ; und ebenso wird:

r = _ ^'i5
dz '

Denkt man sich also von irgend einem Punct x, y, z

aus einen Kegelmantel gelegt nach einem geschlossenen

ebenen Strom, und bezeichnet man die reducirte Oeffnung
dieses Kegelmantels mit «K, so werden die negativen par-

tiellen Ableitungen von fK nach x, y, z die Componenten
A, B, r derjenigen Determinante A darstellen, welche der

Strom in Bezug auf jenen Punct besitzt.

Die Determinante A steht, wie aus (24.) folgt, senkrecht gegen

die durch den Punct x, y, z gehende Fläche

£ K = Const.

,

d. i. senkrecht gegen die durch x,y,z gehende Fläche constanter

*) Denn nach der gemachten Voraussetzung ist A, eine ebene Fläche. Liegt

also z. B. der Punct x,y, z auf der positiven Seite von ^^, so wird er gleich-

zeitig auch auf der positiven Seite eines jeden Aj sich befinden. Der Punct

ic, y, z besitzt demnach in Bezug auf jedes Element X^ denselben Situations-

lactor wie in Bezug auf die Fläche A^,



248 Die ponderomotorische Einwirkung eines

Kegelöffnung. Auch wird, wie ebenfalls aus (24.) folgt, die Deter-

minante A immer diejenige Richtung besitzen, in welcher sK ab-

nimmt.

§. 46. Fortsetzung. — Construction der Richtung der Detcrnunanlo für

einen uuendlicli kleinen Strom.

Es sei Ajl die Fläche des unendlich kleinen Stromes, w, die

positive Normale derselben; ferner seien «j , /3j, y, die Richtungsco-

sinus dieser Normale; ferner mögen die relativen Coordinaten des

betrachteten Punctes {x, y, z) in Bezug auf den Strom Aj (a?,, y^, Z\)

bezeichnet sein mit ^, ri, g; so dass also

(25.) i, = x-x„ ri = y-y^, g = ^ - ^i ;

endlich sei A (A, B, f) die Determinante von A, in Bezug auf jenen

Punct.

In diesem Fall reducirt sich die Formel (16.) auf:

(26.) A = 2;,,

,

wo Zxi, nach (19.), den Werth hat:

a ( 4 '7 't)

also mit Rücksicht auf (25.) auch so dargestellt werden kann

2:,, = ^1 T T r \

Somit folgt aus (26.) sofort

:

(27.) B = - A,
/i,'-'-3.(«,j + ^..i+M

_

r = _ A,
y.'-'-3£(''ig + ^i'» + y,0

.

Diese Formeln führen in Betreff der Determinante A oder A, B, f

zu folgender Construction :

Man theile die von dem unendlich kleinen Strom A^
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nach dem gegebenen Punct P gehende Linie r in drei

gleiche Theile, und lege durch den A, zunächst liegenden
Theilpunct Q eine gegen r perpendiculäre Ebene. Be-
zeichnet jB denjenigen Punct, in welchem diese Ebene von
der positiven Normale w, des Stromes getroffen wird, so

wird jene Determinante A die Richtung FR (oder viel-

leicht auch die entgegengesetzte Richtung BP) besitzen*),

Fig. 14.

Beweis. — Die Coordinaten des gegebenen Punctes P sind [vergl.

(25.)]:

^; n, t,

folglich die Coordinaten des genannten Theilpunctes Q :

il, iv, ^^
Zur Bestimmung der Coordinaten h,', rj', t' (^es Punctes R ergeben

sich daher die Gleichungen :

(a.) (!' _ .

I) ^ -{- (^' _ ^ ^) ^ + (r - i ^) S = ,

(b.) r = ^«,, v=-^ßi, t = ^ri,

wo ^ einen unbekannten Factor vorstellt.

Die Gleichung (a.) kann auch so geschrieben werden :

(c.)
' ^'l-\-VV + n = ^r\

*) Diu Linie PB ist in der Figur nicht gezeichnet.
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oder mit Rücksicht auf (b.) auch so:

(d.) ^[a,^-^ß,r}-{-y,^) = i-r\

Substituirt man den hieraus für & sich ergebenden Werth in die erste

der Formeln (b.) , so folgt

:

(e.) r =

oder falls man | auf beiden Seiten subtrahirt:

Hieraus aber folgt mit Rückblick auf (27.) sofort

:

(g.) A : B : r = r - ^ ^' ~ ^ : r - ^ ; -

w. z. z. w.

tj. 47. Die ponderomotorische Einwirkung zwischen zwei unendlich kleinen

Strömen , von denen jeder geschlossen oder gleichförmig ist.

Die in Rede stehende gegenseitige Einwirkung ist vollständig

charakterisirt durch das Potential der beiden Ströme aufeinander. Be-

zeichnet mam die beiden letztern nach ihren Stromflächen mit A, Aj,

und ihr Potential mit P(A, Aj), so kann dieses P(A, A,) in mannig-

faltiger Weise dargestellt werden. Zunächst ist nach der ursprüng-

lichen Definition (pag. 57) :

(28. A) P (A, Aj) = — ^2 jj^ ^ 2:2: ^i?^®-®i
,

= - A^ JJ U2J
D^D^i + DyDyi + D^D^i

i •
—'

y.
?

Die letzte Formel gewinnt, falls man die Integrationen wirklich

ausführt, folgende Gestaltung [vergl. (34.) pag. 92 und (35.) pag. 93]:

(28. B) P (A, AJ = AJJ, AA, (I^^^^ - ^«(^i^l+:iKi^-^i)+ •

A2 T r 22
^*^^ ^^^' ^^J-^

~~ ^ ^^^ ^''^' **^ ^^^ ^**i' ^^

1 1 A>3 '

Hier bezeichnen A, Aj die beiden unendlich kleinen Stromflächen,

n, Wj ihre positiven Normalen; ferner sind unter x, ij,z und x^, y, , z^

die Coordinaten von A und A^, unter cc, ß, y und cc^, ß^, y^ die Rieh-
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tungscosinus von n und n^ zu verstehen; endlich repräsentiren (n, r)

und (w, , r) diejenigen Winkel, welche die Normalen n und w, bilden

mit der Richtung r (A^ *~^ A),

An diese beiden Darstellungen (28. A) und (28. B) reiht sich

schliesslich noch eine dritte Darstellung. Die letzte der Formeln (28. B)

kann nämlich so geschrieben werden

P(A, X,) = Ä

oder mit Rücksicht auf einen kürzlich gefundenen Satz (pag. 242)

auch so:

(28. C) P(/l, X,) = A' JJ, l ^-^^- •

Hier repräsentirt b'k die reducirte Oeffnung desjenigen Kegelmantels,

welcher von irgend einem Punct der unendlich kleinen Fläche A hin-

läuft nach der Perij^herie von Aj.

Sind an Stelle eines Stromes, l^ mehrere solche Ströme A/, A/', . . .

gegeben, alle von derselben Stromstärke J^, , so wird nach (28. C) das

Potential aller dieser Ströme zusammengenommen in Bezug auf A den

Werth haben :

(29.) rii., X-+ a;-+ •) = a:' jj, x " '-''^ + ^^ +
•••'

,

WO B ^, b" k",
. . . die reducirten Oeflfnungen derjenigen Kegel vor-

stellen, welche von einem Punct der Fläche A hinlaufen respective

nach den Peripherien vorr A/, A/', . . . Bilden nun diese Ströme

A/, A/', .... in ihrer Gesammtheit einen einzigen geschlossenen ebe-

nen Strom A|, so wird e = s" = - • • • , mithin

£ %' -\- b" %" -\- • ' • = £ K
,

wo eK die reducirte Oeffnung desjenigen Kegels bezeichnet, welcher

hinläuft nach der Peripherie von A,. Somit ergiebt sich:

(30.) P{X,A,) = A^JJ,X^-^1;

eine Formel*), welche zeigt, dass die Darstellungsweise (28. C) auch

*) Beiläufig bemerkt, ergeben sich hieraus für das Potential zweier ebenen

Ströme A, Aj, deren jeder beliebige Dimensionen besitzt, folgende beiden Dar-

stellungen :

P (A, All = ^2J J", 2; l ^-^ ,

Hier bezeichnen X, A, die unendlich kleinen Elemente von A, Ai, und n, w, die

positiven Normalen derselben. Ferner repräsentirt f K die reducirte Kegelöffnung

von l nach A,, und fjKi diejenige von Xi nach A.
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dann noch anwendbar ist, wenn man den unendlich kleinen Strom
A, ersetzt durch irgend welchen ebenen Strom A, von beliebigen
Dimensionen und beliebiger Gestalt.

§. 48. Das Soleiioid und die zugehörigen Definitionen.

Unter einem Solenoid versteht man bekanntlich ein System un
endlich kleiner Stromringe, welche zusammengenommen eine röhren-

förmige Fläche bilden. Alle diese Ringe haben einerlei Stromstärke,
und die aufeinanderfolgenden eine übereinstimmende Stromrichtung.
Die Stromflächen der einzelnen Ringe stehen sämmtlich senkrecht

gegen die Axe der röhrenförmigen Fläche; und die Mittelpuncte jener

Stromflächen folgen aufeinander längs dieser Axe in gleichem, und
zwar unendlich kleinem Abstände, — Ob die Ringe kreisförmig oder

von complicirterer Gestalt sind, ob ferner die Axe jener röhrenförmi-

gen F'läche eine gerade oder krumme Linie ist, bleibt gleichgültig.

Axe und Querschnitt des Sölenoids. — Darunter sind die

Axe und der Querschnitt der röhrenförmigen Fläche zu verstehen; so

dass also z. B. der Querschnitt identisch ist mit der Stromfläche des

einzelnen Ringes.

Dichtigkeit des Sölenoids. — So pflegt man diejenige An-
zahl von Ringen zu nennen, welche sich vorfindet auf der Längen-

einheit der Axe. Bezeichnet man also diese Dichtigkeit mit d, so wird

d . V diejenige Zahl von Ringen vorstellen, welche sich vorfindet auf

einem Segmente v der Solenoidaxe; ebenso wird d . Dv diejenige An-

zahl von Ringen sein, welche vorhanden ist auf einem äusserst kur-

zen Element Dv jener Axe.

Positive Richtung der Solenoidaxe. — So pflegt man die-

jenige Richtung dieser Axe zu nennen, welche markirt wird durch die

positiven Normalen der einzelnen Stromringe. Der in einem einzelnen

Ringe Liegende und nach dem Mittelpunct dieses Ringes Hinsehende

wird die positive Normale des Ringes, und gleichzeitig also auch die

positive Richtung der Solenoidaxe andeuten mit ausgestreckter Linken.

Negativer und positiver Pol. — Darunter sind die beiden

Endpuncte der Solenoidaxe zu verstehen, und zwar in der Weise, dass

die positive Richtung dieser Axe hinläuft vom negativen zum posi-

tiven Pol.

Die Intensitäten der beiden Pole. — Vonden beiden Zahlen*)

(— Ä I Xd) und (+ ^ I Ad)

*) Ich werde die dem Solenoid zugehörigen Grössen durchweg mit Grie-

chischen Buchstaben, z. B. seine Stromstärke mit I (Jota) bezeichnen.
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mag die erstere die Intensität des negativen, letztere die Intensität des

positiven Poles genannt werden. Dabei sollen I, A und d respective

Stromstärke, Querschnitt und Dichtigkeit des Solenoids vorstellen,

und Ä die positive Quadratwurzel aus der im Ampereschen Gesetz

(pg. 243) enthaltenen Constanten Ä"^.

Ist schlechtweg nur von einem Solenoidpol die Rede, so wird

darunter ein Solenoid zu verstehen sein, dessen anderer Pol in unend-
licher Ferne sich befindet.

§. 49. Die ponderomotorische Einwirkung zweier Solenoide auf
einander.

Zur Bestimmung dieser Einwirkung bedarf es offenbar nur der

Berechnung des gegenseitigen Potentiales.

Die (im Allgemeinen krummlinigen) Axen der gegebenen So-

lenoide mögen angedeutet sein durch

a ß (Dv) y,
und durch

der Art, dass «, a^ die negativen Pole, y, y^ die positiven Pole, ß, /3,

zwei beliebige Puncte der beiden Axen, endlich Dv, Dvj zwei re-

spective. von ß und /3j ausgehende Elemente der beiden Axen vor-

stellen, — Ferner seien I, I, die Stromstärken, A, A, die Querschnitte,

und 8, 8^ die Dichtigkeiten der beiden Solenoide; so dass also 8 \)v

und dj Dvj die Anzahl der respective auf J)v und Dv, vorhandenen

Ringe bezeichnen.

Das Polential P zwischen zwei einzelnen respective bei ß und ß^

befindlichen Ringen A und A, ist darstellbar durch die Formel (pg. 250.)

(31.) P(A, Ai)= ^2
1 li AAj **

1 dv dv^

wo Vy Vj die positiven Normalen von A, Aj d. i. die Richtungen von

Dv, hv^ vorstellen, während r die Entfernung zwischen den Mittel-

punkten ß, ß^ der beiden Ringe bezeichnet.

Um das Potential P (Dv , Dvj) der beiden Solenoidelemente

Dv und Dv^ zu erhalten, hat man den Ausdruck (31.) noch zu mul-

tipliciren mit den Zahlen der in diesen Elementen enthaltenen Ringe,

also zu multipliciren mit 8 Dv und 8^ Dvy Somit erhält man:

.2i-

(32.) P (Dv, Dv,) ^A^\\,XX,88, j^^^ Dv Dv,.

Hieraus endlich ergiebt sich das Potential P (a y, a,y,) der Solenoide

selber durch Integration; es wird also:
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(33.) P (« r, «, n) = (^ U *) (^ I, A, *,) i' 2.- Ig-g- Dl- D,.,

oder^ falls man die Integrationen wirklich ausführt:

(34.) P{a y, a, r,)= {^\^ ^){^hh ^^){v~&'^^^-^^^- r—^,

wo unter [y yj u. s. w. die gegenseitigen Entfernungen der betreuen-

den Pole zu verstehen sind.

Durch Einführung der vier Pol-Intensitäten (pg. 252)

:

(35.) ^ = — Ä\ X d, r =-\- Ä\ k d,

\ = — Ä\,X^d„ Fl = + ^ li Aj d\

gewinnt die Formel (M.) die einfachere Gestalt:

'

(36.) P(a y, a,y,)= 1^1 + ^> + All .

^A,
,

hiefür aber kann kürzer geschrieben werden:

M M
(37.) P (« y, a, y,) = Q Q -^'l

indem man M als Collectivbezeichnung für A, f, ebenso M, als Col-

lectivbezeichnung für A,, f,, endlich r als Collectivbezeichnung für

die betrefi'enden Entfernungen in Anwendung bringt.

Sind also z. B. zwei starre Körper gegeben, von denen
jeder in seinem Innern beliebig viele Solenoide enthält,

so wird die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung
zwischen diesen beiden Körpern von solcher Beschaffen-

heit sein, als wäre zwischen je zwei Solenoidpolen M, Mj

ein Potential TT vorhanden von dem Werthe:

(38.). n=^.;
oder (mit andern Worten) sie wird von solcher Beschaffen-
heit sein, als fände zwischen je zwei Polen M, Mj eine re-

pulsive Kraft statt von der Stärke:

Dabei sind unter M, M^ die Intensitäten der beiden Pole
zu verstehen, unter r ihre gegenseitige Entfernung.
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§. 50. Die gegenseitige ponderoniotorische Einwirkung zwischen einem
Solenoid und einem gleicliförmigen geschlossenen Strom.

Das gegebene Solenoid sei, ebenso wie vorhin (pg. 253), ange-

deutet durch

a...,ß (Dv) .... 7,

und dnrch I, A, d. — Der Einfachheit willen mag angenommen wer-

den, dass alle Puncte des gegebenen geschlossenen Stromes in einer
Ebene liegen; seine Stärke sei Ij, und seine ebene Stromfläche A,,

Das Potential zwischen einem einzelnen bei ß gelegenen Solenoid-

Ringe A und zwischen jenem Strom A^ hat nach (30.) den Werth:

(40.) P(A, A,)=-4MI,.>1^\

wo V die positive Normale von A, also die Richtung von Dv bezeich-

net, während s K die reducirte Kegelöfi'nung von A nach Aj vor-

stellt.

Um das Potential^ P {Dv, AJ des Solen oidelementes Dv auf Ai

zu erhalten, ist der Ausdruck (40.) noch zu multipliciren mit der An-

zahl d Dv aller auf Dv befindliehen Ringe. Somit wird:

(41.) P (Dv, A,) =Ä(Ä 1 A d) li- ^^Dv.

Hieraus ergiebt sich durch Integration für das Potential P (« y, A^)

des ganzen Solenoides auf Ai der Werth:

(42.) F{ar,A,)=ÄiÄ\Xd)\,.i (^-^^Dv),

oder (was dasselbe ist):

(43.) F{a y, A,) = A {Ä \ l ö) I, [(£ K) - (s K)^
],

eine Formel, welche bei Einführung der beiden Pol-Intensitäten:

(44.) A -= — ^ I Ad, V = -\-A\kd

auch so geschrieben werden kann:

(45.) P(ay, A,)=^l,[ r(f K)^ +A (fK)^],

oder kürzer auch so:

(46.) P(aj^, Ai) = ^li. 6(M. £K),|i

wo alsdann M und «K als Collectivbezeichnuugen anzusehen sind für

A, r, und (£K)a,(£K)y.

Die gegenseitige ponderomotorische Einwirkung

zwischen einem Solenoid und einem ebenen geschlossenen
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Strom Ij ist also von solcher Beschaffenheit, als hätte
jeder Solenoidpol auf diesen Strom ein Potential vom
Wert he:

(47.) A\,M.eK,-

wo M die Intensität des Poles, und s K die reducirte Oeff-
nung des von ihm nach dem Strome gelegten Kegelmantels
bezeichnet.

Uebrigens sind die Formeln (43.) bis (47.) nur dann richtig, wenn
das Solenoid vollständig ausserhalb der Stromfläche Aj liegt. Geht
nämlich das Solenoid an irgend einer Stelle durch die Fläche A^ hin-

durch, so erleidet die reducirte KegelöfPnung s K, falls man die Spitze

des Kegels längs des Solenoids fortschreiten lässt, an jener Stelle eine

sprungweise Veränderung von — 2 7t auf -\- 2tc, oder umgekehrt

(vergl. pg. 241); so .dass in diesem Fall der Uebergang von Formel

(42.) zu (43.) fehlerhaft sein würde.

Geht, um den allgemeinsten Fall ins Auge zu fassen, das ge-

gebene Solenoid a y im Ganzen {p -\- p) Male durch die Fläche Aj

hindurch, und zwar p Male in der Richtung der positiven Normale

von Aj, p Male in der entgegengesetzten Richtung, so gelangt man
durch Berechnung des in (42.) vorhandenen Integrals zu folgender

Formel

:

(48.) P {ay, N,) = A{A\l 8) I, [(. K)^-(. K) - (2>-i)')4;rJ;

eine Formel, welche für p =p' = in die frühere (43.) zurückfällt.

§. 61. Die ponderomotorische Einwirltung eines Solenoids auf ein

einzelnes Stromelement.

Das gegebene Solenoid sei wiederum (pg. 253) bezeichnet durch

a....ß (Dv) ....y,

und durch I, A, d] die Coordinaten von /3 seien |, ^, ^. — Andererseits

besitze das gegebene Stromeiement JDs die Coordinaten x, y, z.

Die Kraft X, Y, Z welche der bei /3 (oder %, rj, t,) gelegene So-

lenoid-Ring A auf das Element JDs ausübt, stellt sich dar durch die

Formeln [vergl. (12.), pag. 245]:

(49.) X==Ä'J\{r'Dy — B Dz),

Y=A'J\ (AD^— VDx),

Z^A-'Jl (BDx — ADy);

die Grössen A, B, T repräsentiren hier die Determinante des Ringes X

in Bezug auf den Punct x, y, z, und besitzen also die Werthe [vergl.

(24.) pag. 247]:
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(50.) B

'^ ~ dx
d(6X)

dy'

r — _ ^(^^)

dz '

wo £x die reducirte Oeftnung des von x, y, z nach A gelet^ften Kegel-

mantels vorstellt; demnach ist (pg. 242j:

(51.) »"=^-3^'

wo r die Entfernung zwischen x, y, z und k, andererseits v die positive

Normale von A, d. i. die Richtung von X)v vorstellt.

Durch Substitution der Werthe (50.) in die erste der Formeln

(49.) folgt:

(52.) K=^-A^J^(^-i|^yDy-'Sl^X^z),

also mit Rücksicht auf (51.):

1 ^1

(53.) X=-A'-J\k.'\-^V)y-
,,^ ' dv dz dy

oder (was dasselbe ist):

(54.) X = -Ä>J\x4 «^ilJJt-Jl- !iLD£
.

'

Multiplicirt man diesen Ausdruck mit der Anzahl d Dv der zum
Solenoidelement Dv gehörigen Ringe, so erhält man die Componente

X Ol)v, Ds) derjenigen Wirkung, welche dieses Solenoidelement auf

JDs ausübt; es wird also:

(55.) ZlD., D.) ^-AJiAlX ,)4« -/IDfcZ&^ÖD^.D,.

Endlich ergiebt sich durch Integration die Componente X (« y, Ds)

der von dem ganzen Solenoid auf JJ)s ausgeübten Wirkung:

(56.) X(.,,D.) =. - AJiA^U) ^(l::zilD^^ -ILD?]^

hiefiir mag geschrieben werden:

(.57.) X(«y,Ds)= Q<^"'+Q|_"

(58.) q':' ^ ^aj( .. A I A a )(«
'^"^y

,;;/"
"^ ^'

AJi+A\>.ö) {
a^^H--^iy>- y) Ü-)

Neuiuauu, die elektiischeu Kräfte.
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WO die beigefügten Tndices a, y andeuten sollen, dass für ^, y], ^, r

ein Mal die dem Pole «, das andere Mal die dem Pole y entsprechen-

den Werthe zu nehmen sind:

Beachtet man, dass die Factoren (— A\ l 8) und -f {A\ X 8)

nichts Andres sind als die Intensitäten der beiden Pole, so führen die

Formeln (57.), (58.) zu folgendem Ergebniss.

Die von einem Solenoid a y auf ein einzelnes Strom-
element JUS ausgeübte ponderomotorische Wirkung kann
als zusammengesetzt betrachtet werden aus zwei den bei-

den Polen entsprechenden Kräften ()^"^ und Q^^''

.

Ist (^ irgend eine von diesen beiden Kräften, und sind

Q^^ Qy, Q^ die rechtwinkligen Componenten von Q, so gelten

die Formeln:

(^ — 0) \)y — iv — y) D^
Q = AJN\

(59.) Q ^___^.iVM^^^^^Ii^-^^"-^^^^

Hier bezeichnen |, % t, die Coordinaten des betreffenden

Poles, r seine 'Entfernung vom Elemente J\)s, und M seine

Intensität; andrerseits bezeichnen x, y, z und Dx , Dy, Dz
die Coordinaten und rechtwinkligen Projectionen von I)s.

Die aus (59.) sich ergebenden Formeln

(lß-x)-i-Q^(r)-y)+(l{t-z)==0,
(«•)

Q Dx + Q^j Dy + Q^ Dz =

zeigen, dass die Kraft Q senkrecht steht gegen die Fläche (M,D6)
d. i. gegen die durch den Pol M und das Element D.s sich bestim-

mende Dreiecktläche.

Um die Richtung der Kraft ihrem Sinne nach zu bestimmen,

mag zunächst diejenige Normale iV der Dreieckfläche (M, Ds) con-

struirt werden, welche der im Stromelement JDs Liegende und nach

M Hinsehende mit ausgestreckter Linken markirt. Die drei von x, y, z

ausgehenden Richtungen

:

Ds {Dx, Dy, Dz), r (^ — x, ^] -y,t —z), und N
bilden alsdann ein Strahlenbündel von positivem Charakter (vrgl.

den Satz, pag. 83); es ist also:

(ß.) Char (Ds, r, iV)=i>os;

und folglich:



Solenoids .'uif ein Stromelement. 259

wo unter cos^

stehen sind,

lationen

:

(^)

Dx
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Hieraus ersieht man, dass die Formeln (59.) in folgender Weise dar-

gestellt werden können:

r Ds. sin {r, Ds). cos U

Q,,= etc.

oder hei etwas anderer Anordnung auch so:

(L) Q^ = - A J M

^ . JDs. M . sin (r, Ds)
ö -= Ä r,— fOS U,

., . JDs. M. sin (r, Ds) „r
Q = —Ä ., -^

—

' cos W.

Diese Formeln aber fuhren sofort zu folgendem Resultat:

Die von einem Solenoid pol M auf ein einzelnes Strom-
element JDs ausgeübte Kraft (^ steht senkrecht gegen die

durch den Pol und das Element sich bestimmende Dreiecks-

fläche. Rechnet man sie in derjenigen Richtung, welche
ein im Stromelement Liegender und nach dem Pol fJiu-

sehender markirt mit ausgestrekter Linken, so wird ihre

Stärke dargestellt sein durch:

(60.) .^ = _4^D'''^i^«(''D*),

wo r die Entfernung des Poles vom Stromelemente bezeich-

net. — Ihr Angriffspunkt liegt im Stromelement.
Diese Bemerkung über den Angrififspunct dürfte, so selbstver-

ständlich sie auch erscheinen mag, doch für die falgende Unter-

suchung von einigem Gewicht sein.

§. 52. Fortsetzung. — Die wechselseitige poiideromotorische Kiinvirkuiig:

ZHisclieii Suleiiuid und Stronielenient.

Es sei gegeben ein starrer Körper K, in dessen Innerm beliebig

viele, etwa N Solenoide enthalten sind, und irgendwo ausserhalb des

Körpers ein Stromelement JDs. Es sollen diejenigen ponderomo-

torischen Wirkungen eldy. Us betrachtet werden, welche Körper und

Stromelement wechselseitig auf einander ausüben.

Diese Wirkungen sind in letzter Listanz auf Elementarwirkungen

nach dem Amp^re'schen Gesetz zurückzuführen, und müssen folglich,

ebenso wie jene Elementarwirkungen, in Einklang sein mit demPrincip

der Action und Reaction.

Um die Verhältnisse genauer darlegen zu können, seien s und s

zwei einander unendlich nahe ponderable Massenpuncte, ersterer
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allgehörig dein Elemente JDa, letzterer *) dem starren Körper K.
Ferner sei \Da irgend ein Stromelement**) der in dem Körper ent-

haltenen Solenoide, und 6 ein ponderabler Massenpiinct dieses Ele-

mentes; so dass also a, ebenso wie s, dem starren Körper K an-

gehört.

Die gegenseitige Einwirkung zwischen JDs und \\)ii ist nach
dem Ampere 's eben Gesetz dargestellt durch zwei diametral entgegen-

gesetzte Kräfte, welche also, gerechnet in einerlei Richtung, zu be-

zeichnen sind mit P und — P, oder genauer mit

(A.) P{s) und —P{6),
wo die in Parenthese beigefügten Buchstaben die Angriffspuncte
andeuten sollen. Diese Kräfte (A.) sind ersetzbar durch

(B.) P{8) und — P(s');

denn die auf den starren Körper K einwirkende Kraft — Pia) kann
längs ihrer eigenen Linie (d. i. längs 6 soder 6 s') beliebig Aveit, z.B.

so weit verschoben werden, dass ihr Angriffspunct von 6 nach s ge-

langt; nach Ausführung dieser Verschiebung wird sie aber zu bezeich-

nen sein mit — ^(s).

Nimmt man für I Dg der ileihe nach sämmtliche Stromele-

niente der gegebenen Öolenoide, so erhält man unendlich viele Paare

(B.), jedes bestehend aus zwei diametral entgegengesetzten,
respective in s und s angreifenden Kräften. Vereinigt man in diesen

Paaren (B.) sämmtliche P (s) zu einer Resultante, andererseits sämmt-

liche — ^(s) ebenfalls zu ihrer Resultanten, so werden diese resul-

tirenden Kräfte offenbar wiederum diametral entgegengesetzt,
also mit R und — Pc, oder genauer mit

(r.) R{s) und — ii(s'j

zu bezeichnen sein. Diese Kräfte (f.) repräsentiren die gesuchten

Gesammtwirkungen , nämlich R (s) diejenige des Körpers K auf das

*) Wir können uns nämlich bei der hier anzustellenden Betrachtung die pon-

derable Masse des starren Körpers nach allen Seiten hin beliebig weit ausge-

dehnt denken, oder wir können uns diesen Körper etwa mit einem Arm versehen

denken, welcher bis zum Elemente JJ) s hinreicht; der Endpunct dieses Armes
würde alsdann der von uns eingeführte Puuct s' sein.

Denkt man sich aber in solcher Weise den Punct *' als den Eudpiinct eines

vom Körper ausgehenden Armes, so wird, falls die relative Lage des Stromele-

mentes JDs zum Körper sich ändert, der anzuwendende Arm in jedem Augen-

blick ein anderer sein. Denn es soll ja der Endpunct s' des Armes dem Element

JDs [oder, was dasselbe, dem auf JDs festgesetzten Punct s ] beständig un-

endlich nahe sein.

**) Jedes Solenoid ist zerlegt zu denken in seine einzelnen Ringe und jeder

Ring in seine einzelnen Elemente. Irgeiid eines dieser letztern ist alsdann mit

IDö bezeichnet.
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Stromelement JDs, vmd — -ß(s') diejenige des Stromelementes auf

den Körper.

Die Kraft It{s) repräsentirt also die Gesammtwirkung des Körpers

auf das Element JDs, d. i. die Gesammtwirkung der in dem Körper

enthaltenen N Solenoide auf dieses Element, nnd kann daher, ent-

sprechend den 2N Polen der Solenoide, als zusammengesetzt betrachtet

werden aus 2N Kräften Q oder Qiß), jede senkrecht gegen die durch

das Element JDs und den betreffenden Pol sich bestimmende Dreieck-

flache [Vergl. (59.), (60.).]

Folglich kann die zu I{{s) diametral entgegengesetzte Kraft— -R(s'),

die Gesammtwirkung des Elementes J Di; auf den Körper, als zusammen-

gesetzt betrachtet werden aus den 2N entgegengesetzten Kräften — Q
oder — Q(ß'). Somit ergiebt sich der Satz:

Sind im Innern eines starren Körpers K irgend welche
Solenoide enthalten, so ist die gegenseitige Einwirkung
zwischen diesem Körper K und einem gegebenen Strom-
element JDs von solcher Beschaffenheit, als wären zwi-

schen jedem Solenoidpol und dem Elemente JDs zwei
einander diametral entgegengesetzte Kräfte

(61.) Q{s) und ^-- Q(s]

vorhanden, ers tere ein wirken d au feinen Puncts des Strom-
elements, letztere auf einen iint'iidlich nahe an s gelegenen
Punct s des Körpers*).

Von diesen beiden Kräften, welche senkrecht stehen
gegen die durch den Pol und das Element sich bestimm ende

Dreieckfläche, ist die erstere Q{s) in (59.) und (60.) näher
besprochen worden hinsichtlich ihrer Componenten, sowie
hinsichtlich ihrer Stärke und ihres Sinnes.

§. 63. Fortsetzung. — Die poiideromotorische Arbeit zwisclien Solenoid

und Stromelement. Bemerliung über die elektromotorisclie Einwirliuug.

Die unendlich vielen Bewegungsarten, welche ein gegebenes ma-

terielles System anzunehmen im Stande ist, können in zwei Classen

getheilt werden:

*) Sämmtliche Kräfte, welche das Strom element JDs auf den Körper aus-

übt, haben also ihren Angriffspunct in s, d. i. unendlich nahe an jenem Ele-

mente. Denkt man sich daher den Körper drehbar um eine gegebene Axe, so

wird er unter der Einwirkung jenes (etwa fest aufgestellten) Elementes in Ruhe
bleiben, sobald die Axe durch s', d. i. durch jenes Element geht, hingegen in

Bewegung gerathen, wenn die Axe eine andere Lage hat.
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Erstens. Bewegungen, bei denen die relativen Verhält-

nisse des Systems sich iindern-

Zweitens. Bewegungen, bei denen die genannten Verhält-

nisse constant bleiben*).

Bestehen die inneren Kräfte des Systems in letzter Instanz aus

lauter Centralkräften **), so ist keine Tendenz vorhanden zur Er-

zeugung einer Bewegung zweiter Classe, In der That kann alsdaun,

falls das System zu Anfang in Ruhe ist und äussere Einwirkungen

fehlen ; eine Bewegung zweiter Classe niemals eintreten; wird aber

durch geeignete äussere Einwirkungen eine solche Bewegung zweiter

Classe wirklich hervorgerufen, so ist die während derselben von jenen

inneren Kräften verrichtete Arbeit gleich Null.

Anders verhält es sich, wenn die innern Kräfte von der Natur

der Ampere'schen Kräfte***) sind; wovon Avir uns leicht durch

ein Beispiel überzeugen können.

Der im vorhergehenden § betrachtete Körper K sei ein um seine

eigene Axe drehbarer Cylinder. Im Innern dieses Kprpers sei nur ein

einziges Solenoid enthalten, dessen Axe mit der Drehungs- oder Cy-

linder-Axe zusammenfällt, und dessen einzelne Ringe genau kreisförmig

sind; so dass also Körper und Solenoid zusammengenommen völlig

symmetrisch sind in Bezug auf die Drehungsaxe.

Mit dieser Axe sei ausserdem durch irgend welche Arme ein

Stromelement J\)s verbunden, in solcher Weise, dass dasselbe (unab-

hängig vom Körper K) um diese Axe beliebig gedreht werden kann.

Aus dem Satze (61.) ergiebt sich, dass alsdann der Körper Ä" auf

das Element ')\)s ein gewisses Drehungsmoment A, und umgekehrt

JDs auf K das entgegengesetzte Drehungsmoment — A ausübt.

Die zwischen Element und Körper vorhandenen Kräfte besitzen

also die Tendenz, diesen beiden Objecten entgegengesetzte Drehungen*

*) Besteht, um einige Beispiele anzugeben, das System aus nur zwei Massen-

puncten, so wird eine Bewegung zweiter Classe vorhanden sein, falls der eine

im Kreise um den andern herumläuft. Besteht ferner das System aus zwei starreu

Körpern A imd B, von denen der letztere ein homogener liotations-körper ist, so

wird eine Bewegung zweiter Classe vorhanden sein, sobald A ruht und li um

seine geometrische Axe sich dreht.

**) Unter einer Centralkraft verstehe ich eine Kraft, deren Stärke nur

von der Entfernung der betrachteten Elemente abhängt, und deren Richtung

mit dieser Entfernung zusammenfällt.

***) Die Kraft, welche nach dem Ampere'schen Gesetz, zwischen zwei

elektrischen Stromelementen stattfindet, hängt, ausser von der Entfernung, auch

noch von gewissen Winkeln ab, und besetzt also nicht mehr den Charakter

einer Centralkraft.
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einzuprägen. Mit andern Worten: Sie besitzen eine Tendenz
zui- Hervorrufung einer Bewegung zweiter C lasse.

Drehen sich Element und Körper während der Zeit dt um irgend

welche Winkel, die, in einerlei Sinn gerechnet, = dtp und = d(p

sind, so ist Adcp diejenige Arbeit*), welche die zwischen den beiden

Objecten vorhandenen Kräfte während jener Zeit auf das Element
ausüben, andererseits — Adcp' diejenige, welche sie auf den Körper
ausüben. Trotzdem also, dass die betrachtete Bewegung zur

zweiten Classe gehört, werden dennoch wä hrend derselben
von jenen Kräften gewisse Arbeiten verrichtet.

Die vom Körper K auf. das Element JDs ausgeübte Wirkung

zerfällt, entsprechend den beiden Polen M und M, des Solenoids, in

zwei Kräfte

(62.) Q und Q,,

welche senkrecht stehen respective gegen die Ebenen (i)s, M) und

(Ds, M|). Desgleichen zerfällt das (schon erwähnte) Vom Körper K
auf Jos ausgeübte Drehungsmoment A ebenfalls in zwei Theile:

(63.)

*

A = ^ + d,.

Um das dem Pole M entsprechende (^ und ö näher zu bestimmen^

bedienen wir uns eines Axensystemes, dessen Anfangspunct in M liegt,

und dessen ^;Axe mit der Solenoidaxe zusammenfällt. Alsdann ergeben

sich aus (59.) für die Componenten Q^, Q , Q^ der Kraft Q die

Werthe

:

2D1J — y Ds0=ÄJN\

(64.) Q^^=AJN[

Q. AJW\ :,

-^

r-

wo X, y, z und Da:, Di/, Dz die Coordinaten und Projectionen von

D s vorstellen , während r = Yx?- \- §^ + z'^ ist.

Ferner ergiebt sich:

(65.) ^=xQ-yQ^,

oder falls man die Werthe (64.) substituirt

X {xDz -— z Dx)

i

r' Bz - z{x'Dx-\- y By -\- z Bz)

(66.) d = ^ J M ^i^Azz^^JM+J/ilD^-^%J

ÄJM

^äjm{^-'-^-:^,

Man vergl. pag. 49.
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= ^jm.d(^),

=^ÄJN\D (cost^);

hier bezeichnet ^ den Winkel, unter welchem die Linie r (M »- T)s)

gegen die ^Axe, d. i. gegen die Solenoidaxe geneigt ist, und D (cos i>)

diejenige Aenderung, welche cos ^ erfährt, sobald man den Endpunct

der Linie das Element Ds durchwandern lässt.

In analoger Weise kann offenbar d, berechnet werden, so dass

man also die Formeln erhält:

(67.) d =ÄJW[.D {cos»),

d, = .4 JM,. D {cos^^);

woraus mit Rücksicht auf (63.) folgt:

(68.) A = ^ J [ M jy{cos&) + M, D (cos ^,) ]

dabei ist zu bemerken, dass M, = — M ist.

Dieses A (68.) repräsentirt das vom Körper K auf das Element

Ds ausgeübte Drehungsmoment. Demgemäss wird das umgekehrt von

Ds auf K ausgeübte Drehungsmoment gleich — A sein.

Drehen sich nun Ds und K während der Zeit dt um irgend

welche Winkel und bezeichnet man diese Winkel, in demselben Sinne

wie A gerechnet, respective mit dq) und d(p', so repräsentirt Ad(p die

während der Zeit dt von K auf Ds ausgeübte Arbeit, und — Adcp

diejenige, welche während dieser Zeit von Ds auf K ausgeübt wird;

so dass man also schreiben kann:

(69. a.) dT^^ ==-^ Ad(p=AJ[N\ D{cos ^)+ M, D(cos^,)
|
d(p,

(69./3.) t?^^= - Ad<p'=—ÄJ[M D (cos^) -{-MiD{cos»^)\d(p'.

Nehmen wir an der Körper K und das in ihm enthal-

tene Solenoid seien unendlich lang, so dass der Pol M, in

unendlicher Ferne liegt, so reduciren sich die Formeln (69. «, ß) auf

:

(70. «) clT-l == + ÄJM. D (cos &). d(p,
Ds

(70. ß) dT^= — ^ J M. D {cos &). d(p',

Formeln, welche sich beiläufig bemerkt noch einfacher gestalten lassen

durch Einführung einer gewissen Kegelöffnung*).

*) Die Formel (70. «) kann nämlich so dargestellt werden:
A-

dT = — AJtA. sin 0'. D^. dq>,

= ±^JM. rföJ,.

wo dm die Oeftnung desjenigen Kegel repräsentirt, welcher vom Pole M nach

der vom PJlement JDs während der Zeit dt beschriebenen Fläche hinläuft; denn
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Nimmt man statt des Elementes t/D *• ein Stromsegmeut
(J, ac) von endlich er Länge, welches ebenfalls um die gegebene

Axe in K (Station begriffen ist, so erhält man aus (70. a, ß) durch In-

tegration die analogen Formeln:

(71. ß) '^^1= -{- AJtA (cos i>''^- cos d-'"^)dcp,

(71. ß)
(11""=— A J M ( cus d-''^~cos^^"')(/<p',

wo T>^"^ und t)'^'^\lie Winkel der Strahlen M« und Mc; gegen die Drehungs-

axe vorstellen.

Um die hier entwickelte Theorie, welche bekanntlich schon Ampere
gegeben hat, experimentell zu verfolgen, bedient man sich gewisser

Apparate*), bei denen entweder K oder «c in fester Aufstellung sich

befindet. Im erstem Fall entsteht alsdann, in Folge der elektrody-

namischen Kräfte, eine rotirende Bewegung von ac, im letztern eine

im entgegengesetzten Sinn rotirende Bewegung des Körpers K.

Bemerkung. — Aus (71.«, /3) folgt durch Addition:

(72.) dT^^ + dTl'= A J M {cos^'"'- cosd''"'') {dcp - dcp'),

wo dcp — dq)' den relativen Drehungswinkel vorstellt', d. i. den-

jenigen Winkel, um welchen das Segment ac dem Körper K während

der Zeit dt voraneilt. Mit Hilfe dieser Formel (72.) kann nun, unter

Anwendung eines früher gefundenen Satzes (pag. 2o5), sofort auch

die Summe derjenigen elektromotorischen Kräfte angegeben wer-

den, welche der Körper- Z" während der Zeit dt im Segmente ac her-

vorbringt. Denn das vom Körper K beherbergte Solenoid ist nichts

Anderes als ein System constanter elektrischer Ströme; sodass also

der Anw^endung des citirten Satzes (pag. 235) kein Hinderniss ent-

gegensteht. Man gelangt in solcher Weise zur Erklärung der soge-

nannten unipolaren Induction**).

diese üeffnung hat die Gestalt eines kleinen rarallelograianiä, dessen Basis durch

sin %. dq>, und dessen Höhe durch Dd- repräsentirt ist.

Das Vorzeichen + in dieser Jetzten Formel näher bestiuinieu zu wollen,

würde unnöthige Mühe sein. Denn wir werden später [vgl. (7. a ), pag. tJ72.]

auf anderem Wege zu allgemeineren Formeln gelangen, die auch dem Vor-

zeichen nach völlig bestimmt sind.

*) Auf derartige Apparate ist bereits früher (bei Besprechung der Helm-
holtz'schen Theorie, pag. 78) hingewiesen worden. Man findet die Beschreibung

dieser Apparate in WüUner's Experimentalphysik, Leipzig 1865, Bd. 11, i>ag.

1125 und 1129.

**) Vergl. WüUner's Experimentalphysik. Leipzig. 1865. Bd. II, pag. 1262.
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§. 64. Fortsetzung. — Das IJiot-Savart'sche Gesetz.

„Befinden sich im Innern eines starren Kfu-pers K irgend welche,

,,etwa N Solenoide, so ist die gegenseitige Einwirkung zwischen die-

.,sem Körper und einem gegebenen Stromelement JDs von solcher

„Beschaffenheit, als wären zwischen jedem Solenoidpol M und dem
„Elemente JDs zwei diametral entgegensetzte [gegen die Ebene (Ds', M)
„senkrecht stehende] Kräfte

(73.) {Hs) und - Q{s)

„vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct s des Elementes, letztere

„auf einen unendlich nahe an s gelegenen Punct s' des Körpers.'^

Dieser in (61.) gefundene Satz ist einer gewissen Umgestaltung

fähig, von welcher hier die Rede sein soll. Zuvörderst sei bemerkt,

dass für die Componenten Q^, Qy,Q., und — Q^, — Q ,
— ^>^ jener

Kräfte (73.) die Formeln gelten |vergl. (59.)
]

Q = -_ .4 J M ILziilD^Jj. -..'/) 1^^
,'•'X A>o '

(74.) (? = - ^ J M (^ :- -)J^L^iiU>-

,

Q = Ä JM ^"^
^- y)Dx-{^ - x) Dy

wo I, r;, ^ die Coordinaten von M, andererseits x, y, s die Coordinaten

von s, mithin auch diejenigen von s vorstellen.

Die Gesammtheit der 2N Kräfte — Q (s), oder (mit andern Wor-

ten) die vom Elemente JDs auf den Körper K ausgeübte Wirkung,

soll näher untersucht werden. Ohne dass in dieser Wirkung eine Aen-

derung entsteht, kann jede Kraft — Q (s') sich selber parallel im In-

nern des Körpers beliebig verlegt werden, vorausgesetzt, dass man ein

geeignetes Drehungsmoment hinzufügt.

So ist z, B. die irgend einem speciellen Pole M entsprechende

Kraft — Q(s') aequivalent mit den drei Kräften

- Q(s'), - Q(M), + Q (M),

wo unter — <? (M) und -f- Q{N\) zwei einander entgegengesetzte, in

M angreifende Kräfte zu verstehen sind, von denen die erstere mit

— Q(s') von gleicher Richtung und Stärke sein soll. Mit andern Wor-

ten: Es ist

(75.) — Q(s') • aequivalent — ^(M), A,

wo A das durch die beiden Kräfte — Q{s'), + Qif^) ausgedrückte

Drehungsmoment repräsentirt. Die rechtwinkligen Componenten dieser

beiden Kräfte sind respective — Q^,— Q^,— Q ^,\\nd. -\- Q^,-\- Q^j^-\rQ,-i

demgemäss besitzen die rechtwinkligen Componenten A^, A^^ A^ des



268 Das Riot Savart'sche Gesetz.

Drehungsmomeiites A (oder vielmehr der oeonietrisehen Charakteristik

von A) folgende Werihe:

(76.) A^=a-r)(^^-(|-^:)f^^,

Hieraus erhält man durch Substitution von (74.) successive

A = - A j M '

*^^ " "''^' + •-•
l^^-^ ::"

^^-- •^•)UJ ~:-^)i>-*+::l

= -.4jm.d(-'^:-1),

WO die Charakteristik D den Componenten Dx, Di/, D^ des gegebeneu

Stromelementes entspricht; so dass also statt D auch geschrieben wer-

den kann —- I)*'. Somit erhält man schliesslich:
OS

d fy — )]^

(77.) A = -X.M./^(."7")D,

" ÖS \ r J

Wird nun jede der 2N Kräfte — Q{s) nach dem Schema (75.)

behandelt, so wird die von JDs auf dem Körper Ä" ausgeübte
Wirkung ausgedrückt sein durch 2iVin den einzelnen Po-
len angreifende Kräfte — Q{M), und daneben durch 2N
Drehungsmomente A.

Gehört das Element JD*' einem geschlossenen gleichförmigen

Strome an, und soll die Wirkung dieses ganzen Stromes auf den

Körper K ermittelt werden, so sind die Momente A fortzulassen ; denn

die Ausdrücke (77.), integrirt über alle Elemente eines solchen Stromes,

geben Null. Somit haben wir folgenden Satz:

Sind im Innern eines starren Körpers irgend welche
Solenoide enthalten, und ist ausserhalb des Körpers ein

geschlossener gleichförmiger Strom gegeben, so wird die,

gegenseitige Einwirkung zwischen Strom und Körper von
solcher Beschaffenheit sein, als wären zwischen jedem
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Stromelement JDs und jedem Solenoidpol M zwei Kräfte
von gleicher Stärke und entgegengesetzter Richtung

(78.) Q(s) und - Q{M)

vorhanden, erstere einwirkend auf einen Punct s des Ele-
mentes, letztere auf den Pol M.

Von diesen beiden Kräften, welche senkrecht stehen ge-
gen die Ebene (M, Ds), ist die erstere Q(s) diejenige, welche
bereits in (59.) und (60.), hinsichtlich ihrer Componenten,
ihrer Stärke und ihres Sinnes, näher besprochen wurde.

Dieses Gesetz, nach welchem die zwischen Solenoidpol und Strom-

element vorhandenen Kräfte nach zwei parallelen respective durch Pol

und Element gehenden Linien wirken (zusammengenommen also ein

sogenanntes Kräfte-Paar bilden), wird zu bezeichnen sein als ein

scheinbares Gesetz, welches nur für den Fall eines geschlossenen

gleichförmigen Stromes mit dem wirklichen aequivalent ist.

Von diesem scheinbaren Gesetz unterscheidet sich jenes wirk-
liche in sehr beträchtlicher Weise; denn letzteres (61.) sagt aus, dass

die genannten Kräfte beide nach ein und derselben Linie wirken, nach

einer Linie, welche durch da« Stromelement geht

Mit dem scheinbaren Gesetze (78.) steht in enger Verbindung

ein von Biot und Savart erhaltenes Resultat*). Diese Physiker fol-

gerten nämlich aus ihren experimentellen Untersuchungen, dass das

Element eines gleichförmigen geschlossenen Stromes auf einen Magnet-
p o 1 eine Kraft ausübe, welche in diesem Pole ihren Angriffspunct hat,

und überhaupt hinsichtlich ihrer Richtung und Stärke identisch sei

mit der in (78.) besprochenen Kraft — Q(t^)-

%. 55. Die Siit/e des roleiitials und der Kegelöffnuug: für sogenannte
ung:cschlossene Ströme.

Ein starrer Körper K enthalte in seinem Innern ein System von

Solenoiden, oder allgemeiner ein System von geschlossenen gleich-

förmigen Strömen; und ausserhalb dieses Körpers behnde sich ein

biegsamer Drahtring .s-, durchflössen von einem gleichförmigen
Strome J. Sowohl K als auch 6" seien begriffen in beliebig gegebenen

Bewegungen; es sollen diejenigen ponderomotorischen Arbeiten eldy.

Ursprungs:

dT^ und <zr;
ac A

') Man vfcigl. Amiiorc: 'l'lieorie des Phon. elektroJy. Paris, 1826, pag. 149.-
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in Betracht gezogen werden, welche der Körper und ein gegebenes

Segment ac des Stromringes s während der Zeit dt auf einander

ausüben.

Die Summe beider Arbeiten ist leicht angebbar nach einem

früheren Satz (pag. 238), nämlich darstellbar durch

(1. a) dT^^-\- d rj= J. P (K, df).

Um den Sinn dieser Formel darlegen zu können, denke man sich einen

mit K starr verbundenen, nach allen Seiten beliebig weit ausgedehn-

ten Raum [K), welcher an der Bewegung jenes Körpers theil-

nimmt. Alsdann bezeichnet df diejenige Fläche, welche das Segment

ac während der Zeit dt im Räume {K) beschreibt. Diese Fläche

df wird, weil jene Zeit unendlich klein ist, die Form eines unendlich

schmalen Streifen besitzen, und zu beiden Seiten begrenzt sein von

denjenigen Curven «„c„ u d a^c^, welche das Segment zu Anfang und

zu Ende der Zeit dt im Räume {K) occupirt. Endlich bezeichnet

P {K, df) das Potential der in K enthaltenen Ströme auf einen die

Peripherie von df umlaufenden Strom von der Stärke Eins, dessen

Richtung längs a„ c,, übereinstimmt mit der Richtung des gegebenen

Stromes J.

Aus der für die totale Arbeit geltenden Formel (1. a) können

mit Leichtigkeit analoge Formeln deducirt werden für die einzelnen

partiellen Arbeiten,

Die partielle Arbeit dT ist nämlich identisch mit derjenigen

totalen Arbeit, welche stattgefunden haben würde, falls man den

Körper K in der von ihm zu Anfang der Zeit dt occupirten Lage ab-

solut fixirt, das Segment ac hingegen seiner gegebenen Bewegung

überlassen hätte. Die diesem fingirten Falle entsprechende totale Ar-

beit ist aber nach (1. oc) gleich J. F [K, df), wo df wiederum die-

jenige Fläche vorstellt, welche das Segment ac während der Zeit dt

im Räume [K) beschreibt, nur mit dem Unterschiede, dass jener Raum,

ebenso wie der Körper selbst, gegenwärtig absolut fixirt zu denken ist.

Somit ergiebt sich also:

{l.ß) dT''=^J.P{K,df')',

und in ähnlicher Weise erhält man andererseits:

(\. y) dT"^=J.F{K,df").

In diesen Formeln (1, a, ß, y) haben alsdann df, df\ df" folgende

Bedeutungen

:
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df die Fläche, welche ac hii Räume (K) während der Zeit dt in

Wirklichkeit beschreibt;

df die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit dt be-

- schrieben haben würde, falls man [ohne in der Bewegung von

ac eine Aenderung eintreten zu lassen] jenen Raum in der

von ihm zu Anfang des Zeitelementes occupirten Lage absolut

fixirt hätte;

df" die Fläche, welche ac im Räume (K) während der Zeit be-

schrieben haben würde, falls man [ohne in der Bewegung von

K und (K) eine Aenderung eintreten zulassen] das Segment
ac in der von ihm zu Anfang der Zeit dt occupirten Lage ab-

solut fixirt hätte.

Die Formeln (1. «, ß, y) gestalten sich anschaulicher, sobald wir

annehmen, dass die innerhalb K befindlichen Ströme lauter Solenoide

sind; denn alsdann können die Potentiale P {K, df) u. s. w., auf

Grund eines früheren Satzes (pag. 255), durch gewisse Kegelöifnungen

ausgedrückt werden.

Nach jenem Satze hat nämlich das Potential eines Solenoidpols

M auf einen ebenen geschlossenen Strom von der Stärke Eins den

Werth:

(2.) ÄMsK,
wo A die Constante des Ampere 'sehen Gesetzes, und sK die re-

ducirte Kegelöffnung des Poles M in Bezug auf den Strom vorstellt.

— Ist der gegebene Strom nicht eben, so ergiebt sich für das in

Rede stehende Potential der complicirtere Ausdruck:

(3.) Ä M (s X + £" 7c"-\- - •),

wo s' x' , s" x", .... die reducirten Kegelöfthungen des Poles M in

Bezug auf diejenigen unendlich kleinen Ströme A', A", .... vorstellen,

in welche der gegebene Strom zerlegt werden kann. Der Bequemlich-

keit willen werde der Ausdruck:

(4.) s x -\- s" x" -\- • '

kurzweg die dem gegebenen Pol entsprechende reducirte Kegel-
öffnung genannt. Mit andern Worten:

(5.) Unter der reducirten Kegelöffnung eines
Pols in Bezug auf einen geschlossenen (ebenen oder nicht

ebenen) Strom soll die Summe derj enigen reducirten Kegel-
öffnungen verstanden werden, welche jener Pol besitzt

in Bezug auf die den gegebenen Strom ersetzenden unend-
lich kleinen Ströme.

Enthält also der Körper K im Ganzen N Solenoide, so wird das

in (1. a) vorhandene Potential darstellbar sein durch:
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'

(6.) P {K, elf) = A. Z (M. du),

wo die Summe rechter Hand 2N Glieder umfasst; in jedem Gliede

ist unter dQ. die reducirte Kegelöffuung des betreifenden Poles M in

Bezug auf die Stromfläche df z\x verstehen. Die Formeln (1. a, ß, y)

erhalten hiedurch folgendes Aussehen:

(7. a) . dT^^ + d T"^= A J. 2:(M . r7 Q
),

(7. /3) dl'^^ =- A J. E (M . dQ' ),

(7. y) df'^ =AJ.2J(N\.d Q"),

wo dQ, dQ', dQ" die reducirten Kegelölfnungen des Poles M in Bezug

auf die Stromflächen df, df, df" vorstellen.

Bemerkung. — An die Formeln (1. a, ß, y) und (7. a, ß, y)

schliesen sich unmittelbar gewisse Erörterungen über die elektro-

motorischen Kräfte.

Setzt man nämlich voraus, dass die im Körper K enthaltenen ge-

schlossenen Ströme nicht nur gleichförmig, sondern auch Consta nt
sind, so ist die Summe der von diesem Körper im Segmente ac wäh-

rend der Zeit dt inducirten elektromotorischen Kräfte, abgesehen vom
entgegengesetzten Vorzeichen, gleich gross mit derjenigen ponderomo-

torischen Arbeit, welche K und ac während jeuer Zeit dt wechsel-

seitig aufeinander ausgeübt haben würden, falls in ar ein Strom

von der Stärke Eins vorhanden wäre (Satz, pag. 235). Bezeichnet man

also jene Summe von elektromotorischen Kräften mit f/®, so i.st:

d(B=^-}{dT;;-^dr^

Hieraus folgt nach (1. a):

(9.) ^© = - P (K, df),

oder, falls die in Z" enthaltenen Ströme lauter Solenoide sind, nach (7.a):

(10.) de = - A. 2:(M. dQ).

Diese letztere Formel, angewendet auf den Fall eines einzigen So-

lenoidpols, würde lauten d^ = — AN\. dQ; wobei wohl zu beachten,

dass die Kegelööhung dQ auch dann einen gewissen Werth be-

sitzen kann, wenn die relative Lage zwischen M und ae während der

Zeit dt ungeändert bleibt. Denkt man sich nämlich das Segment un-

beweglich aufgestellt, und den Körper K, in welchen der Pol M ein-

geschlossen ist, in Rotation versetzt, um eine durch M gehende Axh,

so lieschreibt ac in dem mit 7v verbundenem Räume (K) eine gewisse

Fläche (// und dieser entspricht eine gewisse Kegelöfihung dQ.
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