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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Die Elemente der Geometrie, welche ich hiermit der Oeffent-
lichkeit (ibergebe, - enthalten die Grundlehren der synthetischen
Geometrie einschliesslich ‘der Trigonometrie. Die gewdhnlich
durchgefihrte Trennung des Stoffes in Planimetrie, Stereometrie
und Trigonometrie ist hier micht beibehalten; hauptsfchlich des-
halb, weil sie mir nicht nattirlich und auch praktisch nicht zweck-
missig erscheint.

An die Darstellung der Lagen-Verh#ltnisse kntipft sich die
Betrachtung der einfachsten Q(estalten und damit zusammen.-
hiingend die Lehre von der Congruenz und Symmetrie. An diese,
als einfachste Verwandtschaft, reiht sich die Aehnlichkeit, und
daran, gleichsam als Anwendung, die Trigonometrie. Die Lehren
der Gleichheit und der Geometrie des Masses bilden den Schluss
des Werkes.

Hinsichtlich der Beweisfihrung hielt ich die Mitte zwischen
den ausfllhrlichen Lehrbiichern und solchen, welche die Beweise
nur andeuten. Die Hauptsitze sind in der Regel ausfihrlich
bewiesen, das weniger Wichtige ist in Zusitzen nur angedeutet.
Aehnliches geschah auch bei den Figuren. S8olche Figuren, die
man sich leicht hinzudenken kann, wurden weggelassen; ebenso
vermied ich alle tiberfliissigen Linien, welche die Figur nur’
verwirren.

An Reichthum des Inhaltes dtrfte das vorliegende Buch
auch von viel umfangreicheren nicht ibertroffen werden. Theorien,
die nur an und fiir sich interessant sind, ohne dabei die Einsicht
wesentlich zu fdrdern, liess ich ganz umberticksichtigt. Uebungs-
aufgaben fehlen dem Werke fast ghnilich. Die LSsung der
allgemeinen Bertihrungsaufgabe sowohl fiur die Ebene als fir
den Raum ist jedoch durchgefthrt, und zwar aus dem Grunde,
weil simmtliche in diesem Buche behandelte Theorien der Poten-
zen, Aehnlichkeitspuncte, Pole, . ., welche gewshnlich sur neueren

sometrie gerechnet werden, dabei Anwendung finden.



v Vorwort.

Zur Ausarbeitung dieses Buches diente mir ein durch mehr
als zwolfjihriges Studium gesammeltes Material aus den Werken
von: Apollonius, Archimedes, Barrow, Bretschneider,
Carnot, Chasles, Clavius, Commandinus, Crelle, Euclid,
Feuerbach, Gauss, Gergonne, Grunert, Huyghens, C.
F. A. Jacobi, K#stner, Kligel, Kunze, Legendre, Lo-
batschewsky, Mack, Mascheroni, Mobius, Mollweide,
J. H. T. Miiller, Pappus, Paucker, Poncelet, Ptolem#&us,
Schldmilch, Simson, Staudt, J. Steiner, Tacquet, Tell-
kampf, Vieta u. A, und den Abhandlungen in den mathe-
matischen Zeitschriften von Crelle, Grunert und Schlgmilch.
Uebrigens diirfte man wenige Stellen finden, die aus einem der
angefilbrten Werke entnommen sind, ohne dass sie eine dem
Ganzen entsprechende Bearbeitung gefunden h#tten. Ebenso
wurde auf die Anordnung der Siitze die grdsste Sorgfalt ver-
wendet.

Mit den Begriffen des positiven und negativen Sinnes bei
Strecken und Winkeln kann der Anfinger nicht frith genug
vertraut gemacht werden; viele Siitze lassen sich dadurch tbes-
sichtlicher darstellen, auch in der Anwendung (Astronomie) leisten
diese Begriffe treffliche Dienste. Ueberhaupt war ich bemiiht
der Methode der neueren Geometrie — denn dieser verdankt
doch die synthetische Geometrie ihre ungeheuren Fortschritte in
den letsten Decennien — mdoglichst gerecht zu werden und be-
reits in den Elementen auf diese Wissenschaften vorzubereiten.

Yorwort zur zweiten Auflage.

Die Aenderungen in der vorliegenden neuen Auflage betreffen
theils die Anlage des Buches im Grossen und Ganzen, theils die
Umarbeitungen im Einzelnen. Letztere beziehen sich auf die
Erweiterung aller zu kurz gehaltenen Stellen, Vermehrung der
Figuren, und haben daher auf den Plan des Buches keinen
wesentlichen Einfluss. Von ungleich grisserer Wichtigkeit sind
die Aenderungen der ersten Art. Diese bestehen iu der Ab-
leitung der beiden Gebilde ,Gerade und Ebene“, wodurch eine
nattrlichere Darstellung der S#tze der Stereometrie erreicht wird,
und in der Vereinigung der ,Gleichheit" mit der ,,Congruenz
und Symmetrie*, welche ich vielfach ausgesprochenen Wtinschen
gewiegter Pidagogen zu lieb unternahm. Die Massbestimmungen
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der Figuren bilden daher den Schluss der Schrift; selbe, wie
dies nicht selten der Fall ist, vor die Trigonometrie zu stellen,
zeigt ein vollstindiges Verkennen der Stellung dieser Disciplin,
welche ausschliesslich zur Erleichterung der Massbestimmungen
ausgebildet wurde.

Trotz der Vereinigung von Planimetrie mit Stereometrie,
hat es keine Schwierigkeit, beim Unterrichte diese Parthien der
Geometrie getrennt zu behandeln. Filr die Vereinigung sprechen
jedoch gewichtige Griinde. Am Untergymnasivm wird der Unter-
richt mit Stereometrie geschlossen, es lassen sich dann nach dem
" vorliegenden Buche die stereometrischen Sitze fast als eine
Repetition behandeln. Dazu kommt noch, dass im Obergymnasium
der naturwissenschaftliche Unterricht mit der Krystallographie
begonnen wird, wo dann von den Lagenverh#ltnissen ridumliches
Gebilde der ausgedehnteste Gebrauch gemacht wird, aus welchem
Grunde ein mboglichst rasches Eingehen auf die Stereometrie ge-
wiss erwiinscht ist.

Die Schwierigkeiten, welche sich dem Verstindnisse stereo-
metrischer SHtze entgegenstellen, kann man durch Modelle voll-
stindig beseitigen. Da die gebriuchlichen Sammlungen gerade
die fur den Unterricht nSthigen Stticke nicht enthalten, so ver-
anstaltete ich eine Zusammenstellung der wichtigsten Modelle,
welche sowol die in der niedersten Stufe des Anschauungs-
Unterrichts vorkommenden Korper, als auch die wichtigsten, auf
die Lagenverhiiltnisse und Massbestimmungen beztiglichen Stticke
enthilt. Das Fehlen der letzteren ist die Ursache, warum dio
bisherigen, mitunter hichst reichhaltigen Sammlungen einen ganz
geringen Nutzen gew#hren. Herr O. Trinker (Fabrikant iun
Graz, Schonaugasse Nr, 23) liefert auf Bestellung die gedruck-
ten Cartons meiner Modelle*).

Die Art. 6 bis 12 enthalten die Construction der Ebene
und der Geraden vermittelst der Kugelfliche sammt ihren daraus
folgenden Eigenschaften. Sollte diese etwas abstracte Darstellung
den Anf¥ngern Schwierigkeiten bereiten, so zihle man die Eigen-
schaften dieser beiden Gebilde unmittelbar auf; selbe sind gewiss
eben so anschaulich, als die gewdhnliche Definition der Ebene;
man kann dann in den hdheren Classen bei der Repetition auf
ihre Beweiso eingehen. 8o lange man, wie dies in der Regel
mit den Anfiingen der Mathematik geschieht, tiber die Schwierig- .

? Die ganze Samml besteht aus swei Parthien, wovon die
Modelle der ersten beim niederen Unterricht su verwenden sind, die
der sweiten sich auf die Sitse der Art. 13, 38, 39, 43, 48, 108, 1183,
180, 134 und 186 besiehen.
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keiten hinwegschlipft, leichte Sachen hingegen breit tritt, kann
man allerdings bei oberflichlichen Leuten die T#uschung einer
leicht verstiindlichen und dabei griindlichen Darstellung erreichen.
Wie schidlich aber ein solches Verfahren ist, davon wissen die
Lehrer der Mathematik an Hochschulen genug zu erzkhlen.

Hinsichtlich der Uebunge: verweise ich auf meine Sammlung
von ,Uebungen zu den Eleme:ten der Geometrie“ (Graz, Leusch-
ner & Lubensky, 1876), welche llerdings fast nur Paradigmen giebt.
In unseren vorziiglichen Sammlungen von Junghans und Gandt-
ner, Reidt u. A, findet der Lehrer genug Stoff zur Auswahl.
Lange Zeit schwankte ich, ob ich das in meinen ,Uebungen"
enthaltene Material an Lehrsitzen und Aufgaben an den be-
treflenden Textstellen einschalten sollte. Der Umstand, dass bei
mehrjihrigem Gebrauche eines Buches an derselben Anstalt in
der Regel sich die Ldsungen bei den Schiilern vererben, hat
mich davon abgehalten. Bollten jedoch mit gewichtigen Griinden
unterstlitzte Wilnsche fir diese Einschaltung laut werden, so will
ich selbe trotz meinem — in massgebenden Lehrerkreisen ge-
theilten — Bedenken in einer folgenden Auflage durchfithren.

Die Correcturen dieser Auflage liat mir mein Freund
A. v. Frank, Professor an der hiesigen Gewerbeschule, besorgt,
woftir ich ibm meinen innigsten Dank ausspreche,

Gras, im Mai 1877,
J. Frischauf.
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Erstes Buch.
Die Grundgebilde der Geometrie und deren Lage.

Einleitende Bemerkungen.

1. Die Geometrie nimmt ihren Ausgang von der Vorstellung:
die verschiedenen in unserem Erfahrungsraume vorkommenden
Dinge (Korper) ohne Rtcksicht anf ihre besonderen Eigenschaften
blos nach dem von ihnen eingenommenen Raume zu betrachten.
Man kann nimlich die Dinge aus dem Raume wegdenken und
doch den von ihnen eingenommenen Raum festhalten. Man er-
hilt dadurch einen leer gedachten Raum, welcher unvernderlich,
unbegrenzt, an allen Stellen gleichartig, daher auch stetig und
fortgesetzt theilbar ist.

Jeder allseitig begrenste Theil dieses Raumes heisst ein
K8rper.

Die (irenze eines KtSrpers heisst dessen Oberfliiche, jeder
Theil derselben wird eine Fl#che genannt.

Die Grenze einer Fliche heisst deren Umfang, JOdOl' Theil
desselben wird eine Linie genannt.

Die Grenzen einer Linie werden Puncte genannt.

" Da die Fliche Grenze eines Korpers ist, so hat sie zwei
Seiten, eine gegen den Korper zugewandte und eine von dem-
selben abgewandte. Dasselbe gilt auch von der Linie und dém
Puncte. Diese beiden Seiten werden entgegengesetzte Seiten
genannt, Puncte, Linien, Fléchen und Kdrper sind die geome-
trischen Grundgebxlde, deren gegenseitige Beziehungen in der
Geometrie behandelt werden.

2. Man kann die geometrischen QGebilde auch durch Be-
wegung erzeugen:

a) Der von einem bewegten Puncte zuriickgelegte Weg ut
eine Linie,

. b) Der von einer bewegten Linie suriickgelegte Weg ist
eine Fliche oder eine Linie,

Frischauf, Geometrie. 2. Aufl. 1
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¢) Der von einer bewegten Fliiche zuriickgelegte Weg ist
ein Kdrper oder eine Fliche.

3. Zwei Gebilde, welche sich nur durch den Ort, an welchem
sie sich befinden, unterscheiden, heissen congruent. Congruente
Gebilde entstehen dadurch, dass ein Gebilde in irgend einem
anderen Theile des unbegrenzten Raumes wiederholt gedacht wird.
Dass die beiden Gebilde A und B congruent sind, wird durch

A~B
bezeichnet.

Congruente Gebilde kinnen so ineinander gelegt werden,
dass sie sich decken.

Umgekehrt: Konnen zwei Gebilde zur Deckung gebracht
werden, so sind sie congruent.

Zwei congruente Gebilde A und B konnen in solche Theile
zerlegt werden, dass die Theile von A mit den Theilen von B
einzeln genommen in derselben Ordnung congruent sind. Um-
gekehrt:

Zwei Gebilde A und B sind congruent, wenn sie aus con-
gruenten Theilen in derselben Weise zusammengesetzt sind.

8ind die Gebilde A und B aus congruenten Theilen in be-
liebiger Ordnung zusammengesetzt, so werden sie gleich ge-
nannt, und zwar lingengleich, flichengleich oder inhalts-
gleich, je nachdem die Gebilde 4 und B resp. Linien, Flichen
oder Kirper bedeuten; man bezeichnet dies durch

A =B

Man beriicksichtigt hierbei nur die Gleichheit der Quanti-
tit oder des rdumlichen Gehaltes der beiden Gebilde. Ent-
hilt das Gebilde A ausser den Bestandtheilen von B noch an-
dere, 30 heisst 4 grisser als B, und man bezeichnet dies durch

A > B oder B < A.

Die beiden Gebilde A und B werden hinsichtlich der Quan-
titit, ricksichtlich deren man sie untersucht, gleichartig ge-
nannt.

Ist das Gebilde 4 aus den Theilen 4,, 4, - A, zusam-
mengesetzt, wo A, == A; = ... = A, = FE ist, so driickt man

- dies durch

A=nE
aus, und nennt E ein Mass von 4, und n dessen Masszahl.
Anmerkung. Bei der obigen Uebertragung eines Gebildes
von einem Raumtheil in einen andern darf sich das Gebilde
nicht 8ndern. Man denkt sich daher die Korper als fest, die
Linien als starr und die Puncte, um ihre gegenseitige Lage zu
fixiren, durch solche starre Linien verbunden.



Kugelfiiche und Kreislinie. Ebene und Gerade. 3
Kugelfiiche und Kreislinie,

4. Werden zwei durch eine starre Linie in feste Verbindung
gesetzte Puncte A und B an die Stelle von swei anderen Raum-
puncten A" und B’ gebracht, so sagt man: die Puncte A" und
B’ haben gleichen Abstand mit den Puncten A und B.

Der Inbegriff aller Puncte A, welche von einem gegebenen
Puncte O gleichen Abstand haben, bildet eine Fliche, welche
Kugelfliche heisst. Dieselbe ist an allen Stellen gleichartig
und scheidet aus dem Raume einen allseitig begrenzten Korper
— Kugel genannt — ab. Der Punct O heisst der Mittel-
punct (Centrum), der unvertinderliche Abstand der Halbmesser
(Radius) der Kugel; letzterer wird durch die Zusammenstellung
OM bezeichnet.

Zu jeder Kugelfiiche kann man sich aus demselben Mittel-
puncte eine zweite die erstere einschliessende denken; man sagt
dann: die zweite hat einen grisseren Halbmesser als die erste.

5. Zwei Kugelfiichen © und &’ mit gleichen Halbmesesern
und verschiedenen Mittelpuncten O und O’, von denen die eine
theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der andern liegt,
schneiden sich in einer an allen Stellen gleichartigen Linie %,
welche eine Kreislinie genannt wird. Denkt man sich von
einem ihrer Puncte, etwa A aus, swei Puncte M und Af" nach
entgegengesetzten Sinne in gleicher Weise bewegt, so treffen
sie in einem Puncte, etwa A°, derart zusammen, dass durch die
Puncte A und A’ die Kreislinie ¥ in zwei congruente Theile
zerlegt wird. In &bnlicher Weise kann jeder dieser Theile wieder
halbirt werden. Die Kreislinie kann man sich daher aus con-
gruenten Stlicken bestehend denken.

Ebene und Gerade.

6. Es seien O und O/ zwei Puncte des Raumes. Beschreibt
man mit demselben Halbmesser aus O und O’ Kugelfiichen, so
heisst der Inbegriff aller Kreislinien der Kugelfiichen-Paare, die
zu demselben, aber fortgesetzt sich Hindernden Halbmesser ge-
hiren, eine Ebene. Fur den Beginn beschreibe man das erste
Paar der Kugelfitchen mit dem Halbmesser 00" == 0'0O. Diese
beiden Kugeln sind von einander verschieden und jede liegt
theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der anderen, sie schnei-
den sich daher in einer Kreislinie X&. In gleicher Weise schneiden
sich alle mit grisserem Halbmesser beschriebenen Kugelfiichen-
Paare. Die Flichen-Paare, welche den fortgesetzt kleinern Halb-
messern angehren, werden sich so lange schneiden, bis man auf
ein Paar kommt, welche nur einen Punct P gemeinsam haben,

1®
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d. h. die sich in diesem Puncte berfihren. Die Kugelflichen-
Paare, welche zu den kleineren Halbmessern gehiren, werden
keine Puncte mebr gemeinsam haben.

Die simmtlichen Kreislinien, welche die Ebene € bilden,
werden von dem Berﬂhrungs Puncte O an immer weiter, d. h.
die folgenden umschliessen immer die vorhergehenden,

7. Ist A ein beliebiger Punct der Kreislinie %, A’ der zu-
gehdrige Halbirungs-Punct, so konnen die Mittelpuncte O und 0
sammt ihren Kugeln um die ruhenden Puncte A und A’ derart
bewegt werden, dass der Punct O nach O und der Punct 0
nach O kommt, dabei fillt die Kreislinie & mit ihrer ursprilng-
lichen Lage zusammen. Gleiches ist der Fall mit den tbrigen
Kreislinien eines jeden Fldchenpaares. Es #ndern sich daher
simmtliche Kreislinien also auch die Ebene nicht; d. h. es kbnnen
die beiden entgegengesetzten Seiten der Ebene zur Deckung ge-
bracht werden.

8. In jeder Kureislinie eines Kugelflichen-Paares existirt
(analog mit den Puncten A und A’ der Kreislinie ) ein Punct-
Paar M und M, welches hei der im vorigen Art. erwiihnten
Bewegung in Ruhe bleibt. Der Inbegriff aller dieser Ruhepuncte
wird eine gerade Linie oder eine Gerade genannt.

Jede Gerade ist durch zwei Puncte bestimmt; zwei Gerade,
welche zwei Puncte gemeinsam haben, fallen in allen ihren
Puncten zusammen. Alle Geraden sind einander congruent.

Die Gerade ist eine unbegrenzte Linie. Denn die Halb-
messer der sie erzeugenden Kugelfiichen kinnen unbegrenzt
wachsend gedacht werden.

Das zwischen zwei Puncten M und N enthaltene Stiick der
Geraden wird eine Strecke genannt und durch AN bezeichnet.
Die Strecke bestimmt den Abstand der beiden Puncte 3 und N,

9. Aus der Eigenschaft, dass man sinen Punct A der Kreis-
linie k¥ durch Bewegung des Kugelsysteins um die Puncte O und
O durch die ganze Kreislinie & bis zur Rickkehr m die An-
fangslage A bewegen kann, folgt:

a) Die Puncte 0, 0 hegen mit dem Berithrungspuncte P
der Ebene in einer Gera.den. Diese Gerade heisst ,senkrecht
auf der Ebene im Puncte P*, und jede solche Gerade A P heisst
nsenkrecht auf der Geraden OO0’ im Puncte P“.

Die Ebene wird daher durch Bewegung einer Geraden
(AP) erzeugt, welche wihrend der Bewegung immer in dem-
selben Puncte (P) einer festen Geraden (00" senkrecht ist.

Die beiden entgegengesetzten Bewegungen, welche hierbei
mglich sind, erzengen dieselbe Ebene.

b) Die geradlinigen Verbindungslinien der Halbirungspuncte
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einer Kreislinie (wie 4, A" in der Linie ) liegen in der Ebene &
und werden im Puncte P halbirt; letzterer Punct heisst daher
auch der Mittelpunct, und.die constante Strecke eines Punctes
der Kreislinie bis zum Mittelpuncte der Halbmesser (Radius)
der Kreislinie.

Die Strecke A A’ wird ein Durchmesser (Diameter) ge-
nannt.

10. Eind Gerade, welche zwei Punct: M und N mit einer

Ebene § gemeinsam hat, liegt vollstindig in
¥ig. 1. der Ebene.
: » A a) Sind die Verbindungsstrecken P
. /—‘\7 und PN des ,Berthrungspunctes* P der Ebene
~. mit den Puncten M und N einander gleich,
N5 so folgt der Beweis unmittelbar durch die
Umkehrung der Ebene.

Die Ebene wird daher durch Bewegung der Geraden M.
erhalten, welche auf den (unbegrenzten) Geraden PAM und PN
derart gleitet, dass immer PM == PN ist.

b) Sind die Strecken PM und PN ungleich, s0 mache man
_auf der Geraden PM die Strecke PN == PN und auf der Ge-
raden PN die Strecke PM == PM. Wirde nun die Gerade M N
nicht in der Ebene € liegen, so miisste nach Art. 9, a) auf der-
selben Seite der Ebene & auch die Gerade M N’ liegen®).
Kehrt man die Ebene um, so dass sie mit der urspriinglichen
Lage derart zusammenflllt, dass die Puncte A und N in die
Puncte M und N fallen, so wiirde die Gerade M'N’ in der
neusn Lage auf der entgegesetzten Seite der Ebene G fallen.
Durch die beiden Puncte M und N waren also zwei Gerade

maglich.
Fig. 3 11. Durch drei Puncte 4, B, C, die nicht
c in einer Geraden liegen, ist eine (und nur eine)

. Ebene bestimmt.
Denn wiren zwei verschiedene Ebenen
€ und @ bestimmt, so wilrden die drei Ge-
raden AB, BC,CA in beiden Ebenen liegen.
Ist 2 ein beliebiger Punct der Ebene &, so
liegt derselbe entweder auf der durch die drei Strecken A B, BC, CA
abgegrenzten Fliche oder ausserhalb derselben. Im ersten Falle
ziehe man die Gerade AM und verlingere sie iiber M in's Un-
begrenzte, dadurch schneidet sie die Strecke BC in einem Puncte,
etwa D. Liegt der Punct M mit dem Puncte 4 auf den ent-

*) Zum leichteren Verstiindniss denke man sich die Ebene @ hori-
sontal und die Strecken MN und M’'N’ oberhalb.
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gegengesetaten Seiten der Geraden BC, so schneidet die Gerade A M
die Gerade BC in einem Puncte, etwa D. Die Gerade AD,
also auch der Punct A, liegt in beiden Ebenen & und &.

Zusitze. a) Jeder Punct einer Ebene kann als der Be-
riihrungspunct der beiden Kugelflichen eines die Ebene erzeugen-
den Kugelsystems (vergl. Art. 6) betrachtet werden.

b) In jedem Puncte einer Ebene ist eine (und nur eine)
auf der Ebene senkrechte Gerade mdglich.

¢) Zwei in einem Puncte sich schneidende Gerade bestimmen
eine (und nur eine) Ebene.

12. Zwei Ebenen € und &', welche durch demselben Punct
A gehen, schneiden sich in einer durch diesen
Punct gehenden Geraden.

» Denn zieht man in der Ebene & durch den

/ TPunct A eine Gerade MN, wobei der Punct A
ah— ; auf der Strecke I N vorausgesetzt wird, so liegen
die Theile AfA und AN auf den entgegenge-
V setzten Seiten der Ebene €. Ist P ein Punct der
¥ Ebene € ausserhalb der Geradem M N, der mit
dem Puncte M auf derselben Seito der Ebene &
liegt, so schneidet die Gerade PN die Ebene € in einem Puncte,
etwa B. Die Gerade AB ist daher die Durchschnittslinie der
beiden Ebenen € uwnd €.

Anmerkung. In den Art. 4 bis 11 ist die Existenz der
wichtigsten Gebilde ,Gerade, Ebene, Kreislinie, Kugelfliche* nach-
gewiesen. Die Gerade ist durch zwei Puncte, die Ebene durch
drei nicht in einer Geraden liegende Puncte, die Kugelfliche
durch den Mittelpunct und einen (beliebigen) Punct der Ober-
fliche, die Kreislinie durch den Mittelpunct und einen (beliebigen)
Punct des Umfanges in ihrer Ebene bestimmt. Die Beziehungen
dieser Gebilde zu einander geben den Inhalt der elementaren
Geometrie, welche in den geometrischen Sktzen, d. i. in den
Lehrsitzen und Aufgaben ihren Ausdruck finden. Erstere
sprechen irgend einem Raumgebilde gewisse Eigenschaften zu,
letztere stellen die Forderung auf, ein Raumgebilde von gewissen
Eigenschaften zu construiren. Im Wesentlichen ist jedoch in den
beiden Klassen von S#tzen kein Unterschied, dieser besteht nur
in der Form der Aussprache. .

Zur practischen Durchfihrung der Constructionen in einer
Ebene bedient man sich des Lineals und des Zirkels.

Fig. 3.
T



Von den Strecken und deren Vorzeichen. Vom Strahlenbllschel. 7T

Yon dem Strecken und derem Vorszeichen.

13. Eine jede unbegrenzte Gerade wird durch jeden in ihr
liegenden Punct in swei halbbegrenzte Gerade getheilt.

Eine gerade Linie kann von einem Puncte in zwei ent-
gegengesetzten Richtungen durchlaufen werden, die eine dieser
Richtungen heisst man die positive, die andere die negative.
Nimmt man auf diesen Gegensatz der Richtungen Ricksicht, so
versteht man unter dem Ausdrucke 4B den Werth der zwischen
A und B enthaltenen Strecke positiv oder mnegativ genommen,
je nachdem man vom Puncte A mach B in positiver oder nega-
tiver Richtung gelangt. Zufolge dieser Bezeichnung ist BA
= — ABRB, also '

AB + BA = 0.

14. Zwei Strecken AB und CD derselben Geraden sind
einander gleich, wenn durch Verschiebung der einen, etwa A B,
die Puncte A und C, B und D zusammengebracht werden knnen;
also die beiden Strecken durch Verschiebung der einem zur
Deckung gebracht werden kinnen. Die beiden Strecken mtissen
daher in Grosse und Richtung tibereinstimmen.

Um die Summe zweier beliebiger Strecken derselben Geraden
zu erhalten, denke man sich die eine Strecke derart verschoben,
dass das Ende der ersten Strecke mit dem Anfang der zweiten
zusammenflllt; die zwischen dem Anfang der ersten und dem
Ende der zweiten Strecke enthaltene Strecke (der neuen Lage)
stellt die Summe der beiden Strecken vor. Daraus folgt: Ist C
ein beliebiger Punct der Geraden A B, so ist

AB 4 BC=AC,
also
AB 4 BC+ CA = 0.

Bei zwei Geraden ist die positive Richtung der einen im
Allgemeinen unabhiingig von der der anderen.

Yom Strahlenbilschel.

15. Eine durch einen Punct S gehende unbegrenzte Gerade
wird ein Strahl genannt.

Der Inbegriff aller durch den Punct S gehenden Strahlen
heisst ein Strahlenbtischel; der Punct S heisst Mittelpunct.
Jeder Strabl wird durch den Mittelpunct in zwei Halbstrahlen,
von welchem jeder die Erglnzung des andern heisst, und das
ganze Strahlenbiischel in zwei Halbstrahlenbtiechel getheilt.

Je zwei Strablen liegen in einer Ebene.
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Liegen simmtliche Strahlen in einer Ebene, so erhlilt man
ein ebenes Strahlenbiischel. Ein solches wird erhalten, in-
dem man in einer Ebene durch einen bestimmten Punct S (den
Strahlenmittelpunct) nach allen Richtungen Gerade zieht.

Yon dem ebenen Winkel.

16. Eine stetige Lageniinderung einer Geraden, wobei ciner
ihrer Puncte unveriindert, d. i. fest bleibt, wird eine Drehung
genannt. Ist in einer Ebene ein (fester) Halbstrahl « gegeben,
und denkt man sich einen zweiten Halbstrahl » um den Strahlen-
mittelpunct gedreht, so bildet der bewegliche Halbstrahl b in
jeder Lage mit dem festen Halbstrahl a einen Winkel. Da
der bewegliche Halbstrahl durch fortgesetzte Drehung aus der
Anfangslage a in die Iindlage U gebracht werden kann, so kann
der Winkel auch als Grisse betrachtet werden. Der Winkel der
beiden Halbstrahlen « und b wird durch (a, b) bezeichnet. Diese
Drehung des beweglichen Halbstrahles b kann so lange fort-
gesetzt werden, bis derselbe mit dem festen Halbstrahl a wie-
der zusammenfilllt, wodurch die ganze unbegrenzte Ebene durch-
laufen wird. Diese Drehung kann in zwei entgegengesetzten
Richtungen vollbracht werden; die eine Richtung heisst man dic
positive, die andere die negative. Nimmt man auf diesen
Gegensatz Rilckeicht, so versteht man unter dem Zeichen (a,d)
den Werth des von den Halbstrahlen @ und b bestimmten Win-
kels, positiv oder negativ genommen, je nachdem man vom Halb-
strahle a nach dem Halbstrahle b durch eine positive oder negu-
tive Drehung gelangt.

In diesem Sinne ist

(ay0) 4 (bya) =0

und, wenn ¢ einen beliebigen Halbstrahl bedeutet,
(a,) + (b,¢) + (¢,0) = 0.

17. Nimmt man keine Rticksicht auf diesen Gegensatz der
Drehung, so dass also (a,b) == (b, a) ist, so werden die beiden
Halbstrahlen, welche den Winkel bilden, Schenkel, ihr Durch-
schnittspunct Scheitel oder Spitze des Winkels genannt. Der
Winkel wird dann auch dadurch bezeichnet, dass man den Scheitel
und einen beliebigen Punct jedes seiner Schenkel mit einem Buch-
staben bezeichnet und diese in der Ordnung anschreibt, dass der
Scheitelbuchstabe in der Mitte steht. H#ufig wird nur der Schei-
tel mit einem Buchstaben bezeichnet, oder in den Raum zwischen
beiden Schenkeln in dor Nihe ‘des Scheitels ein solcher gesetst.
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Zwei Winkel, welche in eine solche Lage gebracht werden
konnen, dass ihre Scheitel und 8chenkel zusammenfallen, werden
gleich genannt.

18. Zwei zusammenfallende Halbstrahlen bilden dem Null-
winkel. Dreht man den einen Halbstrahl um den Mittelpunct,
so wird der Winkel immer grisser; setzt man die Drehung so
lange fort, bis beide Halbstrahlen (in entgegengesetater Richtung)
in eine Gerade fallen, so bilden sie einen gestreckten Winkel.
Wird die Drebung noch weiter fortgesetzt, so werden szuletzt

beide Halbstrahlen in derselben Richtung zusammenfallen und °

einen vollen Winkel bilden. Die beiden Halbstrahlen desselben
Strahles bilden also einen gestreckten Winkel.

Schiitzt man den Winkel nach der Grisse der Drehung, so
ist ein voller Winkel das Doppelte des gestreckten. Ein Winkel,
der kleiner ist als ein gestreckter, heisst ein hohler (concaver)
Winkel; ein Winkel, der grisser ist als ein gestreckter, heisst
ein erhabener (convexer) Winkel.

19. Zieht man aus dem Scheitel eines gestreckten Winkels.

einen Halbstrahl s, so wird er dadurch in zwei Winkel getheilt,

welche in einerlei Ebene liegen und Nebenwinkel heissen.

Sind die beiden Nebenwinkel von gleicher Grdsse, so wird
jeder ein rechter genannt, und gewdhnlich mit R bezeichnet.

Ein hohler Winkel, welcher kleiner oder grdeser als ein
rechter ist, wird bezliglich ein spitzer oder stumpfer Winkel
genannt.

Anmerkung. Um die Winkel bequem durch Zahlen aus-
zudriicken, nennt man den 90. Theil des rechten Winkels einen
Grad, den 60. Theil des Grades eine Minute, den 60. Theil
der Minube eine Secunde, und bedient sich der Zeichen

° fur Grade; ’ fir Minuten; ” fur Secunden. :
20. Zwei Strahlen bilden (von einem Halbstrahl an herum-

gezkhlt) vier Winkel. 8ind @ und b zwei Halbstrahlen, a” und b’
ihre Erglinzungen, so sind diese Winkel:

. ¢ (8,8), (8,@), (,¥), (8,0).
] Dabei ist
- 8 (a,b) 4- (b,8’) =2 R
« , o : (b,0) 4+ (a,0) = 2R,
K4 also (a,b) = (a,¥'); u. 8 W.

Die Winkel (a,b) und (b,a"), u. s. w. sind Nebenwinkel.

Die Erganzungen zweier Halbstrahlen bilden also einen glei-
chen Winkel wie die Halbstrahlen; jeder dieser Winkel heisst
der Scheitelwinkel des anderen.
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Von don parallelen Geraden.

21. Sind in einer Ebene zwei Gerade AB und A'B’ ge-

Yig. 5, geben, so bildet eine dritte, die zwei ge-

¢ gebenen (eraden schneidende Gerade MN

X an den Durchschnittspuncten C und C’ acht
Winkel: @, b, «, 8; a, U, d, §.

Findet zwischen den obigen acht Win-

[
—— keln irgend eine der zwdlf Gleichungen:
v a=4d a=f a4+ ad=2R
b=V be==d b+p =2R
¥ a=qo o=} «a+a=2R
p=pF p=d p+V=2R
statt oder nicht, so ist dies, wic aus Art. 20 unmittelbar folgt,
anch mit den tibrigen elf Gleichungen der Fall.

Im Falle des Stattfindens dieser Gleichungen schneiden sich
die beiden gegebenen Geraden, wie weit man sie auch nach
ihren beiden Richtungeén verlingern mag, nicht.

Denn ist: @ ==b" und f == a, 80 kann man das Gebilde
BCC'B so auf das Gebilde ACC'A’ legen, dass die Segmento
CC’ und C’'C sich decken und die halbbegrenzten Geraden

CA uwnd C'B
: c4A ,, CB
susammenfallen, Wiirden sich nun die Geraden CA und C'A’
schneiden, so mussten sich auch CB und C’B’ schneiden; d. h.
AB und A'B’ wirden zwei Puncte gemeinschaftlich haben, also
zusammenfallen.
Zwei solche Gerade heissen parallel zu einander, imnan

bezeichnet dies durch
AB | CD.

Der zwischen zwei parallelen Geraden enthaltene Theil der
(unbegrenzten) Ebene heisst ein Streifon.

22, Zur Erléutorung des Bogriffes
der parallelen Geraden denke man sich
in einer Ebene eine Gerade a und einen
-----===-----8 gugserhalb der Geraden liegenden Punct B,
welcher als Mittelpunct eines Strahlen-
btischels betrachtet wird. Zieht man
2 4 4 4 vom Puncte B die Senkrechte BA auf

’ 1 “%  die Gerade a, so zerfallen die Strahlen,
welche die Gerade a schneiden, in zwei Classen, je nachdem der
Durchschnittepunoct auf der einen oder entgegengesetzten Seite

¥ig. 6.
B
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des Punctes A4 liegt. Denkt man sich einen Halbstrahl aus der
Anfangslage BA fortgesetzt gedreht, so erhilt man auf -der
Geraden @ Puncte A,, 4,,.., deren vom Puncte 4 geziihite Ent-
fernungen fortgesetzt wachsen; zuletst verschwindet der Durch-
schnittspunct, und bei fortgesetzter Drehung schneidet die Riick-
verliingerung des bewegten Halbstrahles die Gerade a in einer
Punctreihe 4,’, A, .., welche mit den Puncten 4;, 4,,.. auf
der entgegengesetzten Seite des Punctes A liegt. Man kann
daher die Parallele b zu einer Geraden a auch als die gemein-
same Grenze der beiden erwihnten Classen von Strahlem, in
welche das Strahlenbtischel zerfillt, betrachten.

Die Parallele b zur Geraden a wird am einfachsten so con-
struirt, dass man im Puncto B einen Strahl b senkrecht auf
die Gerade B A zieht.

Dass kein zweiter Strahl existirt, welcher die Gerade a
nicht schneidet, lehrt die Uebereinstimmung der aus dieser Vor-
aussetzung gemachten Folgerungen mit der Erfabrung.

Aus diesem Satze und dem Satze, dass eine Gerade durch
zwei Puncte bestimmt ist, folgt: Zieht man durch den Punct B
die Gerade b || a; bedeuten B,, B,,.. belicbige Puncte der Ge-
raden b, ferner A4,, A,,.. beliebige Puncte der Geraden a, so
sind die Parallelen zur Geraden ¢ durch die Puncte B,, B,,..
mit der Geraden b und die Parallelen zur Geraden b durch die
Puncte 4,, 4,,.. mit der Geraden a identisch.

Der Parallelismus zweier Geraden ist daher immer gegenseitig.

Anmerkung. Die Parallele b zur Geraden a wird erhalten,
indem man den Durchschnittspunct des bewegten Halbstrahles
mit der Geraden @ vom Pnncte A immer weiter und weiter
riickt, gleichgliltig auf welcher Seite des Punctes A. Man sagt
daher auch: Die Parallele b schneidet die Gerade @ in unend-
licher Ferne, und legt jeder Geraden einen unendlich entfernten
Punct bei. Diese Ausdrucksweise hat ihre Vortheile in der Geo-
metrie, indem es dadurch oft mdglich wird, Sitze, die sich auf
schneidende Gerade beziehen, mit solchen fiir parallele Gerade
s~usammenzufassen, wodurch man sowol zu einer grdsseren All-
gemeinheit als auch ibersichtlicheren Darstellung der beztiglichen
Sitze gelangt.

23. Schneiden sich die Geraden AB und A'B’ im Puncte
D, so ist die Summe der inneren Winkel « und a’, welche mit
dem Puncte D auf derselben Beite der Geraden M N liegen,
kleiner als zwei Rechte.

Denn die Geraden, welche durch die Puncte C, C’, D be-
stimmt sind, grenzen einen Theil der durch eben diese Puncte be-
stimmten Ebene ab; zieht man daher durch den Punct C eine Parallele
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mit A'B’, so muss diese ausserhalb dieses abgegrenzten Ebenen-
stiickes, etwa in die Richtung der Geraden CE fallen. Nun ist
Fig. 1. Winkel ECD 4 « 4 o' == 2 R, also

a4+ ad <2R.
Anderseits ist

B+V>2R,
d. h. die Summe der inuneren Winkel auf
der anderen Seite der Geraden MN ist
grisser als zwei Rechte.

Umgekehrt: Zwei Gerade A B und 4’ B,
welche von einer dritten Geraden 3 N der-
art geschnitten werden, dass die Summe der inneren auf einerlei
Seite von JMN liegenden Winkel kleiner als zwei Rechte ist,
schneiden sich hinreichend verlingert auf dieser Seite von A[N*).

Zusatz. Von einem Puncte ausserhalb einer Geraden ist
nur eine Senkrechte auf die Gerade mdglich.

" 24. Zwei Gerade sind einander parallel, wenn sie zu einer
dritten Geraden, welche mit ihnen in derselben Ebene liegt,
parallel sind.

Denn schneidet man die drei Geraden durch eine vierte
Gerade, so folgt nmach dem in Art. 21 erwiihnten Relationen der
Parallelismus der beiden Geraden.

Drel Gerade in einer Ebene.

25. Sind drei Gerade in derselben Ebene gegeben, so sind
nur folgende Lagen mdglich:

a) Die Geraden schneiden sich in drei Puncten.

b) Die Geraden schneiden sich alle drei in einem Puncte.

¢) Zwei von den (ieraden sind parallel zu einander, werden
aber von der dritten geschnitten.

d) Die Geraden sind alle drei parallel zu einander.

Man kann den Fall in a) als den allgemeinen auffassen.
Aus a) folgt b), indem man alle drei Durchschnittspuncte zu-
sammenfallen lsst; c¢), indem man einen; d), indem man alle
drei Durchschnittspuncte in's Unendliche rtickt.

Yon dem Ebenenbilschel.

26. Der Inbegriff aller durch eine gegebeme Gerade gehen-
den Ebenen heisst ein Ebenenbiischel, die gegebene Gerade

*) Diese Umkehrung ist das elfte Axiom des Euolid.
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heisst die Axe. Jede Ebene wird durch die Axe in zwei Halb-
ebenen getheilt; der Inbegriff aller durch ein und dieselbe Axe
gehenden Halbebenen heisst ein Halbebenenbiischel.

Yon dem Kelle.

27. Zwei durch eine Axe gehende Halbebenen bilden einem
Keil. Die Axe heisst die Kante, die durch die Kante gelegien
Halbebenen werden die Seiten des Keils genannt.

Ein Keil wird bezeichnet, indem man die Kante mit zwei
Buchstaben, etwa mit AB, und jede der Seiten mit einem Buch-
staben, etwa C und D, bezeichnet und die ersteren Buchstaben
eingeklammert zwischen die beiden letateren setxt; also durch

C(AB)D,
oder auch, indem man bloss die Kante oder bloss die Seiten be-
zeichnet, resp. durch
AB oder C,D.

28. Errichtet man in einem beliebigen Puncte A der Kante
des Keils in den beiden Seiten Senkrechte A B und AC auf die
Fig. 8. Kante, so ist der Winkel BAC von unverinder-
0.__ 4 B licher Grisse fur jede Lage des Punctes A; die-

“/ ser Winkel wird das Mass des Keiles genannt.
o lh- _R" Ist nttmlich A’ ein beliebiger zweiter Punct

i der Kante, A'B" und A'C‘ zugehdrigen Senk-

o | rechten in den Seiten, A" die Mitte der Strecke

S AA’, A”"B” und A”C” die zu A” gehorigen Senk-

s rechten in den Seiten, so kann man das Gebilde

B"A"C" B’ A'C’ 80 mit dem Gebilde C”A” B"CAB zur Deckung
bringen, dass die Greraden

A” B”, A" C”, A" A
des einen Gebildes, mit den Geraden

AIICII’ A'I B”' AIIAI
des anderen Gebildes zusammenfallen. Dadurch fallen auch der
Scheitel und die Schenkel des Winkels BAC mit dem Bcheitel
und den Schenkeln des Winkels C’'A’ B’ zusammen.

29. Durch Anwendung des vorigen Art. werden die Unter-
suchungen, welche sich auf die Keile beziehen, auf die analogen
der ebenen Winkel zuriickgefiithrt.

Man kann daher die in Art. 17—20 gegebenen Sitze un-
mitielbar auf den Keil tibertragen, indem man: Winkel, Scheitel,
Schenkel; resp. mit Keil, Kante, Seite vertauscht. Insbesondere

" wird der rechte Keil erhalten, indem man durch eine in einer
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Ebene gezogenen Geraden eine halbbegrenzte Ebene derart legt,
dass die beiden dadurch erhaltenen Keile einander gleich werden.
Die beiden Ebenen, welche einen rechten Keil bilden, heissen
senkrecht aufeinander.

Yon den parallelen Ebecuen.

30. Zwei Ebenen, welche sich nicht schneiden, heissen
parallel zu einander. Der zwischen zwei parallelen Ebenen ent-
baltene Raum heisst ein Parallelraum oder eine Schicht.

Man kann von zwei parallelen Ebenen (analog den parallelen
Geraden) auch sagen: Ihre Durchschnittslinie liegt im Unend-
lichen.

31. a) Zwei parallele Ebenen werden von einer dritten
Ebene in parallelen Geraden geschnitten.

Denn wiren die Durchschnittslinien nicht parallel, so miiss-
ten sie sich in einem Puncte schneiden, welcher zugleich in den
beiden parallelen Ebenen liegen wiirde.

b) Durch einen Punct M ausserhalb einer Ebene € lisst
sich nur eine parallele Ebene legen.

Denn wiHren durch M zwei parallele Ebenen §, und G,
mdglich, so wiirde eine durch A gelegte Ebene, welche die drei

* Ebenen schneidet, dieselben in drei parallelen Geraden a, a,, a,

schneiden, von welchen a, und a; durch denselben Pumct A3{
gehen; was nach 22 unmoglich ist.

c) Sind daher zwei Ebenen parallel zu einer dritten, so
sind sie zu einander parallel.

Gerade und Ebene.

32. Eine nicht in einer Ebene liegende Gerade kann die
Ebene nur in einem Puncte schneiden. Eine ausserhalb einer
Ebene liegende (terade, welche der Ebene nicht begegnet, heisst
parallel zur Ebene.

33. Ist eine Gerade mit einer Ebene parallel, so ist die
Durchschnittslinie einer durch die Gerade gelegten Ebene mit
der gegebenen Ebene parallel zur Geraden.

Beweis indirect.

Umgekehrt: Eine Gerade ist einer. Ebene parallel, wenn
sie zu einer in der Ebene liegenden Geraden parallel ist.

Beweis indirect. .

34. Durch eine mit einer Ebene parallele Gerade l%sst sich
nur eine parallele Ebene legen. Jede in einer von zwei paralle-
len Ebenen gezogene Gerade ist parallel zur anderen Ebene.
Zieht man daher durch einen Punct ausserhalb einer Ebene swei
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dieser parallele Gerade, so ist die durch dieselben gelegte Ebene
parallel zur gegebenen Ebene.

35. Zwei Winkel in verschiedenen Ebenen, deren Schenkel
paarweise panllel sind, sind einander gleich.

Es seien (a,b) nnd (a,¥’) die beiden Winkel, 4 und A’
ibre Scheitel, wo a | a" und b | b vorausgesetst wird Denkt
man sich daa Gebilde nochmals und mit dem gegebenen zur
Deckung gebmht, 80 lassen sich nach 28 die beiden Ebenen
a,a und b, ohne Lagenveriinderung lings der Geraden AA
vemlneben, so dass (wegen 21) & mit a und ¥’ mit b zu-
sammenfillt.

Gegenseitige Lage dreier Ebenen.

36. Fir drei Ebenen sind folgende Lagen moglich:

a) Die drei Ebenen schneiden sich in drei Geraden; .

b) In einer Geraden;

¢) Zwei von den Ebenen sind parallel zu einander und wer-
den von der dritten Ebene geschnitten;

d) Alle drei Ebenen sind parallel zu einander.

Zu a) und b). Je zwei nicht parallele Ebenen schneiden
sich in einer Geraden, die dritte Ebene ‘kann die beiden ersten
in derselben oder in verschiedenen Geraden schneiden; in letate-
rem Falle kinnen die drei Ebenen nur einen Punct gemeinsam
haben. Von den Durchschnittslinien liegen immer je zwei in
einer Ebene. Die drei Durchschnittslinien knnen auch parallel sein.

Zu ¢). Wird die eine von zwei parallelen Ebenen durch
eine dritte Ebene in der Geraden a geschnitten, so wird auch
die endere Ebene in einer zweiten (Geraden, etwa b, geschnitten.

Beweis indirect aus 31.

Man kann den Fall a) als den allgemeinen betrachten. Aus

a) folgt b), indem man alle drei Gerade susammenfallen lisst;

, indem man eine Gerade (die Durchschnittslinie der beiden
parallelen Ebenen) in's Unendliche setzt; d), indem man alle drei
Geraden in's Unendliche setzt.

37. 8ind zwei von den Durchschnittslinien su einander
parallul, so ist die dritte parallel zu jeder der beiden erstem.

Denn wire sie zu einer nicht parallel, so mfisste sie mit
dieser einen Punct gememum haben, welcher als in jeder der
drei Ebenen liegend in allen drei Geraden liegt, was der Vonm-
setzung widerspricht.

38. Umgekehrt:

a) Zwei durch ein Paar paralleler Geraden gelegte Ebenen
schneiden sich in einer Geraden, welche zu jeder der beiden
parallelen Geraden einzeln parallel ist.
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b) 8ind zwei Gerade zu einer dritten nicht in derselben
Ebene liegenden Geraden parallel so sind sie untereinander
parallel.

Einander krenzende Gerade.

39. Zwei Gerade, welche nicht in derselben Ebene liegen,
kdnnen sich weder schneiden, noch zu einander parallel sein.
Solche Gerade nennt man einander kreuzende Gerade.

a) Es seien zwei einander kreuzende Gerade a und b ge-
geben; schneidet man dieselben durch eine dritte Gerade m in
den Puncten A und B, so kann man sich in der,
durch den Punkt A und die Gerade b bestimm-
« ten Ebene durch den Punct A4 eine Gerade
psra.llel zur Geraden b gezogen denken. Man
4 erhdlt dadurch eine durch die Geraden a und g

bestimmte Ebene &, welche der Geraden b par-

Fig. 9.

[ <o allel ist.
/ S b) Durch die Gerade @ ist nur eine einzige
" Ebene mdglich, welche der Geraden b parallel ist.

Denn zieht man eine zweite Gerade ',

welche den beiden gegebenen Geraden in den Puncten A" und B’
begegnet, so erhilt man eine zweite Gerade f || b und damit
eine durch die Geraden @ und §’ bestimmte Ebene §’. Die drei
Geraden a, 8, ° liegen in derselben Ebene, also ist die Ebene ¢
mit der Ebene € identisch.

c¢) Ebenso kann man nur eine durch die Gerade ) gelegte
Ebene § erhalten, welche der Geraden a parallel ist.

d) Die beiden erhaltenen Ebenen & und § sind zu einander
parallel.

Zwei einander kreuzende Gerade bestimmen daher einen
Parallelraum.

Senkrechte Lagen von Geraden und Ebenen.

40. Avuf einer Geraden a ist in einem und demselben Puncte A
in einer Ebene € eine einzige Senkrechte muoglich; alle Geraden,
welche in allen mdglichen durch die Gerade a gelegten Ebenen
liegen und senkrecht im Puncte A stehen, liegen in einer Ebene.

Eine Gerade, welche in dem Durchschnittspuncte zweier
sich schneidenden Geraden einer Ebene senkrecht steht, steht
daher auf allen durch den Durchschnittspunct in der Ebene ge-
zogenen Geraden senkrecht; eine solche Gerade heisst auf der
Ebene senkrecht.

In einem Puncte einer Ebene existirt nur eine darauf senk-
rechte Gerade.
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Von einem Puncte ausserhalb einer Ebene existirt nur eine

darauf senkrechte Gerade. :

Dass die Gerade a auf der Ebene & senkrecht ltoht wird
ebenfalls durch 6 | € oder & L a bezeichnet.

. a) Steht von zwei _parallelen Geraden a, und a, die

Fig. 10,  ¢ine a, auf einer Ebene & senkrecht, so steht

_auch die andere a, auf dieser Ebene senkrecht.

“1 e Denn treffen die Geraden a, und a, die

/ Ebene & in den Puncten A, und 4,, und zieht

/ man die Gerade A, A, == b und durch A, und A,

4)-b J; in der Ebene @ die Geraden b, und b, beliebig
/ ? parallel zu einander, so folgt aus 21, dass die
4 Gerade a, auf b; und aus 35, dass die Gerade a,

auf by senkrecht steht.

b) Stehen zwei Gerade auf einer Ebene senkrecht, so sind
sie zu einander parallel.

Man beweist indirect, dass die beiden Geraden in derselben
Ebene liegen, Legt man durch die eine Gerade, etwa a,, und
den Fusspunct A, der zweiten Geraden a, eine Ebene, so muss
a, in dieser Ebene liegen, weil man sonst in dieser durch dem
Punct A, eine Gerade « || @, ziehen kinnte, welche nach dem
vorigen Satze im Puncte A4, auf der Ebene senkrecht wire, was
nach 40" unmbglich ist, da bereits a, 1 & ist.

42, Ist in einer Ebene § eine Gerade a gegeben und zieht
man von einem ausserhalb der Ebene liegenden
Puncte M eine Senkrechte auf die Ebene und vom
deren Fusspuncte B eine Senkrechte BA auf die

Gerade a, so steht die Verbindungslinie A M auf der
. Geraden a senkrecht. :
) Man ziehe in der gegebenen Ebene durch den
B

Fig. 11,

4 Punct B eine Gerade b | a. Da b auf der durch
die Puncte A, B, M bestimmten Ebene senkrecht
steht, 8o steht auch a auf dieser Ebene, also auch
auf der gegebenen Geraden MA senkrecht.

Umgekehrt:

a) Zieht man MB | @, MA | a, s0 ist BA L a. Wire
nicht BA | a, so misste etwa BA' | a, also auch MA" | a
s¢in; d. h. vom Puncte M wiiren zwei Senkrechte auf die Ge-

o a miglich.

b) Btehen die Geraden MA und BA auf der Geraden a

mote A senkrecht und ist MB | BA, so steht die Gerade

! der Ebene & senkrecht.

n die Gerade b [ a steht auf der Ebene der Puncte

s 8lso auch auf der Geraden M B senkrecht u. s, w.

nauf, Geomeirie. 2. Aufl, 2
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43. Steht eine Gerade a auf einer von zwei parallelen Ebenen A
und B senkrecht, so steht sie auch auf der zweiten senkrecht.

Man denke sich durch « zwei Ebenen gelegt, welche die
beiden Ebenen A und B in zwei Paaren von parallelen Geraden
schneiden. Der Winkel der Geraden a mit jeder dieser vier
Geraden ist gleich einem Rechten.

44. Zwei Ebenen, welche: auf derselben Geraden a senk-
recht stehen, sind parallel.

Denn wiiren sie nicht parallel, so miissten sie sich schnei-
den; verbindet man nun irgend einen Punct der Durchschnitts-
linie mit den Fusspuncten der Geraden a, so wiiren von diesem
Puncte auf die Gerade @ zwei Senkrechte mdglich.

45. Zwei parullele Ebenen bilden mit einer dritten Ebene

gleiche Keile. Aus 31, a) und 41, a).
' 46. Stehen zwei Ebenen auf einander senkrecht, so folgt:

a) Zieht man durch irgend einen Punct 4 der Durchschnitts-
linie der beiden Ebenen in der einen Ebene eine Senkrechte auf
die Durchschnittslinie, so steht diese auf der Ebene senkrecht.

Man ziehe in der zweiten Ebene durch den Punct A eine
Gerade senkrecht auf die Durchschnittslinie, der Winkel der Ge-
raden in den beiden gegebenen Ebenen ist ein Rechter u. s. w.

b) Zieht man durch irgend einen Punct der einen Ebene
anf die Durchschnittslinie eine Senkrechte, so steht diese anf der
zweiten Ebene senkrecht.

47. Steht eine Gerade auf einer Ebene senkrecht, so stelit
auch jede durch dieselbe gelegte Ebene senkrecht.

Man ziehe in der gegebenen Ebene durch den Fusspunct .
der Geraden eine Senkrechte auf die Durchschnittslinie der bei-
den Ebenen, u.s. w.

48. Die Durchschnittslinie zweier auf einer gegebenen Ebene €
senkrechter Ebenen &, und @, steht auf der gegebenen Ebene &
senkrecht.

Man ziche in der Ebene &, Senkrechte ), und b, auf die
Durchschnittslinien ‘@, und a, der Ebenen &, und &; mit der
Ebene € und zwar in dem Durchschnittspunkte der Geraden
a, und a,. Dann ist nach 46, a) die Gerade b, auf der Ebene ¢,
und die Gerade b, auf der Ebene @, also die Durchschnittslinie
der Ebenen €, und @; auf den Geraden b, und b, senkrecht.

47. Es existirt nur eine Gerade, welche zwei einander kreu-
zende Gerade rechtwinklig schneidet.

Denn legt man durch die beiden Geraden auf die durch sie
bestimmten parallelen Ebenen senkrechte Ebenen, so schneiden
sich letztere in einer Geraden, welche die heiden kreuzenden
Geraden unter rechten Winkeln schneidet.
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Ven dem Prejectioncea.

4%. Zirht man von cinem gegebemen Mittelpuncts Strahlen
mach alien Puncten ecines Gebildes und schmsidet man dissss
Btrabisaltschel durch eine Fliche, 50 nemat man dem Schaitt
die Projeetion des Gebildes suf die Fliche.

Der Strableamittelpunct beisst das Projectiomscentrum;
die Pliche, suf welche die Projection geschicht, dis Projections-
fliche

Insofern die Projection aus eimem Puncte als Strahlemmittel-
pusct geschicht, beisst diese Art der Projection die ceutrale.

Als Projectionsflicbe wird gewdhnlich eine Ebeme, die Pro-
jectionsebene, gewshit

Ist dss Projectionscentrum im Unendlichen, d. h. sind dis
Strablen parallel zu einander, so erbilt man die parallele Pro- .
jectiom,

In diesem Palle ist for die Ausflhrung der Projection die
Lage eines Strahbles gegeben.

Stehen ausserdem die Strahlen auf der Projectionsebene semk-
recht, so erbilt man die orthogonale Projection.

Ein ebenes Gebilde und seine Projection auf eime andere
Ebene von einem ausserbalb beider Ebenen befindlichen Projec-
tionscentrum, sind die Schnitte eines und desselben Straklem-
biischels mit den beiden Ebenen.

49. Bind zwei einander kreuzende Gerade gegeben, wovon
die eine als Projectionsaxe, die andere als Projectionslinie
betrachtet wird, so nennt man den Durchschnittspunct einer durch
einen gegebenen Punct und die Projectionsaxe gelegten Ebene
mit der Projectionslinie , die Prcjection des gegebenen Punctes
aus der Projectionsaxe auf die Projectionslinie“.

Ein System von Puncten wird durch ein Ebenenbilschel
projicirt.

Die Projection einer Strecke, welche mit der Axe nicht in
einerlei Ebene liegt, ist der Schnitt der Projectionslinie mit den
8eiten des Keiles, welcher die Endpuncte jener Strecke projicirt.

Liegt eine Linie mit der Projectionsaxe in eimerlei Ebene,
g0 ist ihre Projection nur ein Punct.

Ist die Projectionsaxe im Unendlichen, so werden die pro-
jicirenden Ebenen zu einander parallel.

In diesem Falle ist fiur die Ausfihrung der Projection die
Lage einer projicirenden Ebene gegeben.

Die projicirenden Ebenen kinnen auch auf der Projections-
linie senkrecht stehen.

[ 3
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Die einfachsten Gestalten und deren Congruens, Symmetrie
und QGleichheit.

I. Ebene Figuren.

Yon den Vielecken Im Allgemeinen.

50. Durch n Puncte, von denen

keine drei in derselben Geraden
n(n—

1)
——5—— Gerade

liegen, sind
bestimmt,

Denn aus jedem Puncte lassen
sich zu den f{ibrigen Puncten
(» — 1) Gerade ziehen, also aus
allen Puncten n (% — 1) Gerade,
von denen immer je zwei zu-
sammenfallen.

Unter einem vollstindigen
n Ecke versteht man ein System
von % Puncten, von denen keine
drei in derselben Geraden liegen,
mit den 222 dadurch be-
stimmten Geraden, welche Sei-
ten genannt werden.

51. Ein einfaches n Eck

den m» Puncten: den ersten mit

Durch n Gerade, von denen
keine drei durch denselben Punct

nir—1) Puncte

gehen, sind
bestimmt.

Denn jede Gerade schneidet
die tibrigen Geraden in (n — 1)
Puncten, also alle Geraden schnei-
den sich in n (» — 1) Puncten,
von denen immer je zwei zu-
sammenfallen.

Unter einem vollst&ndigen
#» Seit versteht man ein System
von n Geraden, von denen keine
drei durch denselben Punct ge-

hen, mit denw—zz—l) dadurch
bestimmten Puncten, welche

Scheitel genannt werden.

wird erhalten, wenn man von
dem zweiten, den zweiten mit

dem dritten u. 8. w. und den letzten mit dem ersten verbindet.

Analog ist die Bedeutung des einfachen n Seits, als eines
Systemes von m Geraden, welche derart mit einander verbunden
sind, dass jede derselben von der niichst folgenden und die letate

von der ersten begrenzt wird.
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Im einfachen n g::: ist die Zahl der m gleich der der
Boke®  Ohne Riicksicht suf die Anzahl der Sonen wird das ein-
fache n g‘:lk ein Viel g;]: genannt. ’

Im vollendeten Zustande sind die beiden Figurem nicht zu
unterscheiden; in diesem Falle wird der Name Vieleck oder
Polygon gebraucht.

52. In jedem einfachen Polygone unterscheidet man am-
liegende und gegentiberliegende Sticke.

a) Zu jedem Scheitel oder Winkel bilden die Seiten, welche
ihn bilden,

und, zu jeder Seite bilden die Scheitel oder Winkel, welche
dieselbe zum gemeinsamen Schenkel haben, die anliegenden
Stticke.

b) Zwei Stiicke des Polygons, zwischen denen gleich viel
Stiicke des Umfanges liegen, heissen gegenliberliegende oder
Gegenstiicke.

c) Jede Gerade, welche zwei nicht aufeinander folgende
Scheitel verbindet, heisst Diagonale oder Nebenseite.

d) Jeder Durchschnitt zweier nicht aufeinander folgender
Seiten heisst ein Nebenscheitel.

Der Inbegriff aller Seiten eines Vielecks wird der Umfang
oder Perimeter genannt,

Ein Vieleck heisst ein gew3hnliches, wenn sein Umfang
sich nicht selbst schneidet. .

Der von dem Umfange eines gewdhnlichen Vieleckes in der
unendlichen Ebene, in welcher das Vieleck enthalten ist, ab-
gegrenzte Flichentheil wird Inhalt des Vieleckes genannt.

Im Folgenden soll, wenn nicht das Gegentheil ausdricklich
bemerkt wird, nur von gewdhnlichen Vielecken die Rede sein.

Der von je zwei aufeinander folgenden Seiten im Innern
der Figur gebildete Winkel wird ein Vielecks-Winkel ge-
nannt. '

Sind alle Winkel des Vieleckes hohle, so wird dasselbe ein
hohlwinkliges genannt.

Die Verlingerung einer Seite bildet mit der anstossenden
einen Winkel, welcher ein Aussenwinkel heisst.

Allgemeine Eigenschaften des Dr'elogku.

53. Das Dreieck ist die einfachste geradlinige Figur; das-
selbe ist durch drei Puncte, welche nicht in einer Geraden liegen,
oder durch drei Gerade, welche sich nicht in demselben Puncte
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schneiden, bestimmt. Das Dreieck ist das einzige Vieleck ohne
Nebenscheitel und Nebenseiten.

Da im Dreiecke das Gegenstilck einer Seite oder%ines
Winkels, resp. ein Winkel oder eine Seite ist, so kann man
darauf folgende bequeme Bezeichnung griinden: Man bezeichnet
die Winkel mit 4, B, C, die gegeniiberliegenden
Seiten mit a, b, ¢. Das Dreieck selbst wird mit
A A BC bezeichnet. :
\a Von den Seiten des Dreiecks nennt man will-

kiirlich eine die Grundlinie oder die Basis, die
A j—\ B gegeniiberliegende Ecke die Spitze oder den

Scheitel des Dreiecks. Die Senkrechte von der
Spitze auf die Grundlinie wird die H5he genannt.

54. Die SBumme der Winkel eines jeden Dreiecks ist gleich
2 R, d. h. gleich einem gestreckten Winkel.

Fig. 1. Denn zieht man durch den Punct C eino
' Parallele zur Gegenseite und bezeichnet die

4/-/(& Winkel derselben mit den Seiten b und «

Fig. 19.

, resp. mit @« und §, 80 ist == 4, == B,
. Nun ist
L~ «4C4p=2I,

also A+ B+ C=2R.

55. Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden ihm nicht anliegenden Winkel des Dreiecks. Denn
ist fur den Scheitel B die Gerade BD die Verlingerung der
Seite AB, also DBC == B’ der zugehtrige Aussenwinkel, so
folgt aus

B+B'-=2R A4+B+4+C=2R
B == A4 C.

Zusatz. Sind ausserdem A’ und C° die Aussenwinkel zu
A und C, so folgt aus
A+ A ==2R B4+ B =2R,C+H+C=2R
A4+ DB+ C=4R,
d. h. die Summe der drei Aussenwinkel ist gleich vier Rechten.

56. In jedem Dreiecke kann hdchstens ein rechter oder
stumpfer Winkel vorkommen.

Von einem Puncte ausserhalb einer Geraden l#sst sich auf
diese nur eine Senkrechte ziehen. Denn wiren zwei Senk-
rechte mdglich, so erhielte man ein Dreieck mit zwei rechten
Winkeln.

Ein Dreieck mit einem rechten Winkel heisst ein recht-
winkliges, ein Dreieck mit einem stumpfen Winkel beisst ein
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stumpfwinkliges Dreieck. Sind alle drei Winkel spitze, so
wird das Dreieck ein spitzwinkliges genannt.

Im rechtwinkligen Dreiecke heisst die Gegenseite des rech-
ten Winkels die Hypotenuse, jede der beiden anderen Seiten
eine Kathete.

Sind in einem Dreiecke alle drei Seiten gleich, so heisst
es ein gleichseitiges, sind zwei Seiten gleich, so heisst es
ein gleichschenkliges Dreieck. Die beiden gleichen Seiten
werden die Schenkel, die dritte Seite wird die Grundlinie
genannt,

57. In jedem Dreiecke haben gleiche Seiten gleiche Gegen-
winkel.

Denn ist im Dreiecke ABC etwa g == ) und denkt man
sich dasselbe Dreieck noch einmal als A'B’'C’, s0o kann man
letzteres so auf das erstere legen, dass die Winkel C,C" sich
-decken und der Punct B’ auf den Punct A, der Punct A’ auf
den Punct B fullt, Es ist daher

A == B,

Umgekehrt: In jedem Dreiecke haben gleiche Winkel
- gleiche Gegenseiten. Beweis analog, indem man die Seite B’ A’
mit der Seite AB sich decken lHsst.

Zusatz. Im gleichseitigen Dreiecke ist jeder Winkel
gleich 4 R.

58. a) In jedem Dreiecke hat die grssere von zwei Seiten
den grosseren Gegenwinkel.

cm" H Es sei BC > AC, so mache man auf der
Seite BC die Strecke CD == CA und ziehe
» die Gerade AD. Dann ist
__—— . Winkel CAD = CDA,
4 also A> CAD ==CDA> B.

b) In jedem Dreiecke hat der grssere von zwei Winkeln
die grissere Gegenseite.

Ist A > B und wire nicht a > b, so milsste entweder g == b
oder & < b sein, was den beiden vorigen Sitzen widerspricht.

. Folgerung. Die Senkrechte auf eine Gerade von einem
augserhalb derselben liegenden Puncte, bestimmt die kiirzeste
Entfernung des Punctes von der Geraden. Denn zieht man
ausser der Senkrechten noch eine zweite Gerade, so entsteht
dadurch ein rechtwinkliges Dreieck, in welchem die Hypotenuse
die lingste Seite ist.

59. In jedem Dreiocke sind zwei Seiten zusammen grﬁuer
als die dritte.
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Ist AB die grisste Seite, so verlingere man eine der
Seiten AC oder BC um die andere, etwa BC um CD == AC,
Nun ist Winkel DAB > DAC == ADC, also

Yig. 15. BD>AB,d h. ACH+ CB> AL,
D Folgerung, In jedem Dreiecke ist jede
Seite grdsser als der Unterschied der beiden
N tibrigen.
‘ Denn aus « 4 b > ¢ folgt a >c¢c — b.
\Z_ Nz 60. Haben zwei Dreiecke 4B C und ABC’
4d eine Seite A B gemeinsam und liegt der dritte

Scheitel C’ des zweiten Dreiecks innerhalb des Umfanges des
ersten, so ist die Summe der den dritten Scheitel einschliessen-
den Seiten bei dem ersten Dreiecke grsser als bei dem zweiten,
hingegen schliessen die Beiten des zweiten Dreiecks den grisse-
ren Winkel ein.
Denn ist D der Durchschnittspunct der Ge-
Fig. 16 raden AC’ und BC, so ist

° | a) AC+ CD > AD
\ DB == DB
AC+CD +DB>AD+ DB
y oder AC+ CB> AD + BD;
ebenso AD -+ BD> AC + BC,
also AC+ BC> AC’ + BC'.

b) Ferner ist nach 55: Winkel C°'> D > C.

Congruenz der Dreiecke.

61. Da in einem Dreiecke drei Seiten und drei Winkel
vorkommen, so kann man die Frage aufwerfen: Wie viele von
diesen Stiicken, miissen zwei Dreiecke gleieh haben, damit sie
congruent sind?

Diese Frage wird durch folgende Congruenzsitze erledigt:

a) 8ind in zwei Dreiecken eine Seite und die beiden an-
liegenden Winkel einzeln einander gleich, so sind sie congruent.

Ist in den Dreiecken ABC und A'B'C’

AB== A'B, A== A’, B==F,

und denkt man sich das Dreieck A’B’C’ so auf das Dreieck 4 BC
gelegt, dass die Seiten AB und A’B’ zusammenfallen, s0 muss
wegen A == A’ die Seite A'C’ auf die Seite AC und wegen
B == B die Beite B'C’ auf die Seite BC, also der Durch-
schnittspunct C’° auf den Punct C fallen.

Zusatz. Da die Summe der drei Winkel eines Dreiecks
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gleich einem gestreckten ist, so kann man statt des einen an-
liegenden auch den gegeniiberliegenden nehmen.

b) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der von ihmen
eingeschlossene Winkel einzeln einander gleich, so sind sie
congruent.

Beweis wie in a).

¢) 8ind in zwei Dreiecken die drei Seiten einzeln einander
gleich, so sind sie congruent. _

In diesem Falle lege man' das Dreieck A’B'C’ so an das
Dreieck ABC an, dass die Seite A’B’ mit der Seite AB zu-
sammenfillt, die Spitze C’ auf die entgengegesetzte Seite von
AB fillt, etwa nach C”. Dann sind die beiden Dreiecke CC"A
und CC”B gleichschenklig, also die Winkel an der Grundlinie
gleich, und der Batz c¢) kann auf b) zurtickgefthrt werden.

d) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten und der Gegenwinkel
der grisseren einzeln einander gleich, so sind sie congruent,

Es sei in den Dreiecken ABC und A'B'C’

AC> BC,AC == A'C’, BC == B'C’, B == B

Man lege das Dreieck A'B'C’ so auf das
Dreieck ABC, dass die Seiten BC und B'C’
zusammenfallen, dann fllt auch die Seite B’ A’
in die Richtung von BA. Der Punct A" muss
daher auf der Geraden AB liegen. Wiirde
ran nun der Punct A’ nicht auf den Punct A fallen,

so milsste er entweder auf dem Segmente A B,
etwa in D, oder ausserhalb desselben, etwa in E, liegen. Im
ersten Falle wire, da das gleichschenklige Dreieck 4 DC nicht
zwei stumpfe Winkel haben kann, der Aussenwinkel C.D B stumpf,
im Dreiecke DBC >~ A'B'C’ lige dem grisseren Winkel D die
kleinare Seite gegentiber. Iin zweiten Falle erhielte man, da
der Winkel A des Dreiecks A BC spitz ist, ein gleichschenkliges
Dreieck EAC mit zwei stumpfen Winkeln.

Allgemein: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnea
zwei Seiten und der Gegenwinkel der einen einzeln einander
gleich sind, sobald die Gegenwinkel der anderen gleichzeitig ent-
weder spitze, rechte oder stumpfe Winkel sind.

Beweis wie friiher.

Fig. 17,

Anwendung der Congruenzsitze.

62. a) Sind in zwei Dreiecken zwei Seiten einzeln einander
gleich, die von ihnen eingeschlossenen Winkel ungleich, so liegt
dem grisseren Winkel die grissere Seite gegentiber.
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Es sei in den Dreiecken ABC und A"B'C’:
AC == A'C',BC == B'C,C>C.

Man lege das Dreieck A'B’C’ so auf das Dreieck 4 BC,
dass die Seiten AC und A’C’ zusammenfallen, so muss wegen
¥ig. 18. C’ > C die Seite B'C’ in den Winkel C fallen,

etwa nach CD (== C'B == CB).
Das Dreieck DBC ist gleichschenklig, also
die Winkel an der Grundlinie einander gleich.
\ Nunist Winkel ADB>CDB==DBC> DBA,

also im Dreiecke A BD
» AB>AD = A'B.

b) Sind in zwei Dreiecken zwei Beiten einzeln einander
gleich, die dritten Seiten jedoch ungleich, so liegt der grisseren
Seite der grissere Winkel gegentiber.

Ist in den Dreiecken A BC und A’B’C’:

AC= A'C’, BC = BC',AB> A'B,
80 ist auch c>C.

Denn wiire nicht C > C’, so milsste entweder C = C’, also
die beiden Dreiecke congruent, oder C < C’ sein, also (nach dem
vorigen Satze) AB < A'B’ sein.

Zusatz. Schneidet eine Gerade eine Ebene, .s0 ist der
spitze Winkel, welchen die Gerade mit ihrer orthogonalen Pro-
jection auf die Ebene bildet, der kleinste Winkel unter allen,
welche die Gerade mit den durch ihren Durchschnittspunct in
der Ebene gezogenen Geraden bildet. Dieser Winkel heisst der
Neigungswinkel der Geraden mit der Ebene.

ig. 1. Ist A B die Projection von 4’ B, und zieht man
durch B eine zweite beliebige Gerade BB == B A,
s0 ist A"B > A'A, also Winkel A'BB > A'BA.

4
[\ 63. a) Zieht man von der Spitze des gleich-
4 g dchenkligen Dreiecks eine Senkrechte auf die Grund-
N/
B

linie, so halbirt dieselbe die Grundlinie und den
Winkel an der 8pitze, und umgekehrt.

b) Beschreibt man tber derselben Grundlinie
zwei verschiedene gleichschenklige Dreiecke, so steht die Gerade,
welche ihre Spitzen verbindet, auf der Grundlinie senkrecht und
halbirt dieselbe.

¢ Gleichheit der Drelecke.

. 64. Zwei Dreiecke von gleicher Grundlinie und gleicher
Hbhe sind einander gleich,
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Man lege das zweite Dreieck so an das erste, dass die
gleichen Grundlinien in 4 B susammenfallen und
die Spitzen C und D zu entgegengesetsten Sei-
ten dieser Grundlinie fallen. Ist E der Durch-
schnittspunct der Geraden AB und CD, so
folgt aus der Gleichheit der Hdhen

CE == ED.

Zieht man aus E die Geraden EF | AD,
EG| AC, EH| BD, EJ | BC, so folgt die .
Congruenz der in der Figur mit denselben Ziffern
bezeichneten Dreiecke, mithin durch Addition dieser Dreiecke die
Gleichheit von ABC und ABD.

Ebenso wird der Beweis gefithrt, wenn der Punct E ausser-

halb der Strecke AB liegt.
Umgekehrt. Zwei gleiche Dreiecke von gleicher
haben gleiche OTgpdlinie

Beweis indirect,

Fig. 20.

Hdhe
Grundlinie

Allgemeine Eigenschaften des Vierecks,

65. Das Viereck ist das niichst einfachste Vieleck, dasselbe
besitzt zwei Paare von Gegenseiten und Gegenwinkeln. Durch
jede Diagonale zerfullt ein Viereck in zwei Dreiecke. Da die
Summe der Winkel dieser beiden Dreiecke gleich ist der Ssumme
der Winkel des Vierecks, so betrigt letztere vier Rechte.

Ein Viereck, in welchem zwei Gegenseiten einander parallel
sind, heisst ein Trapez. Jede der parallelen Seiten wird
Grundlinie, die Linge der Senkrechten, welche von einem
Puncte der einen Grundlinie zur andern gezogen werden kann,
wird Hbhe des Trapezes genannt.

Ein Trapez, in welchem die nicht parallelen Seiten einander
gleich sind, heisst ein Antiparallelogramm.

Ein Trapez, in welchem noch das zweite Paar von Gegen-
seiten parallel ist, heisst ein Parallelogramm.

66. Ein Parallelogramm wird durch jede seiner Diagonalen
in zwei congruente Dreiecke getheilt. .

Im Parallelogramme sind je zwei Gegenseiten und Gegen-
winkel einander gleich.

Ein Parallelogramm, in welchem ein Winkel, also auch jeder
der ubrigen ein rechter ist, heisst ein rechtwinkliges oder
Rechteck.

Da jeo zwei Hohen eines Trapezes mit den sugehdrigen Ab-
schnitten der Grundlinien ein Rechteck bestimmen, so folgt:
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Alle Hohen eines Trapezes oder Streifens sind einander gleich.

Dasselbe gilt auch von dem Parallelraume: Alle Puncte

einer jeden der beiden Ebenen haben von der anderen Ebene
gleichen Abstand.

Dieser Abstand bestimmt zugleich die kleinste Entfernung

aweier in den Ebenen liegenden einander kreuzenden Geraden ¢ und b.

Denn ist nach 49 die Gerade AB | a und b, bedeutet ¢

die Durchschnittslinie der durch die Gerade «

Fig. 31. auf die Ebene der Geraden b senkrechten Ebene,

£ so ist flr zwei beliebige Puncte 4° und B,
7‘; I wenn A'C L ¢ vorausgesetat,
! ¥

fg ;_./o A'B > A'C== AB.
[’f// Ein Parallelogramm, in welchem zwei an-
- stossende Seiten einander gleich sind, heisst ein
Rhombus.

Ein Rhombus mit einem rechten Winkel oder ein Rechteck,
welches zugleich ein Rhombus ist, wird ein Quadrat genannt.
In demselben sind alle Seiten einander gleich und jeder Winkel
ist gleich einem Rechten,

Im Parallelogramme halbiren sich die Diagonalen gegenseitiy.

Umgekehrt: Ein Viereck, in welchem sich die Diagonalen
gegenseitig halbiren, ist ein Parallelogramm.

Gleichheit der Vierecke.

67. Zwei Parallelogramme von gleicher Grundlinie und
gleicher Héhe sind einander gleich.

Fig. 11, Man kann die beiden Parallelogramme immer
D __pm_¢ ¢ solegen, dass die Grundlinien in 4 B zusammen-
‘ / fallen, die gegentiberliegenden Seiten CD und
\ / \ C’D’ also in dieselbe, zur Grundlinie 4 B parallele,
Vo Gerade fallen. Addirt manzu A ADD ~A BCC’
4 B das Trapez ABC’D, so erhiilt man

Par. ABCD == Par. ABC'D'.

Jedes Parallelogramm ist gleich einem Rechtecke von gleicher
Grundlinie und gleicher Hghe.

Emgekehrt. Zwei gleiche Parallelogramme von gleicher
Hohe . rundlinie
Grundlinje haben gleiche Hohe °

Beweis indirect.

Sind 4B und AD zwei im Puncte 4 zusammenstossende
Beiten eines Rechtecks, so wird dessen Fliiche ebenso wie das
Rechteck durch 4B >< AD und analog die des Quadrats tiber

AB durch AB’ bezeichnet.
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Zusatz. Das Product abd stellt auch die Masszahl der
Flache des Rechtecks dar, wenn a4 und b die Massgshlen der
Seiten sind und als Flicheneinheit ein Quadrat, dessen Seite gleich
der Lingeneinheit ist, angenommen wird.

Daraus folgt: Die (Masszahl der) Fliche eines Dreiecks
ist gleich dem halben Producte (der Masssahlen) der Grundlinie
mit der Hohe.

68. Verbindet man die Mitte der nicht ptn.llelen Seiten
eines Trapezes durch eine Gerade, so ist die Linge dieser Ver-
bindungslinie gleich der halben Summe der Lingen der Grund-
linien, und das Trapexr gleich einem Parallelogramm, dessen
Grundlinie diese Verbindungslinie und dessen H3he die Hohe
des Trapezes ist.

Fig. 13, Es seien A” und B” die Mitten von 44’

" ¢ nnd BEB. Wird durch B” die Gerade CC" | A4’
esogen, so folgt aus:
»” AC’BB"~A0'B’B" dusC’B—B’(fnt,:Iso
AB == AC+ CB==A"B" 4 CB
4 "% AR =AC—BC=AB —BC
AB - A'B ==24"B".

Addirt man zur Fliche ACB”"B'A’ die beiden Dreiecke

BCEB” wnd B'C'B”, so erhiillt man den sweiten Theil des Satzes,

Arithmetische Analogien.

69. Die in Art. 67 eingefiihrte Bezeichnung der Fliiche eines
Rechtecks liefert eine geometrische Darstellung der Sitse Uber
das Product zweier Zahlen.

Setzt man fiir das Rechteck ABCD

AB=mg, AD ==},
so stellt das Product ab die Fliche desselben dar, und es ist
ab == ha.

Zieht man im Rechtecke ABCD durch den Punct E der
Seite AB die Gerade EF || AD, so folgt

AB>X AD == AFE> AD <+ EB > AD.

Setzt man der Ktirze halber AE == g, EB == b, AD —m,
so folgt aus der vorhergehenden Gleichung

(a4 b)m==am -4 dm.
Setzt man AB == g, EB == b, 80 ist
am == (a — b)m -+ bm oder (a — b) m == am — bm.
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Durch zweimalige Anwendung erh#lt man:

a4 0)(m + n)=am < bm -+ an + bn

(a—Db)(m — n) ==am — bm — an + bn.
Setzt man m == ¢, n =), so wird

(a4 V) =a®+ 02 4 2ad
(a —b)? == a® 4 0* — 2ab.

Die letzten Formeln lassen sich unmittelbar
aus der beistehenden Figur ableiten, indem man
im Quadrate ABCD durch den Punct J die Ge-
raden EF | AD, IIG || AB zieht, und

1) AE== BG == g, EB = GC ==
setzt, wodurch die erste Formel, und

2) AB==AD =qa,EB == GC == b
setzt, wodurch die zweite Formel erhalten wird.

Die vorstehenden Siitze enlhalten die geometrische Ueber-
tragung der entsprechenden algebraischen Formeln.

Der Pythagorllische Satz und seine Anwendungen.

70. In jedem rechtwinkligen Dreiecke ist das Quadrat der
Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate der Katheten.
Pythagoriischer Satz.

Beschreibt man ilber AC, BC, AB Quadrate und zieht,

. g, 35, C == R vorausgesetzt, CN | K I, so folgt
c AACK~ /A AFB
ACK == } AK>}X AM
AFB =} AC",
y Also AK>< AM = AC"
_-" Ebenso BI > BM == BC"
Durch Addition erhilt man -
AB' = 4C'+ BC".
i/ Dieser ” Satz gilt auch umgekeh
) H A d. h. ist in einemngreiecke Ag c dl:;
Quadrat der einen Seite gleich der Summe
der Quadrate der beiden andern, so ist das Dreieck rechtwinklig.

Denn denkt man sich ein rechiwinkliges Dreieck A’B’C’,
in welchem A'C’ == AC, B'C’ == BC, C’ == R ist, so folgt aus
der obigen Vordussetzung A'B == A B; mithin ist
AABC> A ABC, also C == C’ == R,

N
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71. a) Ist im Dreiecke ABC der Winkel A spits und
CD 1 AB, so folgt aus

CB'«= DB'4 CD',DB = AB — AD
CB' == (AB— AD)' 4+ CD'
= AB' —2AB-AD+ 4D' + CD'
= AB' 4+ 4C’—2AB. AD.

b) Ist im Dreiecke ABC der Winkel A stnmpf und

CD 1. AB, so folgt aus
CB" = DB 4 CD,DB==DA -+ AB
CB' =4B'+ AC'+24B.D A.

Das Segment AD stellt die Projection von AC auf die
Seite AB dar. Nimmt man diese Projection positiv oder negativ,
je nachdem sie auf die Seite AB oder deren Verlingerung fillt,
80 kann man beide Siitze in einen zusammenfassen:

Das Quadrat einer Dreiecksseite ist gleich der Summe der
Quadrate der beiden andern Seiten vermindert um das doppelte
Product der einen Seite in die Projection der andern Beite
auf diese.

¢) Aus a) und b) folgt, wenn C’ die Mitte von A B ist,

AC'+ BC'=24AC'+4+2CC" =2CC" + } AB'
d. h. die Summe der Quadrate zweier Seiten ist gleich dem doppel-
ten Quadrate der Verbindungslinie der gemeinsamen Spitze dieser
Seiten mit der Mitte der Gegenseite vermehrt um die Hilfte
des Quadrates der Gegenseite,

72. a) Durch Anwendung des vorigen Satzes auf das Paral-
lelogramm erh#lt man:

In jedem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der
vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der Diagonalen.
' b) Ist ABCD ein beliebiges hohlwinkliges Viereck, AC
und BD dessen Diagonalen, M und N die Mitten derselben, so
erhiilt man durch Anwendung des vorigen Satzes auf die Drei-
ecke ACB, ACD, BDM:

. In jedem hohlwinkligen Vierecke ist die Summe der Quadrate
der vier Seiten gleich der Summe der Quadrate der Diagonalen
vermehrt um das vierfache Quadrat der Verbindungslinie der
Mitten der Diagonalen.
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Der Satz von Pappus.

73. Beschreibt man auswiirts fiber zwei Seiten AC und BC
eines Dreiecks ABC beliebige Parallelogramme, so ist deren
Fig. 26, Summe gleich einem Parallelogramme,
dessen aufeinanderfolgende Seiten mit
der dritten Dreiecksseite AB und der
Verbindungslinie der gemeinsamen Spitze
C der beiden ersten Seiten mit dem Durch-
schnittspuncte H der gegentiberliegenden
Parallelogrammseiten gleich und parallel
sind.

Denn beschreibt man tiber AC und BC
die Parallelogramme ACED, BCGF, deren Seiten DE und FG
sich in I schneiden, so ist, wenn man AK || CH || BI. szieht,
wo K und I resp. in den Geraden DII und FH liegen, und
mit M, .J die Durchschnittspuncte der Geraden HC mit KJ, und
AB bezeichnet, wegen CH == AK == JM == B1I,,

Par. ACED == Par. ACI[K == Par. ATMK,
Par. BCGF == Par. BCHL = Par. BJML.

Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhilt man
) Par. ACED - Par. BCGF == Par. ABLK.

Anmerkung. Dieser Satz wurde von Pappus aufgestellt.
Derselbe gilt auch, wenn die beiden Parallelogramme nach ein-
wiirts beschrieben werden; das dritte Parallelogramm fillt daun
nach auswiirts. Beschreibt man jedoch ein Parallelogramm nach
auswiirts, das andere nach einwiirts, so ist das dritte Parallelo-
gramm gleich dem Unterschiede der beiden ersten. Man kann
diese drei Fille so zusammenfassen: Beschreibt man Uber die
drei Seiten nach der angegebenen Regel Parallelogramme, so ist
die Summe der aus- oder einwiirts liegenden resp. gleich dem ein-
oder auswiirts liegenden.

Zusatz. Anwendung des Pappus’schen Satzes auf den Pytha-
gorilischen.

Ist A ABC bei C rechtwinklig, und beschreibt man iber
AC und BC Quadiate, 0 ist das Viereck CEHG ein Rechteck,
woraus folgt:

AABC>ACHE>~ /A AKD,
also AB == CH == AK == B1I,,
und Winkel
KAB == KAC 4 CAB == DAK + KAC==R.
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Das Viereck A BL K ist daher ein Quadrat. Der Satzs des

Pappus ist also eine Verallgemeinerung des Pythagorkischen
Satzes,

Eigenschaften der Vielecke.

74. Zieht man von einem Scheitel eines hohlwinkligen
Eckes die 1 — 3 muglichen Diagonalen, so zerfillt dadurch das-
selbe in # — 2 Dreiecke.

Daraus folgt:

a) Die Winkelsumme eines hohlwinkligen n Eckes betriigt
2 (n — 2) R =2 n — 4 Rechte.

Die Summe der Aussenwinkel eines hohlwinklige~ n Eckes
betriigt 4 Rechte. Denn der Aussenwinkel und der anliegende
Vielecks-Winkel machen einen gestreckten.

b) Zwei hohlwinklige Vielecke sind congruent, wenn sie aus
gleich vielen, einzeln und in derselben Ordnung einander con-
gruenten Dreiecken zusammengesetzt sind.

c) Zur Congruenz zweier hohlwinkliger s Ecke ist daher
im Allgemeinen die Gleichheit von 2 # — 3 von einander unab-
hiingigen Stticken erforderlich.

Denn das Vieleck zerfullt durch die obigen # — 3 von einem
Scheitel gezogenen Diagonalen in n — 2 Dreiecke, von welchen
(zu Folge der Congruenzsiitze) das erste durch drei, jedes der
tibrigen # — 3 Dreiecke durch zwei Stticke bestimmt ist. Die
Anzahl der von einander unabhéingigen gegebenen Stticke betriigt
daher:

N=3+42(n—38)=2n—3.

Fir n =4 ist N =5; d. h.:

Ein Viereck ist durch funf von einander unabhiéngige Stcke
bestimmt.

Zusatz. Wie sich fur die besonderen Arten von Dreaiecken
die erforderlichen drei Stficke verringern, ebenso gilt dasselbe
fur die besonderen Arten von Vielecken.

Z.B. Ein Trapez erfordert nur vier Stiicke, da zwei Gegen-
seiten parallel sind.

Ein Parallelogramm erfordert nur drei Stticke u. s. w.

Ein Vieleck, in welchem alle Seiten und Winkel einander
gleich sind, heisst ein regelmussiges Vieleck. Ein solches ist
durch eine Seite und die Angabe der Seitenzahl bestimmt.

Eigenschaften besiiglich eines Kreises.

75. Die Kreislinie ist nach Art. 9 eine krumme Linie, deren
simmtliche Puncte von einem innerhalb derselben gelegenen
Frischauf, Geometric, 2. Anfl, 3
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Puncte gleich weit entfernt sind. Man kann eine Kreislinie er-
zeugen, indem mon in einer Kbene eine Strecke um ihren als
fest gedachten Anfangspunct so lange in derselben Richtung
dreht, bis sie in ihre wursprilngliche Lage kommt.

Die Kreislinie und die von ihr abgegrenzte Kreisfliche wer-
den gewdhnlich mit dem Namen ,,Kreis® bezeichnet.

Jedes Sttick des Umfanges wird ein Bogen, jede Strecke
swischen zwei Puncten des Umfanges eine Sehne genannt.

Jedes der beiden Stiicke, in welche der Kreis durch eine
Sehne getheilt wird, heisst ein Abschnitt (Segment).

Jeder Durchmesser theilt den Kreis in zwei congruente
Segmente.

Durch zwei Halbmesser wird ein Kreis in zwei Stlicke ge-
theilt, welche man Kreisausschnitte (Sectoren) nennt. Durch
zwei aufeinander senkrechte Durchmesser wird der Kreis in vier
congruente Sectoren, welche Viertelkreise (Quadranten)
heissen, getheilt.

76. Ist die Entfernung eines Punctes vom Mittelpuncte eines
Kreises grisser, ebenso gross oder kleiner als dessen Halbmesser,
80 liegt der Punct ausserhalb, in dem Kreisumfange oder inner-
halb desselben.

Eine unbegrenzte Gerade, welche den Umfang eines Kreises
einmal schneidet, schneidet ihn nochmals.

Denn wenn die Gerade den Uinfang des Kreises schneidet,
80 muss sie aus dem Aeusseren in das Innere des Kreises gehen,
und da die Gerade unbegrenzt, hingegen die Kreislinie eine ge-
schlossene Linie ist, aus dem begrenzten Inunern in das unbe-
grenzte Aeussere ilbergehen.

77. Ist der Abstand einer (ieraden vom Mittelpuncte eines
Kreises grisser, eben so gross oder kleiner als dessen Halbmesser,
so trifft die Gerade den Kreis gar nicht, in einem Puncte oder
schneidet ihn in zwei Puncten.

Die beiden ersten Fille sind fir sich klar.

Eine Gerade, welche den Kreisumfang nur in einem Puncte
trifft, heisst eine Berithrungslinie (Tangente).

Im letzten Falle werden, wenn O der Mittelpunct des Kreises
und OA der Abstand ist, die Abstinde der Puncte der Geraden
zu beiden Seiten von A, von der Grdsse von OA an fortwihrend
stetig wachsen, also beiderseits einmal die Grdsse des Radius
"erreichen, d. h. die zugehdrigen Puncte im Umfange des Kreises
liegen. .

Aus dem Beweise folgt noch:

a) Die S8enkrechte im Endpuncte eines Halbmessers ist eine
Tangente. .
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Umgekehrt: Ziebt man im Berthrungspuncte anf die Tan-
gente eine Senkrechte, so geht diese durch demn Mittelpunct. ’

b) Jede Sehne wird von ihrer Abstandslinie halbirt. In
der Senkrechten auf der Mitte einer Sehne liegt der Mittelpunct.

c) Eine Gerade kann einen Kreis nur in zwei Puncten schneiden.

78. Der Winkel, welchen die beiden Radien eines Kreis-
ausschnittes mit einander einschlieesen, heisst ein Mittelpuncts-
winkel (Centriwinkel). .

Fur einen Kreisansschnitt, welcher kleiner als ein Halbkreis
ist, gelten folgende Sitze:

a) In demselben Kreise haben gleiche Bigen gleiche Mittel-
punctswinkel und gleiche Sehnen.

b) In demselben Kreise entspricht dem greseren Bogen der
grissere Mittelpunctswinkel und auch die grBssere Sehme.

¢) Gleichen Sehnen entsprechen gleiche Abstinde vom
Mittelpuncte.

d) Der grisseren Sehne entspricht der kleinere Abstand.

Es sei AB> AB,0C 1L AB,0C’ | AR,
O der Mittelpunct des Kreises.

Da die Senkrechte OC’ den Winkel AOB
balbirt, so liegt sie im Innern des Winkels A OB,
begegnet also der Sehne AB etwa in D. Nun ist
0C’> 0D > 0cC.

Der Durchmesser ist daher die grSsste Schne.

" Diese Siitze gelten auch, wie man leicht in-
direct beweist, umgekehrt.

Zusatz Zieht man von einem Puncto ausserhalb eines
Kreises Strahlen, so bestimmt der durch den Mittelpunct gehende
die grosste Sehne. Je zwei gegen diesen Strahl gleich geneigte
Strahlen bilden gleiche Sehnen.

Die beiden von einem Puncte an den Kreis gezogenen Tan-
genten haben gleiche Liinge.

79. Ein Winkel, dessen Scheitel im Umfange eines Kreises

Yig: 4 liegt und dessen Schenkel Sehnen sind, heisst ein
o Umfangswinkel (Peripheriewinkel),

Der Peripheriewinkel ist gleich der Hilfte des
Centriwinkels, welcher auf demselben Bogen aufsteht.
- Beweis. a) Ist der eine Schenkel ein Durchmesser,
» 80 folgt aus dem gleichschenkligen Dreiecke A OAf
AOB =2AMB.

b) Ist der gegebene Winkel == A2/C,

€) n n " n AMD,
so erh&lt man den Beweis resp. durch Addition oder Subtraction

zweier Winkel wie in a).

Fig. 27.
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Zusidtze. a) Steht ein Peripheriewinkel auf den Endpuncten
eines Durchmessers auf, so heisst er ein Winkel im Halbkreis;
derselbe ist gleich einem Rechten.

b) Der Peripheriewinkel ist ein spitzer oder stumpfer, je
nachdem der Bogen, anf dem er steht, kleiner oder grisser als
der halbe Umfang ist.

¢) Alle Peripheriewinkel ilber demselben DBogen, deren
Scheitel auf derselben Seite der Sehne liegen, welche die Schen-
kel umfassen, d. h. die in demselben Abschnitte liegen, sind
einander gleich.

d) Zwei Peripheriewinkel, welche in entgegengesetzten Ab-
schnitten liegen, deren Scheitel also auf entgegengesetsten Seiten
der Sehne, welche die Schenkel umfassen, liegen, ergiinzen sich
zu einem gestreckten Winkel: denn die Summe der entsprechen-
den Centriwinkel ist gleich vier Rechten.

80. a) Zwei parallele Sehnen AB und A’ B’ schneiden zwi-
schen sich gleiche Bigen AA4" und BB ab.

b) Der Winkel, welcher von zwei sich schneidenden Sehnen
AB und A'B gebildet wird, ist gleich der Summe oder der
Differenz der Peripheriewinkel, welche die von den Sehncn ab-
geschnittenen Bigen bestimmen, je nachdem der Durchschnitts-
punct der Sehnen innerhalb oder ausserhalb des Kreises liegt.

Man ziehe AB, so folgt a) unmittelbar; b) aus 55.

81. Der Winkel, welchen eine Tangente mit einer durch
den Berithrungspunct gezogenen Sehne bildet, ist gleich dem
Peripheriewinkel tiber dem Bogen, welchen die Sehne bestimmt.

Es sei AT eine Tangente im Puncte A.

Ist AC der Durchmesser durch A, mit-
hin ABC == R, so folgt aus

C+ CAB =R, CAB+ BAT =R,
C == BAT.

Fig. 9.

B
c Ferner ist
A 7 C+4C =2R, BAT+4 BAT ==2R,
mithin C’ == BAT’'.

Ein- und umschriebene Vielecke,

82. Ein Vieleck, dessen Seiten 'rf.f:::&n eines Kreises sind,
. . . einbeachriebenes
heisst ein dem Kreise umgeschriebenes

Tacpcton. Vieleck.

Vieleck, oder kurz ein



Ein- und umschriebene Vielecke.

Die drei S8enkrechten in den
Mitten der Dreiecksseiten schnei-
den einander in demselben
Puncte, der von den drei Ecken
gleichweit entfernt ist.

Sind A’, B’ die Mitten sweier

Dreiecksseiten, 8o schneiden
sich die Senkrechten 0A’ L BC
Fig. %0,

und OB’ L AC in einem
Puncte O.

Aus
A AB 0> CB0 folgt AO = CO

Aus
ABAO~CAO ,, BO==CO
also

A0 = BO.

Verbindet man die Mitte C’
der dritten Seite mit O, so folgt

Winkel 0C'A = O0C’'B = R,

Ein aus dem Puncte O mit
dem Radius A0 == BO = CO

beschriebener Kreis geht durch:

die drei Ecken des Dreiecks.

Jedem Dreiecke li#sst sich
ein Kreis umschreiben.

31

Die drei Geraden, welche
die Winkel eines Dreiecks hal-
biren, echneiden einander in
demselben Puncte, der von den
drei 8eiten gleichweit entfernt ist.

Die Halbirungslinien szweier
Winkel A und B schneiden sich
in einem Puncte O.

Fig. 31,

AN
- JoN

Man ziehe von O aus Senk-
rechte 0A’, OB’, 0C’ auf die Sei-
ten des Dreiecks.

Aus
AAC'0>AB 0folgtC’'O==B'0

Aus
;ABC"O"'BA'O n COmA0

lalso « B0 ==A40.
| Verbindet man O mit C, so
folgt

Winkel OCB == 0CA’.

Ein aus dem Puncte O mit
dem Radins 'O = B'O==C'0
beschriebener Kreis berithrt die
drei Seiten des Dreiecks.

In jedes Dreieck lisst sich
!ein Kreis einbeschreiben.

Zusatz. Halbirt man zwei Aussenwinkel und den gemein-

samen Gegenwinkel eines Dreiecks, so schneiden sich die Hal-
birungslinien in einem Puncte, welcher ebenfalls von den drei
Seiten gleichweit entfernt ist. Man erhillt anf diese Art drei
weitere Berlthrungskreise, welche man #ussere Bertihrungs- .
kreise nennt, withrend der obige Kreis der innere Bertihrungs-
kreis genannt wird.
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83. In jedemn Sehnenvierecke
sind die Summen der gegen-
iiberliegenden Winkel einander
gleich. Diese Summe ist == 2 R.

Beweis aus 79, d).

Umgekehrt: Sind in einem
Vierecke die Summen der gegen-
iberliegenden Winkel gleich, so
ist dasselbe ein Sehnenviereck.

Beweis indivect. Beschreibt
man einen Kreis, welcher durch
drei Spitzen des Vierecks geht,
80 muss dieser durch die vierte
gohen, weil sonst ein Aussen-
winkel eines Dreiecks gleich
einem innern wire.

Zweites Buch.

In jedem Tangentenvierecke
sind die Summen der gegenitber-
liegenden Seiten einander gleich.

Beweis aus 78, Zusatz.

Umgekehrt: Sind in einem
Vierecke die Summen der gegen-
iberliegenden Ssiten gleich, so
ist dasselbe ein Tangentenvier-
eck.

Beweis indirect. DBeschreibt
man einen Kreis, welcher drei
Seiten des Vierecks berilhrt, so
muss dieser die vierle beriihren,
weil sonst eine Seite des Drei-
ecks gleich dem Unterschiede

jder beiden andern wire.

84. Allgemein: Bezeichnet man in jedem hoblwinkligen

Vielecke die Scheitel und Winkel mit 4,, Ag, 4,,...

die Liinge

der Seiten A, A;, 4, 4,,.... mit a,, ¢y, ay,.... 80 ist in dem,

einem Kreise
einbeschriebenen

umgeschriebenen

Vielecke von gerader Seitenanzahl

AI+A3+""+A2-—I'='I ata - a3y =

A, F A+ g
Bei ungerader Seitenanzabl
den letzten Winkel A, durch
einen Durchmesser in zwei Theile
A'ga—gund A”g,—1, welche resp.
die vorletzte und letzte Seite
zum andern Schenkel haben;
dann ist
AI+A3+ ceese +A’xn—l =
Ayt At A
Denn die Summe der Bbgen, auf
welchen die Winkel aufstehen,
ist fir beide Summen gleich.

SRS R EEREE NP .

zerlege man

die letste Seite aj.—; im Be-
rihrungspuncte  in zwei Theile
«'sa—1 und a”3,—;, welche so anf
einander folgen, wie die Seiten
gezlihlt werden; dann ist

Gt at et ap =
gyt a4 4a"nn

Der Beweis wird so wie beim
Tangentenvie)ecke gefilhrt.

85. Jedem regelmissigen Vielecke lisst sich ein Kreis ein-

schreiben und umschreiben.

Halbirt man zwei an einer Seite liegende Vieleckswinkel,

80 ist der Durchschnittspunct O

der Halbirungslinien der Mittel-

punct des ein- und umschriebenen Kreises.
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Denn die Geraden von O nach den Spitzen des Vieolecks
halbiren die Winkel und sind von gleicher Liinge, woraus damn
noch folgt, dass auch die Abstinde des Punctes O von den Seiten
des Vielecks gleich sind.

Gegenseitige Lage sweler Krelse,

86. Zwei Kreise in einer Ebene liegen entweder ganz ausser-
halb einander, oder der eine ganz innerhalb des andern, oder
. ein jeder zum Theil ausserhalb, zam Theil innerhalb des
andern.

Zwei Kreise, welche denselben Mittelpunct haben, heissen
concentrisch.

ausserhalb

Wenn der eine ganz ; .. .." des andern liegende Kreis

mit diesem irgendwo zusammenstisst, so berlihrt er ihn daselbst
a_,uuen.
nen.
Liegt jeder der beiden Kreise zum Theil ausserhalb oder
innerhalb des andern, so schneiden die beiden Kreislinien einander.

87. Zwei Kreislinien schneiden sich in zwei Puncten.

Denn, wenn die eine Kreislinie die andere schneidet, so
muss sie (als geschlossene Linie) vom Innern derselben wieder
ins Aeussere treten, d. h. die zweite Kreislinie nochmals schneiden,

Dass die beiden Kreislinien sich nicht in einem dritten
Puncte schneiden kénnen, geht aus Folgendem hervor:

Wiiren A, B, C die drei Durchschnittspuncte, so mussten
sich die Mittelpuncte der lLeiden Kreise auf der Geraden betin-
den, welche in der Mitte von AB senkrecht gezogen wiirde.
Fbenso mussten sich die Mittelpuncte der beiden Kreise auf der
in der Mitte von BC errichteten Senkrechten befinden. In dem
Durchschnittspuncte der beiden Senkrechten miisste nun der
Mittelpunct beider Kreise sein. Die beiden Kreise hitten daher
denselben Mittelpunct gemeinsam, d. h. wiren concentrisch.

88. Ist a die Entfernung der Mittelpuncte zweier Kreise,
r und r’ deren Halbmesser, dabei r > r’ vorausgesetst, so be-
gegnen die beiden Kreise einauder:

) in zwei Puncten, wenn

r—r'<a<r+4r’;

b) in einem Puncte, wenn

von

==y 4y oder ¢ ==y —r’;
¢) in keinem Puncte, wenn .
a>r-4r oder a <r—r' ist.
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Fdr @ == r -+ »’ berlthren sich die beiden Kreise von aussen,
filr g ==y — r’ von innen. o

Beweise:

Zu a) Sind O und O die Mittclpuncte der beiden Kreise,
A und die Puncte, in welchen der Kreis um O' der unbe-
grenzten Geraden OO’ == a begegnet, wobei A’ als der dem
Puncte O nithere Punct vorausgesetzt wird, so ist:

1)04 =a—1r'; wegena < r - r ist 04" <r, d. h. der
Punct A’ liegt innerhalb des Kreises O';

2) OB =a + r'; wegen a >r — r"ist OB > r, d. h. der
Punct B’ liegt ausserhalb des Kreises 0. Der Kreis um O liegt
daher theils ausserhalb, theils innerhalb des Kreises um O; er
schneidet daher denselben in zwei Puncten.

Zu b) Man beweist indirect, dass ausser dem Bcrithrungs-
puncte kein Punct des zweiten Kreises im Umfange des ersten
licgen kann.

Zu ¢) Wtrden die beiden Kreise einen Punct I/ gemeinsam
haben, 8o wire filr denselben OM = r, O’ M == y’, also:

1)OM A4 OM>O00;r 4 »">a,wasr 4+ " < awiderspricht;
OM—OML00;r — r'<a, was r — r’ > a widerspricht.

Im ersten Falle liegt der eine Kreis ganz ausserhalb des
andern, im letzten Falle liegt der klcincre Kreis ganz innerhalh
des Umfanges des grisseren.

Zusitze.

a) Die Gerade, welche die Mittelpuncte zweier sich beriih-
render Kreise verbindet, geht durch den Berithrungspunct.

b) Die Tangente im Bertihrungspuncte an den eincn Kreis
bertithrt auch den andern.

c) Unter dem Winkel zweier in einem Puncte sich schnei-
dender Kreise oder Kreisbigen, versteht man den Winkel der
beiden in einem Durchschnittspuncte an die Kreiso gezogenen
Tangenten. Ist der Winkel ein Rechter, so schneiden sich die
beiden Kreise rechtwinklig.

Aufgaben.

89. Man nennt eine Aufgabe der ebenen Geometrie gelist,
wenn sie auf die beiden Fundamentalaufgaben: 1) ,Durch zwei
Puncte eine Gerade zu ziehen und tiber einem oder beide End-
puncte hinaus zu verlingern; 2) mit einem gegebenen Halbmesser
aus einem gegebenen Puncte als Mittelpunct einen Kreis zu be-
sohreiben," zurlickgefuhrt ist, Bei der wirklichen Ausfihrung



Aufgaben.

dieser beiden Aufgaben in einer gegebenen Ebene (Papierfliche)
bedient man sich fir 1) des Lineals, fur 2) des Zirkels. Die
8pitzen des letzteren stellen swei Pnncto unverinderlichen Ab-
standes dar.

00. Jede Aufgabe besteht aus drei Theilen:

1) der Angabe der Aufgabe;

2) der Construction, d.i. Zurlickfihrung der zu construiren-
den Figur auf die obigen Fundamentalaufgaben;

: 3) dem Beweise, d. h. dem Nachweise, dass die geliste Auf-
gabe wirklich die in 1) geforderten Eigenschaften besitze.
Sind diese drei Theile durchgefilhrt, so kann man noch
nach den Bedingungen fragen, unter welchen die Aufgabe mdg-
lich ist. Die Angabe dieser Bedingungen pflegt man als einen
vierten Theil zu betrachten. Man nennt ihn die Determination
der Aufgabe.
Fur die Aufltsung einer Aufgabe ist es meist sehr vortheil-
haft, die Aufgabe als geldst zu betrachten, also eine Figur zu
construiren, in welcher das zu Vollbringende als vollbracht vor-
ausgesetzt wird, und aus dieser Figur den Zusammenbang zwi-
schen den unbekannten und bekannten, d. i. gegebenen Stticken zu
erforschen, um in Folge dieser Erkenntniss von den gegebenem °
Sticken zu den gesuchten zu gelangen.
Man nennt diesen Vorgang die (geometrische) Analysis
der Aufgabe.
Betrachtet man die Analysis und die Determination als Be-
standtheile einer Aufgabe, so Lesteht dieselbe aus finf Theilen,
welche in folgender Ordnung auf einander folgen: .
Angabe oder Ausspruch der Aufgabe,
Analysis,

3) Construction,
4) Beweis,

g Determination.

02. Eine Aufgabe heisst eine bestimmte, wenn sich aus
den gegebenen Angaben nur eine oder eine gewisse im vor-
hinein bestimmte Anzahl von Figuren construiren lisst. Sind
hingegen die Bedingungen derart, dass die Anzahl der Figuren
unbegrenzt ist, so heisst die Aufgabe eine unbestimmte. In
diesem Falle sind zu wenig Bedingungen vorbanden, als dass
die Aufgabe eine bestimmte wire, Ueberbestimmt heisst eine
Aufgabe dann, wenk'zu viele Bedingungen vorhanden sind, so
dass sich im Allgememen keine Figur finden ldsst, weloho don
cegebenen Bedingungen Genfige leistet.
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Bestimmte Aufgaben.

93. Auf einer Geraden a, von einom gegebenen Puncte A
aus, eine gegebene Strecke abzuschneiden.

Man beschreibe von A aus mit der gegebenen Strecke als
Halbmesser einen Kreis, welcher der Geraden
« in den Puncten C und D begegnet, so genilgt
jeder der Abschnitte AC oder A D der Aufgabe.

D 4 B8 C Ist B ein heliebiger Punct der Geraden «,
C der ihm nithere, D der ihm entferntere Punct, so ist

DB =DA+ AB
CB = AB — AC,

durch welche Formeln die Addition und Subtraction zweier
Strecken AB und D. == AC geltst ist.

94. Ein Dreieck zu beschreiben, dessen drei Selten ge-
geben sind.

Analysis. Ist ABC das gesuchte Dreieck, AB die eine
Seite, so ist der Punct C' ein Durchschnittspunct der beiden mit
den Radien AC und BC beschriebenen Kreise.

Auflésung. Auf einer Geraden nehme man dic Seite A B
und beschreibe aus A mit der zweiten Seite und aus B mit der
dritten Seite als Halbmnesser Kreise. Jeder der beiden Durch-
schnittspuncte gentigt der Aufgabe.

Determination. Von den drei Geraden als Seiten miissen
Jje zwei zusammen grisser sein, als die dritte.

Anwendungen. a) An eine Gerade im Puncte .1 als
Scheitel cinen gegebenen Winkel zu construiren.

Man verbinde zwei beliebige Puncte auf den Schenkeln des
gegebenen Winkels mit einander und construire nach der vorigen
Aufgabe tiber der gegebemen Geraden mit dem Anfangspuncte A
ein congruentes Dreieck, dessen Winkel in A dann gleich dem
gegebenen ist.

b) Durch einen gegebenen Punct C, ausserhalb einer Geraden
AB, eine zu dieser parallele su ziehen.

Man construire iiber BC ein dem Dreiecke 4 BC congruentes

Fig. 3. BCD, so ist CD || AB.
: 95. Einen gegebenen Winkel zu halbiren.
Analysis. Es sei BAB der gegebene

Winkel, AC die Halbirungslinie, Ist AB == AB’
/ und verbindet man einen beliebigen Punct C
y, der Halbirungslinie mit B und B, so ist

AABC~ /A ABC, also BC’—B’C’
Constructnon. Man mache behob:g AB == AF, beschreibe

rig. 32,
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aus B und B mit einem beliebigen Halbmesser Kreise, welche
sich in C schneiden, so ist Winkel BAC == B'AC.

Beweis. A ABC~ A ABC, also der Winkel bei 4
halbirt.

Determination. Die Aufgabe ist unter allen Bedingungen
maglich.

" Folgerungen: a) Ist der Winkel bei A ein gestreckter,
so ist AC 1 AB, wodurch also die Aufgabe geldst ist: In
einem gegebenen Puncte A einer Geraden AB auf diese eine
Senkrechte zu ziehen.

b) Bestimmt man in diesem Falle nach derselben Construction
auf der andern Seite der Geraden AB den Punct C’, so erbiklt
man dadurch noch die Ldsungen der folgenden Aufgnben

1) Eine gegebene Strecke BB zu halbiren. .

2) Von einem Puncte C' ausserhalb einer Geraden BB auf
diese eine Senkrechte zu ziehen.

96. a) Von einem gegebenen Kreise einen Bogem abzu-
schneiden, der einen gegebenen Winkel als Umfa.ngswinkel umfasst.

b) Ueber einer gegebenen Strecke als Sehne einen Bogen
zu beschreiben, der einen gegebenen kaol als Umfangswinkel
umfasst.

Analysis. Zu a). Es sei der Umfangswinkel ACB tber

Fig. M. der Sehne A B gleich dem gegebenen Winkel.
Zieht man in A eine Tangente AT, so ist
TAB == ACB. Man erhilt dadurch folgende
0 //' Ldsung:

- i Man ziehe an einen beliebigen Punct .4 eine
—g— —/B Tangente und die Gerade A B an dieselbe unter
\\__/ dem gegebenen Winkel.

Zu b). Ist AB die gegebene Sehne, TAB
der gegebene Winkel und D die Mitte von 4 B,
g0 ist ‘der Durchschnittspunct der Geraden DO und A0, wenn
DO AB und A0 L AT ist, der Mittelpunct des gesuchten
Kreisbogens.

97. Von einem Puncte an einen Kreis eine Berﬂhnmga-
linie zu ziehen,

Liegt der Punct ausserhalb, so existiren zwei Lbsn

08. An zwei Kreise die gemeinschaftlichen Beriihrungslinien
zu ziehen.

Liegen die beiden Kreise getrennt, so sind vier Ldsungen.

Analysis. Zieht man von dem Mittelpuncte des einen Kreises
eine Gerade parallel zu den Berithrungslinien, so erh&lt man
rechtwinklige Dreiecke mit Katheten resp. r — r’ und r 4 »°,
durch deren Conmstruction die Bertihrungslinien erhalten werden.

T
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Schneiden sich die beiden Kreise, so sind zwei Lsungen.
Liegt der eine Kreis innerhalb des Umfanges des anderen,
so giebt es keine LUsung.

Unbestimmte Aufgaben und geometrische Oerter.

99. Wie bereits aus der Durchfihrung von wenigen Auf-
gaben ersichtlich ist, handelt es sich bei der Auflisung von Auf-
gaben wum die Bestiminung von Puncten. Diese werden bei Con-
structionen in einer Ebene als der Durchschnitt zweier Geraden,
einer Geraden und eines Kreises, zweier Kreise; und bei Con-
structionen im Raume ale der Durchschnitt dreier Ebenen, zweier
Ebenen und einer Kugel, zweier Kugeln und einer Ebene, dreier
Kugeln gefunden. Die Puncte eines jeden dieser Gebilde, wie
Gerade, Kreis, Ebene oder Kugel leisten. einer Bedingung Gentige.

Man nennt den Inbegriff aller Puncte, welche gewissen ge-
gebenen Bedingungen Gentige leisten, einen geometrischen Ort.

Hier sollen als geometrische Oerter nur diese erwithnten
Gebilde zugelassen werden. Jeder geometrische Ort enthiilt die
Losungen einer unbestimmten Aufgabe, z. B.: ,Der geometrische
Ort der Spitzen aller gleichschenkligen Dreiecke, welche eine
gegebene Grundlinie haben, ist die Senkrechte in der Mitte der-
selben. Gleichbedeutend ist die Aufgabe: ,Ueber einer gegebe-
nen Geraden als Grundlinie ein gleichschenkliges Dreieck zu be-
schreiben."

100. Die bestimmten Aufgaben kiénnen aus den Oertern,
welche der Lisung zweier oder mehrerer unbestimmter Aufgaben
entsprechen, zusammengesetzt werden.

Als Beispiele mégen folgende Aufgaben dienen:

a) Ein Dreieck ABC zu construiren, wenn gegeben sind:
die Seite AB, der gegeniiberliegende Winkel C und die von der
Spitze C gezogene Hshe . Die beiden Lysungen sind die. Durch-
schnittspuncte der im Abstande A zu AB parallelen Geraden
mit dem iiber AB beschriebenen Kreisbogen, welcher den Win-
kel C fasst. .

b) Ein Dreieck ABC su construiren, wenn gegeben sind:
die Beite AB, der gegeniiberliegende Winkel C und die vom
Puncte 4 gezogene Hohe.

¢) Ein Dreieck zu construiren, wenn der Winkel C und
zwei HOhen gegeben sind. Zwei Fille, je nachdem die Hbthe
aus dem Scheitel C, und eine, oder die beiden Hthen aus den
Scheiteln A und B gegeben sind.



Das korperliche Vieleck and Vielflach.

II. Raumliche Gestalten.
Das kirperliche Vieleck und Vielflach.

101. a) Durch n Puncte im
Raume, von denen keine drei
in einer Geraden liegen, sind
n(n—1)

— Gerade bestimmt.

b) Durch n Puncte, von
denen keine vier in einer Ebene
n(n—1) (n—2) Ebe-

2.3

liegen, sind 22

nen bestimmt.
Denn durch jeden Punct und

(n—1 l) n—2) Verbindungs-

die
linien der ﬂbngen (n — 1) Puncte
sind eben so viele Ebenen be-

stimmt, also durch alle # Puncte

Ll s 12) (n—2) Ebenen, von
- denen jede dreimal gezihlt

wurde.

Durch Ebenen, von denen

keine drei durch dieselben zwei
“w(nm—1)

Puncte gehen, sind 178

Durchschnittslinien bestimmt.

Durch # Ebenen, von denen
keine vier durch denselben Punct
n(n—1) (n—2)

PP Durch-
schnittspuncte bestimmt.

Denn durch jede Ebene und
dio 2=V =D pog,
schnittslinien der tibrigen (w —1)
Ebenen sind eben so viele Durch-
schnittspuncte bestimmt, also
durch alle n Ebenen 1(”_—1')(1_—’2
Puncte, von denen jeder drei-
mal gezithlt wurde.

gehen, sind -

Sind die Durchschnittslinien dreier Ebenen zu einander
parallel, so kann man ihren gemeinsamen Durchschnittspunct

ins Unendliche setzen.

c) Drei einander zu zweien kreuzende Gerade bestimmen
einen begrenzten Raum, weil immer je zwei einander kreuzende
Gerade einen Parallelraum bestimmen. Durch # einander zu

zweien kreuzende Gerade sind daher

Riume bestimmt.

102. Unter einem vollst#n-
digen kdrperlichen n Eck
versteht man das Gebilde, wel-
ches entsteht, wenn n Puncte im
Raume zu je dreien durch Ebe-
nen verbunden werden. Die
Verbindungslinien der Puncte
heissen Kanten, die von diesen
begrenzten Ebenen Fléchen.

103. Unter einem einfachen
kdrperlichen n Eck versteht

nin—1) (n—2) begrenste
2.3

Unter einem vollst&ndigen
k8rperlichen n Flach ver-
steht man das Gebilde, welches
entsteht, wenn n Ebenen zu je
dreien sich in einem Puncte
schneiden. Die Durchschnitts-
linien der Ebenen heissen Kan-
ten, die Durchschnittspuncte
Scheitel

Unter einem einfachen kor-
perlichen n Flach versteht
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man das Gebilde, welches ent-
steht, wenn n Puncte im Raume
durch eine in sich zurfickkeh-

man das Gebilde, welches ent-
steht, wenn s Ebenen einander
izu einer in sich selbst zurtick-
rende gebrochene Fliche derart |kehrenden gebrochenen Fliche
verbunden werden, dass keine!derart abgrenzen, dass keine
drei Theilflichen durch irgend, drei Scheitel in denselben zwei
dieselben zwei von jenen n Punc- ! von jenen n Ebenen liegen.
ten gehen.

Analog wie das einfache ebene n Eck und n Seit nach der
Vollendung mit einem gemeinschaftlichen Namen (Vieleck) be-
zeichnet wird, so bezeichnet man das einfache kirperliche n Eck
und n Flach mit dem gemeinschaftlichen Namen Polyeder.

Haufig bezeichnet man damit auch den begrenzten Raum,
welchen das Polyeder abschliesst.

Der an einer Polyederkante liegende Kell, welchen die zu-
gehdrigen zwei Flichen einschliessen, wird ein Keil, die an
einem Polyederscheitel liegende Ecke, welche die zugehirigen
Kanten einschliessen, eine Ecke des Polyeders genannt.

Der Durchschnittspunct dreier oder mehrerer Polyeder-
fliichen, welche keine Polyederecke bilden, heisst ein Neben-
scheitel

Die Verbindungslinie zweier Polyederscheitel, welche durch
keine Polyederkante verbunden sind, heisst eine Nebonkante
oder Diagonale, und zwar der Oberfliche oder des Polye-
ders, je nachdem sie in der Oberfliche des Polyeders liegt

. oder nicht.

Der von zwei nicht an einander stossenden Polyederflichen .
gebildete Keil heisst ein Nebenkeil. '

Eine durch drei oder mehrere nicht derselben Polyederfliche
angehtrende Polyederscheitel gelegte und von der Oberfliche
begrenzte Ebene heisst eine Nebenfliche oder Diagonal-
fl&che des Polyeders.

: Jeder Theil der Oberfliche des Polyeders heisst ein Poly-
edernetz oder Nets.

Allgemeine Eigenschaften der Polyeder.

104. a) Da jeder Winkel der Oberfliche des Polyeders durch
zwei Kanten gebildet wird, jede Kante zu zwei Polyederflichen
gehdrt und an jedem Endpuncte einen Scheitel bildet, d. h. zu vier
Polyederwinkeln der gemeinschaftliche Schenkel ist, so ist die
Anzahl der ebenen Winkel der Oberfliche des Polyeders doppelt
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so gross, als die Anzabl der Kanten. Ist daher W die Anzahl
der Winkel, X die Anzahl der Kanten, so ist

W =—=2K.
Die Zahl W ist daher immer gerade.

Die Anzahl der Flichen, welche Polygone von ungerader
Seitenanzahl sind, muss daher gerade sein.

b) Da jede Polyederfliche von mindestens drei Kanten ge-
bildet wird, jede Kante zu zwei Polyederflichen gehdrt, so ist
die dreifache Zahl der Fliichen hdchstens gleich der doppelten
Zahl der Kanten. Ist daher F die Zahl der Flichen, so ist

3F<2K.

¢) Da jede Polyederecke von mindestens drei Kanten ge-
bildet wird, jede Kante zu zwei Polyederecken gehdrt, so ist
die dreifache Zahl der Ecken hochstens gleich der doppelten Zahl
der Kanten. Ist daher E die Zahl der Ecken, so ist

3EL?2K.

105. In jedem Polyeder ist die Summe der Anzahl der
Ecken und Flichen gleich der um zwei vermehrten Zahl der
Kanten, d. h. es ist

E4 Fe= K+ 2. Euler'scher Sats.

Erster Beweis.

Hulfssatz. Wenn in einem Netze eine Fliche mit anderen
eine gewisse Anzahl von Ecken und Kanten nicht gemeinsam
hat, so ist die Anzahl der nicht gemeinschaftlichen Kanten um
Kins grosser, als die Anzahl der micht gemeinschaftlichen Ecken.

Es sei nun ein Netz von ¢ Ecken, f Flichen, ¥ Kanten
gegeben. Nimmt man eine Theilfliche, welche mit den tibrigen
Theilflichen ¢ Ecken nicht gemeinsam hat, weg, und bezeichnet
man in dem jetzt erhaltenen Netze die Zahl der Ecken, Flichen
und Kanten resp. mit e, f;, k,, so ist

fi=f—1,¢me—¢, k=k— (24 1);
mithin
fitea—k=f+e—k
d. h. der Ausdruck f4 ¢ — & ist von der Zahl der Polyeder-
flichen des Netzes unabhingig.

Fiur ein Netz, welches aus nur einer Fliche besteht, ist
f==1,k==¢, mithin f 4 ¢ — k == 1, also auch allgemein: In
jedem Polyedernetze ist die Summe der Anzahl der Ecken und
Flichen vermindert um die Zahl der Kanten gleich der Einheit.
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Ein Netz wird auch erhalten, indem man von einem Poly-
eder eine Fliche wegnimmt. Fir ein solches Netz ist

f=F—1, e=2E, k=K.
Aus F— 14 F— K=1, folgt
E+4+ F=K+ 2
Zweiter Beweis. Projicirt man das Polyeder von irgend
einem ausserhalb desselben liegenden Puncte S im Raume, wel-
cher in keiner der beliebig erweitert gedachten Seitenfilichen liegt,
auf eine Ebene, so erhiilt man auf dieser ein ebenes Netz von
Fig. 3. eben so vielen Puncten, Geraden, Polygonen, als
auch das Polyeder Scheitel, Kanten, Polyeder-
V fliichen besitst. Man kann nun in diesem Netze
zwei Theile unterscheiden: eine dem Projections-
centrum S zugewandte (in der Figur durch
A ausgezogene Linien dargestellte) und eine dem
‘ Puncte S abgewandte (in der Figur durch
punctirle Linien bezeichnete) Partie. Die H#ussersten Seiten ge-
hdren beiden Theilen an.
Man kann nun die Winkelsumme dieses Netzes auf doppelte
Weise bestimmen:
a) Jede Kante des Polyeders projicirt sich als Polygonseite
im Netze, es ist daher nach 74 a)

We=2K.-2R— F-4R=(K— F)-4R.

b) Ist E, die Anzahl der Unsseren Umfangsecken des Netzes,
E, die der inneren, so ist die Winkelsumme, da jede der E, Ecken
zweimal zu zihlen ist,

W=2(E-2R—4R)+ E;-4R=(E— 2)-4R.
Es ist daher
K—F=FE—20cderK=E-+4 F— 2.

Zusatz. Da die Winkelsumme W in a) gleich ist der
Summe der Winkel des Polyeders, so ist in jedem Polyeder die-
Summe der Winkel an der Oberfliche

We=(E—2)-4R.

Anmerkung. Der erste Beweis ist von A. Grunert und
setzt voraus, dass das Polyeder von einer zusammenhingenden
gebrochenen Fliche begrenzt ist. Der zweite Beweis ist von
J. 8teiner und beruht auf der Voraussetzung, dass jede proji-
cirende Gerade die Oberfliche des Polyeders nur in (einem) zwei
Puncten trifft. Dass ftr nicht einfache Polyeder der Euler'sche
Satz nicht gtiltig ist, hat zuerst 8. L’Huilier. nachgewiesen.
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106. Folgerungen.

8) Da E+4 F — K==2 ist, so folgt: Hat das Polyeder
eine gerade Anzahl von Kanten, so ist die Anzahl der Ecken
und die der Fliichen zugleich gerade oder ungerade; ist die An-
zabl der Kanten ungerade, so mmuss, wenn die Zahl der Ecken.
gerade oder ungerade ist, die der Flichen ungerade oder ge-
rade sein.

b) Subtrahirt man die Ungleichungen

3E<?2K,3FL?2?K
von 3K 4 3F == 3K -+ 6, so erhiit man
3E>K+4+6,3F>K+6,
also S3E>K , 3F> K.

Daraus folgt, dass in jedem Eckpumcte nicht mehr als funf
Kanten zusammenstossen diirfen, und jede Fliiche von nicht mehr
ols funf Kanten begrenzt sein darf. )

Denn wiirden in jeder Ecke sechs Kanten susamm
80 wiire 6 F == 2 K, also 3 £ == K, was unmiglich ist. Wiren
alle Flichen von sechs Kanten begrenzt, so wire 6 F == 2 K,
also 3 E == K, was unmiiglich ist.

¢) Wenn in jedem Eckpuncte m Kanten zusammenstossen,
80 ist

m -2
mE=2K, also F— 2cem K— F =m - K
und E:F—2:Ke=2:m — 2:m.
Ist jede Fliche von n Kanten begrenzt, so ist
nFe2K, ol0 E—2=K— Fe 22K
und F:E—2:K=2:n—2:n.

Finden beide Fiille statt, d. h. stossen in jeder Ecke m
Kanten zusammen, und ist jede Fliche von » Kanten begreust,
50 ist

EF:(E—2)(F—2)m=4:(m—2)(n—2).

DaEF>(E—2)(F —2)ist,s0 muss 4 > (m— 2) (n — 2)
sein. Dies giebt 1) m == 3,1 == 3;2) m = 3, 1 == 4; 3) m == 4,
ne=23; 4)m=3,n=>5; 5H)m=>5,n=3.

Der erste Kirper ist ein 4 eckiges 4 Flach, der zweite ein
8 eckiges 6 Flach, der dritte ein 6 eckiges 8 Flach, der vierte
ein 20 eckiges 12 Flach, der finfte ein 12 eckiges 20 Flach.

Sind die Fliéchen regulir, so heissen diese fiunf Korper:
(Reguliires) Tetraeder, Hexaeder, Octaeder, Dodekaeder, Ikosaeder.

Diese Polyeder werden reguliire genannt. Es gibt daher
nur fiinf regulive Polyeder. ‘

Frischauf, Geometrie. 2. Aufl. 4
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Das Drelkant.

107. Der unbegrenzte Raum wird durch drei Ebenen, welche
sich in einem Puncte schneiden, in acht halbbegrenzte Ritume
getheilt, von welchen jeder ein Dreikant genannt wird.

Ein solcher Rauin wird erhalten, indem man durch einen
Punct drei Halbstrahlen, welche nicht in einer Ebene liegen,
zieht, und dann zwischen je zwei in den hohlen Winkel ein
Ebenenstiick legt.

Der Strahlenmittelpunct heisst die Spitze, jede der drei
halbbegrenzten Geraden heisst eine Kante, jedes der einge-
schalteten Ebenenstiicke eine Seitenebene, der hohle Winkel
zwischen je zwei Kanten eine Seite, der an einer Kante liegende
hohle Keil ein Winkel des Dreikants.

Im Dreikant unterscheidet man wie beim Dreieck zwischen
anliegenden und gegeniiberliegenden Stiicken. -

Der Winkel, welcher an der ausserhalb einer Seitenecbene
liegenden Kante liegt, heisst der Seite dieser Seitenebene
gegenilberliegend; die beiden andern Winkel heissen der Seite
anliegend.

Ist - S die Spitze des Dreikantes und sind SA4, SB, SC
dessen Kanten, so werden mit 4, B, C die Wiukel, mit (B,C),
(C,4), (A4,B) die gegentiberliegenden Seiten und Seitenebenen,
und mit SABC das Dreikant bezeichnet. Das Dreikant ist fur

. die riumlichen Gebilde von derselben Wichtigkeit, wie das Dreieck
fir die ebenen.

108. Verlingert man die Kanten eines Dreikantes SABC
in das Entgegengesetzte und erweitert die Seitenebenen in das
Unbegrenzte, so erscheinen zu dem gegebenen Dreikant noch
sieben andere, welche mit dem gegebenen den ganzen unbegrenz--
ten Raum erfilllen. Jedes der neuen Dreikante hat zu Kantfen:
entweder .

a) zwei der urspriinglichen und die Verlingerung der dritten,
oder

b) eine urspriingliche und die Verlingerung der beiden
andern, oder

¢) die Verlingerungen aller drei urspriinglichen Kanten.

Sind SA4,, §B,, SC,; die Verlingerungen von S4, SB, SC,
so nmennt man die Dreikante SABC,, SBCA,, SCAB, in
a) Nebendreikante; die drei Dreikante SAB,C,, SBC,4,,
SCA,B, in b) Hinterdreikante und das Dreikant SA, B,C,
in ¢) Scheiteldreikant des ursprilnglichen.

109. Zusammenhang dieser Dreikante.
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2) Von SABC und?SABC,. Die beiden Dreikante Laben
Fig. 38, die Beite (4, B) gemeinsam, je swei der ibri-

(4 gen Seiten, welche in derselben Ebene liegen,
; sind Supplemente su einander. Die Winkel C

¥/ und C, sind einander gleich, hingegen je zwei
< der an einer der gemeinschaftlichen Kanten

%, ™S4  SA oder SB liegenden Winkel sind Sapple-
mente zu einander.

b) Von SABC und S 4, B, C. Die Seiten (4,B) und (4,,B,)

sind einander gleich. Je zwei der ubrigen

Fie. 87 Seiten der beiden Dreikante, welche in einer-

4, lei Ebene liegen, sind Supplemente zu ein-
......... / ___p ander. Die Winkel an der Kante SC sind
5 8~ 4 einander gleich. Je zwei Winkel, wie 4 und

A,, oder B und B,, deren Scheitelkante auf
einer Geraden liegen, sind Supplemente zu einander.
c) Von SABC und SA,B,C,. Je zwei Seiten, welche in
Fig. 8. derselben Ebene liegen, sind einander gleich;
je zwei Winkel, deren Scheitelkanten auf der-

% ¢ selben Geraden liegen, sind ebenfalls einander
\ __ & gleich. Denkt man sich im Innern eines jeden
‘i"_ T — 4 dieser Dreikante das Auge eines Beobachters,
b A 8o folgen die gleichen Stticke der beiden Drei-
/ Z kante in derselben Ordnung, aber in verschie-
G denem Drehungssinne auf einander.

110. Da die beiden Dreikante die Seiten und Winkel in
derselben Ordnung einander gleich haben, so kann man die Frage
aufwerfen: Ist es mbglich, zwei solche Dreikante zur Deckung
zu bringen? Um diese Frage zu beantworten, kinnte man sunZchst
damit anfangen, dass man zwei gleiche Seiten, etwa (A,B) und
(4,,B,), zur Deckung bringt. Dieses kann auf doppelte Weise
geschehen:

Erstens, indem man SA, mit S4 und §B, mit SB su-
sammenlegt;

zweitens, indem man SA, mit SB und SB;, mit SA4 zu-
sammenlegt. *

a) Fur die erste Deckung drehe man die Winkelebene
(A;,B,) um den Scheitel S in der Ebene (A4,B) so lange, bis
SA, mit S4 und SB, mit SB zusammenfillt. Die Kanten SC
und SC, fallen dann auf entgegengesetzte Seiten der Ebene (4,B),
kinnen daher nicht zusammenfallen,

b) Um die zweite' Art der Deckung der Seiten (A,B) und
(4,,B,) zu vollziehen, denke man sich den Winkel ASB, und
seinen Scheitelwinkel A, SB durch eine Gerade ZZ, halbirt.

4.
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Dreht man nun die Ebene (4,,B,) um die Gerade ZZ, so lange,
bis sie mit der Ebene (A4,B) zusammenflllt, so wird SA, mit
SB, und SB, mit SA zusammenfallen,

Sollten die Kanten SC, und SC zusammenfallen, so milssten
die an den Kanten SA oder SB, und SB oder SA, liegenden
Keile einander gleich sein,

also A=DB, und B= 4,
mithin, wegen A=A, und B= B,
A=DB = A, = B, sein; d. h.:
Zwei Dreikante, die sich als Scheiteldreikante verhalten,
konnen zur Deckung gebracht werden, wenn zwei Winkel des

einen, und somit auch die ihnen entsprechenden Winkel des
andern gleich sind.

111. Der in a) des vorigen Art. angefthrte Versuch, um
die beiden Scheiteldreikante zur Deckung zu bringen, fithrte zu
sowie SB und SB,, also auch die Winkelebenen (A4,B) und
(4,, B,) zusammenfallen, withrend die Kante SC und die Kante

¢ net werden soll, auf der entgegengesetzten Seite
i der gemeinschaftlichen Winkelebene liegt.
: Nimmt man nun auf den Kanten SC und SC,
S&——ip gleiche Stiicke, etwa SC = SC, an, und zieht von
SA, welche dieselbe in dem Puncte A schneiden,
so folgt aus:
dass C.4 == CyA ist. Zieht man an der gemeinschaftlichen
Winkelebene (A4,B) im Puncte A auf die SA eine Senkrechie
Winkel CyAF ist das Mass des Keiles A,, mithin ist Winkel
CAF = CyAF. Die von den Puncten C und C; auf die Gerade
demselben Puncte, etwa F, so dass CF == C; F' ist; d. h.:

Zieht man in der angegebenen Lage der beiden Dreikante
Abstand haben, BSenkrechte auf die gemeinsame Winkelebene,
so treffen diese Senkrechten die gemeinsame Winkelebene in
ander gleich.

Zwei solche Dreikante werdenm symmetrische Dreikante

einer solchen Lage derselben, dass die Kanten SA und S4,,

Fig. 39. SC,, welche in ihrer neuen Lage mit SC; bezeich-

\ ‘ﬁ den Puncten C und C, Senkrechte auf die Kante

A ASCA~ASCA,

AF, so ist der Winkel CAF das Mass des Keiles A, und der

AF geftllten Senkrechten schneiden dieselbe wegen CA = C, 4 in

von den Puncten C und C;, welche von der Spitze S gleichen

demselben Puncte F, und die Abstinde CF und C,F sind ein-
genanat,
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Vem Supplementar- und Pelar-Dreikant.

112. Nach Art 28 bestimmt man den Keil oder Neigungs-
winkel zweier Ebenen dadurch, dass man eine Ebene senkrecht auf
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen legt. Der Winkel der
beiden Durchschnittslinien der gegebenen Ebenen mit der dritten
Ebene ist das Maas des Keils.

Um die Winkel (Keile) eines Dreikants bequem darzustellen,
denke man durch einen Punct §° im Innern des angegebenen
Dreikants drei Ebenen senkrecht auf die
¢ drei Kanten gclegt. Diese drei Ebenen

. / ~. 4 tchneiden sich in drei Geraden 8’4", §'B’,
B —g” 4 S°C’, welche auf den drei Beitenebenen des
/ % urspringlichen Dreikants senkrecht stehen,
X .\ 1 und awar 84’ auf (B,C), S'B auf (c4),
- |~~~y $7C" auf (4,B). Diese drei Geraden bilden

") " wieder ein Dreikant S’A°B’C’, welches ein
c’ Supplementar-Dreikant des urspriing-
lichen heisst.

Je zwei Supplementar-Dreikante sind einander congruent.

Denn sind 8" und S” deren Spitzen, so folgt wegen des
Parallelismus der Kant*n und Secitenebenen die Gleichheit der
Seciten und Winkel der beiden Dreikante in derselben Ordnung,
also auch deren Congruenz.

Man kann daher am bequemsten das Supplementar-Dreikant
50 construiren, dass man den Punct S” in den Punct § legt;
also von S auf dic drei Seitenebenen Senkrechte auf die ent-
gegengesetste Seite der den Seitenchenen gegentiberliegenden
Kanten legt; in letsterer Lage soll das Supplementar-Dreikant
das Polar-Dreikant des gegebenen heissen.

Aus der Construction des Supplementar-Dreikants folgt
unmittelbar:

Jede Seite des Supplementar-Dreikants ist das Mass des
Supplementes von demjenigen Winkel des urspriinglichen Drei-
kants, auf dessen Scheitelkante ihre Seitenebenc senkrecht
steht,

Da der Punct S innerhalb des Dreikants S’ A"B’C’ liegt,
und die Kanten des Dreikants SABC anf den Seitenebenen
des Dreikants & A°B’ C’ senkrecht stehen, so folgt, dass das
Dreikant SABC ein Supplementar-Dreikant des Dreikants
SA'B'C’ ist. Die Beiten des Dreikants SA BC sind daher
ebenfalls die Supplemente der Winkel des Dreikants A’ B C’,

Fig. 40,
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Es ist daher
(4,B) 4 C’' = 2R, (B,C) + A’ =2R, (C,A)+ B =2R
(4,B)+ C=2R, (B\C')+ A=2R, (C'A") 4+ B=2R.
Dieselben Besiehungen gelten anch fir das Polar-Dreikant.

Allgemoine Eigenschaften des Drelkants.

113. a) Zwei Beiten eines Dreikants sind grosser als
die dritte.

¥ig 4 Es sei (A,B) die grosste Seite; man mache
) in der Ebene (A4,B) den Winkel ASD == ASC,
nehme SD == SC beliebig und ziehe durch D
die Gerade ADB willktirlich und verbinde 4
und C, so ist:

ASAD~>~ /A SAC, also AD == AC.

Verbindet man B und C, so ist in dem Droi-
ecke ABC:AC 4+ CB> AB = AD + DB,
also

e

l.
.~
=

N\

CB> DB.
In den Dreiecken SBC und SBD ist nach 58:
Winkel BSC > BSD,
addirt man dazu ASC == ASD, so erhélt man
ASC 4 CSB> ASB, d. h.
(4,C) + (C,B) > (4,B).
b) In jedem Dreikant ist der Ueberschuss je zweier Winkel
tiber den dritten kleiner als zwei Rechte.
Denn fiir ein Supplementar-Dreikant ist:
(4,C)+ (C',B’) > (A'B'), woraus A + B < 2 R + C folgt.

114. a) Die Summe der drei Seiten eines Dreikants ist
kleiner als vier Rechte.

Schneidet man die drei Kanten durch eine vierte Ebene in
den Puncten 4, B, C, so erhilt man drei nsue Dreikante 'mit
den Spitzen 4, B,C. Die Summe der Winkel der drei in S
zusammenstossenden Dreiecke betriigt 3 - 2 R == 6 R, die Summe
der Winkel des Dreiecks ABC betriigt 2 R; daraus folgt nach
dem vorigen Satze, dass die Summe der {ibrigen Seiten der Drei-
kante mit den Spitzen A4, B, C grisser als 2R ist. Zieht man
diese Summe von der Summe der Winkel der drei in S zu-
sammenstossenden Dreiecke ab, so ist der Rest kleiner als 4 R.
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b) Die Summe der drei Winkel eines Dreikants ist grisser
als zwei Rechte.

Denn construirt man ein Supplementar-Dreikant sum ur-
spriinglichen, so ist

(4,8) 4 (B,C)+ (C, 4) < 4R,
oder 2R—C+2R—A+2R— B<AR,
mithin 2R<A+B+C.

Yon dor Congruenz und Symmetrie sweler Dreikante.

115. Da in einem Dreikant drei Seiten und drei Winkel
vorkommen, so kann man die Frage aufwerfecn: Wie viele und
welche von dicsen Stlicken milssen zwei Dreikante einzeln ein-
ander gleich haben, damit sie congrucnt oder symmetrisch sind?
Von den verschiedenen Fillen, zu welchen die Beantwortung dieser
Frage fuhrt, sollen hier nur die wichtigsten durchgefiibrt werden.

Sind in zwei Dreikanten

a,) cine Seite und die anliegenden Winkel,

a;) ein Winkel und die anliegenden Seiten
einzeln einander gleich, so sind sie congruent oder symmetrisch,
je nachdem die in beiden verglichenen Stticke in demselben oder
in verschiedenem Drehungssinne aufoinander folgen.

Beweis von a,). Folgen die verglichenen Stiicke in demselben
Sinne aufeinander, &0 bringe man die beiden gleichen Seiten
zur Deckung. Wegen der Gleichheit der anliegenden Winkel
fallen die beiden andern Seitenebenen, folglich auch deremn ge- -
meinsame Kante zusammen. Folgen die verglichenen Stiicke in
verschiedenem Sinne aufeinander, so bringe man das zweite Drei-
kant mit dem Scheiteldreikant des ersten zur Deckung.

Der Satz a,) wird auf dieselbe Art bewiesen.

Sind in zwei Dreikanten

b,) die drei Seiten,

b,g die drei Winkel
einzeln einander gleich, so sind sie congruent oder symmetrisch,
je nachdem die in beiden verglichenen Stiicke in demselben oder
in verschiedenem Drehungssinne aufeinander folgen. -

Fig. 43. Beweis von b,). 8ind SABC und S’A’B’C’

¢ die beiden gegebenen Dreikante, so ziehe man
von einem beliebigen Puncte C der Kante SC

. des ersten Dreika.nts)CA 1 84, CB 1 SB, und
s ‘ "~ in der Ebene (4,B) AF | SA,BF | SB, wo

’ F F den Durchschnittspunct der Geraden A F und
BF bedeutet. Macht man im zweiten Drei-
kant 8'C’ == SC, und wiederholt die vorige Conmstruction, so ist
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SA = SA4,8'B = SB;
mithin Viereck SAF B ~SAFB,
also Winkel C'AF == CAF,C’BF =CBF,

wodurch die Bedingungen auf a,) oder a,) zuriickgefiihrt sind.

Beweis von b,). Man construire zu den boiden Dreikarten
die Supplementar-Dreikante, so sind diese nach b,) oniweder
congruent oder symmetrisch, also auch dio urspriinglichen.

Zusats. Ist (4,C) == (B,C), so folgt aus der fir den
Beweis von b,) gegebenen Construction, wegen A CAF¥ ~ A CBF,
dass A == B ist, d. h.:

Gleichen Seiten liegen gleiche Winkel gegentiber, und um-
gekehrt,

Ein Dreikant, welches zwei gleiche Seiten hat, wird gleich-
schenklig genannt.

116. Halbirt man die drei Seiten eines Dreikants SA4 BC
durch drei Gerade SA’,SH, SC’ (die Seite (B,C) durch SA’,
u. 8. w.) und legt durch diesoc Gerade auf die Seitenebenen senk-
rechte Ebenen, so schneiden sich diese in einer und derselben
Geraden SO, deren Winkel mit den drei Kanten des gegebenen
Dreikants einander gleich sind.

Es sei suniichst SO die Durchschnittslinie der Ebenen,
welche durch SA’ und SB’ seukrecht auf den zugehérigen Seiten-
ebenen gelegt sind.

Nach a,) sind die Dreikante SOA’ B und SO A’C symmetrisch,

” SOB'A ,, SOBC "
also Winkel OSB == 0SC, 0SA == 0SC, mithin auch
Winkel 0SB = 0SA.

Legt man durch die Geraden SO und SC’ ecine Ebene, so
sind die beiden Dreikante SOC'A und SOC'B symmetrisch, mit-
hin steht die Ebene OS auf der Seitenebene (A,B) senkrecht.
Vergl. Art. 82,

Hieraus folgt noch: Man kann jedes Dreikant SABC in .
drei gleichschenklige Dreikante SOAB, SOBC, SOCA, deren
Seiten (0,4), (0,B), (0,C) gleich sind, zerlegen. ’

117. Jedes von zwei symmetrischen Dreikanten l#sst sich
in drei Dreikante zerlegen, welche einzeln verglichen einander
congruent sind.

Denn bildet man zu einem Dreikant das zugehérige
Scheiteldreikant, und verlingert die nach Angabe des vorigen
Art. bestimmte Gerade SO nach riuckwilrts, so wird durch diese
Rtckverlingerung das Scheiteldreikant in drei Dreikante zerlegt,
welche mit den drei, durch dje Gerade SO erhaltenen, Drei-
kanten oongruent sind.

-



Symmetrische Gebilde. . 517

Symmetrische Gebilde.

. 118. Man kann die am Schlusse des Art. 111 gegebene

Definition fur beliebige rumliche Figuren verallgemeinern:

Wenn zwei rilumliche Figuren eine gemeinschaftliche ebene
Grundfliiche haben und, die eine iiber, die andere unter der Ebene
dieser Grundiliiche, derart zusammengesetzt sind, dass die von
zwei entsprechenden Puncten, etwa M und Af,, auf die Ebene der
Grundfliiche gefiillten Senkrechten diese in demselben Puncte m
treflen und dabei von gleicher Liinge sind, d. h. AMw == M, m
ist, so nennt man sie symmetrische Figuren.

119. Aus dieser Erklirung ergibt sich Folgendes:

1) Der Abstand zweier Puncte 4 und B in der einen Figur
ist gleich dem Abstande der entsprechenden Puncte 4, und B,
in der andern Figur.

Denn die Trapeze AB ab und A, B, ab sind congruent.

2) Liegen drei Puncte A,B,C der einen Figur in einer
Geraden, so liegen die entsprechenden Puncte A,, B,, C; der
andern Figur in derselben Ordnung in einer Geraden.

Denn nach 1) ist AB == A, B,, BC == B,C,,CA == C,4,,
also wegen

AB == AC 4 CB,

ist A B, = A,C, 4 C,B,.

Dem Durchschnittspuncte zweier Geraden entspricht daher
der Durchschnittspunct der entsprechenden Geraden.

3) Licgen in der einen Figur vier Puncte 4,B,C,D, von
denen nicht drei in einer Geraden liegen, in einer Ebene, so
liegen auch die euntsprechenden Puncte der andern Figur in
einer Ebene.

Denn schneiden sich die Geraden AB und CD in einem
. Puncte 7, so schneiden sich die entsprechenden Geraden 4,B,
und C;D, in dem ontsprechenden Puncte Z,.

Aus 1), 2) und 3) folgt:

4) Einer ebenen Figur entspricht eine congruente, ebene
Figur.

5) Da jeder Winkel immer auf den Winkel zweier Geraden,
die in einer Ebene liegen, zurtickgefihrt werden kann, der
Winkel zweier solcher Geraden in der einen Figur nach 4) dem
Winkel der entsprechonden Geraden der anderm Figur gleich
ist, so folgt die QGleichheit aller entsprechender Winkel der
beiden Figuren.

Zwei Polyeder, welche in die angegebene Lage gebmht
werden kénnen, werden symmetrisch genannt. In zwei sym-
metrischen Polyedern sind je swei entsprechende Fliichen oon-
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gruent, und jeder Keil des einen ist demn entsprechenden Keile
des andern gleich. Dabei folgen die gleichen Stiicke in gleicher
Ordnung aufeinander, ohne dass die beiden Polyeder zur Deckung
gebracht werden konnen,

Zu jedem Polyeder ist nur ein Polyeder symmetrisch.

Sind zwei Polyeder zu einem dritten symmetrisch, 8o sind
sie untereinander congruent.

Zusatz, Litsst sich ein Korpor durch eine Ebene in zwei
symmetrische Hiilfton zerlegen, so ist ein dem gogebenen Korper
symmetrischer mit ihm congruent.

Denn nimmt man diese theilende Ebene als Grundfliiche,
so bildet jede Hillfte des gegebenen Kirpers eine Hulfte des
symmetrischen. .

Anmerkung. Wollte man als Analogon zu einer gegebenen
ebenen Figur eine symmetrische construiren, so miisste man in
derselben Ebene cine Gerade als Grundlinie annchmen und dem
Scheitel der entsprechenden symmetrischen Figur von der Grund-
linie gleichen Abstand geben. Dreht man das Ebenenstiick der
symmetrischen Figur um dio Grundlinic, bis es mit dor gegebenen
Figur zusammenfiillt, so decken sich die beiden Figuren. Bei
ebenen Figuren ist also die symmetrische Figur zugleich con-
gruent, es verschwindet daher die Symmetrie.

Pyramidale und prismatische Ritumeo.

120. Bewegt man eine unbegrenzte Gerade derart, dass sie
langs des Umfanges eines (einfachen) ebenen mKcks und immer
durch ecinen fixen Punct S, welcher nicht in der Kbene des
n Ecks liegt, geht, so beschreibt die Gerade eine Fliiche, wo-
durch der unbegrenzte Raum in zwei halbbegrenzte Riume ge-
theilt wird.

Fin jeder dieser beiden Ritume, bestehend aus zwei im
Puncte S zusammenstossenden Stticken, welche zusammen eine
nflichige Ecke sammt Scheitelecke bilden, wird ein nseitiger
pyramidaler Raum genannt.

Den Umfang des nEcks nennt man die Leitlinio, den
festen L'unct S die Spitze, die heweglo (iorade dio Erzeugungs-
linie, die beschriebene Fliche den Mantel des pyramidalen
Raumes.

Jedes der Leiden Stticke desselben wird ein pyramidaler
Halbraum genannt.

Bewegt man die brzeugnngshme fortwithrend parallel, d. h.
setzt man den Punct S in das Unendliche, so heisst der (halb)
abgegrenzte Raum ein prismatischer.
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Ein pyramidaler Raum entsteht auch dadurch, dass man

zwischen je zwei aufeinander folgende Strahlen eines Bilschels vcn
“n Strahlen ein Stick einer Ebene einschaltet.

Ein nseitiger prismatischer Raum entsteht auch dadurch,
dass man zwischen je zwei von # Parallelen, von denen nie mehr
als zwei in einer Ebene liegen, einen Streifen einschaltet.

Dem pyramidalen oder prismatischen Raum analog erhiit
man resp. einen conischen oder cylindrischen, wemn die
Leitlinie eine krumme Linie ist.

Hier sollen nur solche conische und cylindrische Rdume
betrachtct werden, deren Leitlinie eine Kreislinie ist.

Dic orzeugende Gerade heisst in jeder Lage eine Seite.

Die Gerade, welche die Spitze des conischen Raumes mit
dem Mittelpuncte des Kreises verbindet, heisst die Axe des
conischen Raumes.

In @hnlicher Weise nennt man die vom Mittelpuncte parallel
zur Seite gezogeno Gerade die Axe dos cylindrischen Raumes.

121, 8chneidet man einen n seitigen pyramidalen Halbraum
durch cine Ebene, welche don simmtlichen Kanten begegnet, so
nennt man das dadurch abgegrenste Polyedor eine n seitige
Pyramide.

Das durch den Mantel abgegrenzte Stiick der schneidenden
Ebene, welches als von einem mn 8eit begrenzt ist, heisst die
Grundfliche oder Basis; deren Seiten die Grundkanten,
die iibrigen die Seitenkanten der Pyramide.

Der Abstand der Spitze von der Grundfiiche heisst die
Héhe der Pyramide.

Schneidet man ocinen pyramidalen Halbraum durch zwei
parallele Ebenen, so heisst das dadurch erhaltene Polyeder ein
Pyramidalstumpf.

Schneidet man einen prismatischen Raum durch zwei parallele
Ebenen, welche simmtlichen Kanten begegnen, so nennt man
das dadurch abgegrenzte Polyeder ein Prisma.

Bei beiden Kérpern nennt man jedes in den beiden schnei-
denden parallelen I'benen abgegrenzte Stilick cine Grundfléiche
oder Basis; der Abstand der beiden Grundflichen heisst die
Hoéhe resp. des Pyramidalstumples oder des Prismas.

Schneidet man ein I’risma durch eine mit dor Grundiliche
nicht parallele Ebene, 8o heisst jeder der dadurch erhaltenen
Korper ein Prismastumpf.

Ist die Hohe zn den Seiten parallel, so heisst das Prisma
ein gerades, sonst ein schiefes.

Schneidet man einen halbconischen Raum durch eine Ebene,
so erhilt man einen Kegel — das Analogon zur Pyramide.
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Den von zwei parallelen Ebenen abgeschnittenen Raum nennt
man einen Kegelstumpf.

Schneidet mun einen cylindrischen Rawm durch zwei parallele
Ebenen, so crhilt man einen Cylinder — das Analogon zum
Prisma.

Die Pyramide.

122. Eino Pyramide heisst regulir, wenn ihre Grundfliche
ein regulitres Vieleck ist und die Verbindungslinie des Mittel- -
puncles der Grundiliche mit der Spitze auf der Grundfliiche
senkrecht steht, also mit der Héhe identisch ist.

Eine # seitige Pyramide hat n dreieckige Flidchen mit ge-
meinsamer Spitze, »n dreifiichige Ecken mit gemeinsamer Grund-
n(n—3) .

3 drei-
eckige Nebenflichen und cbensoviele dreiflichige Nebenecken,
'-'—("2;3) Nebenkeile, die durch die Spitze gehen, und ehensovicle
Nebenkanten, die in der Grundfléche liegen.

Jede n scitige Pyramide lisst sich durch (» — 3) Neben-
fliichen, welche durch eine und dieselbe Seitcnkante gehen, in
(n — 2) dreiseitige Pyramiden zerlegen, die mit der urspriing-
lichen gleiche Hthe haben. :

Eine Pyramide, deren Grundfiiche ein Dreieck ist, heisst
ein Tetraeder.

Dasselbe hat vier Flichen, vier Kcken und sechs Kanten,
keine Nebenscheitel, Nebenkanten und Nebenfliichen.

Zu jeder Tetraederfliiche gibt es"nur einen ausserhalb der-
selben liegenden Scheitel, und umgekehrt.

Zwei solche Stiicke heissen Gegenstilcke szu einander.

Zu jeder Tetracderkante gibt es nur eine dieselbe kreuzende.
Zwei solche Kanten werden Gegenkanten genannt.

Ein Tetraeder, welches cine rechte Ecke enthillt, wird ein
rechteckiges genannt.

123. Die beiden Halbriume eines pyramidalen Raumes
bilden zwei symmetrische Fckoen. Schneidet man nun diese bei-
den Halbrtume durch zwei parallele Iibencn, welche von der
Spitze gleichen Abstand haben und alle Kanten troffen, so bilden
die Durchschnittspuncte der Kanten in den beiden parallelen
Ebenen zwei congruente Figuren; man erhélt dadurch zwei
symmetrische Pyramiden, welche Scheitelpyramiden gemannt
werden.

Denn die Verbindungslinien zweier entsprechender Punct-
paare sind gleich und parallel, woraus folgt, dass die beiden

fliiche, eine n eckige Fliiche, eine n flichige Ecke,
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Schnitte congruent sind. Bringt man diese congruenten Schnitte
zur Deckung, so fallen die Spitzen der beiden Pyramiden zu
entgegengesetzten Seiten dieser Fliche, welche die Grundfiiche
der Symmetrie der beiden Pyramiden bildet, denn die Verbindungs-
linie der Spitzen derselben steht auf dieser Fliche senkrecht und
wird von ihr halbirt.

124, a) Sind in zwei # seitigen Pyramiden die Ecken an
der Spitze congruent oder symmetrisch und drei Paare ent-
sprechender Seitenkanten einander gleich, so sind die Pyramiden
congruent oder symmetrisch.

Im ersten Falle kann man die congruenten Ecken an der
Spitze zur Deckung bringen; wegen der Gleichheit der drei emt-.
sprechenden Seitenkanten miissen die Ebenen der (irundflichen
und mithin letztere selbst zysammenfallen.

Sind aber die Ecken an der Spitze symmetrisch, so bildet
man zu der einen Pyramide die Scheitelpyramide und beweist
deren Congruenz mit der andern.

b) Sind in zwei n seiligen Pyramiden die Grundfiichen con-
gruent, ein Paar entsprechender Grundecken congruent oder
symmetrisch, und das zugehdrige Paar von Seitenkanten einander
gleich, so sind die Pyramiden congruent oder symmetrisch.

Im ersten Falle kann man die congruenten Grundecken zur
Deckung bringen; wegen der Gleichheit der beiden Seitenkanten
werden die Spitzen und wegen der Congruenz der Grumdfiichen
die Grundfiichen der beiden Pyramiden zusammenfallen, Zwei
Pyramiden, deren Spitzen und Grundflichen zusammenfallen,
decken sich. Sind die Grundecken symmetrisch, so construire
man zu der einen Pyramide die Scheitelpyramide, u. 8. w.

125. Sind in zwei n seitigen Pyramidenstumpfen ein Paar
Grundflichen congruent, ein Paar entsprechender Grundecken’
congruent oder symmetrisch und die diesen zugehirigen Seiten-
kanten einander gleich, so sind die Pyramidenstumpfe congruent
oder symmetrigch.

Beweis wie im vorigen Art.

126. Durch Zusammensetzung von zwei oder mehreren Pyra-
miden erhélt man ein Polyeder.

Zwei Polyeder sind nur congruent oder symmetrisch, wenn
sie in gleicher Weise aus gleichvielen congruenten oder sym-
metrischen Pyramiden zusammengesetzt sind.

Das Prisma.

: 127. Analog wie bei der Pyramide unterscheidet man bei
dem Prisma zwischen, Grundkanten, Seitenkanten, Grundkeilen,
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Seitenkeilen, u. 8. w., deren Anzahl bei einem # seitigen Prisma
sehr leicht angegeben werden kann.

Wegen des Parallelismus der Seitenkanten und der Grund-
flichen sind die Seitenflichen Parallelogramme.

Sind die Grundflichen Parallelogramme, so heisst das Prisma
ein Parallelepipedon oder eine S#ule. In diesem sind je
zwei gegeniiberliegende Fliichen congruent.

Durch eine Ecke eines Parallelepipedons sind die iibrigen
bestimmt,

Durch drei Schichten, welche durch drei einander kreuzende
Gerade bestimmt sind, entsteht ein Parallelepipedon.

dst eine Kante senkrecht auf einer Fliche, d. h. sind zwei
Keile einer Ecke rechte, so heisst das Parallelepipedon ein ge-
rades; sind die drei Keile einer Ecke rechte, so heisst es ein
rechteckiges. In letzterem sind alle Fliichen Rechtecke.

Ein rechteckiges Parallelepipedon, in welchem die drei in
einer Ecke zusammenstossenden Kantem einander gleich sind,
wird ein Wiirfel oder Kubus genannt. In demselben sind alle
gleichnamigen Haupt- und Nebenstiicke einander gleich.

Alle Flichen sind Quadrate.

Der Wiirfel ist durch eine Seite bestimmt.

Ein schiefeckiges Parallelepipedon, in welchem die drei in
eine Ecke zusammenstossenden Kanten einander gleich sind, wird
ein Rhomboeder genannt.

Das Rhomboeder ist durch eine Seite und einen schiefen
Winkel bestimmt.

Denn ist @ der spitze Winkel einer Seitenfliche, so ist
¥ = 2R — ¢ der andere (stumpfe) Winkel

Stellt man nun drei Seitenflichen so zusammen, dass drei
spitze Winkel ¢ zusammenstossen, so sind die Winkel ciner jeden
der Ubrigen Ecken der Grundfliche 1, v, .

Lisst man hingegen drei stumpfe Winkel 4 zusammen-
stossen, so sind die Winkel einer jeden der {lbrigen Ecken der
Grundfliche o, @, .

Es sind nur zwei Rhomboeder miglich: das eine hat ein
Paar gegeniiberliegender KEcken it lauter spitzen, das andere
mit lauter stumpfen Winkeln. Diese beiden Ecken werden
Hauptecken genannt.

128. Zwei Prismen sind congruent oder symmetrisch, wenn
sie ein Paar congruenter Grundflichen, ein Paar congruenter
oder symmetrischer Ecken und das anliegende I’aar Seitenkanten
gleich haben,

129, Zwei Parallelepipeda sind congruent, wenn sie ein
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Paar congruenter oder symmetrischer Ecken haben und die drei
anstossenden Kanten einzeln einander gleich haben.

Wegen der Symmetrie zweier Gegenecken verschwindet die
Symmetria der Parallelepipeda.

Inhaltsgleichheit der Prismen und Pyramiden,

130. Schneidet man einen prismatischen Raum durch zwei
Paare paralleler Ebenen ¥ | %', 8B | 9, so sind die zwischen den
beiden Paaren enthaltenen Prismen inbaltsgleich, wenn ihre
Seitenkanten gleich sind.

Legt man die beiden Prismen so zusammen, dass zwei ent-

¥ig 45. sprechende Seitenkanten zusammenfallen, wodurch ein
Punct der Fliche ¥ mit einem Puncte der Fliche 9B,

ebenso ein Punct von ¥’ mit einem Puncte von 8B’
zusammenfillt, so sind die zwischen den Fliéchen ¥

und B, %' und B’ enthaltenen Kirper (Prismen-

stumpfe) congruent. Addirt man beiderseits den da-

zwischen liegenden Kirper, so erhiilt man die Gleich-

heit des Inhaltes der beiden Prismen. Vergl. Art. 67.

131. Jedes Parallelepipedon wird durch eine

Diagonalfliiche in zwei inhaltsgleiche, dreiseitige Prismen getheilt.

Ist das Parallelepipedon ein gerades, so sind die beiden
Theile congruent; ist das Parallelepipedon ein schiefes, so lege
man an die Endpuncte einer Seitenkante des Diagonalschnittes
senkrechte Ebenen. Man erhilt durch Erweiterung der Seiten-
cbenen des gegebenen Parallepipedon ein zweites, diesem inhalts-
gleiches, gerades, welches durch die Diagonalebene halbirt wird.
Die beiden zwischen den Grundebenen enthaltenen Prismen sind
inhaltsgleich, also jedes die Hilfte des zugehtrigen Parallele-
pipedon.

Zusatz. Zwei dreiseitige Prismen, welche durch verschie-
dene Diagonalschnitte eines Parallelepipedon erhalten wurden,
sind inhaltsgleich.

Fig. 4. 132. Zwei Parallelepipeda, welche gleiche

s Grundfliche und glsiche Hihe haben, sind

“\y inhaltsgleich.
LR Es seien .
P B, P” die zu vergleichenden Parallele-
-

pipeda; a', ¥’; a”, " die Kanten ihrer Grund-

¥/ P # \b flichen; ¢, ¢ die Seitenkanten.
---.-[ ,:X Vor den Seiten a’, a” sei 4’ <a”.
In der Ebene der Grundfiiche von P’ ver-
lingere man den zwischen b und ” enthaltenen Streifen beliebig

.-

o’ “



64 Zweites Buch.

- und construire in demselben ein Parallelogramm, dessen Seiten
a” und b’ sind; dieses ist dem ersten fliichengleich.

Den zwischen @¢” und a” soeben erhaltenen Streifen ver-
lingere man und construire in demselben ein Parallelogramm,
welches b” und @” zu Seiten hat, daher dem aus a” und b’ con-
struirten, also auch der Grundfliche von P” flichengleich ist. Das
Tarallelogramm aus @” und b” ist daher dem von " congruent*).

Stellt man die Parallelepipeda P’ und P” so auf die ihnen
congruenten Grundflichen, dass sie auf einerlei Seiten der ob-
gewilbiten Ebene liegen, so miissen wegen der Gleichheit der
Hohen die oberen Grundflichen in ciner und derselben Ebene liegen.

Erweitert man die an /" und )’ liegenden Seitenebenen von P’

» » " a” , a” » n » B

so erhlt man ein Parallelepipedon B, dessen Grundfiiche die
Kanten a”, 1’ sind**).
Nun ist nach 130

P =3P, B="TP", aleo auch P = P".

133. Da jedes dreiseitige Prisma als die Hilfte eines

Parallelepipedon angesehen werden kann, jedes mchrseitige Prirma
in dreiseitige zerlegt werden kann, so folgt:

a) Zwei dreiseitige Prismen von gleicher Grundiliche unidl
Hohe sind inbaltsgleich.

b) Zwei beliebige Prismen von gleicher Grundfiiche und
gleicher Hohe sind inbaltsgleich.

134. Jede dreiseitige Pyramide liisst sich in zwei congruente
Pyramiden und zwei inhaltsgleiche Prismen, welche zusammen
grisser als die Hilfte der Pyramide sind, zerlegen.

a) 8ind K, F, G, H, J, K die Mitten
Fig. 45. der Kanten der Pyramide ABCD, so zer-
fillt dieselbe durch Ebenen, welche durch
die Mitten der Kanten gelegt werden, in
die Pyramiden AEGH, DII[J K, und in die
Prismen, deren eines das Dreieck BFJ, das
andere das Dreieck CFG zur Grundfliche
hat. Diese beiden Prismen sind einander
inhaltsgleich, wie man unmittelbar nach 131
ersieht, wenn man sie zu Parallelepipeda
ergiinzt, wovon das eine die Grundfiiche BFGE, das zweiie das
doppelte Dreieck CF'G als Grundfliche besitat.

*) Aus der Gleicbheit der Grundfiichen von P, B” und der Vor-
aussetsung a’ < a” folgt die Moglichkeit dieser Construction.

**) Der Deutlichkeit halber wurden in der Fignr nur die Grund-
flichen geseichunet.
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b) Legt man durch die Halbirungspuncte je dreier in einer
Ecke zusammenstossender Kanten Ebenen, so zerfillt die Pyra-
mide in vier congruente Pyramiden der angegebenen Art und in
ein Achtflach. Jede der Pyramiden ist daher kleiner als ein
Viertel der urspriinglichen Pyramide.

c) Setat man die angegebene Zerlegung mit den beiden in a)
erhaltenen Pyramiden fort und bezeichnet man die urspringliche
Pyramide mit T, die erhaltenen Theilpyramiden und Theilprismen
mit T,, Tp,--- und B;, B, -, ro ist

T =29, +27,,
T =29, 4 4B, +4%,,
T==2P + 4B, + 8B, + 8%;, v. 5. w.

Danm T,<}T, T,<IT,, L,<iT,, - ist
so ist 2T, <§TATL,<IT, 8T, <ET, - und

T=2'B, + '8, + 2B+ + B + 2°T,,

wo 2° %, < 21. ist, also kleiner werden kann. als jede moch so0

kleine gegebene Grisse.

135. Zwei dreigeitige Pyramiden, von gleicher Grundfiiche
und gleicher Hthe, sind inhaltsgleich, Denn zerlegt man die
beiden Korper in ihre Theilpyramiden und Theilprismen, so sind
die letateren in derselben Ordnung inhaltsgleich; es mtssen da-
her auch die beiden Pyramiden, als die Summen der Theilprismen
inhaltsgleich sein.

Zusatz. Zwei beliebige Pyramiden von gleicher Grund-
fliche und gleicher Hhe sind inhaltsgleich.

136. Jedes dreiseitige Prisma l#sst sich in drei inhalts-
gleiche dreiseitige Pyramiden zerlegen.

Legt man durch A, B, F eine Ebene, so
zerfillt das Prisma in eine dreiseitige Pyramide mit
ABC als Grundfliche und F als Spitze, und in
eine vierseitige Pyramide mit ABED als Grund-
fiiche und F als Spitze. Legt man durch 4, E, F
eine Ebene, so wird dadurch die letztere Pyramide
halbirt. Jede dieser Hilften ist der ersten Pyra-
mide raumgleich: denn betrachtet man z. B. ACF
\mq ADF als Grundflichen und B und E als Spitzen u. 8. w.

Zusatz. Jedes dreiseitige Prisma ist das Dreifache einer
Pyramide, welche mit ihm gleiche Grundfliiche und gleiche Hohe hat.

137. Jeder Prismenstumpf ist gleich der Summe dreier
PPyramiden, welche die Grundfiiche des Prisma zur Grundfliche
und die drei Ecken des Schnittes zu Spitzen haben.

Frisohauf, Geometrie. 2. Aufl. [}

Fig. 46.
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a) Es gehe der Schnitt zuniichst durch eine Ecke der Grund-
Fig. 41, fliche, etwa durch C.

® Legt ma® durch BCD eine Ebene, so zer-
fullt der Prismenstumpf in die Pyramide mit
» gj/ ABC als Grundfiiche und D als Spitze und in
die Pyramide mit BDE als Grundfliche und C
) als Spitze. Letztere Pyramide ist, wegen AD | BE,
- gleich der mit AB FE als Grundfliche und C als
¢ Spitze, oder was dasselbe ist, mit ABC als
Grundfliche und E als Spitze. Es ist daher der Prismenstumpf
gleich der Summe zweier Pyramiden, welche ABC als Grund-

flichen und resp. D und E als Spitzen haben.

b) Legt man durch die kleinste Seitenkante eine Ebene
parallel zur Grundfliche, so zerfilllt der gegebene Prismenstumpf
S in ein dreiseitiges Prisma P und in einen Stumpf S°, wie in a).
Aus S == P +4 § folgt, wenn man P in die drei Pyramiden und
S8’ in die obigen zwei Pyramiden zerlegt, der angegebene Satz.

Zusatz. Zieht man durch den Schwerpunct J des Schnittes
CDE eine Gerade J I parallel den Kanten des Stumpfes, welche
dem Dreiecke ABC im Puncte M begegnet, und schneidet die
Ebene CJ M das Trapez ABED in der Geraden KI, so ist

AD + BE == 2 KL == 3J M;

d. h. der Prismenstumpf ist gleich einem Prisma mit derselben
Grundfiiche und mit Seitenkanten gleich der, vom Schwerpuncte .
der Schnittfiiche parallel zu den Kanten, gezogenen Geraden.

Der Kegel und der (‘ylinder.

138. a) Jede durch die Axe des Kegels gelegte Ebene
schneidet die Mantelfliche in zwei Geraden, die Grundfliiche in
einem Durchmesser, also die ganze Oberfliche in einem Dreiecke.

Das durch eine, durch die Axe SO und
die Hiohe SH, gelegte Ebene bestimmte
Dreieck SA B heisst das charakteristische
Dreieck. Die Ebene desselben steht auf
der Grundfliche senkrecht. Das charakte-
ristische Dreieck theilt den Kegel in zwei
symmetrische Theile.

Denn zieht man in der Grundfliche
zwei, gegen den durch das charakteristische
Dreieck bestimmten Durchmesser 4 B gleich-

geneigte Radien OM und OM’, so haben deren Endpuncte von
= dem Durchmesser, also auch von der Ebene des charakteristischen
Dreiecks gleichen Abstand.
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b) Jede durch die Axe des Cylinders gelegte Ebene schneidet
die Mantelfliche in zwei parallelen Geraden, die Grundfitchen
in zwei parallelen Durchmessern und die gaunze Oberfliiche in

" einem Parallelogramme.

Von den Schnitten wird der durch die Axe und eine Hohe
gelegte, das charakteristische Parallelogramm genamnt.
Dasselbe theilt den Cylinder in zwei symmetrische Theile.

Beweis wie beim Kegel.

139. Zwei Kegel oder Cylinder mit kreisformiger Grund-
fliche sind congruent, wenn die Radien der Grundfiichen gleich
,sind und die Axen gleiche Linge und gleiche Neigung gegen
die Grundfiiche haben. .

Denn zwei Kegel, deren Grundflichen und Spitzen zusammen-
fallen, sind congruent. .

Beim Kegel und Cylinder verschwindet die Symmetrie.

Zwei gerade Kegel oder Cylinder sind congruent, wenn die
Grundfiichen gleiche Radien, und ihre Axen gleiche Linge haben.

- Die Kugel.

140. Man kann eine Kugel erzeugem, indem man einen
Halbkreis, um geinen Durchmesser als Axe, eine volle Drehung
machen l#sst; der von demselben beschriebene Weg ist eine
Kugel, die von der Kreislinie beschriebene Fliche eine Kugel-
flache.

Statt des Halbkreises kann man auch einen ganzen Kreis
um einen Durchmesser eine halbe Umdrehung machen lassen.
Aus dieser Erzeugung einer Kugel durch einen Kreis, erkl&rt sich
die Analogie vieler Eigenschaften von Kreis und Kugel.

Eine auf dem Axen-Durchmesser senkrechte Gerade be-
schreibt bei der Umdrehung eine auf dem Axen-Durchmesser
senkrechte Ebene; die Endpuncte der durch die Gerade bestimm-
ten Sehne einen Kreis. Steht die Gerade im Endpuncte des
Durchmessers senkrecht, so beschreibt sie eine Ebene, welche
die Kugel nur in einem Puncte trifft, und daher Bertihrungs-
ebene an die Kugel heisst. Der gemeinsame Punct heisst der
Bertthrungspunct.

Der Schnitt einer Ebene mit einer Kugelfiiche ist ein Kreis,
dessen Mittelpunct P der Fusspunct det vom Kugelmittelpuncte O
auf die Ebene gefitliten Senkrechten ist.

Denn sind M, N, ... beliebige Puncte der Schnittlinie,

so ist AOPM~ /AOPN u s w,
also PN == PN == dem Halbmesser des Schnitt-
kreises.

6.
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Zusatz, Je grisser der Abstand einer Ebene vom Mittel-
puncte der Kugel ist, desto kleiner ist der Kreis, welchen die
Ebene abschneidet.

Eine durch den Mittelpunct der Kugel gelegte Ebene schneidet
daher den grissten Kreis ab, Man nennt einen solchen einen
grdssten Kugelkreis. )

Die Endpuncte des auf der Ebene des grissten Kugelkreises
senkrechten Durchmessers werden Pole genannt.

141. Zwei durch einen Durchmesser gelegte und durch
diesen halbbegrenzte Ebenen bestimmen auf der Kugelfiiiche ein
sphirisches Zweieck.

Die beiden an einen Endpunct des Durchmessers gezogenen
Tangenten bilden einen Winkel, welcher der Winkel des Zweiecks
genannt wird, derselbe ist gleich dem Keile der Ebenen des
Zweiecks.

Durch drei Durchmesser sind drei Ebenen bestimmt, welche

Fig. 49 die Kugelfliche in acht sphifrische Drei-

A ecke zerlegen. Jedes Dreieck wird durch

7N drei Bigen grésster Kreise gebildet. Diese

g/ [+ "  DBigen heisen die Seiten, die von ihnen

! I A ) gebildeten Winkel die Winkel des sphilri-

\ M\ ~1 i g schen Dreiecks.

AN \\ L Ry Die sphéirischen Dreiecke dienen zur
T / Darstellung der zugehirigen Dreikante. -

A Man kann die in Art, 108—117 gegebenen

Sitze unmittelbar “auf das sphilrische Dreieck tibertragen.

142. Die Fliche des sphlirischen Dreiecks dient zugleich
als Mass des von don Ebenen gebildeten korperlichen Raumes.

Sind niimlich «, 8, y die Flichen der den Winkeln A4, B, C
entsprechenden Zweiecke, so ist (mit Berlicksichtigung, dass die
Dreiecke ABC und A’B’C’ flichengleich sind), wenn mit F die
Fliche der Kugel, mit f die Fliche von ABC bezeichnet wird,

«et+(B—-N+@G@—1)=1F
f_‘!i‘.:_i‘_!_*m

mithin

143. Die Schnittlinie zweier Kugelfiichen ist eine Kreislinie.
Denn sind O, O° die Mittelpuncte der beiden Kugelfilichen,
so ist, wenn M, N - .. beliebige Puncte der Schnittlinie bedeuten,

AOOM2AOON--.

Die von den Puncten 3, N, ... auf die Gerade 00" ge-
zogenen Senkrechten treffeu diese Gerade in einem und dem-

.
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selben Puncte, etwa P, und sind von gleicher Linge == dem

Radius des Schnittkreises, dessen Mittelpunct der Punct P ist.
144. Alle in den Art. 86—88 angefiihrten Sktze fir swed

Kreise gelten unmittelbar fiir zwei Kugeln, indem man das Workt

Kreis mit Kugel vertauscht.

145. Eine Kreislinie kann mit einer Kugelfiiche zwei, einem
oder keincn Punct gemeinsam haben.

Schneidet n&mlich eine Kreislinie eine Kugelfliche einmal,
so muss sie als geschlossene Linie aus dem Innern der ebenfalls
geschlossenen Kugelfliche ins Aeussere treten, d. h. die Kugel

nochmals schneiden.

Hat ein Kreis mit ciner Kugelfliche drei Puncte gemeinsam,
so liegt er vollstindig in der Kugellli&che. Hat ein Kreis mit
ciner Kugelfiiche nur einen Punct gemeinsam, so berlithrt er die

Kugel in diesem Puncte.

Eine unbegrenzte Gerade kann die Kugelfliche nur in swei

Puncten schneiden.

Trifit die Gerade die Kugelfiiche nur in

einem Puncte, 8o berlihrt sie jene in diesem Punocte.
146. Drei Kugelfiichen konnen sich in hdchstens xwei

’uncten schneiden.

Denn der Durchschnitt zweier Kugelﬂnchon ist eine Kreis-
linie, welche die dritte Kugelﬂache hochstens in zwei Puncten

schnenden kann.

Ein- und umschriebene Tetraeder.

147. Die sechs Ebenen, welche
auf den Kanten oines Tetraeders
in deren Mitten senkrecht stehen,
schneiden sich in einem Puncte,
welcher von den vier Ecken des
Tetraeders gleichweit entfernt ist.

Die drei auf den Kanten
einer Tetraederfliche senkrech-
ten Ebenen schneiden sich nach
82 in einer auf der Fliiche in
dem Mittelpuncte des umschrie-
benen Kreises senkrechten Ge-
raden. Alle Puncte dieser Ge-
raden haben von den Ecken der
Fliche gleichen Abstand. Je
zwei dieser Geraden liegen in
einer Ebene und schneiden sich
in einem Puncte, welcher von

Die sechs Ebenen, welche die
inneren Keile eines Tetraeders
halbiren, schneiden sich in einem
Puncte, welcher von den vier
Flichen des Tetraeders gleich-
weit entfernt ist.

Halbirt man einen Keil durch
eine Ebene, so haben deren
Puncte von den Seiten des Kei-
les gleichen Abstand. Die drei
Ebenen, welche die drei an einer
Tetraederfliche liegenden Keile
halbiren, schneiden sich in einem
Puncte, welcher von den vier
Tetraederflichen gleichweit ent-
fernt ist. Die drei durch diesen
Punct und die ibrigen Kanten
gelegten Ebenen halbiren die
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den Ecken gleichweit entfernt
ist, woraus folgt, dass durch
diesen Punct die erwithnten sechs
Ebenen gehen.

Um ein gegebenes Tetraeder
lasst sich eine Kugel beschrei-
ben.

Zweites Buch.

drei an diesen Kanten liegenden
Tetraederkeile, woraus folgt,
dass durch diesen Punct die er-
wihnten sechs Ebenen gehen.

In ein gegebenes Tetraeder
lisst sich eine Kugel einschrei-
ben.

Vergl. Art. 82.

Zusatz. Halbirt man die drei an einer Tetraederfliche
liegenden Nebenkeile und die drei nicht anliegenden inneren Keile,
so echneiden sich die Halbirungsebenen in einem Puncte, welcher
ebenfalls von den vier Tetraederfilichen gleichweit entfernt ist.
Man erh8lt auf diese Art vier weitere Beriihrungskngeln, welche
man #ussere Berfthrungskugeln nennt, w#hrend man dic
obige Kugel die innere Bertthrungskugel nennt.

Ausser diesen funf Kugeln existiren noch drei, von denen
jede einzelne die Erweiterungen der Tetraederflichen, welche
durch je zwei Gegenkanten gehen, beriihrt.

Construction von Punctsystemen.

148. Ein S8ystem von n Puncten zu construiren, welches
einem gegebenen Systeme von » Puncten congruent oder sym-
metrisoh ist.

Es seien 4, B, C, D, - - - - die Puncte des gegebenen Systems;
A’,B’,C’ D’,-- . die ihnen entsprechenden des zu construirenden.

Bei der Auflésung sind drei Fille zu unterscheiden, je nach-
dem die gegebenen Puncte in einer Geraden, in einer Ebene oder
im Raume tiberhaupt liegen,

a) Im ersten Falle nehme man in einer beliebigen zweiten
Geraden den Punct A’ beliebig, mache 4’ B’ == AB, gleichgiltig
auf welcher Seite von A". Jeder folgende Punct, etwa C’, wird
80 bestimmt, dass A°C" = AC wird, wo C’ mit B’ auf der-
selben oder entgegengesetzten Seite von A’ liegt, je nachdem
C mit B auf derselben oder entgegengesetzten Seite von A liegt.
Legt man die beiden Geraden so aufeinander, dass die Puncte
A und A’, B und B’ zusammenfallen, so werden auch je zwei
andere Punctpaare, wie C und C’, zusammenfallen.

. b) Im zweiten Falle nchme man in einer beliebigen zweiten
Ebene einen Punct A° beliebig an, den Punct B’ nehme man
beliebig im Umfange des aus A’ mit dem Halbmesser AB be-
schriebenen Kreises; fir den dritten Punct C’ nehme man irgend
einen der beiden Durchschnittspuncte der zwei aus den Puncten
A’ mit AC und aus B’ mit BC als Halbmesser beschriebenen
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Kreise. Jeden der folgenden Puncte, wie D’, erh&lt man, indem
man aus A" mit AD und aus B’ mit BD Kreise beschreibt
und denjenigen der beiden Durchschnittspuncte nimmt, welcher
mit C’ auf derselben oder entgegengesetsten Seite von A’ B’
liegt, je nachdem D mit C auf derselben oder entgegengesetsten
Seite von AB liegt.

Legt man die beiden Ebenen 8o aufeinander, dass die Puncte
A und A, B und B, C und €’ zusammenfallen, so werden
auch je zwei {ibrige PPunctpaare zrusammenfallen.

Die beiden Figuren, welche erbalten werden, indem man
mit jedem der beiden Puncte C° die Figur construirt, werden
dadurch zur Deckung gebracht, dass man die eine um A’ B als
Axo einen halben Umschwung machen l#sst. Vergl. Art. 119.

¢) Im dritten Falle nehme man im Raume einen Punct A’
beliebig an; der Punct B’ ist ein beliebiger Punct der aus A’
mit dem Halbmesser A B beschriebenen Kugelfliche. Der Punct
C’ ist ein beliebiger I'unct des Kreises, in dem die beiden aus
A’ mit AC und aus B’ mit BC beschriebenen Kugelfiichen sich
schneiden. - Der Punct D’ ist einer der beidem Durchschnitts-
puncte, in denen die drei aus A" mit AD, aws B’ mit BD,
aus C’ mit CD als Halbmessern beschriebenen Kugelfiichen sich
schneiden.

Jeder der folgenden Puncte, wie E’, wird gefunden, indem
man denjenigen der beiden Durchschnittspuncte nimmt, in welchem
die drei aus A" mit AE, aus B" mit BE, aus C’ mit CE be-
schriebenen Kugelflichen sich schneiden, welcher mit D’ auf der-
selben oder emtgegengesetzten Seite der Ebene A°B’C’ liegt, je
nachdem E mit D auf derselben oder entgegengesetzten Beite
der Ebene ABC liegt.

Vollendet man die beiden Gebilde, welche durch Verwendung
der verschiedenen Durchschnittspuncte D’, die mit D’ und D,
bezeichnet werden sollen, erhalten werden, so seien

AI' JI I’ Cl’ D" E', cee e
4', B, C" Dl” 'El"' c0c
die beiden erhaltenen Systeme. Diese heiden Systeme sind, wie
man unmittelbar aus 119 ersieht, symmetrisch.
Eines dieser beiden Systeme von Puncten kann mit dem
gegebenen zur Deckung gebracht werden.
Legt man ntimlich jedes der beiden Systeme nacheinander
so auf das gegebene, dass die Puncte 4 und A°, B und B’
C und C’ zusammenfallen, so wird einer der Puncte D’ oder D,’,
otwa der Pumdt D’ mit D auf derselben Seite, der andere
auf der entgegengesetzten Seite der Ebene A BC liegen. Die
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Systeme A4, B, C, D--- und A’, B, C’, D’---- sind dann
nach 106 congruent.

149. Was die Construction des Systemes A’, B', C',----
anbelangt, so ist im ersten Falle fir den Punct A’ kein Abstand,
fur jeden der folgenden Puncte wie B’ cin Abstand, also fir
alle » Puncte (» — 1) Abstinde erforderlich. Im zweiten Falle
ist fir A’ kein Abstand, fir B’ ein Abstand, fir jeden der fol-
genden (» — 2) Puncte wie C’ zwei Abstinde, also im Ganzen

0+142(n—2)=2n—3
Abstinde erforderlich. Im dritten Falle ist fir A’ kein Abstand,

fir B’ ein Abstand, fir C’ zwei Abstinde, fir jeden der fol-
genden Puncte wie D’ sind drei Abstinde, also im Ganzen

04+1424+3(n—3)==3n—6
Abstinde erforderlich.

Da nun bei einem Systeme von # Puncten die Anzahl der
Abstiinde je zweier Puncte § # (# — 1) betriigt, so sind
imerstenF;llo}nén— lg—(n —1)mi(n—1)(n—2)

paweiten , In(n—1)—(2n—3)=§(n —2)(n—3
wdritten , Fn(n—1)— (3n—6)=}(n — 3)5.;—4;
Qbrige Abstinde der beiden Figuren einander gleich. Ist daher
nicht, wie in der Aufgabe vorausgesetzt wurde, das ganze System
von Puncten gegeben, sondern nur die (# — 1), (2n — 3),
(3n — 6) zur Construction eines congruenten oder symmetrischen
erforderlichen Abstinde, sowie auch die Seiten, auf denen die
ibrigen Puncte resp. vom Puncte 4 oder von der Geraden A B,
. oder von der Ebene A BC liegen, so lassen sich daraus auch die
tibrigen Abstinde und alle dabei vorkommenden Grissen finden.

Statt der gegebenen Abstinde kann man andere, durch sie

bestimmte Grdssen (Winkel, Keile) nehmen.



Drittes Buch.
Die Aehnlichkeit der Gestalten.

Proportionale Strecken auf dem Strahlen.

150. .Unter dem Verh#ltnisse zweier Strecken derselben
Geraden versteht man das Verhiiltniss ihrer Masszahlen, dieselben
positiv oder negativ genommen, je nachdem die Strecken einen
positiven oder negativen Werth haben.

Bei parallelen Geraden werden die positiven Richtungen
ibereinstimmend vorausgesetzt, ferner werden zwei gleichgerich-
tele Strecken von gleicher Grisse in parallelen Geraden als
gleich betrachtet.

Aus zwei gleichen (rationalen oder irratiomalen) Verhalt-
nissen von Strecken erhilt man eine Proportion. Mit den vier
Gliedern derselben kann man die in der Arithmetik als gestattet
bewiesenen Veriinderungen vornehmen.

151. Bind zwei Strahlen @ und b gegeben und trigt man
auf dem einen, etwa a, vom Mittelpuncte S aus eine Strecke == e

Fig. 50. mehrmals ab und zieht nach irgend einer Rich-
tung in der Ebene der beiden Strahlen parallele
Gerade, so schneiden diese auf dem sweiten
Strahle vom Mittelpuncte S aus dieselbe Anzahl
gleicher Strecken, jede etwa == g8, ab,

Ist n¥mlich auf dem Strahle a
SA‘_A‘A’-A,A'-...-‘
4131 I 4,B, l AcBa”'v

~ do zishe man
BlC',, Blotv ce ' SA:
und es folgt aus

A SA‘Bl ':?_' A Blo’B’ !_! A B,O'B' e ‘e
d““ sBl-BlB,-B’B'-""-po

-
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Aus dem Beweise folgt noch, dass
AyBy =2 A, B, A;B;==3A,B,,-++-A,B, = nA B,;
d. h. die Parallelen sind gleiche Vielfache einer Strecke, wie die
Abschnitte auf den beiden Strahlen.
152. a) Sind A, B,; A,, B, zwei Paare von gleichvielten
Puncten, so ist
S4,, : SA, = SB,, SB.=A B,,: A, B,.

Allgemein: Sind A4, A" zwei beliebige Puncte des Strahles a,
und zieht man AB || A°B’ nach irgend einer Richtung, so ist
SA:SA == SB:SB == AB: A’B".

Sind SA und SA’ commensurabel, s0 kann man sie als Viel-
fache einer Strecke, etwa jedes = «, betrachten; §B und SB
werden dann gleiche Vielfache einer Strecke, etwa jedes == g, sein.

Sind S4 und SA incommensurabel, so kann man die Ver-

hitltnisse %r und 5 B-r zwischen dxeselben Grenzen bringen. Das-

selbe gilt von dem Verh&ltnisse 77'

Man kann niimlich immer S4’ als ein Vielfaches einer Strecke
betrachten, z. B. indem man SA’ fortgesetzt (» mal) halbirt, wo-
durch S4' = 2%¢ == 70 wird. Wegen der Inoommensurabxhtnt
wird SA zwischen zwei Vielfache, etwa p « und (y +1)ea fallen,

also das Verh#ltniss -‘-S—A- zwischen die Grenzen 2 r und 2 .q*-

Verbindet man A’ und B’ und zieht durch die Theilungspuncte
Parallele mit A'B’, so wird SB == gf, und SB zwischen pf
und (p + 1) B fallen u.s. w.

Zusatz. Dieser Satz enth#ilt die Ldsung der Aufgabe: Zu
drei gegebenen Strecken a, b, ¢ die vierte Proportionale d zu
finden.

Macht man S4 =a, SA ==b, SB == ¢, und zieht A'B’ | A B,
8o wird SB = d.

Anmerkung. Nimmt man auf das Zeichen Rucksicht, so

ist% positiv oder negativ, je nachdem die Puncte 4, 4’, also

auch die Puncte B, B’, auf derselben oder entgegengesetzten Seiten
des Strahlenmittelpunctes S liegen. Da bei parallelen Geraden
die positive Richtung tibereinstimmend angenommen wird, so ist
die Gleichung (a) auch mit Rucksicht auf dns Zeichen, d. i. voll-
stindig richtig.
b) Umgekehrt, findet die Proportion
SA:SA’ == SB:SB’
statt, so ist AB | A'B.
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Denn verbindet man 4 mit B und zieht von A’ eine Par-
allele, welche den 8trahl SB in B” schneidet, so ist

SA:SA == SB:SB”, also SB’ == §B”, d. h.

der Punct B” ist mit dem Puncte B’ identisch.

Fasst man a) und b) zusammen, so erh&lt man:

¢) Sind in einer Ebene drei Strahlen a,b,c gegeben und
werden diese in den Puncten 4, 4'; B, B'; C, C’ so geschnitten,
dass

SA:SA’ == SB:SB’ == S8SC:SC’
wird, 8o ist
AB| AB'; BC|B'C'; CA|C'4,
also sind auch die Winkel der Geraden A B, BC, CA den Winkeln
der Geraden A’B’, B'C’, C'A’ gleich.

Insbesondere: Liegen die Puncte A, B, C in einer Geraden,
s0 liegen die Puncte A’, B’, C’ ebenfalls in einer sur ersten
parallelen Geraden.

Im Folgenden sollen zwei Puncte, wie 4 und 4’, B und B,
u. 8. w., welche auf demselben Strahle liegen, entsprechende
Puncte genannt werden.

Aehnliche Gebilde.

153. Ist im Raume ein Strahlenbiischel gegeben und be-
stimmt man auf jedem Strahle ein Paar entsprechender Puncte:
A,4'; B,B’; C,C’;- - - dergestalt, dass

SA:SA == SB:SB =8C:8C == =k

ist, so finden folgende Beziehungen statt:

1) Liegen die Puncte 4, B, C,---- in einer Geraden, so
liegen die entsprecherden Puncte A’, B’, C’, ---- ebenfalls in
einer parallelen Geraden.

Dem Durchschnittspuncte zweier Geraden entspricht der
Durchschnittspunct der entsprechenden Geraden.

2) Liegen die vier Puncte 4, B, C, D in einer Ebene, so
liegen die entsprechenden Puncte A', B’, C', D’ ebenfalls in einer
parallelen Ebene.

Denn schneiden sich die Geraden AB und CD in einem
Puncte Z, so schneiden sich die entsprechenden Geraden A'B’
und C'D’ in dem entsprechenden Puncte Z’.

3) Einer ebenen Figur entspricht nach 1) und 2) eine ebene
Figur mit gleichen Winkeln.

4) Der Durchechnittslinie zweier Ebenen entspricht die
(parallele) Durchschnittslinie der entsprechenden Ebenen.
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5) Einer krummen Fliche entspricht eine krumme Fliche,
der Durchschnittslinie zweier Flichen entspricht die Durchschnitts-
linie der entsprechenden Flichen.

Der Berithrungsebene einer Fliiche enmtspricht eine, zu jener
parallele, Berithrungsebene an die entsprechende Fliiche,

6) Einer Kugelfiiche entspricht eine Kugelfiiiche, die Mittel-
puncte der beiden Kugeln sind entsprechende Puncte. Denn ist
O der Mittelpunct der einen Kugelfliche, O’ der entsprechende
Punct; M, M’ zwei beliebige entsprechende Puncte, so ist

S0 _ SM oM
50 = sa T o = ook

Da O3f unveriinderlich ist, so muss auch O’ M’ unvertnder-
lich sein, d. h. der Punct M’ ist ein PPunct der aus 0’ mit dem
Halbmesser O’M’ beschriebenen Kugelfliiche.

7) Einer krummen Linie entspricht eino krumme Linie, dem
Durchschnittspuncte zweier Linien entspricht der Durchschnitts-
punct der entsprcchenden Linien.

Der Bertihrungslinie an eine Linie entspricht eine, zu jener
parallele, Berlihrungslinie an die entsprechende Linie.

8) Einem Kreise entspricht ein Kreis, als.Durchschnitt ciner
Kugel mit einer Ebene u.s. w

9) Bilden die Verbindungslinien der Puncte 4, B, C,---
A, B’,C’,- - zwei einfache ebene oder rkumliche Vielecke, s0

folgt aus
AB BC SA

:4.’_B'=B_7_c..' == e e s e SA' EZ== e oo o

AB 4+ BC +.--- _ AB _ 84

AB ¥ BCH.--.° AB 54
d. h. die Umfiinge der beiden Vielecke stehen in demselben con-
stanten VerL#ltnisse.

154. Die beiden nach der angegebenem Construction erhal-
tenen Gebilde A,B,C,:-- und A", B’,C’, -+ nennt man &hn-
liche und #hnlich liegende Gebilde. Der Strahlenmittelpunct
8 heisst der Aehnlichkeitspunct, und zwar ein Husserer oder
innerer, je nachdem die Paare entsprechender Puncte auf der-
selben oder entgegengesetzten Seiten des Aehnlichkeitspunctes
liegen, d.h. je nachdem das constante Verh#ltniss SA:SA positiv
oder negativ ist. »

Ist 84 :SA == 4 1, s0 sind die beiden Gebilde congruent.
ist SA4:8A" = — 1, 80 sind die beiden Gebilde symmetrisch.
Die Aehnlichkeit ist daher eine allgemeinere Beziehung (Vor-
wandtschaft) als die Congruenz und Symmetrie. :
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Dass zwei Gebilde G und I}/ #hnlich sind, wird durch

G~ H
bezeichnet.

Anmerkung. Der unendliche Raum wird hier gleichsam
doppelt gedacht; man kann nimlich einen beliebigen Punct des-
selben als einen Punct, sowohl der einen als der andern Figur,
betrachten. Ist A ein Punct der ersten Figur, so erhillt man
(auf dem Strahle SA) den entsprechenden A’ der zweiten Figur

aus %— k. Ist A ein Punct der zweiten Figur, so erhilt
man (auf dem Strahle SA) den entsprechenden A” der ersten
Figur aus S = k.

Die Puncte A und A’, A” und A sind entsprechende Punct-

1565. Zwei Gebilde, fir welche sich ein Aehnlichkeitspunct
finden lisst, werden #hnlich genannt.

Zwei Kugeln haben fur jede beliebige Lage einen Hussern
" und einen innern Aehnlichkeitspunct.

Denn zieht man von den Mittelpuncten O und O’ die Radien
OM und O’ M’ parallel und in derselben Richtung und verbindet
die Puncte M und M’, so begegnet die Gerade MB{" der Ver-
léngerung der Centrilinie 00’ in einem Puncte 4, so dass

OA:0'A=0M:0'M

ist. Zieht man jedoch die Radien ON und O’ M’ parallel, aber
in verschiedenen Richtungen, und verbindet die Puncte N und M’,
8o begegnet die Gerade N M’ der Centrilinie 00’ in einem Puncte
I, so dass ~

OI:0I=0N:0'M

ist. Die Puncte 4 und I sind daher unabhiingig von der Lage
der parallelen Radien OM, ON, O°'M’, es ist daher der Punct 4
der H#ussere, der Punct I der innere Aehmlichkeitspunct der bei-
den Kugeln. Jede gerade Linie, welche durch einen Aehnlich-
keitspunct geht, heisst ein Aehnlichkeitsstrahl, und zwar ein
iusserer oder innerer, je machdem sie durch den Punct 4
oder durch den Punct I geht. Jeder Aehnlichkeitsstrahl schnei-
det beide Kugeln im Allgemeinen in zwei Puncten, r. B. begegnet
der Strahl AMM’ der Kugel O noch im Puncte M;, so begeg-
net er der Kugel O’ in.einem Puncte M,’, so dass OM, | O'M,”
ist. Fallen die Puncte M und M, zusammen, so fallen die Puncte
M’ und M, ebenfalls zusammen, und die Gerade AM geht in
eine gemeinschaftliche Tangente an beide Kugeln aber.
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Wegen OM == ON ist
AO: A0 =10:10'.
Berficksichtigt man das Zeichen, so hat man
AO: A0 = — 10:10’'.
Zusatz. Sind r,r’ die Halbmesser der beiden Kugeln, so
it 00" ==c, r>r": ,
cr

OA———C"!—J, O’A———:
r—r r—r

()Ia-:--cr-,, 01 == T

r4r r4r°

Daraus folgt:

8)0A > 0'A, OI> 0’1, 4. h. die Aehnlichkeitspuncte liegen
nher dem Mittelpuncte der Kugel, die den kleineren Radius hat.

b) 1. Liegt die eine Kugel ganz ausserhalb der anderen, so
liegen die Aehnlichkeitspuncte ausserhalb der beiden Kugeln.

2. Berithren sich die Kugelfiichen von aussen, so ist der
Bertithrungspunct der inmere Aehnlichkeitspunct.

3. Schneiden sich die Kugelflichen, so liegt der #ussere
Aehnlichkeitspunct ausserhalb, der innere innerhalb der beiden
Kugeln.

4. Bertihren sich die Kugelflichen von innen, so ist der
Bertihrungspunct der Zussere Aehnlichkeitspunct.

5. Liegt die eine Kugel innerhalb der anderen, so liegen
die Aehnlichkeitspuncte innerhalb der kleineren Kugel.

6. Bind die Halbmesser der beiden Kugeln einander gleich,
8o liegt der #ussere Aehnlichkeitspunct im Unendlichen, der
innere auf der Mitte von 00’.

Dasselbe gilt auch von zwei Kreisen, welche in derselben
Ebene liegen.

156. Alle im vorigen Buche tiber Congruenz und Symmetrie
zweier Gebilde ausgesprochenen SHtze lassen sich unmittelbar
auf die Aehnlichkeit tibertragen, indem man filr die Gleichheit
der Seiten oder Kanten dic Gleichheit der Verhiltnisse dieser
Gr3ssen setzt.

8ind nur zwei Seiten vorhanden, so kann man die darauf
beztigliche Bedingung weglassen, indem zwei Grissen nur ein
Verhiltniss bilden,

Insbesondere sind zwei Dreiecke #hnlich:

a) Wenn zwei Seiten proportionirt und dne emgeschlossenen

Winkel einzeln einander gleich sind.
' b) Wenn zwei Winkel einzeln einander gleich sind.

¢) Wenn die drei Seiten des einen den drei Seiten des
anderen proportionirt sind.
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*d) Wenn zwei Seiten proportionirt, die gegentiberliegenden
Winkel der einen Beite einzeln einander gleich, und das andere
Paar Gegenwinkel zugleich spitze, rechte oder stumpfe Winkel sind.
Bei dem Beweise im Einzelnen kann man sich des Hilfs-
satzes bedienen: Sind zwei Gebilde congruent und ist das eine
einem dritten Xhnlich, so ist auch das andere diesem &hnlich.
Besitzen die Dreiecke A BC und ABE eine der in a) bis d)
angegebenen Beziehungen, so ist, wenn man im Dreiecke ABC

A'B’|| AB 1ieht,
AABC~AA'B'C.
Fiir a) mache man, wenn @ == C' vorausgesetst wird,
CA = (GH,
dann folgt aus
CA:CU=CB:C8
CA:CA = CB:CB’
C8B = CB’
mithin AABC~/%UBE.
Fur b) folgt, wenn CA’ == ¥ gesetzt wird, unmittelbar
A ABC~ A UBE.

Ftir c) folgt diese Congruenz aus CA’ == §¥ und
CA:CUA=CB:0B ==BA:BY,
CA:CA=CB:CB'=BA:B'A.

d) wird wie a) bewiesen. -

157. Durch Uebertragung der im Art. 149 gefundenen Resul-
tate erhilt man: Sind in einem Systeme von n Puncten in einer
Geraden, in einer Ebene oder im Raume tiberhaupt resp. n — 2,
2n — 4, 3n — 7 von einander unabhiingige Verhiltnisse der
Abstiinde gegeben, so lassen sich aus diesen alle tibrigen Ver-
hiltnisse der Absténde bestimmen.

Anwendungen der Aehnlichkeitspuncte.
158. Ist C die Mitte des Segmentes A B, also C’ die Mitte

Fig. b1. von A’B’, so folgt, wenn man mit I den
& Durchschnittspunct der Geraden SC und 4B’
bezeichnet,
Yy , . AACI~ABCI

AI:IB == AC:C'B" == AB: A'B’,

o Dieselbe Beziehung erhiilt man fir den Durch-
c #  schnittspunct der Geraden SC und BA'. Die drei
Geraden A B, BA', SC schneiden sich daher in demselben Puncte I.
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Umgekehrt. Zieht man in einem Dreiecke A BS die
Gerade A'B’ | AB und verbindet den Durchschnittspunct I der
Geraden AB’ und BA’ mit der Spitze 8, so halbirt die Ge-
rade SI das Segment AB oder A'B’.

159. Ist A" die Mitte von AS, B’ die Mitte von BS, so
erhllt man: die drei Geraden, welche die Mitten der Seiten eines
Dreiecks mit den gegentiberliegenden Spitzen verbinden, schnei-
den sich in demselben Puncte,

Dieser Punct wird der Schwerpunct des Dreiecks genannt.
Die Verbindungslinien heissen die Schwerlinien. Dabei ist
wegen AB == 2 A'B’, AI=2IB', BI=21A', SI=21IC.

160. Es seien A’, B’, C’ die Mitten der den Spitzen 4, B, C
gegentiberliegenden Seiten; I der Schwer-
punct. Errichtet man in den Puncten
A, B’, C' Senkrechte auf die Dreiecks-
geiten, so durchschneiden sich diese nach
82 in einem Puncte O. Dieser Punct
ist zugleich der Durchsehmttsp\mct der
W __ =), Hohen des Dreiecks A'B’'C’, da dieses
g B Dreieck mit dem Dreieck ABC in Be-
zug auf I als innern Aehnlichkeitspunct, #hnlich ist. Der abso-
‘Inte Werth des Aehnlichkeitsverhiltnisses ist

TA:JTA »=2:1.

Um fur das Dreieck ABC den dem Puncte O (als Punct
der zweiten Eigur) entsprechenden Punct I/ zu finden, verlingere
man die Verbindungslinie O tiber I hinans, bis TH == 2 01 ist.
Der Punct H ist zugleich der Hohendurchschnittspunct des Drei-
ecks ABC. Es ergibt sich daher Folgendes:

a) In jedem Dreiecke schneiden sich die drei Hohen in
einem Puncte. ,

b) In jedem Dreiecke liegen der Schwerpunct, der Hghen-
durchschnittspunct und der Mittelpunct des umschriebenen Krei-
ses in einer Geraden, und zwar ist die Entfernung des letzteren
vom Schwerpuncte die Hiulfte der Entfernung des Hohendurch-
schnittspunctes. Euler'scher Satz

Betrachtet man O als einen Punct des Dreiecks ABC, so
wird der entsprechende Punct O’ des Dreiecks A’ B’C’ gefunden,
indem man IO’ == § OI macht. Der Punct O’ ist der Mittel-
punct des um das Dreieck A°B’C’ beschriebenen Kreises,

Setst man O’ == g, s0 werden die absoluten Lingen von

IO==2a, HIw=4a, HOw=Ga, HO' == HI — O'I == 3 a
OI:I0:HO :OI:HO==1:2:8:4:6.
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Ausserdem folgt noch: '
O'I:1I0==0'IT:0H, d.h.

der Punct FI kann als Zusserer Aehnlichkeitspunct der beidem
aus O und O° um ABC und A’B’C’ beschriebenen Kreise be-
trachtet werden®).

Der Pythagordische Satz.

161. Zieht man vom Scheitel C des rechten Winkels eines
rechtwinkligen Dreiecks A BC eine Senkrechte CD auf die Hypo-

tenuse, so folgt AABC A ADC
~ ’
AB: AC == AC: AD,

Fig. 63.
¢ also
/[\ oder AC' == AB. AD. )
Ebenso ist
VE R

BC'= AB.BD.
Durch Addition erhilt man
AC' + BC' = 48" @)
d. h. das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der Summe der
Quadrate der beiden Katheten.

Aus A ADC~ A DBC
folgt AD:CD=CD:DB,
oder AD.DB==CD'. . 3)

162. Aus den Gleichungen (1) und (3) erhZlt man die
Lisung folgender Aufgaben:

a) Zu zwei gegebenen Strecken a und ¢ die mittlere Pro-
portionale b zu finden.

1) Man beschreibe iiber die grissere Strecke a == A B als
Durchmesser einen Halbkreis, trage die kleinere ¢ == AD vom
Endpuncte A aus ab, errichte im Endpuncte D eine Senkrechte,
welche den Kreis im Puncte C schneidet. AC == d ist die mitt-
lere Proportionale.

2) Man mache auf derselben Geraden AD == a, DB == c,
beschreibe Uber AB einen Halbkreis, ziehe DC L A B, so ist
DC == ) die mittlere Proportionale,

*) Der Deutlichkeit halber wurden, um die Figur nicht zu com-
Klicirt zu machen, diesc beiden Kreise nicht gezeichnet und alle dber-
ilssigen Linien weggelassen.
Frischauf, Geometrie. 2. Aufl, 6
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b) Zu zwei gegebenen Strecken a und b die dritte Propor-
tionale zu finden. Ldsung analog.
163. Aus (1) folgt

AC” : BC == AD: DB, YAD:YDB == AC:CB;

damit lassen sich die Aufgaben 15sen: a) Das Verh&ltniss sweier
Quadrate, b) das Verhilltniss zweier Quadratwurzeln in ein ein-.
faches Verhiltniss zu verwandeln. Lbsung analog.

164. Die Constructionen von Ausdriicken von der Form

Va"l"b’: Va’—b'a Va'ib'ic"—'—.'“

werden mit Hilfe des Pythagorkischen Satzes vollzogen. Ver-
mittelst dieses Satzes wird auch die Quadratwurzel aus einer

ganzen Zahl geometrisch bestimmt, indem man die Zahl als die
Summe oder Differens von Quadraten darstellt; =. B.

Vo=Vof 1, V=Vt P 1 1= V2 2 - 1

n 8. W.

Der Ptolemilische Sats.

164. In jedem hohlwinkligen Kroisvierecke ist die Summe
der Producte der Gegenseiten gleich dem Producte der Dia-
gonalen,

Macht man im hohlwinkligen Kreisvierecke A BCD Winkel

CDE == ADB, so ist

AABD ~ A ECD

A BCD A~ A AED,

AB:BD == EC:CD

BC: BD == AE:AD

AB-CD = BD-EC

BC:-AD = BD-AE,
AB-CD + BC-AD==BD-AC.

Potenz, Potenzlinie und Potenzebene.

. 165. Zieht man in der Ebene eines Kreises von irgend
einem Puncte P eine Gerade, welche dem Umfange des Kreises
in den Puncten 3f und N begegnet, so ist das Product

PM.PN

eine constante Grdsse flir jede durch den Punct P gezogene
Gerade.
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Denn begegnet eine sweite Gerade dem Kreise in dea Pune-
Fig. 68,

y Ll
A=)
ten M’ und N', so ist
A PMN ~ A PM'N,
also PM: PM’ = PN': PN
oder PM . PN == PM’ - PN’ == const.

Dieses constante Product heisst die Potenz des Punctes P
fur den gegebenen Kreis. '

Geht die Gerade PM’N’ durch den Mittelpunct O, so stellt
der Ausdruck (PO + r) (PO — r) == PO* — ¢* die Potenz des
Punctes P dar.

Die Potenz ist positiv oder negativ, je nachdem der Punct P
ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt.

Liegt der Punct P ausserbalb des Kreises, so ist die Potenz
gleich dem Quadrate der von I’ an den Kreis gezogenen Tangente.

Liegt der Punct P innerhalb des Kreises, so ist der abso-
lute Werth der Potenz gleich dem Quadrate der halben Sehne,
welche auf dem durch P gezogenen Durchmesser im Puncte P
senkrecht steht.

Zusatz. Eine Strecke AB == « ist durch einen Punct C
nach dem Husseren und mittleren Verhiltnisse getheilt, wenn
der grissere Abschnitt AC = z das geometrische Mittel aus der
ganzen Strecke und dem kleineren Abschnitte CB == a — z ist;
also

z3ema(a — z) oder a? == z (a 4 z).

Aus diesem folgt: Beschreibt man mit dem Durchmesser a
einen Kreis und zieht an einen Punct eine Tangente von der
Liuge @, so bestimmt der ausserhalb des Kreises liegende Theil
der vom Endpuncte durch den Mittelpunct gezogenen Secante
den grisseren Abschnitt r.

166. Umgekehrt. Liegen auf zwei Geraden, welche sich
im Puncte P schneiden, vier Puncte: M und N auf der einen,
M’ und N’ auf der anderen dergestalt, dass

PM . PN == PM’ - PN’
ist, so liegen die vier Puncte M, N, M', N' im Umfange eines
Kreises.
('3
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Denn beschreibt man durch drei Puncte, etwa M, N, M’
einen Kreis, und begegnet dieser der Geraden PM’ im Puncte
N”, so folgt aus

PM’ . PN” = PM - PN == PM’' - PN’,
dass der Punct N” mit N’ identisch ist.

167. 8ind in derselben Ebene zwei Kreise O und O’ ge-
geben, 80 nennt man den geometrischen Ort aller Puncte, deren
Potenzen fir beide Kreise einander gleich sind, die Potenzlinie
der beiden Kreise; es ist dies eine Gerade, welche auf der Centri-
linie 00’ senkrecht steht.

Denn ist P ein Punct der Potenzlinie und sind r, r’ die
Radien der Kreise, so stellt der Ausdruck PO® — r" die Potenz
des Punctes P hinsichtlich des Kreises O, und der Ausdruck
PO’* — ¢'* die Potenz des Punctes P hinsichtlich des Kreises O’

dar; wegen der Gleichheit dieser Potenzen ist daher
3

PO’ —¢'=P0" — "

Zieht man vom Puncte P eine Senkrechte auf die Gerade
00’, welche derselben im Puncte C begegnet, so geht die obige
Gleichung f{iber in

CO' —r*=C0" — 1.

Fur alle Puncte der unbegrenzten Geraden PC findet diese
Gleichung statt; es ist daher diese Gerade die Potenzlinie der
beiden Kreise.

Fir die Bestimmung des Punctes C hat man

CO'—CO*=y'—1+", 0C4 CO =00’ =4,
woraus durch Division

’ r’—" r"
0C — CO == i .
und damit
rl_r'!
OC == L d+ —5d
’ r?— o't
o= * d— 2d
folgt.
Zusltze.

a) Far zwei Kreise, welche sich schneiden, ist die gemein-
same Secante die Potenzlinie.

b) Beriithren sich -die beiden Kreise, so ist ihre gemeinsame
Berithrungslinie die Potenzlinie.

c). Liegt der eine Kreis ganz ausserhalb oder ganz inmer-
halb des anderen, so liegt die Potenzlinie ganz ausserhalb der
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beiden Kreise und zwar im ersteren Falle zwischen den beiden
Kreisen, im letzteren Falle liegt der Punct C niher dem Mitiel-
puncte des kleineren Kreises.

d) Die von einem.Puncte P der Potenilinie ausserhalb der
beiden Kreise an dieselben gezogenen Tangenten, sind von glei-
cher Linge. ;

Beschreibt man daher aus dem Puncte P als Mittelpunct
mit der Linge dieser Tangenten als Halbmesser eine Kreislinie,
so schneidet diese die beiden gegebenen rechtwinklig.

168. Ist S ein Aehnlichkeitspunkt der beiden Kreise, und
zieht man durch denselben einen Aehnlichkeitsstrahl, welcher
dem Kreise O in den Puncten A und N, dem Kreise O’ in den
Puncten 3* und N’ begegnet, so folgt aus

SM:SM == SN :8N’
SM.SN' ==SM’'-SN.
Nun ist SM . SN == k?
SM’ - SN == (3,
wo k und I fur alle durch S gezogene Strahlen constant sind.
Multiplicirt man diese Gleichungen, so erh#lt man mit Bertck-
sichtigung der obigen Gleichung

SM.SN == SM’ : SN == kl.

Zwei Paare von Puncten, wie M und N’ oder N und M’
nennt man potenzhaltende Puncte des Aehnlichkeitspunctes S.

169. Die in Art, 165 bis 168 gegebenen Beziehungen gel-
ten auch fur die Kugel.

Dreht man die beiden Kreise und deren Potenzlinie um die
Centrilinie als Axe, so beschreiben die Kreise Kugelfiichen, die
Potenzlinie eine auf der Centrilinie der beiden Kugeln senk-
rechte Ebene.

Man erh#lt folgende Sktze:

a) Zieht man von einem beliebigen Puncte P an eine Kugel
eine Gerade, welche der Oberfliche in den Puncten M und N
begegnet, so ist das Product

PM. PN
eine constante Grosse fur jede durch den Punct P gezogene
Gerade.

Dieses constante Product heisst die Potenz des Punctes P
fur die gegebene Kugel.

b) Der geometrische Ort aller Puncte, deren Potenzen fur
zwei gegebene Kugeln einander gleich sind, ist eine auf der
Centrilinie der beiden Kugeln senkrechte Ebene, welche die Potenz-
ebene der beiden Kugeln heisst.
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Aehulichkeitspuncte und Potenzen dreier Kreise und dreier
Kugeln. .

170. 8ind in derselben Ebene drei Kreise O, 0°, 0" ge-
geben, so erhilt man drei #ussere und drei innere Aehnlichkeits-
puncte. Es seien

fur O und O° die Aehnlichkeitspuncte A” und I”
” 0 ” O” ” ” A' ” I‘
” 0’ ” o” ” ” A ” I L4

Von diesen Puncten liegen in einer Geraden:

a) Die drei #usseren Aehnlichkeitspuncte.

b) Je zwei innere Aehnlichkeitspuncte und derjenige Hussere,
welcher den von den inneren Aehnlichkeitspuncten verschiedenen
Index hat.

1) Da die inneren Aehnlichkeitspuncte auf den Seiten des
Dreiecks O O’ 0" liegen, so konnen dieselben nicht in einer Ge-
den liegen.

2) Weil die #usseren Aehnlichkeitspuncte auf den Ver-
langerungen der Seiten des Dreiecks O 0° 0" liegen, so kénnen
zwei H#ussere Aehnlichkeitspuncte und der innere Aehnlichkeits-
punct mit dem verschiedenen Index nicht in einer Geraden
liegen. '

3) Die Gerade A A" ist -ein Aehnlichkeitsstrahl fir die Kreise
O’ und 0", weil sie durch den Punct A geht; ebenso fir die
Kreise O und 0", weil sie durch den Punct 4" geht; also auch
fur die Kreise O und O’: sie muss daher durch den Punct A"
gehen.

Anderer Beweis von a).

Man ziehe von den Mittelpuncten O, O°, 0” parallele Gerade
nach irgend einer Richtung; es seien p, p’, p” deren Liingen bis
zum Durchschnitte mit der Geraden AA’; r, ¢, r” seien die
Radien der drei Kreise. Nun ist

r':r” ==p’:p”, da A ein Aehnlichkeitspunct von O’, 0” ist,
rir” ==p:p” , A, " w 0,0" ,
also auch ' :
rir mmp:yp’,

Ist X der Durchschnittspunct der Geraden 00’ und A4’

so folgt aus der letzten Gleichung

O0X:0'Xemy:y,
d. b. X ist der Hussere Aehnlichheitspunct der Kreise O und O".

Auf dieselbe Art beweist man, dass die Gerade II’ durch
den Punct A" geht.
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Man erhilt daher die folgenden Geraden:
AA A"
Aryr
TA'IT
Ir A
welche die Aehnlichkeitsaxen der drei Kreise genannt werden,
und zwar die erste die Aussere, die drei #ibrigen die inneren.
171. Es sei fur O und O’ die Potenzlinie p”

n 0 , 0" " »
w0, 0" . " ».

Die drei Potenzlinien schneiden sich in demselben Puncte.
Denn ist P der Durchschnittspunct der Geraden p” und p’, so
sind die Potenzen des Punctes P fur alle drei Kreise einander
gleich, d. h. P ist auch ein Punct der Potenilinie p der Kreise
O’ und 0", oder die drei Potenzlinien dreier Kreise schneiden
sich in einem Puncte. Dieser Punct heisst das Potenzcentrum
der drei Kreise. Liegen die Mittelpuncte der drei Kreise in einer
Geraden, so sind deren Potenzlinien parallel, d.-h. das Potens-
centrum liegt im Unendlichen.

172. Die Beziehungen der beiden letsten Art. lassen sich
unmittelbar auf die Kugel tibertragen.

a) Fur drei Kugeln erhilt man eine Busserc und drei
innere Aehnlichkeitsaxen, wie man ersieht, wenn man durch
die Mittelpunkte eine Ebene legt.

Zusatz. Jede durch eine Aehnlichkeitsaxe gelegte Ebene,
welche die eine Kugel beriihrt, berithrt auch die beiden anderen.

Liegt jede Kugel ausserhalb der beiden anderem, so bilden
die vier Aehnlichkeitsaxen die Kanten von vier Keilen, deren
Seiten jede der drei Kugeln beriihren.

b) Ebenso wie in 171 beweist man, dass die drei Potenz-
ebenen dreier Kugeln sich in derselben Geraden schneiden, indem
man P als Durchschnittslinie der beiden Potenzebenen p” und p’

betrachtet u. s. w.

Achnlichkeitspuncte und Potenzen von vier Kugeln.

173. Bei vier Kugeln O,, O,, O,, O, erhiilt man sechs Zussere
und sechs innere Aehnlichkeitspuncte; diese Puncle liegen in fol-
gender Ordnung auf acht Ebenen, wobei allgemein durch 4.,,
I,, die Aehnlichkeitspuncte von

O, und O,
bezeichnet sind:

~
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AOI Aoz Aol Al! AIS ASS
IOI I 03 IM Al! An A”
IOl Il’ IIS Aos A(B An
I, [} 1, 12 1, 3 AOI AOS AIS
T, 1<} I 13 1, 3 ‘401 AOI 4 13
IOI IM Iu I” AM Al!
IOl IOS 1, 13 Isa AOI AIS
IOI IOS I 13 1 13 AOI A:a

Die erste Ebene, welche die sechs Husseren Aehnlichkeits-
puncte enthiilt, soll Zussere Aehnlichkeitsebene genannt
werden; die vier folgenden Ebenen, welche drei &ussere und drei
innere Aehnlichkeitspuncte enthalten, sollen mittlere Aehn-
lichkeitsebenen; unf die drei letzten Ebenen, welche vier
innere und zwei #ussere Aehnlichkeitspuncte enthalten, sollen
innere Aehnlichkeitsebenen genannt werden.

Man beweist die Richtigkeit dieser Lagen der Aehnlichkeits-
puncte in den erwihnten acht Ebenen, indem man beachtet, dass
immer je sechs solcher Puncte auf drei Geraden liegen, von
denen jede die tibrigen schneidet. Von den drei Husseren Aebn-

lichkeitsaxen
4, 4, 4,
4y Ay Ay
Ay Ay 4y

schneidet jede die beiden anderemn, also miissen diese drei Ge-
raden, welche die sechs Husseren Aehnlichkeitspuncte enthalten,
in einer Ebene liegen.

Ebenso schneiden sich die inneren Aehnlichkeitsaxen

Iy Iy Ay
Ty Iy Ay
Iy Iy 4y

gegenseitig, also liegen die Puncte )
IO!’ IO” Iﬂ’ All’ All' A’a

in einer Ebene.
Daasselbe gilt von den drei Geraden
IM IM Al] . )
Ill Iﬂ All
In I, 4,

also liegen die sechs Puncte
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IOI’ Iﬂ) Iuv Iuo ‘u’ ‘-
in einer Ebene.

Auf Ghnliche Art wird der Bewsis fur dn fibrigen Ebenea
gefahrt.

174. Die sechs Potenzebenen von vier Kugeln schneiden
sich in einem Puncte, dieser Punct heisst das Potenzcentrum
der vier Kugeln.

Es werde allgemein durch p,, dno Potenzebeme von O, und
0, bezeichnet. Die drei Ebenen

Doy Pess Pis
schneiden sich in derselben Geradem, etwa p; ebenso schneiden
sich die drei Ebenen

Posy Po3r Pus
in derselben Geraden, etwa ¢. Die Geraden p und g liegen in
der Ebene p,,, sie schneiden sich daher in einem Puncte P,
welcher das Potenzcentrum der vier Kugeln ist,

Harmonische Puncte und Strahlen.

175. Eine durch ihre Endpuncte 4 und B bestimmte Strecke
AB wird durch einen Punct C derselben Geraden in die Ab-
schnitte AC und CB getheilt, aus welchen das Verhiltniss

AC
CB
erhalten wird.

Dieses Verhliltniss ist positiv oder negativ, je nachdem der
Punct C auf der Strecke AB oder ausserhalb derselben liegt;
der absolute Werth desselben ist grbsser oder kleiner als Eins,
Jje nm,hdom der Punct C dem Puncte B oder A niher liegt.

Ist -—+ 1, so liegt C auf der Mitte von AB; ist

3:— — 1, 80 liegt C im Unendlichen.

176. Um die Strecke 4 B nach einem gegebenen Verhilt-
nisse p: g xu theilen, kann man sich des Satzes des Art. 152
bedienen, indem man durch den Punct A eine beliebige Gerade
sieht, davon swei Strecken AD == p und DE == ¢ abiriigt, den
Punct E mit B verbindet und DC | EB zieht.

177. Zwei Puncte C und D, welche die Strecke AB nach
demselben aber entgegengesetat bezeichneten Verhkltnisse theilem,
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dergestalt also, dass
- AC AD

CB™ T DB
ist, theilt dieselbe harmonisch.

Man nennt die vier Puncte 4, B, C, D vier harmonische
Puncte.

Div Puncte A und B, sowie C und D nennt man zugeord-
nete (conjugirte) harmonische Puncte.

178, Ist fur die beiden Puncte 4 und B der innere Punct C
gegeben, so kann man den Husseren
Punct D vermittelst des folgenden
Satzes finden: :

Halbirt man in einem Dreiecke 4 B M
‘den Winkel M und den zugehdrigen
Aussenwinkel, so theilen die Halbirungs-
linien MC und MD die gegeniiber-
liegende Seite AB in den Puncten C
und D harmonisch.

Man ziehe AE | CAL, AF | DM, so sind die Dreiecke 4 EM

und AFM gleichschenklig, also

EMe= AM==FM.

Es ist nun :
AC:CB==EM:MB == AM: MB
DA:DB == MF:MB==AM: MB,
also mit Riicksicht auf das Zeichen
AC:CB == — AD: DB.

Beschreibt man daher wn AB einen Kreis und verbindet
die Mitte N des Bogens ANB mit dem Punclte C, so be-
stimmt die Gerade, welche den Aussenwinkel bei A halbirt, den
~ Punct D.

Zusatz. Aus dem Beweise decs obigen Hilfssatzes folgt

noch: dass die absoluten Werthe der Verhiiltnisse der Segmente
von AB dem Verhilinisse der Seiten AM und BM gleich sind.

179. Sind suf einer Geraden vier harmonische Puncte ge-
geben, 8o nennt man die vier von einem ausserhalb liegenden
Puncte gezogenen Strahlen harmonische Strahlen, z. B. dis
vier Geraden

MA, MB, MC, MD.

Die Strahlen MA und MB, sowie MC und MD nennt

man zugeordnete harmonische Strahlen.
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Lage der harmenischen Puncte.

180. Es seien die Puncte 4 und B unverinderlich (fix),
der Punct C verinderlich; man bestimme den dem Puncte C su-
geordneten Punct D.

O sei die Mitte von A B.

Es ist AC:CB == — AD: DB,

1) Ist der Punct C mit A identisch, d. h. ist AC == 0, s0
ist AD == 0, also auch D mit A4 identisch.

Entfernt man C von 4, so wichst das Verh&ltniss AC: CB,
also auch das Verhiltniss AD DB.

2) Ist AC< A0, 80 ist AC:CB <1, also AD: DB

Fig. 8, absolut < 1, mithin liegt der Punct D
D 4 Cc 0 B ausserhalb AB auf der Seite von A.
Nihert sich der Punct C dem Puncte
0, so nfhert sich der Punct D auf der Seite von A dem Un-
endlichen.

3) Ist AC> A0, 80 ist AC:CB>1, also AD: DB
absolut > 1, mithin liegt der Punct D a.ussorhdb A B auf der
Seite von B

Nithert sich der Punct C dem Puncte B so nihert sich
der Punct D dem Puncte B.

Aus dieser Untersuchung folgt noch: Die Mitte zweier zu-
geordneter Puncte liegt immer auscerhalb der Strecke der beiden
underen zugeordneten Puncte.

Sind von vier harmonischen Puncten drei gegebem, so ist
der vierte bestimmt.

Massgloichungen,
181, Aus AC:CB= — AD: BD (1)
folgt AC-BD=CB-AD . (2)

Folgen die vier Puncte in der Ordnung 4,C, B, D auf-
einander, so ist das Product der beiden H#usseren Segmente gleich
dem Producte des grissten Segmentes mit dem mittleren. Das
mittlere Segment ist daher das kleinste

Setzt man

BD = AD — AB, CB== AB — AC
¥0 ist
AC+BD == AC(AD — AB) == AC- AD — AC- AB,
CB:AD == (AB — AC) AD == AB- AD — AC-AD,
raus 24AC-AD==AB(AC+ AD).
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Ist O die Mitte von C und D, so ist
AC+ AD =240, AC- AD == 40" — C0°,

mithin  AB.AO0=AC-AD == 40" — CO’; (3)
woraus folgt :
CO" == 40 (40 — AB) = 40- BO. 4)

Anmerkung. Drei Gréssen oder Zahlen A, B, C heissen
harmonisch proportionirt, wenn das Verhiiltniss der ersten zur
dritten gleich ist dem Verh#ltnisse des Unterschiedes der ersten
und zweiten zum Unterschiede der zweiten und dritten, d. h,

A:CemA—B:B—C.

Folgen die vier Puncte A, B, C, D in der angegebenen
Ordnung aufeinander, so sind die Segmente AD, AC, AB har-
monisch proportionirt, wenn

AD: ABwm AD— AC: AC — AB
oder AD: AB = CD: BC ist.

Die Proportion heisst darum harmonisch, weil drei Saiten
von gleicher Dicke und Spannung zusammenklingen, wenn ihre
Lingen harmonisch sind, d. h. wenn sie dio Li#ngen 3, 4, 6
haben, fur welche

3:6=m4 —3:6—4 ist,

Von dem Pole, der Polare und der Polarcbene,

182. Dreht man in der Ebene eines Kreises (mit dem
Mittelpuncte 0) um einen festen Punct P cine Gerade, und sucht
fur die jedesmaligen Durchschnitispuncte M und N der Geraden
mit dem Umfange des Kreises dem sum Puncte I’ zugeordneten
harmonischen Punct @, so ist der geometrische Ort des Punctes
Q cine Gerade QC, welche auf der Geraden PO senkrecht steht.

Fig. 59. Fig. 60,

Ci L]
A\
a N :
Demn begegnet die Gerade PO dewn;Umfange des Kreises
in den Puncten A und B, und ist C der zu P zugeordnete
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barmonische Punct, ist ferner R die Mitte von MN, so folgt
nach 181, (3)

PA:PB == PC'- PO

PM . PN == PQ - PR.
Nun ist . PA.PB=axPM- PN,
also PC. PO ==PQ-PR
oder PQ: PC == PO: PR,
d. h A POR ~ A PQC.

Da OR 1L MN ist, so ist anch QC L AB, d. h. die im be-
stimmten Puncte C auf der Geraden PO errichtete Senkrechte CQ
enthilt den Punct Q. Man nennt die Gerade CQ oder p die
Polare des Punctes P. Der Punct P heisst der Pol der Ge-
raden p.

Fur die Gerade PO folgt noch nach 181, (4)

A0 = PO - 0C,

d. h. der Halbmesser des Kreises ist die mittlere geometrische
Proportionale zwischen der Entfernung des Poles nnd der Polaren
vom Mittelpuncte.

Vermittelst dieses Satzes erh@lt man ein sehr einfaches
Constructions - Verfahren, zu einem gegebenen Pole die Polare,
und umgekehrt, zu finden.

Liegt der Punct P innerhalb des Kreises, so hegt die Ge-
rade p ausserhalb desselben und umgekehrt.

Fallen die beiden Puncte M, N zusammen, 80 fXllt mit ihnen
auch @ zusammen; die Gerade PM wird dann eine Tangente
an den Kreis, deren Berithrungspunct ein Punct der Polare ist.
Hieraus folgt: Zieht man von einem ausserhalb des Kreises liegen-
den Puncte die beiden Tangenten, so ist die Gerade, welche die
Bertthrungspuncte mit einander verbindet, die Polare dieses
Punctes.

183. a) Die Polaren der simmtlichen Puncte einer Geraden
p gehen durch den Pol dieser Geraden.

Denn ist Q ein beliebiger Punct der Geraden p, so enthilt
dessen Polare g simmtliche zugeordnete harmonische Puncte,
also auch den Punct P.

b) Umgekehrt: Die Pole der verschiedenen Strahlen eines
Strahlenbfischels liegen in der Polare p des Strahlenmittel-
punctes P.

184. Die im Vorigen aufgestellten Begriffe tiber Pol und
Polare lossen sich unmittelbar auf die Kugel ibertragen. Denkt

man sich die vorige Figur um PO als Axe gedreht, so beschreibt

.
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der Kreis eine Kugelfliche, die Polare des Puncles P eine auf
der Geraden PO senkrechte Ebene. Diese Ebene besitzt die
Eigenschaft, dass sie jede durch den Punct P gezogene Trans-
versale, welche der Kugelfiiche in den Puncten Af und N be-
gegmet, in dem Puncte Q@ schneidet, welcher zu P zugeordnet
harmonisch ist fir die Puncte 3{ und N. Diese Ebene heisst
die Polarebene des Punctes P, und der Punct P ist der Pol
dieser Ebene.

185. a) Die Polarebenen der verschiedenen Puncte einer
Ebene schneiden sich in einem Puncte, dem Pol der Ebene.

Umgekehrt: Die Pole aller Ebenen, welche sich in einem
Puncte schneiden, liegen in einer Ebene, welche die Polarebene
dieses Punctes ist.

b) Die Polarebenen der verschiedenen Puncte einer Ge-
raden schneiden sich in einer zweiten Geraden.

Denn die Puncte einer Geraden konnen in jeder durch diese
Gerade gelegten Ebene gedacht werden, die Polarebenen der-
selben miissen sich daher in einem und demselben Puncte schnei-
den; aber nach der Verschiedenheit der Ebene, in welcher die
(ierade liegen soll, in immer anderen Puncten, was nur mdglich
ist, wenn diese Puncte in einer Geraden lieger. oder die Polar-
ebenen sich in einer und derselben Geraden durchschneiden.

Umgekehrt: Die Pole der Ebenen, welche sich in der-
selben Geraden durchschneiden, liegen in einer zweiten Geraden.
Die zwei Geraden heissen polarrecciproke Gerade.

Zusatz. Um zu einer Geraden hinsichtlich einer gegebenen
Kugel die Polarreciproke zu construiren, verfihrt man folgender-
massen: Schneidet die Gerande die Kugelfliiche, so lege man an
die beiden Durchschnittspuncte Beriihrungsebenen; der Durch-
schnitt derselben ist die Polarreciproke der ersten.

Liegt die Gerade ausserhalb der Kugel, so lege man durch
sie die zwei Berithrungsebenen; die Verbindungslinie der DBe-
rihrungspuncte ist die Polarreciproke.

Denn berthrt eine Ebene die Kugel, so ist der Beriihrungs-
. punct der Pol der Ebene, und umgekehrt. Aus der Construction
ist klar, dass die polarreciproken Geraden auf einander senk-
recht stehen.

Yon der Beriihrungsaufgabe.

186. Die in den vorigen Abschnitten auseinandergesetzten
Theorien der Aehnlichkeitspuncte, Axen und Ebenen, Potenzen,
u. 8. w. gestatten eine leichte Lisung der ebenen und riumlichen
Bertihrungsaufgabe.

Die ebene Berilhrungsaufgabe lautet: Es sind drei Kreise
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gegeben; man soll einen Kreis beschreiben, welcher die gegebenen
Kreise beriihrt. .

Die rBumliche Berllhrungsaufgabe lautet: Es sind vier
Kugeln gegeben; man soll eine Kugel beschreiben, welche die
vier gegebenen Kugeln beriihrt.

Die erste Aufgabe wurde von Apollonius von Pergi
anfgestellt und gelost. Das hierauf beztigliche Werk ging ver-
loren, wurde jedoch von Vieta wieder hergestellt. Die erste
Lisung des r@umlichen Problems wurde von Fermat gegeben.
Beide Lisungen geschahen durch Reduction auf immer einfachere
Aufgaben. Erst durch Gaultier 1813 und Gergonne 1814,
wurden unmittelbare Ldsungen der ersten Aufgabe gegeben.

Die ganz analogen Lbsungen der beiden Aufgaben sollen
hier gegeben werden.

187. Hulfssatze.

a) Werden zwei Kreise O und O’ von einem Kreise C be-
rihrt, so geht die Gerade, welche die Berlthrungspuncte ver-
bindet, durch den Husseren oder inneren Aehnlichkeitspunct S
von O und 0, und zwar: durch den Zusseren, wenn die beiden
Kreise gleichartig (zugleich von aussen oder zugleich von innen);
durch den inneren, wenn die beiden Kreise ungleichartig (der
eine von aussen, der andere von inmen) beriihrt werden.

Denn jeder Bertihrungspunct ist ein Aehnlichkeitspunct und
zwei gleichartige Aehnlichkeitspuncte liegen nach 170 mit
einem dritten in einer Geraden.

b) Werden zwei Kreise O und O’ von zwei Kreisen C und C
zugleich gleichartig oder zugleich ungleichartig beriihrt, so gehen
also die Geraden, welche die Berithrungspuncte verbinden, durch
denselben Aehnlichkeitspunct S der beiden Kreise O und O’

Da die Bertihrungspuncte potenzhaltende Puncte von S sind,
so folgt die (ileichheit der Potenzen von S hinsichtlich der Kreise
C und C’, d. h. der Punct S liegt in der Potenzlinie dieser Kreise.

Die Gerade, welche die Beriihrungspuncte der Kreise C und
¢’ durch die Kreise O und O’ verbindet, geht aus denselben
Gritnden durch denselben Aehnlichkeitspunct T' der Kreise C' und
C’, und dieser Punct liegt in der Potenzlinie von O und 0°.

188. Dieselben Beziehungen gelten auch fiir die Kugel, in-
dem man ,Kreis" und ,Potenzlinie" durch ,Kugel* und ,Potens-
ebepe" ersetzt,

4

I. Berithrungsaufgabe fir die Ebene.

189. Berthrt der Kreis g.- die drei gegebenen Kreise
0, 0, 0,
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von m und bezeichnet man die Berfihrungspuncte vou C' mit

den gegebenen Kreisen durch
B ] Bu Bh

die Bertibrungspuncte von C’ mit den gegebenen Kreisen durch
B” Bl" B”,

so ergibt sich Folgendes:

1) 0, 0,, O, berithren g: von ‘;:;’::, also gehen die Seh-

Fig. 61. nen BB’, B,B,, ByB, durch den
inneren Aehnlichkeitspunct von C
und C’.

2) Die Potenzlinien von O und 0,,
O und 0,, O, und O, gehen durch
den inneren Aehnlichkeitspunct von
C und C’% d. h. das Potenzcentrum
P der drei Kreise O, O,, O, ist der
innere  Aehnlichkeitspunct von C
und C:.

3) g bertihrt O und O, von § »"m.

Die Potenzlinie von C und C’ geht
Y daher durch den H#usseren Aehnlich-
kx\\ keitspunct von O und O,. Ebenso
wird bewiesen, dass die Potenzlinie
von C und C’ durch die Husseren Aehnlichkeitspuncte von O
und 0y, O, und O, geht; d. h. die Zussere Aehnlichkeitsaxe der
drei gegebenen Kreise ist die Potenzlinie der Kreise C und C’
4) Die Bertihrungslinien in B und B’ sind zugleich die
Potenzlinien von O und C, O und C’. Weil die drei Potenzlinien
. von O, C und C’ sich in einem Puncte X schneiden, so liegt
der Durchschnittspunct X der Berithrungstangenten in B und B’
in der Potenzlinie von C uwnd C'.

Umgekehrt: Bestimmt man fir den Kreis O den Pol der
Potenzlinie von C und C’, so liegt dieser auf der Geraden BB’,
* Aehnliches gilt auch von den Sebnen B, B,” und B,B’,.

190. Werden zwei Kreise, etwa O und O, gleichartig, der
dritte O, ungleichartig berlihrt, so berfihren :
aussen innen
nen’? aussen’

Man findet, dass die Potenzlinie von C und C° durch den
fusseren Aehnlichkeitspunct von O und O, und durch die inneren
Aehnlichkeitspuncte von O und O,, O, und O, geht, d. h. mit

g- O und O, von 0, von
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der inneren Achnlichkeitsaxe /I, A, idemtisch ist. Alle Qbrigen
Bezichungen bleiben

191. Die Losung der Bertihrungsaufgabe erbilt man daher
auf folgende Art:

Man bestimmt das Potemzcentrum und die Aehnlichkeitsaxen
der drei gegebenen Kreise. Ftr jeden der gegebenen Kreise
bestimmt man die diesen Geraden zugehdrigen Pole. Je drei
Gerade durch das Potenzcentrum und durch die drei Pole einer
Aechnlichkeitsaxe gebem die Berfihrungspuncte sweier gesuchter
Kreise.

Man erhilt daher acht Auflisungen.

IL. Berihruagsaufgabe fir den Raam.
192. Bertthrt die Kugel g- die vier gegebenen Kugeln
' 0,, 0,, 04, O,
von m und bezeichnet man die Berthrungspuncte von C mit
den gegebenen Kugeln durch
BO’ Bl.i B!) B)’
die Bertihrungspuncte von C’ mit den gegebemen Kugeln durch
BQ" BI" B”' B’"
so ergibt sich Folgendes:
1) 0,, 0,, O,, Os berithren g von
Sehnen

aussen
mnen '’

also gehen die

BOBOIV BIBI" BIB!" BSBS' .
durch den inneren Aehnlichkeitspunct von C und C’.

2) Die Potenzebenen von O, und O,, O, und 0,, O, und Oy,
0, und 0,, O, und Oy, O, und 0, gehen durch den inneren
Aehnhchkeltapunct von C und C’; d. h. das Potenzcentrum P der
vier Kugeln 00. 0,, 0,, O mt der innere Aehnlichkeitspunct
von C und c.

3) C' beriihrt Op und O, von §ooec,

Die Potenzebene von C und C’ geht daher durch den fusseren
Aechnlichkeitspunct von Oy und O,. Ebenso wird bewiesen, dass
die Potenzebene von C und C’ durch die @usseren Aehnlichkeits-
puncte von O, und O,, O, und Oy, O, und O,, O, und Oy, O,
und O geht; d. h. die nussero Aehnhchkextsebene der vier ge-
gebenen Kugeln ist die Potenzebene der Kugel C und C.

4) Die Bertihrungsebenen in B, und B, sind sugleich die

Frischauf, Geometrie. 2. Aufl. 7
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Potenzebenen von O, und C, O, und C’. Weil die drei Potenz-
ebenen von O,, C und C’ sich in einer Geraden schneiden, so
liegt die Durchschnittslinie der Bertihrungsebenen in B, und B,
in der Potenzebene von C und C’. Diese Durchschnittslinie ist
aber die polarreciproke Gerade zur Geraden B,B,, letztere muss
daher den Pol der Potenzebene von C und C’ hinsichtlich der
Kugel O, enthalten. Aehnliches gilt auch von den Sehnen B, B,’,
B,B,, B, B,

Wir erhalten daher fur die Conmstruction der Kugeln C und
C’ folgendes Verfahren:

Um die Kugeln zu finden, welche vier gegebene Kugeln
von aussen und von innen berithren: bestimme man das Poten:-
centrum der vier gegebenen Kugeln und die Zussere Aehnlich-
keitsebene, suche zu dieser fur jede der vier Kugeln den Pol.
Die vier Geraden durch das Potenzcentrum und durch die vier
Pole geben die Bertihrungspuncte der beiden gesuchten Kugeln.

193, Werden drei Kugeln, etwa 0,, O,, O, gleichartig, die
vierte O, ungleichartig beriihrt, so beriibre

c ausse! innen
¢’ 0oy Oy, Oy von S0, Oy von uile.

Man findet, dass die Potenzebene von C und C’ durch die
Husseren Aehnlichkeitspuncte von O, und O,, O, und O,, O, und
0,, hingegen durch die inneren Aehnlichkeitspuncte von O, und
0y, O, und Oy, Oy und Oy geht; d. h. die mittlere Aehnlich-

keitsebene
108 IIS Iza AOI Aos All

ist die Potenzebene von C und C'.

194. Werden zwei Kugeln, etwa O, und O,, gleichartig,
die beiden anderen O; und O, zwar untereinander gleichartig,
aber ungleichartig mit den Kugeln O, und O, beriibrt, so berilihre

aussen innen
innen Op und Oy von ooy -

Man findet, dass die Potenzebene von C und C’ durch die
Busseren Aehnlichkeitspuncte von O, und O,, O; und O;, und
" durch die inneren Aehnlichkeitspuncte von O, und Oy, O, und Oy,
0, und 0y, O, und Oy geht; d. h. die innere Aehnlichkeitscbene

Iy Iy 1, 1,y A, Ay
ist die Potenzebene von C' und C’.
195. Die Lﬁsnng der Bertihrungsaufgabe orhnlt man daher
auf folgende Art
Man boatunmt das Potenzcentrum und die Aehnhchkexts-
ebenen der vier gegebemen Kugeln. Fiir jede der gegebemen
Kugeln bestimmt -man die diesen. Ebenen sugehrigen Pole. Je

G 0, und 0, von
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vier Gerade, durch das Potenzcentrum und durch die Pole einer
Aechnlichkeitsebene, geben die Berihrungspuncte sweier gesuch-
ter Kugeln.

Man erhilt daher sechzehn Auflsungen.

111, Specielle Fille der Berilhrungsaufgabe.

196. Die obige Lisung ist die LBsung des allgemeinen
Falles der folgenden Aufgabe:

a) Es sind von Puncten, Geraden und Kreisen drei ge-
geben; man bestimme einen Kreis, welcher durch die Puncte
geht und die Geraden und Kreise bertihrt.

b) Es sind von Puncten, Ebenen und Kugeln vier gegeben;
man bestimme eine Kugel, welche durch die Punmcte geht und
die Ebenen und Kugeln beriihrt.

Man kann insofern die frithere Aufgabe als den allgemeinen
. Fall betrachten, indem man den Punct als einen Kreis oder eine
Kugel vom Halbmesser Null, die Gerade als einen Kreis, die
Ebene als eine Kugel, beide mit unendlich grossem Halbmesser
betrachtet.

Wie aus dem Ganzen ersichtlich ist, reducirt die Ldsung in
I. den gegebenen Kreis, und ebenso die in II. die gegebene Kugel
auf einen Punct. Aber auch in den fibrigen speciellen Fillen
ist es moglich, die gegebenen Kreise oder Kugeln auf Puncte zu
reduciren. Dazu ist es erforderlich, die Begriffe der Aehnlich-
keitspuncte, Potenzen, u. s. w. fiur diese besonderen Fille von Kreis
- und Kugel aufzustellen.

197. 1) Der iuesere und innere Aehnlichkeitspunct eines
Punctes und e;?ﬁ:rxizggf ist der Punct selbst.

2) Als Husserer und innerer Aehnlichkeitspunct einer Gﬁw;‘?

Geraden

und °:;'::r %rgig'&' konnen die Endpuncte des auf der Ebene 860k

rechten Durchmessers angenommen werden. 8ind 4 und I die
Endpuncte dieses Durchmessers, P der Durchschnittspunct der
Geraden AJ mit der gegebenen Gﬁm?, so folgt, . B. fur den

AeMnlichkeitsstrahl ANM, wo M und N die Durchschnittspuncte

. Geraden dem Kreise _. ..
mit der Ebene und der Kugel sind:

AAPM~ DA ANI
AN: AT== AP: AM
AM:- AN o= AI. AP == const.

Die Puncte M und N sind daher potenzhaltend. -
1.
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Dasselbe gilt fir jeden inneren Aehnlichkeitsstrahl.

Man kann daher auf diesen Fall die Art. 187 und 188
anwenden.

3) Der Hussere Aehnlichkeitspunct zweier Puncte liegt auf
der Verbindungslinie derselben im Unendlichen, der innere auf
der Mitte derselben.

4) Die Potonz},if::e eines Punctes und fl?::r %’:::l' hat vom

Puncte und der poorie . dieses Punctes gleichen Abstand.

Denn begegnet eine vom Puncte P an den Kreis gezogene
Gerade dem Umfange in den Puncten M und M’, und ist Q die
Mitte von PP’, wo P’ der vierte harmonische Punct ist, so ist
181, (4) _ )

QP = QP" = QM - QM".

Nun ist QP' die Potenz des Punctes Q fiur den Punct P
(als Kreis betrachtet), QM - QM  die Potenz des Punctes @ fur
den Kreis; also ist Q ein Punct der Potenzlinie von Punct und
Kreis.

Alle Puncte Q liegen in einer zur Polare parallelen Geraden.
Ebenso wird der Beweis fiir die Kugel gefthrt.

6) Als Pohnzf{::::imrxie‘fgi und einer Gébr:::" kann die.

bene Gerade genommen werden.
gege Ebene

. 6) Die Potenz'™®  sweier Puncte ist die auf der Mitte der

ebene
Verbindungslinie senkrechte %eg'::.

198. Durch Anwendung dieser Begriffe gelangt man schliess-
lich zu folgenden Aufgaben:

a) Gegeben sind:

1) Zwei Puncte und eine Gerade.

2) Ein Punct und zwei Gerade.

8) Drei Gerade.

Zu 1), 8ind M und N die beiden gegebenen Puncte, P der
Durchschnittspunct der Verbindungslinie derselben mit der ge-
gebenen Geraden, 7' der Berllhrungspunct des gesuchten Kreises,
s0 ist ”

PT’ = PM . PN,

also T bekannt. — Zwei Auflisungen.

Zu 2). Man bestimme in der Verlingerung der Senkrechten
von dem gegebenen Puncte auf die Halbirungslinie des Winkels
der beiden Geraden einen Punct von gleicher Entfernung vom -
der Halbirungslinie.
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Der gesuchte Kreis geht durch diesen Punct.

Dadurch ist die Aufgabe auf 1) reducirt.

Zu 8). Vergl 82.

b) Gegelen sind: .

1) Drei Puncte und eine Ebene.

2) Zwei Puncte und zwei Ebenen.

3) Ein Punct und drei Ebenen.

4) Vier Ebenen.

Zu 1). Durch die drei Puncte lege man einen Kreis, errichte
im Mittelpuncte desselben eine Senkrechte, so liegt auf derselben
der Mittelpunct der gesuchten Kugel. Durch diese senkrechte
Gerade lege man eine auf der gegebenen Ebene senkrechte Ebene;
g0 liegt im Durchschnitte der beiden Ebenen der gesuchte Be-
rihrungspunct. Bestimmt man auf dieser Geraden den Bertihrungs-
punct des Kreises, welcher durch die zwei Durchschnittspuncte
des Kreises durch die gegebenen Puncte mit der senkrechten
Ebene geht, und obige Gerade berihrt, so ist dieser Berlthrungs- .
punct ein Punct der gesuchten Kugel.

Zu 2). Halbirt man den Neigungswinkel der beiden Ebenen
nnd zieht man von einem der beiden gegebemen Puncte eine
Senkrechte auf Jie Halbirungsebene und verlingert dieselbe um
die Entfernung des Punctes von der Halbirungsebene, so ist der
- Endpunct dieser Senkrechten ein Punct der gesuchtem Kugel.

Zu 8). Wird auf ghnliche Art anf 2) reducirt. :

Zu 4). Vergl 147,

Anmerkung. Die Bestimmung der Berlihrungspuncte einer
Geraden ist durch das angegebene allgemeine Constructions-
verfahren nicht mdglich. Der Grund liegt darin, dass es keinen
construirbaren Pol einer Geraden hinsichtlich einer gegebenen
Geraden (diese niimlich als Kreis mit unendlichem Radius be-
trachtet) gibt. Die Polaren der verschiedencn Puncte einer
Geraden hinsichtlich einer gegebenen Geraden sind parallel zu
dieser Geraden; der Durchschnittspunct der Polaren, welcher der
Pol der ersten Geraden ist, liegt daher im Unendlichen.

Dasselbe gilt auch von den Beriihrungspuncten einer Ebene.

Yon der stereographischen Projection,

199. Projicirt man die Puncte einer Kugelfiiche von einem
Puncte S der Oberfliche derselben als Projectionscentrum auf
eine Ebene als Projectionsebene, welche zur Berithrungsebene im
Projectionscentrum S parallel ist, so erhilt man die stereo-
graphische Projection der Puncte der Kugelfliche.

Fur diese Projection gelten folgende Sitsze:
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s) Liegen die su projicirenden Puncte der Kugelfliche in
einem Kreise, so liegen auch die Puncte der Projection in einem
Kreise; d. h. einem Kreise auf der Kugelfiiche entspricht ein
Kreis a.ls Projection.

Zieht man vom Pro,]ectlonaoentmm eine Gerade durch den
Mittelpunct, so steht diese auf der Projectionsebene senkrecht.
Der Fusspunct N’ dieser Geraden ist die Projection des End-
punctes N des Durchmessers SN.

Ist M’ die Projection des Punctes M, so folgt (vergl. Art.197)

SM-SM'-SN-SN’—eom

Es seien M,, M,, My, ---- Puncte eines Kreises k auf der
Kugelfiiche; M,’, M,, M, ---- deren Projectionen. Fiir diese
Puncte findet also die Gleichung statt

SM, . SM, == SM, - SM, =

Denkt man sich durch den Kreis ¥ und den Punct M, eine
Kugelfitche £ gelegt, und bezeichnet man mit M,", M,” - - - - die
Durchschnittspuncte derselben ‘mit den Strahlen SM,, SM,, EEN
so ist SAM, - SM,” die Potenz des Punctes § fiir die Kugel &, also

S, - SM, = SM, - SM," =

woraus die Identitdt der Puncte M,”, M,",: -+ mit den Puncten
My, My ... folgt.

Da die Puncte M,’, M,", M,,--- auf einer Kugel und in
einer Ebene liegen, so liegen sie in einem Kreise &°, welcher die
Projection von k ist.

b) Zwei sphiirische Linien (d. i. Linien auf der Oberfliche
der Kugel) schneiden sich unter demselben Winkel wie ihre
Projectionen.

Sind s und ¢ die beiden im Durchschnittspuncte M der
beiden Linien gezogenen Tangenten, also (s, t) das Mass des
gplrischen ‘Winkels; so bestimmen die Ebenen durch S, s und
8, ¢tin dor Projoctionaebene zwei im Puncte M’ sich schneidende
Gerade 8" und ¢', und in der Berithrungsebene an den Punct §
zwei durch § gohendo Gerade ¢ und t. Dabei ist der Winkel
(s, ¢) die Projection von (s, t). Nun ist

(8,¢) == (o, ),

weil zwei Kugelkreise, welche sich in M und § schneiden, in
diesen Puncten gleiche sphirische Winkel bilden. Ferner ist

(0,3) = (s, ¥),
weil ¢ | &, tlt ist; also ist auch
(88) = (o', ¥').
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Zusatz 1. Ist SAB das charakteristische Dreieck eines
Kegels mit krensﬂirmxger Gnmdﬂlche, 8o bildet,
Fig. 3 wenn Winkel SA’B’ == SBA ist, eine durch die
S Gerade A’B’ auf die Ebene SAB senkrecht go-
legte Ebene auf der Kugelfliche einen anti-
parallelen Schuitt, welcher ein Kreis ist.
. Denn ist B einer der beiden Puncte, in
Y welchen die Durchschnittslinie der beiden durch
4 ADB und A’B’ gelegten Schnitte der Kegelfiiche
, begegnet, wobei der Durchschnittspunct P der
B’ Geraden AB und A’B’ auf der Strecke AB
vorausgesetzt wird, 8o ist wegen
A SA'B'~ A SBA,
A’P.PB’ == AP. PB == MP

d. h. der Punct M ist ein Punct des iber AB’ als Durchmesser
beschriebenen Kreises. Bewcgt man die Ebene durch 4 B parallel
zu sich selbst dergestalt, dass der Punct P alle Puncte der
Strecke 4’B’ durchliuft, so erhilt man simmtliche Puncte des
antiparallelen Schnittes als Puncte eines Kreises {iber dem Durch-
messer A'B’.

Die Projection k° ist ein antiparalleler Schnitt des Kegels
mit & als Grundfliche und S als Spitze.

Denn ist SAB das charakteristische Dreieck dieses Kegoh,
so folgt, wegen

SA.SA’ = SB-SB’,
Winkel A’ == B, u. 8. w.

In der Ebene des charakteristischen Drexocks liegen die
Mittelpuncte von %, %', .

Zusatz 2. Aus b) kann man a) erhalten. Zieht man an
die Puncte von k Tangenten, und projicirt den lings & als
Grundfliche um die Kugel beschriebenen Kegel sammt den
Tangenten, so ist die Projection von k ein Kegelschnitt k', und
die Projectionen der Seiten des Kegels sind Gerade, welche auf
den Tangenten von k" nach b) senkrecht stehen und durch die
Projection C* der Spitze C des Kegels gehen. Ein solcher Kegel-
schnitt ist ein Kreis mit dem Puncte C’ als Mittelpunct.
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Trigonometrie.

Eluleitung.

200. In den vorigen Bfichern wurde nachgewiesen, wie man
aus einer gewissen Anzahl gegebener, unabhiingiger Stiicke eines
Gebildes die fibrigen durch Construction bestimmen kann. Statt
der Construction kann man sich, wenn bloss Abstinde gegeben
sind, wie z. B. in einigen speciellen Fillen (vergl. Art. 161—165,
181, u. 8. w.) der Rechnung bedienen, indem man néimlich fur
die Abstinde ihre Verhiltnisszahlen zu einer gegebenen Einheit
einfihrt und die Masszahlen der gesuchten Abstinde, mithin
letztere selbst, durch Rechnung bestimmt.

Kommen in einer 'Aufgabe sowohl Abstinde als Winkel auf
wolche Grossen - zuletzt alle Bestimmungssticke zuriickgefithrt
werden kinnen vor, so muss man um auf solche Aufgaben die
Rechnung anwenden zu kinnen statt der Winkelgrissen andere
davon abhiingige Winkelfunctionen, d. i. Verhidltnisse von
Linien, wodurch die Winkel vollkommen bestimmt sind, einfihren.

Diese Winkelfunctionen, ihre Eigenschaften und Beziehungen
zu einander, bilden den Gegenstand der Goniometrie. Die
Anwendung derselben auf das Dreieck, Vieleck, Dreikant, u. 8. w.
wird ebene Trigonometrie, Polygonometrie, sphiirische
Trigonometrie, u. 5. w. genannt,

Alle Theile susammen, filhren gewdhnlich den Namen
nIrigonometrie“,

Goniometrie.
Bestimmung der Lage von Puncten einer Ebene,

201. Zur Bestimmung der Lage eines Punctes einer Ebene
bedient man sich gewdhnlich zweier unter einem rechten Winkel
sich schneidender Geraden, welche Coordinaten-Axen heissen.
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Der Durchachuittspunot O heisst der Coordinaten-Anfang.
Yig. 6. Die eine Gerade heisst die Abcissen-
axe und wird mit XX’, die andere
Gerade die Ordinatenaxe wnd wird
M mit YY bessichnet.
axen wird die unbegrenste Ebems in
vier (comgruents) Theile getheilt,

d welche Quadranten heissen.
., In jeder der beiden Coordinaten-
axen unterscheidet man eine positive
und eine negative Richtung. Es soll in der Abecissenaxe die von O

nach rechts gehende Richtung, in der Figur mit O X bezeichumet,
als positiv, mithin die nach links gehende, mit O X’ bezeichnets,
als negativ augenommen werden. In der Ordinatenaxe soll die
Richtung oberhalb der Abscissenaxe, in der Figur mit OX be-
asichnet, als positiv, mithin die unterhalb der Abecissemaxe, d. i
die Richtung OY’, negativ genommen werden.

202. Um nun die Lage eines Punctes M in der Coordinaten-
Ebene zu bestimmen, ziche man von diesem Puncte Parallels za
den Coordinatenaxen; dadurch werdem auf dem Axem Stticke, auf
der Abscissenaxe der Abechnitt OP, auf der Ordimatenaxe der
Abschnitt 0Q bestimmt, welche dise Coordinaten des Pumctes
A heissen. Man bezeichnet die Coordinatea mit z, y und mennt
z die Aboisse, y die Ordinate des Punctes Af; dieselbem sind
positiv oder negativ, jo nachdem sie in die positiven oder lag&-
tiven Axen-Theile fallen.

Ist in der Figur die absolute Distanz von

OP oder OP == a
OQ » OQ'_bv
soist firden Punct M, ze= f-a, y=-b
n My zem—a,y=-4D
n My Zem—a, y=s—pd
R ) H‘ 2—+¢,’——-k
Ist r == OM die Entfernung des Punctes M vom Anfang O,
8o ist P24y,
wobei r immer absolut (positiv) genommen wird.
Durch die Coordinaten ist die Lage ecines Puncies voll-
kommen bestimmt.

. 903. Es seien M, und M, swei beliebige Puncte, z,, y, und
x,,y,dxoCoord;mhnvon]l,udl’,
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Ist z, == OP,, x, == OP;, 60 ist OPy == O P, -} P, P,

Legt man durch den Punct M, ein neues Axensystem, dessen
positive und negative Richtungen den positiven und negativen
Richtungen des gegebenen parallel sind, so ist die Strecke -
PPy ==z, — %, der Grlese und dem Zexchon nach die Abscisse
von M, in Besug auf M, als Anfang.

Ebenso stellt, wenn y, == 09,, y,—OQ, ist, die Strecke
Q0 =y, —y, dno Ordinate von Af; in Bezug mf M, dar.

Nun ist_ M\ M, == P, P, = Q,Q,
oder MM, == (% — ”n) + (3, — !1)’-

Erklirung der Winkelfunctionen.

204. Jede vom Ursprunge nach einem Puncte M der Coor-
dinaten-Ebene gezogene Gerade bildet mit der positiven Abscissen-
Richtung einen Winkel XOAM == a.

8ind #z, y die Coordinaten von M, und setst man OM == r,
80 bezeichnel man die Quotienten :

z v
. r ’ r
durch cosa , Bina

und spricht diese Zeichen aus: Cosinus von «, Sinus von a.
Die Quotienten
z Yy r r
? ' ¢ ? z ’ ?
werden durch cota, tane«, sece, csce

(eprich: Cotangente, Tangente, Secante, Cosecante von «) be-
zeichnet.

Die Verhiltnisse sin, cos, tan, cot, sec, csc hiingen blos von
der Grdsse des Winkels ab und werden daher Winkelfunotionen
genannt. Dabei heissen sin, tan, sec Hauptfunctionen; cos,
cot, csc Cofunctionen.

205. Aus dieser Erklirung folgt unmittelbar:

cos 1
I) oota-—.i——n—,tm —:“—L:,M¢—°o-—r,m¢ 0«

Wegen 2* 4 y® == y* ist, wenn man succesive durch s*, 2*,
dividirt:

008 o - sin o == 1
14 tano® == gec o -
oot o® - 1 == 080 of,
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b) Ferner ist

8in 0 == 0, 008 0 == 41
8in R == - 1, 008 R== 0.
sin 2 R =0, 0082 R o= — 1
BN3R== —1, c08 3 Re=0

sin(m.4 R+ a) == gina, cos (m.4 R+ «) == cos «,
wo m jede beliebige ganze Zahl bedeutet.

¢) Der Sinus ist positiv fur Winkel von O bis 3 R

" negativ n 2R ,, 4R.

Der Sinus wiichst fiir Winkel von O bis R, nimmt ab fir
Winkel von R bis 2 R.

Der Sinus nimmt ab (wichst absolut) fur Winkel von 2 R
bis 3 R, wiichst (nimmt absolut ab) fur Winkel von 3R bis 4 R.

Der Cosinus ist positiv von O bis R, negativ von R bis
3 R, positiv von 3 R bis 4 R.

Der Cosinus nimmt ab fir Winkel von O bis 3 B und wichst
fir Winkel von 2 R bis 4 R.

Aehnliche Beziehungen lassen sich auch fir die Ubrigen
Winkelfunctionen aufstellen.

Binus und Cosinus liegen rwischen den Grenzen + 1und — 1

Tangente und Cotangente « « « <« « ¢« c ¢ o 400, — oo
Secante und Cosecante - - - - - - - « entweder 4+ 1 ,, <4 oo
oder — 1 ,, — oo

Anmerkung 1. Beschreibt man in der Ebene des Win-
kels « mit dem Halbmesser OM ==y e¢inen Kreis, so stellen
wenn der Bogen AB ein Quadrant ist und

v AT L OA,BU L OB steht,
. PM AT

Fig. 64.

Die Strecken PM,---OU, deren Verhilinisse zum Halb-
messer die Winkelfunctionen sind, werden trigonometrische
Linien genannt.

Das Verhiiltniss der Linge des Bogens AM zum Halbmesser
OA wird ,der in Theilen des Halbmessers ausgedriickte Winkel
AOM" genannt.

Anmerkung 2. Ist der Winkel « 3ehr klein, so fllt die
B AM pahezu susammen, und da letsterer
steht, so &ndert sich der Simmg

"

1
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nahezu proportional der Aenderung des Bogens, wihrend der
Cosinus nahezu unveriindert bleibt.

For einen Winkel nahe gleich R findet das Umgekehrte statt.
Ist daher:

gin & == g ’ co8 qum)
sin (« +a’)mma-ta’, cos(atfa)mmd—0d
so ist, wenn « klein ist, fir eine kleine Aenderung o’ des Win-
kels « nahezu
o sma’, b ==0;
wo &« die in Theilen des Halbmessers ausgedriickte Aenderung
des Winkels ist.

Der Unterschied

’ a’ a b
tan(a4o) —tane=;—p 4 5oy
wird nahe == ¢’ == o',

206. Dreht man die Gerade O M im entgogengeaet:ten Sinne,
bis die Drehung unterhalb der Abscissenaxe denselben absoluten
Werth erreicht, und bezeichnet man mit M’ die neve Lage des
Punctes M, so erh&lt man einen Winkel M OX, welcher das:
entgogengesetzte des fritherem ist und mit ,,— a* beszeich-
net wird.

Sind z’, y° die Coordinaten des Punctes M’, so ist

gemtz, yom—y OM ==OQM==r,
also cos (— @) == cos @, 8in (— ) == — gin a.

Bezichungen swischen den Functionen mehrerer Winkel.

207. Beschreibt man in der Ebene der Coordinatenaxen aus
O mit einem beliebigen Radius == r einen Kreis, und sind M,
und M, zwei beliebige Puncte des Umfanges, XOM, == «,,
XOM; == a,, 80 ist der von den Halbmessern OM,; und OM,
eingeschlossene hohle Winkel == ¢y — &, oder == «; — @, also
-+ (o —a,).

~Zieht man vom Mittelpuncte O eine Senkrecbte auf die Sehne,
s0 wird der Winkel 4 (a; — «;) halbirt und es ist daher

3 M, M, == v gin [+ § (o — &;)]
oder MU, M, == 41" sin § (o — ;)"

A‘“zl"-"“o'“n ¥y == r 8in @), T, == 008 ), yy == r #in a,
folgt nach Art. 2
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MM, = (reme,—reose) + (reine,—raine)"
=2 — 2 (s 08¢, - singsing).
Mithin ist
2sin} (g — @) =1 —(c0my0e }singsin).
Setst man &, == 0, s0 wird
2sinf o’ ==1 — 008 up.
Ds «, joden belicbigen Werth bedeutst, so ist anch
2sini(gy—a) =1—cn(eg—g),
mithin
cos () — @) ==cos &y co8 &, |- sin @, sin «; .
Setst man in der gefundenen Formel — g, statt «,, 80 or-
bilt man
cos (@, — (— «;)] == cos &, cos (— &,) + sin &, sin (— «,)
oder
s (&} @) =cose,cos ¢, —sine,sine,.
Setst man in der Formel fir cos (e, — «,) statt &, &, — «,,
80 orhilt man
€08 &, == 08 @, cos (@, — &) + sin &, sin (; — @) .
Wird in dieser Formel statt cos (¢, — ®,) sein Werth ge-
setzt, in der erbaltenen Gleichung cos a,® == 1 — sin «,® gesetst
und durch sin «, abgekiirzt, so erhklt man
sin (@, — &,) == sin @, cos &, — €08 &, Sin &, ;
hieraus folgt, wenn man — e, statt «, setxt
sin (@ + &) = sina, cos &, + cos &, sin «; .
Man erhilt daher, wenn man «, und «, durch « und 8 er-
setzt, die vier Gleichungen
sin (@ - p) == sin « cos § -} cos « sin §
sin (¢ — ) == sinacos § — cos « sin
cos (a + B) ==ccs wcos f — sin w sin §
cos (a — f§) == cos @ cos § -|- sin « 5in §
Folgerungen :
a) Setst man « == R, s0 wird :
sin (B + ) = 4 cos B, sin (R — ) = + coun 8
oo (R+B) = —sinf, oo (B— )=+ sinp..
b) Setst man « == 2 R, so wird
sin (2B + B) = — sin B, sin (2R — f) ==+ sin g
c0o(3B+ ) = —co f, cou(2E — B) = — s f.
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¢) Setst man a == 3 R, so wird
sin (3R 4 p)==—cos B, sin(3R — ) == —cos p
c08(3R -4 p) ==+ sin B, cos(3R — f) == — sinf.
d) Setzt man « == 4 R, so wird
sin (4R — ) == — sin , cos (4R — B) = cos §,
welch letztere Formeln schon in Art. 205 enthalten sind.
Vermittelst dieser Formeln kann man die Winkelfunctionen
fur Sinus, Cosinus aller Winkel auf die der positiven, spitzen

Winkel zurtickfuhren.
Liegt der gegebene kael « zwischen

Rund 2R, 80 setze man a = R - f

2R ,, 3R " =2R-4
8R , 4R » =3R4
wo f spitz ist.

Ist « negativ, so kann man dafir 4 R 4 « setzen.
Ebenso erhiilt man die ibrigen Functionen..

sin (a« 4 B) nncco'pi-coocnnp
208. tan (« + §) = cos(a+ ) cosacosf Fenasmf

Dividirt man Zghler und Nenner durch cos « cos §, 8o wird
tan tal
tan (@ + ) = — :pt.ita t:npﬂ

Analog erhilt man

oot (a + f) = c:::;; iof..’ ’

209, Setzt man in dem Ausdriicken fur sin (¢ 4 f) und
cos (« 4 B) Winkel « == 8, 80 wird

gin 2 o == 2 sin & cos &
08 2 & == cos o — sin o,

woraus mit Zuziehung von cos o® - sin o == 1 erhalten wird
2sino’em 1 —cos2a ‘
2008 a® em 1 - cos2a-

Setst man 24 == o, also a == %— und vertauscht schliesslich
o’ mit @, 50 wird

. .« «
sma-?m—’—oocT
. 25in § o == 1 — cos «
2cos§¢’—1+coaa,
cos «

worsus noch . hn}a’—m—“ folgt.
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$10, Addirt und subtrahirt man die Gleichengen des Art. 307,

80 erbilt man

sin (« + §) + sin (« — §) = 2 sin « cou §

sin (« 4 ) — sin (¢« — f) == 2cos « sin §

c0s (« + p) + cos (¢« — ) = 2 008 « cos §

cos (04 p) —cos(a— f) == — Ssinasin §.
&htmma-}-p—c «—femp’ o0 ist

d-———L p——£

- Vertauscht man schliesslich a’ und §° mit « und §, 50 erhilt manm:
sin « - sin f == 3 sin § (« +- ) 008 § (« — §)
sin @ — sin f == S cos } (« + p) sin § (« — B)
con & - c0s f == 3 008 § (« +- ) oow § (« — §)
cos « — 008 f == — 2 sin § (« + §) sin § (« — ).
Aus der ersten und sweiten Formel folgt noch:
sina4snf _onj(@tf) («
Wna—anp m}(¢+ﬁ) E%(_.:'%
211. Die im Vorigen entwickelten Formeln der Gomiometrie
gind die wichtigsten. Ausser diesen migea noch folgemds zw-
sammengestellt werden:

l)ama—}/l—coux —VI__T__._' Vl—"'_—l'

tan (-
hni(-—

-occ' 1

o8 ¢ m YT = T e m V% e —1
ana yi—a e e =
e ey Y
Boca m YT F _,|1+?._V.%
ma-yl__;m, T

welche unmittelbar aus den Glonohnngen des Art, 206 erhaltem

werden,
2) tana - tan § == T«%%%"
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oot @ = cot f == sin(fta)

sin & sin §
tana +tang  sin(«+f)
tana—tanf  so(e—p) "

1—cosax
3) Aus tan § of m—————— l+ooo¢
. o
und :ma—ﬂsm-’—cos’—tan cos o
folgt
2tan 5 1—tan 5
8in o == —ay COB @ = n,,
~ 14tan 14+t

d. h. man kann simmtliche goniometrische Functionen eines
Winkels rational durch die Tangente des halben Winkels aus-
driticken.

4) cos @+ sin fuw 2sin § [R + (« + )] cos § [R 1 (« — f)],
indem man entweder sin (R - «) statt cos «, oder cos (R — f)
statt sin § setzt und Art. 210 anwendet.

5) .in«+ainp—sin(¢+p)—4sin§sin, sin § (« + B).
Anwendung von Art. 210 und
sin (« -+ f) = 2 sin § (« + ) cos § (« + B).
6) sinasin (8 —) + sin B sin (y — a) + sin y sin (a— §) == 0
cosa sin (8 —7) -+ cos B 8in (y — &) - cos 7 sin (« — §) = 0,
indem man statt sin (8 — 7), - - - die Werthe setzt.
7) 8in 3 @ == 3 sin « — 4 sin o®
co8 & m= — 3 cos @ 4 4 cos a®, u.s. W
indem man in nn(a-l—ﬁ) cos (« -} ), B == 2 setst, u.s. w.
8) Setzt man in
cos (¢ — B) — cos (« + ) == 2 sin « sin §
nn(a+ﬁ)—sin(¢—ﬁ)—2eoa¢sinp .
aw=g-md, p——, und setzt hierauf m = 0,1,2,-.+n und
addirt die erhaltenen Gleichungen, so wird

sin @ + sin (@ 4 b) + sin (a 4 2b) + -+ 4 sin (a 4 nd)
nn(¢+§nb)|;nb{ n41)D

cos a - cos (a 4 D) + cos (a 4 20) + -- +eos(a+nb)
M(¢+§ﬂb);mbi(ﬂ+l)b
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Setzt man b w= g und » — 1 statt », so wird

sin a 4 sin 2a-sin3a-----sin na - tinine -.?;n:‘(n-l- UL

cosina-sinf{(m41)s
sin {a

cosa 4 cos2a-4cos3a-f..--cosna==

Fiir b == 2a wird . i
sina4sin3a+4sin5a4--sin(2n 4 l)a—'“' (:in-l;l)c
eosa+cos3a+eon5a+-...m(2"+l)a_lin:(:n-l;l)q

9) Bedeutet ¢ die Einheit der imaginkren Zahlen, d. h.
i==)—1, so folgt durch Multiplication
(cos a - 4 sin a) (cos B + i sin f) == cos (« + ) - i sin (« 4 f).
Ebenso ist
(cos @ -} i sin «) (cos B < i sin §) (cos y < ¢ sin y)
— oot (a+ B+ 7) + i sin (« + B+ 7)
n 8. W.

Setzt man @ == f == y == ...., und ist » die Anzahl der
Factoren, so hat man

(cos @ + i sin a)* == cos na - i sin na.
Wendet man
(a4 ib)*=a"— (;) ar—pt 4 (2) ar—4pt—.....

+ i) emro = (vt (e ]

an, und zerfillt die Gleichung in die reellen und imaginiiren
Theile, so erhillt man

cos na =cosa™ — (;') cosa™—3gin a4 (2') cos a*—4sinat — ...

sinna= (;') cosa™ !sina — (g) cosa"3sina’ 4 (:) cosa™gingb...

Berechnung der goniometrischen Functionen.

212. Kennt man die Werthe einer goniometrischen Function
fur alle Winkel von O bis R, so lassen gich auf diese die
Werthe aller Functionen fir alle Winkel zuriickfihren. Vermdge
sin (R — &) == cos «, co8 (R — «) == sin a, sin a® 4 cosa® == 1
braucht man nur die Sinusse oder Cosinusse von O bis § R zu
bestimmen, um daraus die Uibrigen zu erhalten.

Da im gleichseitigen Dreieck ein Winkel 60° betriigt, so ist

sin 30° = }, cos 30° = } V3.
Frischauf, Geometrie. 3. Aufl. 8



114 Viertes Buch. -

Daraus erhilt man durch Anwendung des Art. 209 die -
Sinusse und Cosinusse von 15° 74°, 8%°, 1%° 66°157, ...
..... . 5243".

Fur sehr kleine Winkel kann man das Verhilltniss der
Sinusse gleich dem der Winkel setzen, man erhilt daher aus
der Proportion

sin 524" : sin 60” == 5247 : 60
sin 60” == gin 1’ == 0.00029088820.

Damit erhilt man sin 2’, sin 4’, -+ und kann die Sinusse
von 0° bis 30° von Minute zu Minute angeben.

Aus den Gleichungen

sin (30° 4 «) == cos « — sin (30° — a)

o8 (30° 4 «) == cos (30° — «) — sin a,
welche aus Art. 210 erhalten werden, indem man statt « und §
resp. 30° 4+ « und 30° — « setzt, erhiilt man die Sinusse und
Cosinusse von 30° bis 45°.

Auf diesem Wege wurden die ersten grossen Sinustafeln
berechnet.

Auflisung gonlometrischier Gleichungen.
213.
a) Aus z sin X == a
zcos X=10»

wo z positiv oder negativ ist, soll # und X bestimmt werden.
a a b
S T v dak > &
Ist (was in der Anwendung beinahe immer der Fall ist)
X < 4 R und das Zeichen von 2 bekannt, so sind die Zeichen von
sin X und cos X bekannt, also der Winkel X eindeutig bestimmt.
Beispiel. a == 86504, b == 75318.
log a 493704
®logsin X 9.87748s8 Ist sin X > cos X,
log b 4.87690 80 wird 2 aus @ be-
log tan X 006014 ~ stimmt.
X == 48°57'.26
log # == 5.05956
z == 114700

.* Die mit ,s* bezeichneten Logarithmen sind ,spiter eingesetst.
Etwsigohléebemchnungen werden auf einem besonderen Bla.ttglgapier
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Flir g == - 86504, be= — 75318, setze man Xe= R4 X’
» - n n T »n n 2R+x:
” —  0» ” + ” » 8R+X H
es ist dann X” == 48°957°.25, X’ == X™ wm 41°2°.75.
b) Aus 1) z 8in X == a oder 2) zcos X==a
zsin (X 4 B) == d zcos (X4 B) == d
wo z positiv oder negativ ist, soll # und X bestimmt werden.
Entwickelt man z sin (X - B) oder z cos (X +4 B) und
setzt resp. fur x sin X oder z cos X den Werth, so ist:
1) 2z sin (X +4 B) == a cos B 4 x cos X sin B, oder
2) zcos(X + B)==acos B— z sin X sin B, mithin
. . . b—aocos B
1) zsin X==a 2)znnX——————ﬁnB
b—acos B
“snB
¢) Aus asin X - b cos X == C soll X bestimmt werden.
Auflisung: 1) Man setze cos X == )/ 1 — sin X* und be-
stimme sin X,
2) Man setze @ == m cos M, b == msin M und bestimme
daraus m und M, so wird
msin (X 4+ M) = C,
woraus X erhalten wird.
d) Aus asin (X + A) + b cos (X 4+ B) == C, soll X be-
stimmt werden.
Man 15se sin (X 4 A) und cos (X 4 B) auf, 50 erhilt man
die fruhere Aufgabe.
e) Auf Ghnliche Weise werden

atan (X+ A) 4+ btan (X 4 B) == C, u.n. w.

z cos X == 2008 X =m g,

gelust.

Ebene Trigonometrie.
a) Das rechtwinklige Dreleck.
214. Ist im Dreieck ABC der Winkel C == R, so folgt
aus Art. 204
G = s8in 4 ==ccos B

bm=c gin Be==ccos 4
s‘
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a=)tan A ==} cot B
b=mgtan B=gcot A,

vermittelst welcher Gleichungen alle auf das rechtwinklige Drei-
eck bezliglichen Aufgaben geldst werden kinnen.

Beispiele.
2) a = 86504
1)  a=86504 ¢ = 114700
b == 75318 Losung.
Lisung in 213, a). log a 4.93704
logcos A 9.81734 8
) = e
’ og s1n . -
4 = 48°57°26 log b 4.87690
Losung. A 48°57°.26
log sin A 9.87748 b 75318
log a 4.93704
log cot A 9.93986 4)  e=114700
logc 505956 4 == 48°57°25
log b 4.87690 Ldsung.
¢ == 114700 ‘logsin A 9.877/8
b == 75818 log c 5.059566
log cos A 9.81734
Der zweite Winkel B wird log & 4.93704
nach log b 4.87690
B=R— 4 a == 865604
bestimmt. b == 75318

b) Das schiefwinklige Dreleck,

216. Zieht man vom Scheitel C eine Senkrechte CD == ji

auf die ‘gegenilberliegende Seite A B, so ist:
h==ggin B==}sin 4,

woraus a:b=3sin 4:8in B folgt.

Setzt man AD == d, 80 ist DB ==¢ — d oder ¢ -} d, je
nachdem der Winkel bei A spitz oder stumpf ist.

Im ersten Falle ist d == b cos 4, im zweiten Falle ist
demdcos (2R — A) == —Dbcos A. Nun ist DB == g cos B,
also allgemein

== g cos B4 bcos A.
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Zieht man noch die fibrigen HShen, so erhilt man:
a:b:cemsginA:sin B:sin C (1)
a==dcos C 4 ccos B
b==coosd -+ acosC (2)
c==agoosB 4 bcos A
Aus (1) folgt:
a4 b:c==sinAd -4 sin B:sin C
a—b:cm=mginAd—sin B:sinC.
Beriicksichtigt man, dass 4 4+ B 4 C == 3 R ist, so wird
mit Anwendung von Art. 210
(a4 0)sin§ Co==ccos §{ (A — B) )
(a —b)cos § C==csin} (4 — B)
Multiplicirt man die Gleichungen (2) resp. mit 4, b, ¢, und

vermindert dann jede der erbaltenem Gleichungen um die Summe
der tibrigen, so erh&lt man

a®em ' - —2bcoos A
b wma® 4 ¢* — 2accos B
S e=g® 40— 2abeos C

@

216. Aus (4) folgt:

—a + » + e
008 4 = ——g 5 —
und aus dieser Gleichung
2bc—a' + b 4 ¢
2bec

b <+ ¢)* — a*
= sbc

—@tbt)(—at+dto
2b¢c

A!
2c08 5 == 1+ cos 4 ==

Ebenso wird

. A? 2bc + a® — b — ¢?
ﬂsm-s—-l—cosA-= 15¢

a®— (b — o)t
- 2dbe

—@—b4+c)@at+d—0
2be °
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Mithin ist
4 @+d+o(—a+d+0)
083 = 4bec
sinA (G-—b+c)(¢l+b—¢) ! V (5)

abe

G—bFo@trb—9
@Fb+o—a+o+09 )

und analog fiur die iibrigen Winkel.
Setzt man der Kiirze halber

a+bd4c=—=2s,
%o wird —a+b+c=2(s—«) usw, also

A -l/ s(s—a) )
cos 3 = be
V(l—b)(l-c)
A (s—d)(s—¢)
tm_f-l s(s—a) |

Fur die bequemere Rechnung setze man

(59)

s

(8—a) (s—0) (s — o) 'y

dann wird
r? (s —d)(s—¢) A
G—a"  s—0 == tan 3,

also
A r
tan 5 = —; (61b)

dabei bedeutet r den Halbmesser des in das Dreleck einbe-
schriebenen Kreises.

217. Vermittelst der Gleichungen (1) bis (5) lassen sich
alle auf das schiefwinklige Dreieck beastiglichen Aufgaben ldsen.

Beha.ndlung der hierher gehongen Aufgaben.

Gegeben seien: A

1) Die drei Seiten a, b, c. Man findet die drei Winkel
a.m beqnomsten und genauoston nach den Formeln (5b), wo

’+ 3 +2 == R als Controle dient.
Beispiel. ' .
Gw=7812, bw=5634, c==T736.
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a 7312 log (s —a) 348130
b 5634 log (s —3) 8.67274
¢ 7736 log (s—¢) 8.41581
2s 20682 log r 8.277688
s 10341 log (s—a) (s — b) (s —¢) 10.56"85
s—a 3039 log s 4.01456
s—b 4707 3 log r 6.55639
s—c 2606 4
lgtan3  9.79635
lgtanl  9.60491
4

lgtan s  9.86184
232090 23106580 § = 36°3.17.

2) va Beiten und der eingeschlossene Winkel, ot
a, b, C. Man findet nach den Formeln (3) ¢, 4 — B,nndvng
A4 Be=2R— C,Aund B.

Beispiele, 0—7312, bem 5684, c==173%°4'.21.

Ldsung.
a 73132
b 5634 (log(a-la b) 4.11218
m log sin ry 9.76959
a—b 1678 (log(a = b) 8.22479
c , logcos= 9.90776
3 36°27.10 2
Summe 1 ~  -3.88172
logcos 4 (A — B) 9.99321s
Summe 2 3.1325656
log tan § (4 — B) 9.25083
log ¢ 3.88851
c == 7736

}(A+ B) == 53° 57°.90 A==64° 4°.08
}(A—B)=10 6.14 B =43 51.76
3) Zwei Beiten und der Gogenwmkel der einen, etwa a, b, £

Man findet aus sin B == 2524 jon Winkel B. Ist § der spits

Winkel der Tafel, so ist n.uch
sin (2 R — f) == sin §, also B entweder == § oder == 3 R — {
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L Ista> b, so muss 4> B, also B == f gein.

II. ,a<d, , A<LB,alsokann Bu=fi oder 2R—f
sein. Der Fall, dass § < 4 ist, kann wegen sin B > sin 4 nicht
eintreten. Man erhilt in diesem Falle zwei Aufl3sungen.

III. Ist a == d, 80 ist A == B, d. h. das Dreieck gleich-
schenklig. Aus 4 und B erhélt man C und damit

asin C

c- T .
sin A

Im Falle II. erhillt man zwei Werthe von C und ¢
Beispiel. @ == 7312, b == 5634, A == 64°40.

Liésung. :
log b 3.75082 loga:sin A "3.91013
logsind 995391 log sin C 9.97838
log a 3.86404 log ¢ 3.88851
logbsin A 8.70473 c 7736

logsin B 9.84069
B 43°51'75
A 64° 400

A+ B 107° 66°.75
c 72° 4925

4) Eine Seite und awei Winkel, etwa a, 4, B. Man er-
hlt nach den Formeln (1) b= 2528 gig gbrigen Sticke.

Beispiel. @ == 7313, A == 64°4°.00 B == 43° 5175,

C==72° 425 wie in 3).

loga 3.86404 log b
log sin 4 9.95391 _ log ¢
logsin B 9.84069 b
loga:sin A 3.91013 ¢

log sin C 9.97838

Polygonometrie.

3.75082

- 3.88851

5634
7736

218. Es seien A,, A,,---- A, die Scheitel eines gewdhn-

lichen » Eckes;
Ly i%ar Yai  TnyYUn
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die Coordimaten in Besichung auf ein in der Ebeme des Vielecks
liogendes Axensysiom;

a]-AIAI"I-‘QAQQ".I—‘-‘.—I".D.I-‘I‘]
die Lingen der Seiten.

Geht man im Umfange des Vielecks vom eimer Ecke su dem
tibrigen derart, dass man die inmere Seite des Umfanges stels
sur Linken hat, so sollen die Winkel, welche in dieser Ri
die Beiten a,, @y, ¢® mit der Abscissemaxe bilden, durch

.l’..'......
bezeichnet werden.
Vorllngcrtmpdo&ihmihrcmehtng 80 bildet sie

rig. 6. welcher der Aussenwinkel der za-

L 1) (TRARAE .} .
bestichnet werdem; dabei bedemtet
9, den Winkel an dem Soheitel 4,,
gebildet vom der Verlingerung der
Beite 4,14, mit der Beite 4, 4,4 1. Der Aussenwinkel ist
der Nebenwinkel des an derselben Ecke lisgenden Innemwinkels,
nndwudponhvodermgshvmomilm

Aus dieser Erklirung folgt :
o =
o = 4 @
% == oy + ¢y

=y + o
219. Nach 203 und 204 ist

Ty — % =G, cos oy, H—y, —asine
Ty — oy == Gy 008 &, H—9 .—a,:ina,-
Tn = Tn—1 ™= Gy—10C080xei1y Yn— Yo—1 '.-C-—l'i-'-—l
Ty — % == Oy CO8 Gy , 1= ¥ -G.lin...

Addirt man diese Gleichungen, so erhilt man
a, cosa; ~+ a; c0say ¢+« -} Gy 008 &, == O
a ein o - aysiney 4 -- -+ 6,80 @y =0,
welche Gleichungen die Grundgleichungen der Polygomometrie

Rildaew
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‘ 220. Nimmt man successive die Richtungen von
a, als Abscissenaxe an, und bezeichnet man durch (r,l)?r,;;
(r,n) die Winkel der Beiten a,, a;, - as mit der Beite a,, so
erhillt man :

a4 ayc08(1,2) 4+ aucos (1,8) =0
“1”5(2’1)'*'“:'*"" + 6acos (2,8) =0

a, cos (#, 1) + ay cos (8,2) 4 - +ay =0.
Multiplicirt man diese Gleichungen successive mit a,, ay,  * «
@, , 80 erhilt man mit Berlicksichtigung, dass
cos (r, 8) == cos (s, r)
ist, durch Addition *
0=at+a} 4.+ a,t :
+2a,a;008(1,2)+ -+ 2as—1a,c08(n—1,n).
Subtrahirt man von jeder der erhaltenen Gleichungen die Summe
der tibrigen, so wird
a ==} a,} 4 -+ 4 a,*—2a,a,c08(2,3) — 2a,a‘cos(2 4) —..e
— 20y —18s008(n — 1,n),
und ebenso fir die tibrigen Seiten.
221. Nimmt man a, als Abscissenaxe, so wird
a =,
@ = @y + @
o=+ ¢+ ¢

0= gn+ Pa1F 9+ ¢ =4 R,
und ebenso filr die tibrigen Seiten.
In jedem 1 Eck ist daher

0; COBP; +03 008(P3+Py)+++ + Gn—1 008 (P + Py ++*+ Pp—1) + 35 =0
a, 5in @, + ay 8in (@, + @)+ + - + Ga—y 8i0 (P + Py ++°+ Pa—1) =0,
und ebenso

5008 Py} a3 008 (@3 + @3) -+ -0 08 (@gt @3 F-F-9u) -+t =0
6y8in @y +ay8in (9 + 93) - + 6 i (93 + 95 + - +94) =0

an €08 @ - a; 08 (Pu @) + -

+ au3008 (Pa+ @+ <+ Pug) + Gu_y =0
“-Sin?’-'l'“l’in(‘?-"'%)""'“

+ Gussin (P + ¢, + - + Pas) = 0.
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Spharische Trigonometrie.
Fundamentalfermeln,

222. Die sphirische -Trigonometrie bat zur Aufgabe, die
Bezichungen zwischen den Seiten und Winkeln eines Dreikants
aufsustellen.

Beschreibt man aus der Spitze des Dreikants mit einem
beliebigen Radius == r eine Kugelfilche, so schneidet diese die
. drei Beitenflichen des Dreikants in drei Bigen grbsster Kugel-
kreise, welche ein sph¥risches Dreieck bilden. Die den Bgen
entsprechenden Mittelpunctswinkel werden die Seiten des sphiri-
uchen Dreiecks genannt. 8ind A, B, C die Durchschnittspuncte

Fig. 8. der Kugel mit den Kanten, so bilden die
auf SC in den beiden durch SC gehenden
Ebenen des Dreikants errichteten Senkrechten
CA’ und CB’ einen Winkel, welcher ein
Winkel des Dreikants oder des sphiirischen
Dreiecks genannt wird; 4° und B’ seiea
die Durchschnittspuncte dieser Senkrechten
mit den Kanten S4 und SB.

223. Bezeichnet man die Seiten des Dreikants, also auch
die des sphirischen Dreiecks, mit a, b, ¢; die gegentiberliegenden
Winkel mit 4, B, C, so ist

CA"=ryrtand, CB' == rtana, SA’ e

Winkel A'CB’ == C.
Aus dem Dreiecke SA B’ erhilt man

AB" =454+ B'S' —2A4'S-B’S-c0s A'SB".
Aus dem Dreiecke CA’B’ erhilt man

AB'=ACC+BC' —2A4°C-B'C-co8 A'CB".
Durch Gleichstellung der beiden Werthe von A’ B” und Bertick-
sxchtlgung der obxgen Werthe erhilt man

co-b +co::|‘ :o:b::: r*tanb’+-r*tans’ — 2  tanb tanacos C.

Berticksichtigt man, dass sec a® — tan o® == 1 ist, s0o erhllt man
€08 ¢ == 08 @ cos b -} sin a sin b cos C.

224. Die Ableitung der Gleichung des vorigen Art. beruht
auf der Voraussetzung, dass
: a<R, V<R

ist, ¢ kann beliebig zwischen Null und 2 R liegen.

14 ’ r
coub"gB ~oss
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Ist a < R, b> R, so verlingere man die Bsgen AC und
A B, bis sie sich in A’ schneiden.

’ Im sphlirischen Dreieck A’BC ist
c',.—""‘-/‘ ACe=p’em 3R — b, A\ Bumc' == 2 R —¢,
" Winkel BCA’ == ¢’ ==2 R —C.

s Da a <R, V' <R ist, so ist

008 ¢’ == 008 @ cos b’ -} sin a sin b" cos C’,
y oder cos (2 R—¢) ==cosacos (2 R—1D)
W + sin asin (2 R — b) cos (2 R — C),
c d. h. cos ¢ == cos a cos b -} sin a gin b cos C.

Ist s> R, b> R, so verlingere man die Bigen AC und
BC, bis sie sich in C’ schneiden.

Im sphirischen Dreieck C' A B ist
CAumd” «n2R—b,C'B ==g"” == 2R — a, Winkel C’ == (.

Da a” <R, b” <R ist, so ist
08 ¢ == cos a” co8 b” -} sin a” sin b” cos C’,
cos ¢ ==co8(2 R — a) cos (2 R — b)}-8in (3 R — a)sin(3 R—b)oos C,
worasus wieder

€08 ¢ == cos a ¢co8 b -} sin a sin b cos C

Fig. 61,

A

L eeam=an
.
Rl TN

folgt.
Anmerkung. Statt des Dreikants S4 BC nimmt man im

ersten Falle das Nebendreikant SA'BC, im zweiten Falle das
Nebendreikant SABC’ und wendet auf dieselben die im vorigen
Art. gefundene Formel an. :

225. Es ist daher allgemein

co8 @ == co8 b cos ¢ -} sin b sinccos 4’
o8 b == cos a cos ¢ -} sin a sin ¢ cos B (1)
008 ¢ == c08 @& 008 b |- sina sin b cos C

Daraus folgt

cora — cos b cos @
sin b sin ¢
Setzt man diesen Ausdruck in
gin A" == | — cos 4°,

.

co8 A ==

80 erhitlt man .
o 48 1 — cos a® — cos b* — cos c* 4 3 cos a cos b cos ¢
sin 4 e
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Daraus folgt, dass der Quotient ::.i:—:: unverindert bleibt, wenn
man A, a mit B, b oder C, ¢ vertauscht, d. h. dass
sin A? sin B?® sin C*
sina® snd  snc
ist. Zieht man die Quadratwurzel aus, so erhilt man in Berfick-
sichtigung, dass A4, B, C, a, b, ¢ zwischen O und 2 R liegen,
ibre Sinusse daher positiv sind,
sin 4 - sin B _ sin C 9
WMo —embd wmc’ €))
226. Multiplicirt man die zweite Gleichung von (1) mit
cos ¢ und setst das dadurch erbaltene Product cos b cos ¢ in
die erste Gleichung, so wird:

o8 @ == co8 @ cos ¢* | sin @ sin ¢ cos ¢ cos B - sin b sin ¢ cos A.

Setzst man statt cos @ — cos @ cos ¢® == cos @ sin ¢* und kfirzt
durch sin ¢ ab, so wird

€08 G 8in ¢ == gin a cos ¢ cos B 4 sin b cos A4,
woraus
sin b cos A == cos @ sin ¢ — sin a cos ¢ cos B

oder durch entsprechende Vertauschung

8in @ cos B == cos b sin ¢ — sin b cos ¢ cos 4

: : , @)

8in @ cos C == co8 ¢ sin b — sin ¢ cos b cos A
entsteht, und ebenso fir die beiden tibrigen Seiten b und c.

227. Der Polarecke entspricht auf der Kugelfliche ein
sphiirisches Dreieck, welches das Polardreieck genannt wird.
Sind a’, b’, ¢" die Seiten, A’, B’, C’ die gegentiberliegenden
Winkel, so erhiilt man mit Berficksichtigung von
a4+ A'==2R, 6"+ Ae=m2R u. 5w

durch Anwendung der Gleichungen von (1), (2) und (3) auf das
Polardreieck:
Aus (1) _
co8 A == — cos B cos C -} sin B sin C cos a
co8 B = — cos A cos C -4 sin A sin C cos b (4)
cos C' == — cos A cos B - sin A sin B cos ¢
Aus 22) erhilt man keine neuen Relationen.
Aus (3)
sinAcosb-cosBsinC’-}-sinBcosC’cosa} ®)
sin A cos ¢ == cos C gin B - sin C cos B cos a
und ebenso flir die ilbrigen Winkel B und C.



126 Vierses Buch.

Aim‘nng der rechtwinkligen Drelecke.

228. Ist der Winkel C ein rechter, so wird sin C =1,
<08 C == 0 nnd man erhilt

aus (1) cos ¢ == cos @ cos b} (1)
» (4) cos c == cot Acot B
» (2) sin @ == sin ¢ sin A} @)
8in b == gin ¢ sin B
» (4) cos A== cos a sinB} . @)
co8 B=a cos b 8in 4
Durch Division der beiden letzten Formeln erhilt man
tana==sinbtnnA} 4)
tan b = sin a tan B
aus (3) ) tan a = tan ¢ cos B} )
tan ) = tan c cos 4

welche Formeln filr die vollstindige Berechnung ausreichen.
Zusatz. Diese Gleichungen lassen sich in folgende Formen

bringen:

cos ¢ == gin (R — @) sin (R — b) == cot A cot B

cos (R — a) == sin ¢ sin A = cot B cot (R —d) aus(2)und 4)
cos (R — b) = sin ¢ sin B == cot 4 cot (R — @)

cos A = sin (R — a) sin B == cot ¢ cot (R — 1) aus(3) und (5) ‘

08 B == gin (2 — 1) sin A == cot ¢ cot (R — a)

Denkt man sich die drei Seiten und drei Winkel des sphi-
rischen Dreiecks in ihrer Aufeinanderfolge genommen, dabei den
rechten Winkel ausgelassen und statt der Seiten a und b, resp.
R —a, R — b gesetzt, s0 folgen diese Elemente cyclisch so
aufeinander:

4,¢,B,R—a, R—0b.

Berticksichtigt man, dass jedem Elemente zwei anliegende
und zwei getrennte entsprechen, so enthallen diese Gleichungen
folgende Regel:

In jedem rechtwinkligen sphiirischen Dreieck ist der Cosinus
eines jeden Elementes gleich dem Producte der Sinusse der
beiden getrennten, oder gleich dem Producte der Cotangenten
der beiden anliegenden Stticke.
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Auflisung der schiefwinkligen Drelocke.

229. Die mdglichen hier vorkommenden Aufgaben sind:

Gegeben sind:
a, b, ¢ die drei Seiten;

B, C die drei Winkel;

a, b, C zwei Beiten und der eingeschlossene Winkel;
A, B, ¢ zwei Winkel und die dazwischen liegende Seite;
a, b, A zwei Beiten und der Gegenwinkel der einen;
A, B, a zwei Winkel und die Gegenseite des einen.

230. Sind die drei Seiten gegeben, so erhklt man nach
- Art. 226 (1) Ao W@ —ocboone

8 a= ""dnbdume

A, und analog B und C.

Hieraus findet man

Al
21:03-,——1-[—«:0344-==

sin bsinc 4 cosa — cos b cos ¢

sin b sin ¢
] 2 1 -—
2sinA——l-—cosA=nmbmc .°°"f+°°'b°°.c
F - sin b sin ¢
oder

2 cop A o WG —cou(b+¢) _ 2uin§ (@4d+c)sin}(—a4bto)

3 sin b sin ¢ sin dsinec
2 i A® cos(b—c)— cosa 2 sin § (a—b-l-c)nn{(a-l-b—c)
8in — o= —-.
2 sinbsinc sin b sin ¢

Setst man der Kiirze halber a 4+ b 4 c == 2, s0 wird
—a+4+b4c=2(s—a), wsw
wobei zu bemerken ist, dass die vier Sinusse: sin s, sin (s — a),
sin (s — b), sin (8 — ¢) positiv sind, weil in jedem Dreikant
die Summe der drei Seiten kleiner als 4 R, nnd jede Beite kleiner

als die Summe der beiden anderen ist.
Es wird daher

4 n-l/-inssig (8—a)
cos 3 sin b sin ¢

A sin (8 — b) sin (8 — ¢) -
T = sin b sin ¢

Anl/ain(s—b)dn(:—c)

tan o sin s sin (8 — @)

sin

wo simmtliche Quadratwurzeln positiv sind.
231. Sind die drei Winkel gegeben, so erhZlt man mnach
Art. 227 (4) cos A - cos B cos C
Co8 @ == - -
sin B sin C

a, und analog b und c.
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Daraus erhiilt man, wenn 4 - B - C == 2 8 gesetst wird,

a cos (§ — B) cos (8§ — C)
cosg = «in Bsin C
. a cos S cos (S — 4)
=YV — snBunC

a cos Scos (S — 4)
=) — = E-—Bm (-0

wo ebenfalls alle Quadratwurzeln positiv sind.
Dabei sind wegen
A4+ B4+ C>2R A4+ B—C<2R, usw
— co8 S, cos (8 — A), cos (S — B), cos (8 — C) positiv.
282, 8ind zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel,
etwa a, b, C gegeben, so erhilt man nach
€08 ¢ == co8 a cos b -} sin a sin b cos C
8in ¢ 8in A == gin g sin C
8in ¢ co8 A == cos a sin b — sin a cos b cos C
und den beiden analogen @leichungen fir den Winkel B, die
Seite ¢, die Winkel A und B.
Durch Einfubhrung von Hilfsgrissen kann man die Rechnung
bequemer machen. Man setze
m 8in M == cos a
i cos M == gin g cos C,
so wird
co8 ¢ == m sin (M + b)
8in ¢ cos A == — mcos (M 4 b).
233. Sind zwei Winkel und die dazwischen liegende Seite
gegeben, etwa 4, B, ¢, 8o erhilt man aus
008 C = — co8 A cos B + sin A sin B cos ¢
8in C cos @ == cos A sin B - sin A cos B cos ¢
sin C sin a == sin 4 sin ¢
und den beiden analogen Gleichungen fur die Seite b, den Winkel
C und die Seiten a und bd.

Setzt man
9 cos N == cos 4
» sin N == gin A4 cos c,
80 wird :

008 C = — 9 008 (B 4 N)
sin C cos @ == n sin (B - N).
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234. Sind zwei Seiten und der Gegenwinkel der cimem ge-
geben, etwa a, b, 4, so erhilt man aus

gin Bom ————
den Winkel B, und damit nach
c08 A == — cos B cos C - sin Bsin Ccos a

den Winkel C.
Setzt man
p cos P == cos B

p sin P == gin B cos a,

%08 A== — pecos (P4 C), '
aus welcher Gleichung C erhalten wird.
Aus C folgt

80 wird

sin a sin C
sin 4
235. 8ind zwei Winkel und die Gegenseite des cimen ge-
geben, etwa A4, B, a, so erhilt man aus

. sinc ==

.nb_ginﬂlina
s sind

die Beite b, und damit nach

cos @ == cos b cos ¢ -} sin b sin ¢ cos 4

die Seite c.
Fur die Berechnung setze man

q sin Q == cos b
gcos Q =sinbcos 4,
80 wird
cos a == g sin (Q + ¢),
aus welcher Gleichung ¢ erhalten wird.
Aus ¢ folgt

. sin A sin ¢
sin C == m—

Entwickelung der Gauss’schen und Neper’schen Gleichungen.

236. Aus
a4 _ sin (8 — b) sin {8 — ¢)
am g V sin b «in ¢
. B sin (8 — a) sin (8 — ¢)
M 3=Y T snasine

Frisobhauf, Geometrie. 2. Aufl. 9
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g.

§ 8
g wiy wh

folgt

. .
sin = 8iln —
2 2

Aus diesen Gleichungen erhilt

Subtraction
sin § (4 + B) cos 5 =

cos § (A + B) cos 5 =
sin}(A—-B)sin-;-—

cos § (4 — B) sin g =

c 'l/ain(a—a)-in(c—b)
- sin a sin b
-'/uinuin(c—_a)
sin b sin ¢
]/uinanin(c—b)
- ein a sin ¢
V siu 8 sin (s — ¢)

sin a sin b

C s&in (8 —b)
2" sinc
sin (8 — a)
' sin ¢
sine
‘Wne
sin (8 —¢)
"Taine

man durch Addition und

c08 § (@ — b) cos &
sin § (@ 4 b) cos &
sin § (o — b) cos 5
sin § (a + ) sin 5,

oder, in anderer Ordnung geschrieben,

lin}(a-{-b)sin—g-—coa«}(A—B)ain

cot § (a 4 b) sin

sin § (a — b) cos

eoci(a—b)eoa-g—-ain}(A-{-B)m

— con § (4 + B) con

= sin § (4 — B) sin

[4

2
[4
F]
[4
)
£
e

.

welche Gleichungen die Gauss’schen Gleichungen heissen.
237, Durch Division erhilt man aus diesen die Neper’-

schen Gleichungen:
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cosy(a—b) ,C
und (A4 B) = yar 5 s
tng (A — B)=nil=b 0

sin{(afb) 2
cosy (A—B), ¢
tan § (a + ) = eo-*(A-l-B)mz
sin { (4 —B) ¢
tan * (ﬂ -_— b) == m‘ﬂ
Zusatz. Aus der zweiten Gauss'schen Gleichung folgt:

Da sin (', eos positiv sind, so milssen die Zuchen voa

con} (A4 B), cond (a 1)
fibereinstimmen, d. h. ist

> " >
A = = .
+B<212,souta+b<2R

Aus der dritten Gaunss’schen Gleichung folgt aus &hnlichen
Grtinden, dass die Zeichen von .

sin} (4 — B), sin § (a — )
ibereirstimmen, d. h. ist

AiB,soista%b. ‘
In jedem sphiirischen Dreiecke liegt also dem grbsseren

Winkel die griissere Seite gegeniiber und wingekehrt.

238. Sind in einem sphiirischen Dreiecke zwei Seiten und
der eingeschlossene Winkel, oder zwei Winkel und die dazwischen
liegende Seite gegeben, so erhiilt man aus den Gauss’schen
Gleichungen die tibrigen Stlicke.

239. Sind in einem sphirischen Dreiecke zwei Seiten und
der Gagenwinkel der einen gegeben, etwa a, b, A; so bestimmt
man B nach

gin B == sin b sin A
sin a
und dann C, ¢ vermittelst der Neper'schen Gleichungen

C_ sinj(a—1d)
hn? sin § (a + D) cot } (4 — B)

coa«}(a—-b)
coai(a-}-b) t*(A+B)
9.
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c_sini(d+B)

cos § (4 + B)
= e} (A —B) ™ 3 (a4 ).

Da der Winkel B aus dem Sinus bestimmt wird, so erbilt
man xwei Werthe. Ist f der spitze Winkel der Tafel, so ist
Be=foder2R — f == f.

Welcher der beiden Werthe von B zu nebmen ist, oder ob
die Aufgabe zwei Lisungen xulisst, wird dadurch entschieden,
indem man berficksichtigt, dass die Summen A 4+ Bunda 4 b
zngleich% 2 R sind, und dass der grieseren Seite der grissere
Winkel (und umgekehrt) gegentiber liegt.

Man findet, dass nur xweideutige Fille eintreten kinnen,
wenn

a4+ bP<2R, A<R,a<d
a4+bv>2R, A>R,a>D
ist. :
240. 8ind in einem sphiirischen Dreiecke zwei Winkel und
die Gegenseite des einen gegebenm, etwa A, B, a, so bestimmt
man b nach
sin a sin B
sin 4
und dann ¢ und C vermittelst der Noper’sohen Gleichungen, wie
bei der vorigen Aufgabe.

Die Betrachtung der zweifelhaften Fille, wo die Aufgabe
vermige der Bestimmung von 4 aus sin b zwei Auflisungen zu-
laast, ist dieselbe wie in der vorigen Aufgabe; man vertauscht
nur die Winkel A, B mit den Seiten a, b.

Man findet, dass nur xweideutige Fille eintreten kinnen,
wenn )

8in b ==

: A+B<3R,a<R,A<B
A+B>2R,a>R,A>B
ist. A :
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Geometrie des Masses.

Vom Mosson.

241. Unter dem Messen einer Grisse versieht man, wie
bereits in Art. 3 angedeutet wurde, die Vergleichung dieser
Grosse mit einer zweiten gleichartigen, welche die Masseinheit
genannt wird®).

In der Geometrie kommen drei Arten von Grdesem zur
Messung: Linien, Flichen und K&rper; es sind daher drei Ein-
heiten erforderlich. Die Geometrie des Masses hat nun die Auf-
gabe fur die im zweiten Buche behandelten Gebilde die Mass-
best:mmungen durchzufithren. Wenngleich jede Massbestimmung
schliesslich auf Congruenz beruht, so gestatien doch die Lehren
der Aebnlichkeit nicht selten bedoutende Vortheile in der Aus-
werthung der zu bestimmenden Gebilde.

I. Geradlinige Gebilde.
Fliichen -Verhiltnisse der Vielecke.

242. Die Fliichen zweier Parallelogramme von:

a) gleicher llithe verhallen sich wie ihre Grundlinien. S8ind
die Grundlinien Vielfache einer Strecke, d. h. commensurabel,
so trage man diese Strecke so oft als mdiglich ab, und ziehe
durch die Theilungspuncte Parallele mit den anderen Seiten.
Sind dio Grundlinien incommensurabel, so wird der Beweis ver-
mitlelst der Grenzen gefiihrt.

b) gleicher Grundlinie verhalten sich wie lhre Hohen. Be-
weis wie im vorigen Satze.

*) Niheros vergl. des Verfussers Lebrbuch der allgemeinen Arith-
metik, 3. Aufl., 8. 27 bis 30.
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c) ungleichen Grundlinien und ungleichen Hohen verhalten
sich wie die Producte der Masszahlen der Grundlinien und der
Hohen.

Denn sind f, f’ die Masszahlen der Flichen der beiden
Parallelogramme; g, g’ ihre Grundlinien; %, A’ ihre Hbhen, so
sei f, die Fliche eines Parallelogrammes von der Grundlinie g
und von der Hbhe A4’. Dann ist

fifi=h:N
. fi:f =g:9.
Durch Multiplication folgt
fif ==gh:g'h'.

243. Da das Dreieck die H&Ifte eines Parallelogrammmes von
gleicher Grundlinie und Hohe ist, so finden dieselben Flichen-
verhiltnisse fur das Dreieck statt.

244. Die Fliichen zweier Dreiecke A BC und A’B’C, welche
einen Winkel C' gemeinsam haben, verhalten sich wie die Pro-
ducte der einschliessenden Seiten.

Fig. 6. Denn zieht man A'B, so ist

c ABC:A'BC== AC:AC
A'BC:A'B'C==BC:B'C,
447 N also durch Zusammensetsung
=B ABC:A'B'C=AC-BC:4'C-BC.

Iss A'B'jJAB, d.h. ist AABC~ A A'BC,
so folgt AC:A'C=BC:BC,
also AC-BC:A'C-B'C=AC':4C"
und ABC: A’B'C= AC': A'C*;
d. h. die Flichen zweier #hnlicher Dreiecke verhalten sich wie
die Quadrate der entsprechenden Seiten.

245. Da jede ebene Figur durch Gerade in Dreiecke zer-
legt werden kann, so folgt: )

Die Flichen zweier #hnlicher ebener Figuren verhalten sich
wie die Quadrate zweier entsprechender Strecken. )

Zusatz. Construirt man iber den drei Beiten a4, b, ¢ eines
rechtwinkligan Dreiecks #hnliche Figuren %, B, G, wo G die
tber der Hypotenuse construirte Figur ist, so folgt aus

A:Qemc?: P, B:Cum?: ?
A4+ B:C=a'4d':c"==1
C=U+19;
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d. h. die tber der Hypotenuse oonstruirte Figur ist gleich der
S8umme der tiber den beiden Katheten construirten Figurem, —
eine Verallgemeinerung des Pythagoriiischen Satzes.

Yerwandlung der ebenen Figuren in flichengleiche.

246. Ein Dreieck in ein gleichschenkliges von derselben
Grundlinie zu verwandeln.

Man errichte in der Mitte der Grundlinie eine Senkrechte,
und ziehe von der Bpitze eine Parallele sur Grundlinie; der
Durchachnittspunct dieser beiden Linien ist die gesuchte Spitze.

247. Ein gleichschenkliges Dreieck in ein gleichseitiges zu
verwandeln,

Analysis. Ist A ABC das gegebene Dreieck, AB die
Grundlinie, A ABC’ ein gleichseitiges tiber AB; A AB"C”

das gesuchte gleichseitige, desson Grund-

¥ig. €. linie A”B” in die Grundlinie 4 B, dessen
c Spitze C” in die Hohe CD des A ABC
fullt; so folgt aus
ABC: ABC' =CD:CD

A"B"C": ABC' =C"D':CD',
CD:CD=CTD:CD,
d. h. ¢"D'=CD-C'D;
AA  m» __ ma mithin ist C”"D die mittlere Proportio-
nale zu (D und C'D.

Construction. Beschreibt man tiber CD einen Halbkreis,
und zieht C'E L CD), so ist nach Art. 162, a) die Strecke DE
die mittlere Proportionale zu DCund DC’. Macht man DC” == DE
und zieht C"A” || C’A, C"B” || C'B, 8o ist A A"B"C” das ge-
suchte Dreieck.

248. Ein Dreieck A BC in ein anderes zu verwandeln, dessen
Grundlinie in die Gerade A B fullt, und dessen Spitze C’

a) in der Geraden BC liegt,

b) eine beliebige Lage hat. .

Zu a). Man ziehe AC’, ferner CA’ || C'A, wo A’ in der Ge-
raden AB liegt. Dann ist A BC = ABC.

Zu b). Man ziehe von C’ eine Parallele zu A B; ist C, der
Durchschnitt mit der Geraden BC, so bestimme man nach a)
A'BC; == ABC. Dann ist A'BC" == ABC.

249. Um ein Rechteck in ein Quadrat zu verwandeln, be-
stimme man die mittlere Proportionale zu den beiden Seiten
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des Rechteckes. Man erhi#lt dadurch die Beite des gesuchten
Quadrates.

250. Ein Viereck ABCD in ein Dreieck zu verwandeln.
Man ziehe AC und DA’ | CA, wo A" der Durchschnitt mit 4 B
ist. Dann ist A’BC = ABCD. -

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kann man jedes Vieleck
in ein Dreieck verwandeln.

Dieses Dreieck kann man wieder in ein Parallelogramm, und
letzteres wieder in ein Quadrat, also das gegebeme Vieleck in
ein Quadrat verwandeln.

Zusatz. Derselben Construction bedient man sich, um die
einspringenden Winkel eines Vielecks wegzuschaffen. Ist z. B.
im Viereck ABCD der Winkel B einspringend, d. h. grdsser
als 2 R, so ziehe man AC und durch B .die Gerade EF | AC
(wo E wuf der Seite AD, F auf der Seite CD vorausgesetzt
wird). Jedes der Dreieccke ECD und FAD ist flichengleich
dem Vierecke ABCD.

Theilung der ebenen Figuren,

251. Ein Dreieck durch Gerade, welche von einein Scheitel
ausgehen, in # Theile zu theilen, welche im gegebenen Verhiilt-
nisse stehen.

Man theile die Gegenseite des Scheitels in diesem Verh&lt-
nigse u. 8. w.

252. Ein Dreieck aus einem Puncte einer Seite in gleiche
_— Theile zu theilen, z. B, aus dem Puncte D

e in der Seite AB in drei gleiche Theile.

Man theile A B in drei gleiche Theile
in E und F, ziehe CDund EFE’, FF’ | DC,
s0 sind DE’ und DF’ die gesuchten Thei-
lungslinien.

Denn es ist A K’ED = A EE'C
u 8 w.

Ebenso verfthrt man, wenn die Theile gegebene Verhiilt-
nisge haben sollen.

~ 253. Ein Dreieck durch Gerade, welche einer gegebenen
Geraden parallel sind, in Theile zu theilen, die sich wie ge-
gebene Zahlen p,, p,, ... verhalten.

Analysis. Es seien EE’ und FF’ die beiden ersten
Theilungslinien, CD | der gegebenen Geraden, also EE’ und
FF | DC. Nun ist




Theilung der obenen Figuren. 1317

AEE : ADC == AE' : AD" == AE,: AD,
wenn AH e AE, HE, 1 AD ist,
also AEE : ABC == AE,: AB.

Soll daher AEE = - ABC sein, s0
muss AE, = = AB sein.

Ferner ist
8 ADC—AEE’ :ADC = AD— AE :AD
oder EDCE:ADC = ED:AD

EDCE:ABC = E,D: AB.
Ebenso ist DFF'C:ABC = DF,: AB,
also durch Addition EFFCE :ABC=FE,F,: AB.

Soll daher  EFFCE’ == % ABC sein,

80 muss E,F;:%AB.

Man erh#ilt daher folgende L&sung:

Man ziehe CD parallel der gegebenen Geraden, theile die
Seite AB in E,, F,, -+ - - 8o, dass sich die Theile verhalten wie
PPy

Man beschreibe tiber A D und BD zwei Halbkreise, errichte
in den Puncten E,, F,, - - - Senkrechte auf A B bis zn den Durch-
schnittspuncten mit den Umfingen. Hierauf trage man die ds-
durch bestimmte Sehne in dem einen Halbkreise vom Puncte A,
in demn anderen vom Puncte B aus auf der Seite AB ab. Diese
Puncte bestimmen die gesuchten Theilungslinien.

254. Ein Trapez in gleiche, oder gegebenen Theilen propor-
tionale Theile zu theilen, so dass die Theile wiedor Trapeze sind.

Fig. 13. Man thcile jede der Grundlinien in der
angegebenen Art und verbinde die ent-
sprechenden Theilpuncte.

255. Ein Trapez durch Gerade, welche
den Grundlinien parallel sind, in Theile
nach gegebenen Verhiltnisgsen zu theilen.

Analysis. Es sei im Trapez ABCD
g die Gerade I'G eine Theilungslinie.

Ist CE | DA und S der Durchschnitts-

punct der nicht parallelen Seiten 4D und
BC, so ist

H L ° ABS:DCS=AB":4AE'=AB: AE,,
wo AH = AE und HE, 1 AB ist.
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Daraus folgt:
ABS: ABCD = AB: E, B,
und analog
ABS: ABFG = AB: BK,,
wenn FK| DA, AL=AKund LK, | AB
ist, also ABFG: ABCD —= BK, : BE,.

Dasselbe gilt fur die tibrigen Theilungslinien.
Man theile daher BE, von B aus nach den gegebenen Ver-
hitltnissen der Theile, beschreibe tiber 4 B einen Halbkreis, u. 5. w.

Flichenborechnung der Vielecke.

256. Um eine begrenzte Ebene zu messen, bedient man
sich als Einheit eines Quadrates, dessen Seite gleich der Lingen-
einheit ist, dessen Fliche dann die Fliicheneinheit ist.

1) Die Fliche eines Rechtecks ist gleich dem Producte (der
Masszahlen) zweier in einer Ecke zusammenstossender Seiten.

2) Die Fliiche eines Parallelogramms ist gleich dem Pro-
ducte von Grundlinie und Hohe. Ist a die Grundlinie, 4 die
zugehdrige Hohe, so ist die Fliche f

f ==ah.
Sind ¢ und b zwei in eine Ecke zusammenstossende Seiten,
@ der eingeschlossene Winkel, so folgt wegen s == b sin ¢
f == ab sin @.
Die Fliache eines Dreiecks ist gleich der Hilfte dieses Pro-
ductes, also

f==4 absin C.
Setzt man in ain0-=2sin¥veosg statt sing-undcoa—g

die in Art. 216 gefundenen Werthe, so erh&lt man

f=Vs(s— a) (s—0b) (s—c).

257. Die Vielecke zerlegt man durch Diagonalen in Drei-
ecke und addirt die Masszahlen ihrer Fliichen.

a) Trapez. Wegen der gleichen Hthen der beiden Dreiecke
oder nach Art. 68 erhilt man: Die Fliche eines Trapezes ist
gleich der Halfte des Productes der Summe der Grundlinien in
die Hthe, oder gleich dem Producte der Geraden, welche die
Mitten der nicht parallelen Seiten verbindet, mit der Hohe.

b) Fur das Viereck 4, A, A, A, ziche man die Diagonale
4, A;; man erhilt dann fur die Fliche f

3 f == a, a, sin @, - a; 6, sin @,.
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Wegen
@, sin ¢, + a, sin (9, + @) + a; sin (p; + 93 + @) =0
wt+ot+o+o=4R,
ist @, sin @, + a, sin (p, 4 @,) — a, sin g, = 0.
Substituirt man in 2 f den Werth flr a, sin ¢,, 8o erhilt man

2 f == a, a, sin ¢, + a, ay sin (9, + ;) + 6, 6, sin @,.

Zusatz. 8ind p und g die beiden Diagonalen, « ihr Winkel,
8o ist f=4pgsina.

c) Allgemein ist fir ein s Eck
2 f=ma, ay8in@y+a, aysin(Ps+ ;) + -+ 40y Gu_18i0 (Py + - Pu—1)
+ ayay sin gy - “x“f 8in (@3 @) = *++* Ay Gy 8in (@5 - <o+ Pa-1)

+ te—g a1 8in Pa_y,

welcher Satz auch gliltig ist, wenn das Vieleck einspringende °
Winkel hat. .

Eigenschafton der regelmBssigen Vielocke.

258. Ist das Vieleck ein regulires » Eck, so wird es durch
Gerade aus dem Mittelpuncte nach den Ecken in » congruente

Dreiecke zerlegt. Ist s die Seite des Vielecks, r der Abstand

sr

des Mittelpunctes, so ist die Fliche eines solchen Dreiecks == Y

also die des ganzen Vielecks nZ = ur’ wo % den Umfang be-

2 2

deutet; r ist der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises.

Zwischen den Umfiingen und Flichen der einem Kreise ein-
und umschriebenen n Ecke und 2 n Ecke finden folgende Be-
ziehungen statt:

Ist AB == s die Seite eines eingeschriebenen
n Eckes, A'B’ == S die Seite des umgeschriebenen
’ ' n Eckes, so folgt, wenn CO L A B ist, und AQ =7,
CO == ¢ gesetat wird

S umd(rP— o), S:smmr:o.

> Da AC’ = s’ die Seite eines eingeschriebenen
2 n Eckes ist, so folgt, wenn ¢’ und S’ die zuge-
horigen Grossen bedeuten,

=it = =2r(r—¢)

=T —=tr(rte), =Y,

¥ig. 13.

o
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oder, wenn statt s" und ¢" der Werth gesetzt wird,

- '_——_- 0
§=2r l/ F 0'

Smd ¥ und U' die Ummnge r und F‘ die Flichen der ein-
und umschnebenen , w Ecke, 8o ist

ymmng, Us=nS, f‘.--'-'—!, I‘a% U 8 W.,

also u=2n}Yr— o, Uﬂ% -,

W=2nV2r(r—o), Um=inr V;ﬁ;

f=neVP—2, F=tlyF=gq,

ff=nryYrP—¢*, F =2nr '-'—_}_—s
Aus diesen Formeln folgt:
’ 2ul
U=
4 2 F f’ I’ pa—
F FFr f fF
Diese Formeln dienen zur successiven Berechnung der Um-

finge und der Fliéchen der Vielecke.
Zusatz. Aus den obigen Formeln folgt:

U—w__ o _F'—f'; re .
U—wu r+e¢' F—f (r+eo?
Wegen ¢<r'ist;_—:_—o<a}, also U' — u< § (U —w),
mithin auch U’ — v' < § (U — u).
Wesen e+ r)= %r—o)’+4fo ist (r+e)'>4re
oder (,.+0)s<*v also F' — fl<*(F_f)

Die resp. Unterschiede der Umfinge und Flichen der ein-
und umschriebenen Vielecke nehmen rascher ab, als die’ Ghodor

der Reihen
b4y ound &, o, e

Construction und Berechnung der regelmilssigen Vielecke.

259. Der Halbmesser eines Kreises ist gleich der Seite eines
einbeschriebenen Sechsecks.

ud =yl
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Durch Verbindung der nicht auf einander folgenden Spitzen
erbiilt man das einbeschriebene Dreieck.

Ist r der Radius, s die Beite, so folgt aus h = < V3,

y == —:— hy 8==y V:T

Zwei auf einander senkrechte Durchmesser bestimmen ein
einbeschriebenes Quadrat.

260. In einen Kreis ein Zehneck und Fiinfeck zn beschreiben.

Analysis. Ist AB die Seite des Zehnecks, so ist im

Fig. 74. Dreieck ABO, O == 360, al30 A == B == 72..

Halbirt man daher den Winkel B durch
4 die Gerade BC, so ist im Dreieck ACB
4 0 Ce= A, also AB == CB == (CO,
und AABO~ A ACB,
mithin AO:AB==AB: AC

v oder A0:CO = CO:AC.

Theilt man daher den Halbmesser mach dem &Zusserm und
mittlern Verhiiltnisse, so ist der grissere Abschnitt die Seite des
Zehnecks.

Verliingert man BC bis zum Durchschnitte D mit dem Um-
fange, so ist, wegen AOD == 2 ABC, die Sehne AD die Seite
des eingeschriebenen Fiinfecks.

261. Berechnung der Seiten.

Sind S, s die Seiten des Finf- und Zehnecks, so folgt aus
SFe=r(r—s3s),

s+ rs =17 und s=—-;—+§]/§.

Ist F die Mitte des Bogens A ), so folgt nach dem Ptole-
miiischen Satze fir das Schnenviereck ABDE

AB-DE+ AE-BD = AD-BE,

d. h. s+ s(s+ r) = 5? oder s* 4 r* == §%;
d. h. das Quadrat der Fiinfecksseite ist gleich der Summe der
Quadrate der Zehnecksseite und des Radius.

262. a) Aus dem Dreieck, Viereck und Finfeck kann man
durch fortgesetztes Halbiren der Bogen die Vielecke von

3.2 2" 5.2%

Seiten erhalten.

b) Beschreibt man in einem Kreise von demselben Puncte
A aus ein m Eck mit der Seite A 3, und ein n Eck mit der Seite

1 1 »n—
AN, so enthilt der Bogen M N, wegen :-—-;—-—;ﬁi’m—u
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Theilo, deren joder -~ des Umfanges ist. Ist nun m — m = 27,

80 kann man durch r-maliges Halbiren dieses Bogens das mnEck
erbalten. Z. B. Fiir m w= 5, # == 3 ist AN der doppelte Bogen
eines Fiintzehnecks.

Anmerkung. Die Construction der hier angegebenen Viel-
ecke war schon im Alterthume bekannt. Gauss hat in seinen
pDisquisitiones arilhmeticac* gelehrt, dass sich alle Vielecke, deren
Seitenzahl die ungeraden Primfactoren nur in der Form 2% <4 1
und nur in der ersten Potenz enthilt, streng geometrisch con-
struiren lassen.

263. Ein regelmiissiges n Eck nlherungsweise in den Kreis
zu beschreiben.

a) Man beschreibe tiber den Durchmesser
AB ein gleichseitiges Dreieck 4 BC, hierauf
theile man den doppelten Durchmesser in n
gleiche Theile, trage von 4 aus auf A B einen

solchen Theil AD == 242 o} verbinde den

Punct C mit D, verlingere C D bis zum Durch-
schnitt E mit dem Umfange, so ist 4 E ent-
weder genau oder nkherungsweise die Seite
des n Ecks.
Zieht man EF | AB, so ist
AODC~ AFDE,
CO:0D == EF: FD:

Betzt man AQ =1, AOE == «, 8o ist:
CO = V3, 00-40—40_1_3_

Fig. 8.

n—4
”

’

EF = sina, FD == FO — OD = cos a — > —*.

n—4 . " —4
3:——=sina:cos 0 — ——
” [ ]

n—4

oder poina ==} 3(cosa —p) wop ==

Setst man sin « =) '1 — cos a*, und 18st die quadratische
Gleichung auf, so erhitlt man ’

pB+VI—1p)

€O8 o = s g

Fir n == 3, 4, 6, erhitlt man genaue Werthe; flir n == 5,
10, 17 betragen die Febler 2°40”, 21°21", 87°13",
Aunmerkung. Diese Regel wurde von dem italienischen
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Mathematiker C. Renaldini (gest. 1700) angegeben. Bis auf
Jacob Bernoulli hielt man das Verfahren fiur vollkommen
strenge.

b) Ein neueres Verfahren besteht in Folgendem:

Fig. 16. Man theile den Durchmesser AB in »

? gleiche Theile, verlingere um einen solchen

Theil O A bis OC, und den darauf senkrechten

Halbmesser bis OD == OC. Nun siehe man

/. die Gerade CD, welche den Umfang sunichst

d(' i in F schneidet. Der Punct E mit dem dritten

4 ¥ ¥ Theilpuncte F auf A B, von A aus gerechnet,

verbunden, gibt die gesuchte Sehne EF == g,

Um s zu rechnen, ziehe man OG L. CD. Man erhilt dann:

CD=2CG, 0G, EG, CE und schliesslich aus A CFE mit

Berilcksichtigung von C == 45°% cos C =V},
tm Y (=P F 82— (n—6) V(=" —s,
. )
sin § o == o,
Dieses Verfahren ist fiir n == 3 und 4 unmiglich, fir # == 5
betriigt der Febler von « 40, fir n == G orhfilt man einen ge- -

nanen Werth; von n == 7 an so geniiherte Werthe, dass deren
Fehler fur Zeichnungen verschwindend klein ist.

Inhaltsverhiiltnisse der Polyeder,

264. Die Inhalte zweier Prismen von:

a) gleicher Hohe verhalten sich wie ihre Grundfiichen;

b) gleicher Grundfliche verhalten sich wie ihre Hihen;

¢) ungleichen Grundfliichen und ungleichen Hihen verhalten
sich wie die Producte der Masszablen der Grundflichen und
Hohen.

Beweis wie in 242.

Dieselben Beziehungen gelten auch fir die Pyramide.

265. Die Inhalte zweier Ghnlicher Pyramiden verhalten sich
wie die dritten Potenzen zweier entsprechender Kanten.

Sind P, B’ die Masszahlen der Inhalte beider Pyramidenm,
g, 9° die ihrer Grundflichen, %, 4" die ihrer Hohen, so ist

B:P ==gh:g'l.
Sind d, d’ zwei entsprechende Kanten, so ist:
g:9 =d":d% h:h =d:d
P:P = d®:d?.
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Allgemein. Die Inhalte zweier #hmnlicher Polyeder ver-
halten sich wie die dritten Potenzen zweier entsprechender
Strecken.

Inhaltsherechnung der Polyeder.

266. Um korperliche Riume zu messen, bedient man sich
als Einkeit eines Wirfels, dessen Seite die Liingeneinheit, dessen
Grenzflichen also Quadrate von der Fliicheneinheit sind. Dieser
Wirfel bildet die Masseinheit filr die Inhaltsberechnungen.

1) Der Inhalt eines rechtwinkligen Parallelepipedon ist gleich
dem Producte (der Masszahlen) der Grundfliche und der Hohe.
Dasselbe gilt von jedem Parallelepipedon tiberhaupt.

2) Der Inhalt eines dreiseitigen Prismas ist gleich dem
Producte der Grundfliche und der Hohe.

Dasselbe gilt auch von dem mehrseitigen Prisma.

3) Der Inhalt einer Pyramide ist ein Dnttel des Productes
der Grundfiiche und der Hohe.

4) Die tibrigen Polyeder zerlegt man in Pyramiden, z. B.

Um den Inhalt K eines Pyramidalstumpfes mit den Grund-

flichen B und b, und der Hthe A zu bestimmen, denke man
sich denselben zur Pyramide ergiinzt.

Ist A 4 2° die Hohe dieser Pyramide, so ist
K=3B(h+k)— §oi =§ Bh+ § (B —b) I

Nun ist
B:be==(hW)P:1'% also VB: YV bm=b++0': ¥,
woraus
Ao VD
VB—V3b
und K=4}h(B+0b+V Bb)

folgt; d. b. der Pyramidalstumpf ist gleich der Summe dreier
Pyramiden, welche mit dem Stumpfe gleiche Hihen haben und
deren Grundfiiichen resp. die Grundflichen.und deren geometrisches
Mittel des Stumpfes sind.

267. a) Es sei SABCD eine Pyramide, deren Grundfiiche
ABCD ein Trapez ist, ferner sei SM die Hdhe der I’yramide,
EF die durch die Mltte der nicht parallelen Seiten gezogene
Gerade, GH die durch M gezogene Hihe des Trapezes, also
EF:GH die Fliche desselben: der Inhalt P der Pyramide ist

P={EF.-GH-SM
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Ist K die Mitte von GH, und GL 1 8K, so ist

g . SK:SM == GK:GL
¥ oder SM.GK==SK-GL,
also Pe=3} EF-.8K-GL.

Nun ist EF - SK die doppelte Flkche des
Dreiecks SEF, GI, == h der Abstand jedes der
vier Puncte A, B, C, D von der Ebene dieses
¢ & X Drejocks; mithin ist
P = 4 SEF-h.

b) Ein Korper, begrenzt von zwei parallelen Vielecken A
und B als Grundfilichen und von Trapezen als Seitenflichen,
heisst ein Obelisk.

Es seien A und B die beiden parallelen Grundfifchen,
H == 2h deren Abstand, C sei die Fliche des Schnittes in der
Mitte zwischen 4 und B, S ein beliebiger Punct derselben. Man
kann von § aus den Obelisk in zwei Pyramiden mit den Grund-
flichen A und B, und in Pyramiden, deren Grundffichen die
obigen Seitenflichen-Trapeze sind, zerlegen.

Der Inhalt der beiden ersten Pyramiden ist § Ak 4 § Bk;
der Inhalt der letzten Pyramiden ist nach a) § CA, also der
Inbalt des Obelisken K:

| K=t H(A+ B+4C) (1)

Sind a, b, ¢ zusammengehdrige Seiten von 4, B, C, so ist
2¢==a =+ b. Die Fliche C heisst die Hauptfigur des Obe-
lisken. Zieht man durch einen beliebigen Punct der Hauptfigur
Gerade parallel den Seitenkanten, so erh&lt man in jeder der
beiden Grundflichen eine Figur D, welche den Figuren A4 und B
ebenfalls gleichwinklig ist, und Nebenfigur genannt wird.

Ist d die zu a und b zugehdyrige Seite von D, so ist 2d ==g — b.

Wegen 2c==a + b, 2d =a — b ist, wenn a, b, ¢, d und
a’, b’, ¢/, &’ usammengehirige Seiten bedeuten, 2 (cc’ 4 dd”) ==
aa’ + bb’. Da nach 257 die doppelte Fliche eines Vieleckes
durch eine Summe von Producten von je zwei Seiten mit einem
Sinus ausgedriickt wird, so folgt aus der vorigen Gleichung und
der Gleichheit der Winkel der Vielecke 4, B, C, D

A4+ B=2C+ 2D,
mithin K=H(C+ {D) (@)
d. h. der Inhalt eines Obelisken ist gleich .der Summe eines
Prismas und einer Pyramide, welche mit dem Obelisken gleiche
Hohe haben, und von denen das Prisma die Hauptfigur, die
-y Nabenfigur sur Grundfiiche hat.
‘et 10
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Zusittze.

a) Die Formel (1) gilt auch, wenn einzelne Trapeze in
Dreiecke tibergehen.

b) Sind die Grundfiichen A und B zwei einander kreuzende
Gerade a und b, deren Winkel ¢ ist, so ist der Kdrper eine
dreiseitige Pyramide, wo a und b zwei gegenliberliegende Kanten
sind. Die Fliche des mittleren Schnittes ist ein Parallelogramm,
dessen Seiten } a und 4 b mit dem eingeschlossenen Winkel ¢
sind. Daraus folgt:

A==z0, B==0, C=}a-}0bsingp==1}absing,

mithin K==} ab Hsging.

Berechnung der regelmissigen Polyeder.

268. Ein Polyeder, welches lauter congruente Fliichen und
congruente Ecken hat, heisst ein regelmitssiges.

Es gibt nur funf regelm#ssige Polyeder.

Erster Beweis aus 106.

Zweiter Beweis. Da in jeder Ecke mindestens drei Kanten
zusammenstossen, und die Summe der Kantenwinkel kleiner als
4 R ist, so folgt, dass jede Ecke nur gebildet werden kann:
a.; Von drei Dreiecken — regelmissiges Tetraeder,

b) , vier " — ” Octaeder,
c) , funf ” - » Icosaeder,
d) , drei Quadraten — " Hexaeder,
e) , drei Finfecken — ” Dodekaeder.

269. Verbindet man die Mittelpuncte M und N zweier an-
einander stossender Polyederflichen mit der Mitte C ihrer ge-
meinsamen Kante AB, so ist der Winkel MCN das Mass des
Keiles an der Kante AB. Die in M und N in der Ebene dieses
Winkels auf M C und NC errichteten Senkrechten schneiden sich
in einem Puncte O, welcher von allen Flichen und Ecken des
Polyeders gleichweit entfernt ist und daher Mittelpunct des
Polyeders heisst. Eine aus O mit dem Halbmesser OM == s
oder OA == ¢ beschriebene Kugel ist dem Polyeder resp. ein-
oder umgeschrieben. Da A B senkrecht ist auf der Ebene M NC,
80 bilden die Durchschnittslinien der drei durch die Geraden
OA, 0C, O bestimmten Ebenen mit einer aus O beschriebenen
Kugelfliche ein bei C rechtwinkliges sphiirisches Dreieck A CJ1.

8tossen in jeder Ecke m Kanten zusammen, 8o bilden die durch OA
und jede durch A gehende Kante gelegten Ebenen mKeile == 4712; .

d st jode Fliche von n Kanten begrenst, so bilden die durch O M
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und jede der Ecken dor Fliche gelegten Ebenea mKoile == £,

Es ist daher B R
4 4

A} "2, Memy. ==, |

Aus 228 folgt . )

_colA

008 G == .

Int § == MCN, 50 ist ¢ = § (2R — i), also -

Aus 008 ¢ == oot A - cot M, und OM : 04 == cos A0 M folgt

r LR SR
-Q‘-Nt_‘_'mtTo

Ist die Kante AB == g, 80 ist

! ]

40— Hg d=rt g

sin ry i —

For das Octaeder und Hexaeder hat das Verhiltniss r: ¢
denselben Werth; ebenso fur das Icosaeder und Dodekaeder.

II. Krumme Gebilde.
Grensbegriffe.

270. Um die bei krummen Gebilden vorkommenden Mass-
begriffe: Linge einer krummen Linie, Grisse der Fliche einer von
krummen Linien begrenzten ebenen Figur, Gr3sse der Ober-
fliche und des Inhaltes eines von einer (oder mehreren) krummen
Flitohe (n) begrensten Korpers aufsustellen; bedient masn sich
des Begriffes der ,,Grensze*,

Nthert sich eine veriinderliche Grosse A durch fortdauerndes
Zu- oder Abnehmen einer andern unverinderlichem Grdsse L
immer mehr und mehr, ohne dieselbe jemals su erreichen oder
gar Ubertreffen su kinnen; so heisst diese xweite Grisse L die
Grenze der ersten, und swar die Wachsthums- oder Ver-
- minderungs-Grense, je nachdem sich die Grisse A durch
Zu- oder Abnehmen der Grdsse L nkhert.

10*
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In den hier vorkommenden Untersuchungen ist die Existenz
einer Grenze immer in der Anschauung selbst gegeben.
271. Jede ebene krumme Linie kann in Stiicke serlegt
werden, deren jedes, etwa ACB, von einer Geraden in nur zwei
Puncten geschnitten werden kann, z. B. ein Stick einer
mg 1. Kreislinie. Beschreibt man in das Linienstick ACB
mein Dreieck ABC, so ist

r _ AC+ BC> AB.

Zieht man in den Puncten A und B Tangenten
an die krumme Linie, welche sich in D schneiden;
XE\\| swischen A und B, etwa in C, eine dritte Tangente EF,
4% ist
ED 4 FD > EF,
also auch, indem man beiderseits AX und BF dazu addirt,
AD+4 BD> AE+4 EC+ CF + FB.

" Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhilt man:
a) Beschreibt man in eine krumme Linie fortgesetat®ge- .

- brochene Linien, so wiichst deren Umfang mit der Seitenzahl

fortwlhrend. Diesem fortgesetzten Wachsthume ist durch den
Bogen ACB eine Werthgrenze L gesetzt, welche nicht tiber-
schritten werden kann.

b) Beschreibt man fortgesetzt um die krumme Linie ge-
brochene Linien, so nimmt deren Umfang mit der Seitenzahl
fortwilhrend ab. Dieser fortgesetzten Abnahme ist durch den
Bogen ACB eine Werthgrenze L’ gesetzt, unter welche die
fortgesetzt sich vermindernden Umfiinge nicht herabsinken.

Die beiden Werthgrenzen I und L’ sind einander gleich,
da derselbe Bogen ACB der fortgesetzten Zunahme der Umfiinge
der einbeschriebenen und fortgesetzten Abnahme der Umflinge
der umschriebenen Vielecke ein (ideales) Ende setat.

Dasselbe gilt auch von einer beliebigen ebenen krummen
Linie, indem man dieselbe in solche erwihnte Theile zerlegen kann.

Die gemeinsame Grenze, der sich die Masszahlen der Um-
finge der ein- und umschriebenen Linien ohne Ende nithern, wird
die Linge der krummen Linie genannt. Ebenso wird die ge-
meinsame Grenze, der sich die Masszahlen der Flichen der in
die krumme Linie ein- und umschriebenen Vielecke ohne Ende
nkhern, die Grdsse der von der krummen Linie begrensten
Fliche genannt.

Aehnliches gilt von der L&nge r#umlicher krummer Linien.

Anmerkung. Die eben erwihnte Betrachtung der Linge
einer krummen Linie fubrt sur Voraussetzung, dass alle Linien
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aus congruenten Linien-Elementen zusammengesetzt sind. Nach
dieser Vorstellung ist die Gerade durch die Eigenschaft bestimmt,
dass zwischen jo swei Puncten die kleinste Anzahl von Elemen-
ten enthalten ist, der Kreis dadurch, dass immer je zwei anf
einander folgende Elemente denselben Winkel bildem, u. s. w.

272. Hulfssatz. Projicirt man das Dreieck A BC ortho-
gonal auf eine durch BC gelegte Ebene, so stellt,
wenn A’ die Projection von A ist, das Dreieck A’BC
die Projection des Dreiecks ABC dar. Zieht man
AD | BC, s ist A’'D L BC. Wegen AD> A'D
/ ist das Dreieck ABC > A’BC*).

.Y_ :J‘. Daraus folgt: In jeder Pyramide ist die Summe

pi [/ der Beitenflichen grBsser als die Grundfliche.

Beschreibt man in das Innere eines von einer

solchen krummen Fliche, welche von einer Geraden

in hichstens zwei Puncten geschnitten werden kann, begremzten

Kérpers fortgesetzt Polyeder von immer grdsserer Flichenzahl,

so wichst die Oberfliche der Polyeder mit der Flichenzahl fort-
withrend.

Beschreibt man fortgesetzt Polyeder von immer grSsserer
Fliichenzahl um den Kbrper, so nimmt die Oberfliche mit der
Flichenzahl fortwihrend ab. -

Die gemeinsamen Grenzen, denem sich die Masszahlen der
Oberfliichen und der Inhalte der ein- und umschriebenen Polyeder
fortwiihrend nithern, werden die Masszahlen der Oberfl&che
und des Inhaltes des von der krummen Fliche begreniten
Kérpers genannt.

Anmerkung. Analog wie in Art. 271 kann man sich alle
Flichen aus congruenten Fléchen-Elementen (die von Linien-
Elementen begrenzt sind) und den Raum aus congruenten Raum-
Elementen (die von Fliéchen-Elementen begrenzt sind) bestehend
denken. Die auf dieser Betrachtungsweise beruhenden Rechnungs-
methoden sind unter dem Namen ,Methode des Unendlichkleinen*
bekannt.

Fig. 19.

*) Man kann das Verhilltniss der beiden Dreiecke leicht angeben.
Bezeichnet man mit « den Neigungswinkel der Ebene A BC mit ihrer
Projection A'BC, 80 ist « == A1) A und

ABC: A'BC = AD: A'D ==1:c08 «.

Da jedes Dreieck in zwei Dreiecke der angegebenen Art und jedes
Vieleck in Dreiecke zerlegt werden kann, so folgt: Die orthogonale
Projection eines Vielecks auf eine Ebene ist gleich der Fliche des Viel-
ecbkes multiplicirt mit dem Cosinus des Neigungswinke! der beidea
Ebenen.
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Anwendungen.

273. Durch Anwendung des Grenzbegriffes auf &hnliche
krumme Gebilde erhilt man folgende Sitze: ‘

a) Die Umfinge oder entsprechenden Theile der Umf¥nge
zweier Ehnlicher krummer Linien verhalten sich wie zwei ent-
sprechende Linienstticke.

Insbesondere: Die Umfinge zweier Kreise verhalten sich wie
ihre Halbmesser.

b) Die Flichen zweier #hnlicher Figuren verhalten sich wie
die Quadrate zweier entsprechender Linienstiicke,
) Insbesondere: Die Flichen zweier Kreise verhalten sich wie

die Quadrate ihrer Halbmesser.

Die Oberflichen zweier Kugeln verhalten sich wie die
Quadrate der Halbmesser.

¢) Die Inhalte sweier &hnlicher Kdrper verhalten sich wie
die dritten Potenzen zweier entsprechender Linienstticke.

Insbesondere: Die Inhalte zweier Kugeln verhalten sich wie
die dritten Potenzen ihrer Halbmesser.

Kreisrechnung,

274. Fur die Bestimmung des Umfanges u eines Kreises
vom Durchmesser d == 2y gentigt es den Umfang n eines Kreises
vom Durchmesser 1 zu kennen; denn aus

gy:xemgd:1, folgty =nd=2xr.

Da man den Kreis als die gemeinsame Grenze der ein- und
umschriebenen reguléren Vielecke von immer grdsserer Seiten-
zahl betrachten kann, so kann man durch Berechnung der Um-
finge dieser Vielecke die Zahl z n&herungsweise bestimmen.

Fur die Fliche des Kreises erh&lt man durch Anwendung
des Grenabegriffes nach Art. 258

fo={ ur == gt

man kann daher auch aus den Flichen dieser Vielecke die Zahl
= finden. ‘

Far die Berechnung dieser Vielecke dienen die in Art. 268
entwickelten Formeln,

Die Berechnung der Umfiinge beginnt man am bequemsten
mit dem einem Kreise eingeschriebenen Sechseck, dessen Um-
fang also == 6y == § - 2 ist. Der Umfang des umschriebenen
Sechseckes ist == 3.46410 >< 2y. Damit erh#lt man die Um-
finge der ein- und umschriebenen 12 Ecke, 24 Ecke, - -



. Die Berechnung der Flichen begimnt man mit dem ecimem
Kreise i Quadrate, fir welches f == 3%, I == &s*
ist, woraus dana die Flichen der ein- und umschrisbemen 8 Ecke,
" 16 Beke, ¢ - erhalten werden.

Man orhilt dadurch folgende Tafel:

Umfang fir 8¢ als Einheit

Innerer Aecusserer
[ ) 3 3.4841016
13 3.10582856 3.21563903
1 8.1836386 3.1596599
48 3.1893502 3.1460862

| 3.1410819 8.1437146
193 3.14145%4 3.1418730
384 3.1418576 3.1416627
768 3.1415838 8.1416101
1536 3.1418004 $.1418970

. w s W

.. ]
Fliche fir r® als Einheit
Innere Aeussere

]

4 2 4

8 2.8284271 3.3137088
16 3.0614674 $.18256978
32 3.1214451 3.1517849
64 8.1865484 8.1441183
128 8.1403811 8.1422236
266 8.1412772 8.1417508
512 8.1415138 8.1416321
1024 8.1415729 8.1416025
2048 3.1415877 8.14169561

. 8 W.

mithin auf finf Stellen genau = == 3.14159.

Fig. 8. 275. Die erste Berechnung der Zahl /
» wurde von Archimedes durch Berechn

2 der Umfiinge des ein- und umnchriebeu/
reguliren 96 Eckes ausgefiihrt.
s) Halbirt man in dem einem Halbkreisaese="
4 C eingeschriebenen Dreiecke A BC den W‘mkal‘:
C durch die Gerade CD, welche die Seite AB in E schneide®ur"
so ist
AE:EB== AC: BO
AADE ~ A CDA,

AD: AE == CD:CA.

und
also
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"Daraus folgt
AE: AC=AB:AC + BC,
AE:AC== AD:DC.

Ist nun C=={ R, 80 ist AB: AC == 1:2, mithin auch
AB:BC und AB:AC+ BC bekannt. Damit ist auch AD:DC
also auch AD: AC gegeben, AD: AC ist das Verhiltniss der
Seite des einbeschriebenen 12 Eckes zum Durchmesser.

b) Ebenso erhilt man aus dem Verh&ltnisse BA : BC das
Verhiltniss

BE:BC==BA:BC+ AC.

Daraus folgt: Ist das Dreieck ABC bei B rechtwinklig
und Winkel C == | R, so stellt, wenn man aus C mit BC als
Halbmesser einen Kreis beschreibt, BA: BC das Verhiltniss
der Seite des umschriebenen 6 Fckes zum Durchmesser, und
BE: BC das Verhiiltniss der Seite des umschriebenen 12 Eckes
zum Durchmesser dar.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrems erhilt man das Ver-
hiltniss der Seite des 96 Eckes zum Durchmesser.

Fir die einbeschriebenen Vielecke setzt Archimedes die Seite
des 6 Eckes == 780 und nimmt bei der Berechnung der fur die
spliteren Vielecke vorkommenden Quadratwurzeln die grisseren
Zahlen; damit findet er, dass das Verhiltniss der Beite des

96 Eckes zum Durchmesser grdsser als 56 o17p’ also das des Um-

2017
fanges zum Durchmesser grsser als %;—: ist, welche letatere
Zahl grdeser als 34{ ist.

Fir die umschriebenen Vielecke setzt Archimedes die Seite
des 6 Eckes == 153 und nimmt bei der Berechnung der Quadrat-
wurzeln die kleineren Zahlen; damit findet er du Verh#ltniss

des 96 Eckes zum Durchmesser kleiner als 4018&’ also das des

Umfanges zum Durchmesser kleiner als 4678}’ welche letztere
Zahl kleiner als 84 ist. Das Verh#ltniss des Kreis-Umfanges
sum Durchmesser, d. i. die Zahl =, liegt also zwischen den Gren-
sen 34f und 3}.

Durch Vieta (um 1579) wurde die Zahl = bis zu 10 Deci-
malen, durch Ludolf von Ceulen (um 1586) bis auf 20 und

spliter bis auf 35 Stellen bercchnet. Nach ihm wurde = die
Ludolf’sche Zahl genannt. Auf 10 Stellen genau ist

% == 3.1415926536,
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Anmerkung. Das Verhlltniss x == 3} heisst das Archi-
medische. Fir die Praxis meist ausreichend ist der Werth
n == {1 3§ == 3.14159293, welcher von Metius, einem Zeitgenossen
Ludolf s, angegeben - wurde.

276. Die oben angefithrte Berechnung lksst sich durch die
Huyghens'schen 8&tse bedeutend abkfirzen.
a) Beschreibt man in einen Kreisabschnitt (der kleiner als
Fig. 8. der Halbkreis ist) ein gleichschenkliges
4 Dreieck, und in die durch dessen Schen-
\ kel gebildeten Kreisabschnitte wiederum
¥ / \ gleichschenklige Dreiecke, so ist die
vierfache Summe der letzteren grisser
‘ als das erstere.
€ 5 o Ist OC_L AA’, D die Mitte des
Bogens AC, DE_L OC, so ist das Drei-
eck A BC die Hilfte des Dreiecks 4.4°C,
und das Dreieck DEC die Hilfte eines
£ der beiden in die Kreisabschnitte tber
CA und CA’ beschriebenen Dreiecke.
Nun ist ABC:DEC== AB-CB:DE-CE.
Da nach Art. 161, 1) AC": DC' == CB: CE ist, so folgt
ABC:DEC == AB-4AC':DE-DC". g
Wegen AB< AC=2DE, AC < 2DC folgt
ABC:DEC<S8:1.

Setzt man dieses Verfahren fort und bezeichnet das urspriing-
liche Dreieck AA'C mit A, die erhaltenen neuen Dreiecke mit
Ay, Dy, Dy, -+, 80 ist die Fliche S des Kreisabschnittes

S=A+20 44D, 4+ 80,4+
D> AL, B> 44, alo A, > 5 A wsw

SS>A( 445+,
oder S>4A44C.

b) Beschreibt man dber dor Grundlinie des ersten gleich-
schenkligen Dreieckes ein zweites, dessen Seiten Tangenten an
den Kreis sind, so schneidet die Tangente, welche den Kreis in
der Spitze des ersten Dreieckes beriihrt, von dem zweiten ein
Dreieck ab, welches grisser ist als die Hilfte des ersten.

Ist CF_L OC, so ist das Dreieck CG F die Hilfte des von
der Tangente in C vom Dreieck 4 A’G abgesohnittenen Dreieckes,
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Nun ist
ABC: ABG == BC: BG
ABG: FCG = BG*: CG',

also ABC:FCG = BC.BG:CG"

Da BC < C6 (wegen AF = FC < FG), also BG < 2 CG ist,

so folgt
ABC:FCG <L2:1.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erhXlt man den Satz:
_ Bind 8 und S’ die beiden Flichen, in welche das Dreieck 4 A'G
von dem Kreisbogen zerlegt wird, wo & der von beiden Tan-
genten begrenite Theil ist, so ist
§>48 also S+ 5 <48,
oder S<3AAQG.

Vermittelst der beiden S&tze in a) und b) lassen sich engere
Grenzen angeben, innerhalb welcher die Kreisfliche liegt.

Ist die Sehne A A’ die Seite eines eingeschriebenen regu-
laren » Eckes, so erh&li man durch Addition der Fl&che dieses
»n Eckes zur Summe der Flichen der Kreisabschnitte und zur
Summe der zugehdrigen Dreiecke, wenn die Fliche des Kreises
mit F, die des ein- und umschriebenen s Eckes mit f, und F,
bezeichnet werden, mit Berticksichtigung, dass

AS + fo == F,
RAAC == fo, — fu, nAAG = F, — f,,
aus a) F>fain+ §(fin— 1),
aus b) F<3F.+3fa=F.— 3(Fs—fa);
oder, was dasselbe ist,
fin + 3 (fain — f2) < F < Fay — § (Fan — fin)- ‘

Aus der in Art. 274 gegebenen Tafel erhilt man fiir die

Zahl x die Grenzen: '

Seitenzahl Untere G. Obere G.

48 3.10 3.15
8,16 3.189 3.142
16,32 3.1414 3.1416
32,64 3.14158 3.14160 u.s.w.

also aus dem 82 und 64 Eck bereits dieselbe Genauigkeit wie
aus dem 2048 Eck. Aus dem 128 und 2566 Eck erhklt man n
bereits auf sieben Stellen genau.
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277. Ist | die Linge des Kreisbogens fir dem im Gradem
ausgedriickten Mittelpunotswinkel a, so folgt aus

1;2rx ==a:360°
Sr=
l-w ¢°.

Die Zahl !:y nennt man den in Theilen des Hallumessers
ausgedrtickten Mittelpunctewinkel a. Ist der W
resp. in Minuten, Secunden gegeben, was durch o', «”
net. werden soll, so ist

‘3'- _"__.c'-._?_'_--.
360-60° *

Dio Zahl ;3% = 0.000004848136811 weicht sehr wemig

von sin 17 ab, es ist daher
o == gin 1"+ a”, und o” == a:sin 17,
wo 1:sin 1” == 206264.8062 ist.
Ist f die Fluche des zugehdrigen Kreissectors, so folgt aus
fir'*nema:360° °
r'x

f--s—ea"a —‘}lr.

Kegel nnd Cylinder.

278. Die Beiten(Mantel)fliche eines geraden Kegels ist
gleich einem Kreisausschnitte, dessen Halbmesser gleich der Seite
des Kegels und dessen Bogen gleich dem Umfange der Grund-
fliche des Kegels ist. Ist s die Seite, r der Radius der Grund-
fliche, so ist der Mantel Af

M= nys.

Die Beitenfiiche eines geraden Cylinders ist gleich dem Pro-
ducte des Umfanges der Grundfiiche mit der Seite.

279. Um die Beitenfliche eines geraden Kegelstumpfes zu
bestimmen, denke man sich denselben zum Kegel ergiinzt und
bilde den Unterschied der beiden Bmenﬂlohen.

Ist & die Beite du Stumpfes, S wm s - s’ die Beite des er-
glinsten Kegels, also o «ho Beite des Ergiinsungokegels, r der
Radius der grisseren, ¢’ der Radius der kleineren Grundfiiche,
s0 ist die Seitenfliche M des Stumpfes

MemgrS—nr's.
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Nun ist
S:8=r:r, Sa==g4 s,
] rs ' r's
S_r—r s_r—r”

Me=x(r+r) s ==2xnps,
wo 2¢ == r -} ' der Durchmesser des durch die Mitte der Axe
parallel zur Grundfiiche gelegten Schnittes ist.
280. Denkt man sich den Kegelstumpf durch Umdrehung
Fig. 82, der Strecke A B um die Gerade A'B’ als Axe
erzeugt, so ist, wenn C die Mitte von AB ist,
die Seitenfliiche des Kegelstumpfes

M=2xCC’'-AB.

—a e Ist COL ABund BD_1 AA also BD==FB'A’,
so ist A ABD ~ /A 0CC’, mithin
AB: A'B == 0C:CC’ oder AB-CC' = A'B".0C,
also M=2x.-0C-AB’

281. Der Inhalt eines Cylinders ist gleich dem Producte
aus dessen Grundfliche und Hohe.

Der Inhalt eines Kegels ist gleich dem dritten Theile des
Productes aus der Grundfliche und H&he.

Der Inhalt eines Kegelstumpfes ist gleich dem dreier Kegel,
welche die beiden Grundflichen und das geometrische Mittel der-
selben zu Grundflichen und die H5he des Stumpfes zu Hhen
haben. . Ist K der Inhalt, so ist

Kemim(rr4r~4re')h.
Vergl. Art. 266.

A,
s

-
7

Die Kugel.

282. Denkt man sich in ein Stiick eines Halbkreises, etwa
AL, eine gebrochene Linie ABC--: L, deren geradlinige Stiicke
AB, BC,: - - beliebig klein vorausgesetzt werden kdmnen, ein-
gezeichnet, und die ganze Figur um den Durchmesser des Halb-
kreises gedreht, so beschreibt das Bogensttick AL eine Kugel-
sone, und jedes der geradlinigen Stlicke AB, BC,-.- der
gebrochenen Linie die Seitenfliche eines Kegelstumpfes.

8ind r,, 1y, 1y, * - * 7o die Abstinde der Mitten der Seiten vom
Mittelpuncte und A, , kg, /iy, <+ -+ die Hbhen der Kegelstumpfe, so ist
die Summe Z der Seitenflichen dieser Kegelstumpfe nach Art, 280

Zom2umr, b+ 3mryhy o4 Amry by
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L&sst man h, kg, -+ A, immer mehr und mehr ab-
nehmen, so nBhert sich Z immer mehr der Beitenfliche der
Zone; r,, 1y, 7y, * * s dem Halbmesser r der Kugel: man erhiit
daher

Zw=2nmrh,

wo h die Hohe der Zone bedeutet, d. h.:

Die Seitenfliche einer Kugelzone ist gleich dem Producte
aus dem Umfange eines grBssten Kreises und der H5he der Zone."
Ist h == 2y, 80 ist Z == 4x¢y* die Oberfliche der Kugel; d. h.:

Die Oberfliche der Kugel ist gleich der vierfachen Flicke
eines grissten Kreises. .

283. Der K&rper, welcher einen beliebigen Theil der Kugel-
fliche als Grundfiiche und den Inbegriff der sum Umfange der-
selben gezogenen Halbmesser sur Seitenfliche hat, heisst eine
sphirische Pyramide.

Denkt man sich in die Grundfliche dieser Pyramide eine
gebrochene Fliche beschrieben, so kann man die sph&rische
Pyramide als die Grenze der Summe von eingeschriebenen Pyra-
miden mit dem Kugelmittelpuncte als Spitze betrachten; man
erhilt den Satz:

Der Inhalt einer sphitrischen Pyramide ist gleich dem dritten
Theile der Grundfitiche multiplicirt mit dem Halbmesser der Kugel.
Ist also B die Grundfiiche, so ist K== § By,

Ist B==4 y*x, d i. gleich der Oberfliche der Kugel, 50
erhiilt man den Inbalt der Kugel

K == }nr’.

Ist die Umfangslinie der spb#irischen Pyramide ein Kreis,
50 heisst die Kugelpyramide ein Kugelkegel. :

Ist A die Hohe des Kugelabschnitts, so ist der Inhalt des
Kugelkegels ‘

-=2nrh-—g—=-§r’uh. '
284. Der Inbhalt des kleineren Kugelabschnittes ist gleich
dem Unterschiede des Kugelkegels und des Kegels mit dem Schnitt-

kreise als Grundfliche. Ist ¢ der Radius der Grundfiiche, so ist
der Kugelabschnitt

= 3nr’h — yne’(r — h).
Wegen ¢ == /i (27 —- h) ist der Kugelabschnitt
= {nh?(3r —&).

285. Die Kugelschicht ist der Unterschied xweier Ab-
schnitte.
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Sind &, 4° die Hthen der Abschnitte, ¢, ¢” die Halbmesser
der Sohmttﬁlchen, so ist die Kugelschicht

= {uh®(3r—h) — {xh"*(8r — &)
—x(h—K)[rh+rh —} (B + b+ &')].
Aus 2rh =o' 4 B, 27k’ == o'* 4 '? folgt

rhed ek = (" + ) + § (B + #);
also die Kugelschicht
E » ’ = @4
L =FG=R) (@ + ) BN
x ’ 4x (H\3
- H('+¢™) +-§‘(',—) ,
wo H ==l — h’ die Hohe der Schicht bedeutet.

Die Kugelschicht ist daher gleich der mit der H&he der
Schicht als Durchmesser beschriebenen Kugel vermehrt um das
arithmetische Mittel der Cylinder, welche der Schicht ein- und
umschrieben sind.

286. Die Fliche des sphiirischen Zweieckes verhiilt sich
sur ganzen Kugelfliche, wie sich der sphiirische Winkel an einer
der 8Spitzen des Zweieckes zum vollen,

287. 8ind A4, B, C die drei Winkel eines sphirischen
Dreieckes, und werden dessen Seiten zu Halbkreisen verlingert,
so erhitlt man drei sphiirische Zweiecke «, §, y mit den Winkeln
4, B, C.

Wegen a: F == A:360 u.s. w. und F == 4 n¢? folgt

[ = x(A+B+C—180°)r’
180°

Der Unterschied 4 4 B 4 C — 180° wird sphirischer
Ueberschuss genannt; bezeichnet man denselben mit E, so ist
in Graden ausgedrtickt

E=

Zusatzs. Die Fliche eines spanhon Zweieckes, dessen
Winkel 1° betrigt, nennt man einen Fllchengnd die Kugel-
fiiche enthitlt 360 Flachengrade. Driickt man £ in Fllchenguden
aus, 8o ist

2fem A4 B4 C— 180
also die Grsse 2 f mit dem sphiirischen Ueberschuss identisch.



Anhang

Entwickelung der goniometrischen Functionen und Kreishigea
in Reihen.

1. Eine unendliche Reihe mit fallenden Gliedern von dex
Eigenschaft, dass sich die Summe von s Gliedern bei fortwihren-
der Zunahme der Zahl » ohne Ende einer bestimmten, endlichen
Zahl ndhert, heisst convergent. Z. B. Eine fallende geome-
trische Reihe ist (nach Art. 157 der Arithmetik) eonvergont.

8ind zwei unendliche convergente Reihen

4+ A, z+ 4,2+ --ud B+ B2+ B,2* +--,
wo Ay, A,, - By, B,, -+ constante Coefficienten bedeuten, fur
jeden Werth von z == 0 bis z == 2, einander gleich und inner-
halb dieses Werth-Intervalles convergent, so mtissen die Coeffi-
cienten der gleichen Potenzen von z einander gleich sein, d. h.

4y == B,, A, = B,, Ay = B,, u. s w.
Denn setzt man z == 0, so folgt 4, == B, und damit
z(4 + Az 4 )=z (B, 4 Byz+-),
welche Gleichung auch fir Werthe von z, die von Null ver-
schieden sind, bestehen soll; daraus folgt
At Azt =B+ Byat
Setzt man 4, z 4 :-=ma, B,z --==b, 80 kann der
Unterschied A, — B, == ) — a zugleich mit z beliebig klein ge-
macht werden, was nur moglich ist, wenn A, — B, == 0, also
A, = B, ist. Ebenso folgt 4, == B,, u.s. w.
2. Ist « ein in Theilen des Halbmessers ausgedriickter kleiner
Winkel, so kann man
ginocem 4 )+ 4, o+ 4y a* -
cosa == B) 4 B, a4 Bya* .-
setzen, wo Ay, 4,, -+ B,, B,,-- noch zu bestimmende Coeffi-
cienten sind.
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Da sin (— a) == — sina und cos (— a) == cos « ist, so
folgt: dass die Reihe fur sin « nur ungerade Potenzen von «,
und die Reihe fiir cos @ nur gerade Potenzen von « enthalten

kann; also
) sine=Ad a4, 44+
cos a== By 4 Bya*+ B a* 4 -
Ist AB der Bogen mum Mittelpunctuwinkel a, r der suge-
Yig. 8. horige Radius, so sind
PPtana, r'a, Pina

das Doppelte des Dreieckes AOD, Sectors AOB
> und Dreieckes 40B, mithin

4¢ tan « > « > sin «,
woraus ) )
) n:.>oona und l>'¥ folgt.
Es liegt daher der Quotient 'i:‘—" A 4 Aga e

swischen den Grenzen cos @ und 1. Wird « immer kleiner, so
nghert sich slso - immer mebr der Einheit und fir a == 0
it 225 e f e 4,
Die Reihe fur sin « hat also die Form
8in o == a 4 aa® 4 ba® 4 .-
Fur die Cosinusreihe erhillt man:
Ist a==0, 80 wird cos a == B == 1,

Man kann ausserdem noch den Coefficienten B, bestimmen.
Aus 008 o® == 1 — gin o® folgt, wenn man die Reihen setzt,

142B,a* 4 mml—a®—-.
mithin By=—4.
Die Reihe fir cos « hat also die Form
ma—l—%«'-}-a,a‘-}-b,a'-l---
Um die tibrigen Coefficienten su bestimmen, beachte man, dass
2 008 o® =1 -+ 008 3 @
2sina’ ==l —cos2a
ist. Aus den obigen Reihen erhilt man -
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or et 1 — ot (F 4 20) e (—aH2H) B
sine*wm o’ 4 2aa* 4 (a® 4+ 30)a®4----
ongem1— 2Lt o (20) +3(2e)
Sotxt man diese Werthe in die erste Glsichung, so erhilt man

2—2a4+2(1+20)e" +2(—aq +2b)e+--
=2 —%a'+4 160, a4 64 b, a* + -,

woraus
t+3aq=84q,—a 1235 =382, -
—_—tem ! bl 1,
b Bk Y Sy W 720 33458
1 ot «t «®
cosa=1—<+ i s T
folgt.

Die zweite Gleichung geht iber in
2’4 4aa'4 2 (a*+ 2b) a*} - == 2e*— 160, a* — 64 b, a®---,
woraus
1 b‘ 1 1
3 Y L

a=—% = 120 T 33458
. «? «®
m.-.-a"'-m— ee
folgt.
Durch Division erhilt man
N 2
hnc—a-{-%--{-ﬁc‘-l---

3. Um aus sin a den Bogen « zu bestimmen, setze man
ae=gina 4 asine® 4 baine® 4 ---.

Die Form dieser Reihe folgt unmitielbar aus dem Vorher-
gehenden. Dieser Werth von « in die Reihe flir sin « gesetst,
muss derselben Gentige leisten. Dies giebt

4in & == gin & 4 a—--:-)ain‘a?-l-(b——:--l-%-o sinab 4 .-,
mithin .
G——wm0, b—%-l-%—o W s W

Frisehauf, Geometrie. 3. Aull 11



162 Anhang.
Auf #hnliche Art erhitlt man

tan a® | tan a®
a—m,,___s.‘.‘_.l._"b“__..
Setzst man in dieser Gleichung tan o == 1, so ist a—;,

thi
T=1—d+i—4+-
Betst man « + f = I, tana ==}, so folgt aus
tan (o + p) = ;oo E el =1, g = g,
mithin

'S
|

0w
]
®
+
|
L]
[

|

welche Reihe zur Berechnung der Zahl x ganz bequem ist.
Anmerkung 1. Ist h sehr klein, so folgt fur sin (« 4 A)
und cos (« + &), indem man cos & == 1 und sin b == & setzt,

gin (¢ 4 h) =sina 4 cos « - &k,
co8 (a4 h) == cos « — sina-h.
Anmerkung 2. Ist « klein, 8o kann man nikherungsweise

e ) e (43
setzen.
Wegen « == «” sin 1” folgt:
log sin « == log «” - log sin 1"+log(1 —%’),
logtma—loga”+logsinl"+log(l+%f).
Setzt man
' S—logsinl”-i—log(l—%:)
T—logsinl"+log(1 +°-;—')
log sin a == log a” 4 §

log tan « == log «” - T.

Wegen der Kleinheit von « sind S und 7' von log sin 1”
nicht viel verschieden. Diese Formeln dienen zur Berechnung
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umgekehrt.

Anflieung oines sphirischen Dreleckes, dessen Selten im Ver-
mm—-mmxudmmm

1. Setst man in

mA_m.—eo-bmc

wn d s ¢
fur Binus und Cosinus der Seiten die Reihem, und vernachlhesigt
die Glieder Gber die vierte Potenz, so erbilt man

P —a) A — b —ct— e )

o d = b li— ¢ F ) y
Setst man, vngnlls :T"':,uh—l-l-s,ﬂr

1
l_“._'_':)deoﬂ'.h 14§ (04 ¢), o erhilt man
' B4 —a' s f3a" 3Nt — W
sbe Ubde ¢
Sind A°, B’, C’ die Winkel ecines ebenen Dreieckes mit den-
selben Beiten a, b, ¢, s0 ist
b4t —at
2de '
2a'b® 4 2a’c* 4 20%c* — at — b — ¢t
4brer :

008 A ==

008 A’ ==

mithin  sin A'% ==
Es ist daher
008 A == cos A" — %% sin 47,
Setzt man A == A’ 4 z, und vernachlissigt die hSheren
Potenzen von x, so wird
008 A == cos A" -— z sin A’.
Durch Vergleichung erhilt man

A\l

be F
#—TIIIIA ——.—,

wo F die Fliche des ebenen Dreieckes bedeutet.

Es ist daher
At 3,
und ebenso Be=B 41
C=C+73,

11°*



164 Anbang.

aso A+ B4+ C=n+Fund F==A+ B+ C — = der in
Theilen des Halbmessers ausgedriickte sphiirische Ueberschuss E.

Bei dieser Ableitung wurde die Voraussetzung gemacht, dass
die Seiten a, b, c in Theilen des Radius der Kugel gegeben sind.
Sind, wie gewdhnlich, die Seiten in einem anderen Masse _(etwa
in Klaftern) gegeben, und ist r der Halbmesser der Kugel, so ist

statt a, b, c resp. %, -:, %zu setzen. Es ist dann

E= f—; und E” o= ;iBET"'

Vermindert man daher jeden sphiérischen Winkel wm ein
Drittel des sphiirischen Ueberschusses, so erh&lt man die Winkel
eines ebenen Dreieckes, dessen Seiten mit denen des sphirischen
Dreieckes gleiche Liinge haben.

2. Die Anwendung dieses (Legendre’schen) Satzes geschxeht
nun derart, dass man zunilichst die Winkel des sphéirischen Drei-
eckes als die des ebenen betrachtet, damit den Flécheninhalt und
aus diesem den sphiirischen Ueberschuss (in S8ecunden ausgedriickt)
rechnet. Damit erh#ilt man die genauen Werthe der entsprechen-
den Winkel des ebenen Dreieckes und aus diesem die gesuchten
Stticke des sphirischen.

Beispiel. Fur das sphirische Dreieck

a == 2° 20’ A = 48°12° 25”.33

b == 2° 40’ B == 58° 25" 45”.19

c==3° O C == 73° 24’ 56".88.
findet man nach dem Legendre’schen Satze, wenn die drei Seiten
gegeben sind, fir den Ueberschuss E == 8’ 77,328, und damit
fur A, B, 0 Werthe, welche von den obigen um 0 .03, 07,05,

0”.08 vemhleden sind.
Aus a, b, C findet man fir den Ueberschuss E == 3’ 7%.350.
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