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VI Vorwort.
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in dieser neuen Auflage muglichst gewissenhafte Berticksichtigung
fanden.

Eben am Achensee, im August 1901.

Der Verfasser.
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10 Capitel 1.

Dass der Geschwindigkeitswert v, da die MaBzahlen s und ¢
wesentlich von der Wahl der Zeit- und Lingeneinheit abhlingen, anch
von beiden diesen Einheiten abhingig ist, bedarf keiner niiheren
Auseinandersetzung. Gewohnlich bezieht man die Geschwindigkeit
auf die Secunde als Zeiteinheit und fiigt, wenn eine andere Zeit-
einheit bei der Bestimmung des Geschwindigkeitswertes zugrunde
gelegt wird, die nihere Bezeichnung derselben hinzu und spricht so
von der ,Geschwindigkeit pro Minute“ u. s. w.

Unter Geschwindigkeitsrichtung versteht man die Richtung
der Bewegung.

Um den fiir die Mechanik besonders wichtigen Begriff der ,Ge-
schwindigkeit“ noch klarer zu machen, sei das durch die Gleichung

Fig. 2.

’
a

" s =f(t) determinierte Bewegungsgesetz durch eine einfache Con-
struction versinnlicht. Zu diesem Zwecke constrniere man jene ebene
Curve, bei der im Sinne des § 2 die Zeit ¢ durch die laufende Ab-
scisse z dargestellt ist, so dass, wenn die die Zeiteinheit darstellende
Strecke zur Lingeneinheit gew#hlt wird, z == ¢ ist, wiihrend der der
Zeit t entsprechende Weg s durch die zugehirige Ordinate y dar-
gestellt, also y — s ist. Die so erhaltene Curve, deren Gleichung
y=f(x), resp. s = [ (¢)ist, ist die graphische Darstellung der in
Rede stehenden Bewegung. Am einfachsten kann man diese Curve
in folgender Weise erhalten: Man denke sich die thatsdchliche Bahn
A'OMA (Fig. 1) ohne Anderung ihrer Linge gerade gestreckt und
withle die so erhaltene Gerade A'OM A4 (Fig. 2) zur Ordinatenachse
und O zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinatensystems;














































































36 Capitel IL

Korpersystem) um eine durch den gemeinsamen Angriffspunkt O senkrecht zur
Ebene E gelegte Achse um 180° drehen wiirde. Da nun wegen des Gleich-
gewichtes der Krifte (P, @, —P, — @) sich auch die diesen iiquivalenten Kriifte
R und —R das Gleichgewicht halten miissten, so muss die Richtung von R
(daher auch jene von —R) in der Ebene E gelegen sein, indem sonst (nach
§ 10a) R und — R eine Resultierende haben miissten.

Man bezeichnet die Ebene E, in der alle Kriifterichtungen ge-
legen sind, als die ,Krifteebene“. Den hohlen Winkel, den die
Richtungen der Kriifte P und @ einschlieBen, nennt man den ,Krifte-
winkel“ der Kriifte P und Q; er sei stets von nun an durch das
Zeichen (P Q) bezeichnet.

d) Die Richtung des Resultierenden R zweier Krifte P und @
ist innerhalb der Winkelfliche des Kriiftewinkels (PQ) gelegen.

Wiirde dies ndmlich nicht der Fall sein, so liefle sich durch
eine auflerhalb dieser Winkelfliche in der Kriifteebene geftihrte Gerade
eine die Kriifteebene schneidende Ebene derart legen, dass die Rich-
tung von R auf einer, die Richtungen von P und @ auf der anderen
Seite dieser Ebene (bezw. Geraden) gelegen sind, was dem Lehrsatze b)
widerspricht.

UObrigens lisst sich dieser Satz offenbar auch direct aus dem
Principe der Zusammensetzung der Bewegungen (S. 21) folgern.

e) Wenn bei gegebenem Kriiftewinkel (P@Q) die Grofie der einen
Componente @ zu-, beziehungsweise abnimmt, so nihert, beziehungs-
weise entfernt sich die Richtung der Resultierenden von der Richtung
dieser Componente, so dass der Winkel (Q R) ab-, beziehungsweise
zunimmt,

Beweis: Es sei Oz die Richtung der Resultierenden R der Krifte
P und @ (Fig. 11). Erhilt nun die Kraft @ den um g griBeren Wert @',
so ldsst sich @ in die gleichgerichteten Kriifte @ und ¢ (Fig. 11a)

Fig. 11.

zerlegen; P und @ haben zur Resultierenden R, welche, mit g zu-
sammengesetzt, zur Resultierenden R’ hat, deren Richtung Oz’ in
dem Kriftewinkel (¢R) gelegen, also der Richtung der Kraft ¢
ngher ist.
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Richtung auf Ou senkrecht steht. Die entsprechenden MafBzahlen der
Componenten von @ seien durch ¢ und ¢’, jene der Componenten von
P durch p und p’ bezeichnet.

Da die Kriiftewinkel (PR) und (¢'Q), deren Schenkel aufein-
ander senkrecht stehen, einander gleich sind und aus gleichem Grunde
(@QR) = (p' P) ist, so sind die Lagen der Kriftesysteme PQR, ¢ q@
und pp’' P von der in § 10 unter f, g, » vorausgesetzten Eigenschaft,
8o dass nach dem Satze § 10h die Gleichungen stattfinden:

g _a9_29¢
PTQ R
»p_p_ P
P~ Q R
PQ P2 Qs

aus welchen sich ergibt, dass p’— 5= q und p = 7 I1=F ist.

R
N
Das Kriifteschema: P Q

3l Ny
in welchem sich »” und ¢’ als entgegengesetzt gleiche Kriifte das
Gleichgewicht halten, lehrt, dass R den Kriiften » und ¢ #quivalent,
daher nach § 9 P ¢
R=p+q= 53 + 7
also schliefilich R =V P? + @° ist.

Anmerkung. Der eben gefiihrte Beweis riihrt von dem beriihmten Mathe-
matiker Daniel Bernoulli (geb. 1700, gest. 1782) her.

Wendet man das in § 9a angefithrte constructive Verfahren
auf den vorliegenden Fall an, d. h. reiht man die die beiden Com-
ponenten P und ¢ (Fig. 13) der Gréfe und Richtung nach darstellen-
den Strecken ab und be¢
(Fig. 14b) mit Beibehaltung Fig. 14.
ibrer Richtung, indem man B
dieselben parallel zu sich
selbst verschiebt, so anein-
ander, dass der Endpunkt
der vorhergehenden Strecke
mit dem Anfangspunkte
der folgenden zusammen-
fillt, so gelangt man zu
dem gebrochenen Linienzuge abe¢. Verbindet man nun den Anfangs-
punkt a desselben mit dessen Endpunkte ¢ durch die Schlusseite ac,
als deren Anfangspunkt der Anfangspunkt ¢ des Linienzuges anzu-
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Zerlegt man nun die Kraft R” in zwei nach der Richtung der
urspriinglichen Componenten P und @ wirkende Krifte P* und @,
so gelangt man zu einem Kraftsystem P”¢Q” R” mit dem Kriifte-
winkel ¢”=a + «". Zu demselben Kriiftesystem gelangt man auch
auf folgende Weise: Man zerlege (Fig. 14a) die Kraft R’ in eine Com-
ponente P, deren Richtung jene der Kraft ¢ ist, und eine Componente ¢,
deren Richtung jener der Kraft P entgegengesetzt ist. Wegen der senk-
rechten Lage der entsprechenden Richtungen in den Kriiftesystemen
PQR und P QR ist (PR)=(P'R’) und (QR)=(¢'R’), somit
nach § 104) % 9 _ %, daher P'— P. & und ¢’ — Q.%.

Q R
R
N
R R
AN
Aus dem Kriifteschema P/ Q Q/ \

P
\\ A//
P

ergibt sich sofort, dass die friiher erwiihnte Kraft P die Resultierende
von P und Q’, ferner Q"’ die Resultierende von ¢ und P’, sonach P

=p_Q'=P-—Q.% und Q”=Q+P'=Q+P.% sei.

Bezeichnet man den dem Kriiftewinkel ¢ = « + &’ entsprechen-
den Winkel des Kriftedreiecks, das dem Kriiftesystem P Q" R” zu-

gehort, mit ¢”, so ist offenbar R
Q" Q + P. B

t(mg (p" == P_ﬁ = ——.R_'

P—@Q.5

R

Setzt man in diese Gleichung die frither gefundenen Werte
Q= P.tan ¢ und R' = R. tan ¢’ ein, so ergibt sich

tang ¢ + tang ¢’

1—tanggptgg

Da nun dieser letzte Ausdruck nichts anderes als fung (¢ + ¢") ist,
g0 ist auch tang ¢ = tang (p + ¢’), daher auch, da ¢” ein spitzer
Winkel ist, 9" = ¢ + ¢".

Anmerkung. Diese unstreitig geistreiche Beweisfiihrung ist im wesent-
lichen schon zu finden in J. H. Lamberts ,Beitrige zum Gebrauch der Mathe-
matik“ (Berlin 1770, IL Theil, S. 470—474).

Es entsprechen demnach bei orthogonalen Kriiftecomponenten
nicht nur gleichen Kriiftewinkeln « auch gleiche Kriiftedreiecks-
winkel ¢, sondern auch einem Kriftewinkel «” = a + o’ fiir einen

tang ¢ =
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ist, stets durch eine von der positiven Richtung der z-Achse an

beginnende positive Drehung entstanden gedacht werden, d. h.

durch eine solche, welche die positive Richtung der z-Achse auf

ktirzestem Wege — nimlich durch eine Drehung von 90° — in die

positive Richtung der y-Achse tberfithren wiirde. Welche Drehung

demgemiifi als positiv oder negativ zu bezeichnen ist, hingt blof von
der Wahl der positiven Achsenrichtungen der Coordi-
natenachsen ab.

P Der Einfachheit halber sei der Anfangspunkt
des Coordinatensystems in den gemeinsamen Angriffs-
punkt O der Krifte verlegt.

Ist der derart bestimmte Richtungswinkel (z P)
ein Winkel des ersten Quadranten, also ein spitzer,
so sind offenbar beide Componenten X und Y (Fig. 15) positiv und

(zP) = (X P), daher (nach § 12) X = P cos (X P)= P.cos (zP)

und ¥ = P sin (XP) = Psin (zP).

Ist der Richtungswinkel (z P) ein Winkel des zweiten Quadranten

(Fig. 16), so ist die Componente X negativ, Y aber positiv; ist dem-

nach der absolute Zahlwert der X-Componente

durch X’ bezeichnet, so ist X = —X', und

(nach § 12) X' = P. cos (X'P), somit X =
r —X' = —P.cos(X' P)=— P.cos [r—(z P)]

= P. cos (z P) und ebenso ¥ = P sin (X'P)
an = P.sin [x — (z P)] = P.sin (zxP). Fiur

>

Fig. 15.

Fig. 16.

X0 " einen Richtungswinkel im dritten Quadranten
(Fig. 17) findet man analog, da die X- und Y-Componenten, deren
absolute Zahlwerte durch X' und Y bezeichnet seien, negativ sind:

X = —X"= —P.cos (XP) = —P.cos [(xP) — n] = P. cos (z P)
Y=—Y = —P.sin (XP) = —P.sin [(xP) — n] = P.sin (zP)
und fiir einen Richtungswinkel des vierten Quadranten (Fig. 18)

Fig. 17. Fig. 18.
[:r

‘

s X z?—o\ 2 =5
ap

b

B
*s‘g/ 4
N
)

X =P.cos(XP)=P.cos 2w — (zP)] = P. cos (zP)
Y=—Y=—P.sin(XP)=— P.sin[27x — (zP)]=P. sin(z P).
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in die positive Richtung der y-Achse tibergefihrt wird, bestimmt, also
bloB durch die Wahl der positiven Richtung der y-Achse bedingt ist.
Die positive MaBzahl der Strecke m O sei 7.
Bestimmt man aus den Gleichungen in (1) und (3) (§ 16) die
Werte von R,, so ergibt sich aus der Gleichsetzung derselben, dass

R.sin (xR) = P;.sin (x P;) + Pe.sin (2 Pg) + .. P, .sin (z P,)

ist. Multipliciert man diese Gleichung mit  und bezeichnet man durch
Mp ein Product von der Form

Mp=P.rsin(zP) (1)
80 findet man '
Mp= Mp, + Mp, ..+ Mp,=ZMp (2)

Fig. 23.

Um die Bedeutung von Mp festzustellen, seien -die einzelnen
moglichen Fille, in welchen der Winkel (2 P) ein Winkel des ersten,
zweiten, dritten oder vierten Quadranten ist, welche Fiille durch
die entsprechenden Indices 1234 unterschieden seien, einzeln in Be-
trachtung gezogen. Der Gleichung (1) und der Figur 23 entsprechend
ist, wenn durch d der absolute Zahlwert des Abstandes des Punktes m
von der Richtungslinie der Kraft und durch « der spitze Winkel
bezeichnet ist, den  mit der Richtungslinie der Kraft in irgend einem
dieser vier Fille einschliefit,

Mp‘ =P;.rsin(xP1)=P1.rs'ina=P1d

Mp, = Ps.rsin(z Py) =Ps.rsin (t — a)=Py.rsina= Psd

Mp, = Py.rsin(x Py)=Ps.rsin (n + ¢)=— Py.rsina = — Psd

Mp =Py.rsin(zPy)=Ps.rs8in 2n —a)=— Py.rsina—=—P,d
Wiirde man die Kraft P nach dem Fufipunkte A, bez. B der

Normalen d ohne Anderung ihrer jeweiligen GrdSe und Richtung




































68 Capitel II

X-Componenten zur Kraft R, die Y-Componenten zur Kraft R,, die
. Z-Componenten zur Kraft R, zusammen und bestimme schlieflich
die Resultierende von R., R,, R,. In jedem Falle ist dem Zeichen
und Zahlwerte nach zufolge § 9

R2=X]+X2+...+Xn=zx
R—=Yi+ Y 4...4+ Y, =3Y
R=214 Zs+ ...+ Z,=32Z

Ist das Achsensystem ein rechtwinkliges und sind die Rich-
tungen der Kriifte durch die Richtungswinkel (z P), (y P), (¢ P) einer
jeden Kraft beztiglich der drei orthogonalen Achsen, respective durch
die Winkel 2 und ¢ (Fig. 30) gegeben, so ist nach § 20

X,=P1ws(xP1), YI—’——‘P]COS(y.P]), ZI=P1008(3P1)
Xe = Py cos (z Pg), Yo = P, cos (yPs), Z;= Pscos(2Ps)
X,= P.cos(zP,), Y,= P.cos(yP,), Z.= P,cos(sP,)

Demnach ist

R, =Z3X = P;co8(x P;) + Pscos(x Pg) + ...+ Pycos(xP,)=
2 [P cos (z P)] l

R,=23Y = P;co8(y P;) + Pscos(y Pe) + ...+ P, cos (y P,) = (1
2 [P cos (y P)]

R, =237 = P;co8(2 P;) + Pycos (¢ Pg) + ...+ P, cos (s Pn) =
Z[Pcos (2 P)]

Statt cos (z P), cos (y P), cos (2 P) konnen auch die Werte cos g cos 4,
cos @ sin &, sin @ aus dem letzten Paragraph eingesetzt werden.

Die Resultierende B der letzterhaltenen drei orthogonalen Kriifte
R., R,, R, ist offenbar auch die gesuchte Resultierende der ursprting-
lichen Kriifte P;, Ps... P,. Die Grofie derselben ist nach Gleichung (2)
§ 20 S. 65 bestimmt durch die Gleichung

R=YVYRA+ RF+ R? (2)
und zufolge der Gleichung (1) § 20 S. 65 ist

R, = R.cos (zR)
,—R.cos (yB) | (3)
R, = R.cos (¢R)

Demnach lassen sich, nachdem R durch (2) bestimmt worden
ist, die unbekannten Richtungswinkel (zR), (yR), (¢R) durch die
Gleichungen:

cos (z R) = —%’5, cos (yR)=%, cos (¢ R) =

R
R
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mit anderen Worten in einer zur schiefen Ebene senkrechten Ver-
ticalebene (der Ebene des Neigungswinkels «, welche die Ebene
der Zeichnung Fig. 39 ist) gelegen sein muss. Uberdies darf nach
§ 18 S.62 keine der Richtungen der sich das Gleichgewicht haltenden
Kriifte P, —— N und @ in den Kriiftewinkel der beiden anderen Krifte
hineinfallen. N ist der durch die Krifte P und @ hervorgebrachte
normale Druck. Da N die Resultierende aus P und Q und da ferner
(wegen der senkrechten Lage der Schenkel) (Q N) = « ist, so ist nach
S. 48, GL. 5

P N . Q
sina sin[e 4+ (NP)] sin (NP)
' sin o
daher P=gq. m
v sinle+ Py [ @
=@ D

aus welchen Gleichungen sich, wenn der Winkel (IVP) gegeben ist,
die GroBe der der Schwerkraft das Gleichgewicht haltenden Kraft P
und der Druck N auf die schiefe Ebene leicht berechnen lassen. Ist
die Kraft P parallel zur schiefen Ebene gerichtet, so ist offenbar

(NP) = 2 2u setzen und, da sin — = 1 und sin (e« + —725) = cos$ «a ist,

2 ’ 2
so nehmen die Gleichungen (a) die einfache Form an:
P=Qsina
N=¢Qcos a } (®)

Nimmt man in der Durchschnittslinie der schiefen Ebene mit der
zur schiefen Ebene normalen Verticalebene zwei beliebige Punkte 4
und B (Fig. 39) an, ftihrt durch
den hther liegenden Punkt B
eine Verticale und durch den
tiefer liegenden Punkt 4 in der
Ebene des Neigungswinkels «
eine horizontale Gerade, so er-
hilt man das rechtwinklige Drei-
eck A BC, in welchem man
gewohnlichdie Hypothenuse A B
die Linge (1), die verticale Ka-
thete B C die Hohe (k) und die

horizontale Kathete 4 C' die Basis (b) der schiefen Ebene nennt. Da
nun gin @ = l;— und cos ¢ = 7 ist, so ergeben sich aus den Gleichun-
gen (b) die leicht in Worte zu kleidenden bekannten Sitze:

P:Q=h:lund N:Q=05>:1

Fig. 89.
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In ganz analoger Weise, wie dies bei Kriiften geschehen ist,
Idsst sich nachweisen, dass, falls die Bewegung in einer ebenen Bahn
vor sich geht, die Geschwindigkeitscomponenten v, und v,, die zu
den Achsen eines rechtwinkligen Achsensystems parallel sind, dem
Zeichen und Zahlwerte nach durch die entsprechenden orthogonalen
Projectionen der Geschwindigkeit v, also durch die Gleichungen

v,=§di:=v . ¢08 (zv)
vy = % =v.sin () 1)
v =Vvs + v
bestimmt sind, was sich tibrigens schon daraus ergibt, dass %ﬁ =
dz ds dz ¢

=5 di—as "’ und dz = ds.cos (z, ds)=ds.cos(zv)u.s. w.

ist, und eine Schlussfolgerung, die mit jener des § 16 vollig analog
ist, lehrt, dass auch hier bei der Zusammensetzung mehrerer Ge-
schwindigkeiten v;, ve, vs u. 8. w. in derselben Ebene von #hnlichen
Gleichungen Anwendung gemacht werden kann wie die Gleichungen
(1) auf S. 54, némlich:

92

Tdt

Ty = % = v; 8in (Tv;) + ve 8in (Tve) 4 vs . sin (Tvs) + . ..

= v; c08 (Zv;) -+ ve cos (Tve) + vs . cos (xvs) + . . . l

@)
|

welche im Vereine mit der Gleichung (1) die resultierende Geschwin-

digkeit v und ihren Richtungswinkel (z¢) zu bestimmen gestatten.

Ebenso wie im § 20 Lisst sich leicht nachweisen, dass bei der

~ Lerlegung einer Geschwindigkeit v in drei zu den drei orthogonalen
Coordinatenachsen im Raume parallelen Componenten v, v,, v, die

slgebraischen Werte der letzteren durch die Gleichungen gegeben sind

v,,=Z—":=v.cos(xv)

d .
vy=d—f=v.cos(yv) 3)
dz

Uy = gy =10.C08 (z_z)
o= VoZ ¥ of F o2

In diesem und in dem vorerwihnten Falle driicken die Ge-
schwindigkeitscomponenten g—:—;, Z_!t/’ g—’: offenbar jene Geschwindig-
keiten aus, mit denen sich die orthogonalen Projectionen des beweg-
lichen Punktes M auf die drei Achsen lings dieser Achsen bewegen,

%0 dass, um kurz zu sprechen, die Geschwindigkeiten dieser
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gleichung des letzten Paragraphs dv — pd¢ die Beziehung v = pt 4 C.
Um den Wert der Integrationsconstante C zu bestimmen, hat man
blo8 diese allgemeingiltige Gleichung auf den Zeitmoment, in welchem
t — 0 und $ = o0 angenommen wurde und v den als bekannt voraus-
zusetzenden Wert v, der Anfangsgeschwindigkeit hat, in An-
wendung zu bringen, wodurch man findet, dass v, = C ist. Setzt man
daher ¢, fiir C in diese allgemeine Gleichung ein, so findet man
v=1v, +pt (1)

Bei der gleichformig geiinderten Bewegung ist somach die in
der beliebigen Zeit ¢ stattfindende Geschwindigkeitsiinderungevr—u,
stets der Zeit ¢ direct proportioniert oder, was dasselbe besagt, es
finden in gleichen Zeitintervallen stets dieselben Geschwin-
digkeitsinderungen statt. Wendet man diesen letzten Umstand
als Definition der gleichformig geiinderten Bewegung an, wie es
hiufig geschieht, so ergibt die umgekehrte Schlussfolgerung, dass

dann v — v, der Zeit direct proportioniert, daher ‘j%', d. i. die Be-
schleunigung constant sei. o —
Die Gleichung (1) lehrt, dass p = —-t—‘»’ ist oder, da fiir t =1

die Geschwindigkeit v = v, ist, dass p = v; — v, sei, d. h. man kann
die Beschleunigung bei einer gleichférmig geiinderten Bewegung —
aber strenggenommen nur bei dieser — als die Geschwindigkeits-
inderung v; — v, in der Zeiteinheit oder auch als das Verhiltnis

"__t'l?. der Geschwindigkeitsiinderung zur Zeit definieren, so dass hier

die mittlere Beschleunigung P—Ttﬂ stets mit der constanten Beschleuni-

gung identisch ist. Ist die Anfangsgeschwindigkeit v, = o, d. h. er-
folgt die gleichformig beschleunigte Bewegung vom Ruhezustande aus,
8o ist p = v;, also die Beschleunigung in diesem Falle gleich der
Geschwindigkeit nach Verlauf der ersten Zeiteinheit.

Fig. 4.
o« ¥t b
}4(( X
"3 v %, g
M
0 . ¥ el e N

Der Gleichung (1) entsprechend hat die Zeitgeschwindigkeits-
curve die Gleichung y — v, -+ pz und ist sonach eine Gerade von
der Form Fig. 45 a, wenn die in positiver Richtung stattfindende
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Bewegung eine gleichformig beschleunigte, und von der Form
Fig. 45 b, wenn dieselbe eine gleichformig verztgerte ist. In beiden
Fillen ist die Tangente des Richtungswinkels tang a — p.

Setzt man in die Gleichung (1) % statt v ein, so findet man
ds=wv,.dt + pt.dt. Durch Integration dieser Gleichung ergibt
gich s = v,¢ + % t* + C, und da die Anwendung dieser Gleichung

auf den Zeitanfangspunkt zu der Gleichung o = C fiithrt, wofern der
Zeitanfangspunkt dem Weganfangspunkte entspricht, so ist

i s=v,,t+£’2’t9 @)

Die Zeitwegcurve hat sonach die Gleichung y = v, z + 12) x°

und ist dementsprechend ein Parabelbogen Om, und hat, wenn man
die Bewegungsrichtung zur positiven Richtung wiihit, die Form
(Fig. 46 a) fiir eine gleichférmig beschleunigte und die Form (Fig. 46b)

Fig. 46 a. Fig. 46d.

M _______ »m,
s :
. ° ;
., 7 t : N
% = —>x :
2;){ ...... comdeoem” 0 t 0 _ E’L ; , 4
p Y

filr ein negatives p, d. i. fur eine gleichférmig verzigerte Bewegung.
Die Achse y' der Parabel ist in beiden Fillen parallel zur y-Achse

und der Parameter durch den absoluten Zahlwert vong bestimmt.

(Die Abscisse des Parabelscheitels a ist in beiden Fillen — — —%’-
und die Ordinate — — ?"'-.)
2p

Durch Elimination der variablen Zeit ¢ aus den Gleichungen (1)
und (2) gelangt man zu der Gleichung

¥ —vf=2ps (3)

zu der man ftiberdies auch sofort durch Integration der dritten kine-
matischen Grundgleichung vdv = pds gelangen kann.

Die drei bisher abgeleiteten Gleichungen (1), (2) und (3), von
denen die erste die allgemeine Beziehung zwischen der variablen
Geschwindigkeit und Zeit, die zweite zwischen Weg und Zeit und
die dritte zwischen Geschwindigkeit und Weg ftir eine jede gleich-
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¢) Im terrestnschen System sind D, und M, die MaBeinheiten. Da nun die
gegebene Kraft 5. D, und die gegebene Masse 3 M, — 8. M,

981
ist, so ist P = 5 und m——g—zusetzen, sonach ist p =
P _ 5x98l 81
— *o— wie friiher.

m 3

Wenn umgekehrt die Aufgabe z. B. lautet: Wie grofi ist die Kraft, welche
der Masse von 7 Gramm eine Beschleunigung von 4 Kilometer pro Mmute ver-

leiht, so ist zu beachten, dass eine Grammasse = 0001 M, = 0001 X -

Kilometer 10* Meter
und dass die Beschleunigung: Minute )X Minute = 60 Secunden X 60 Secunden
_ 10®* Meter __ 10° Centimeter
" 60® " Secunde®* 60* ° Secunde?®’
a) Im C.G.S.-System m =17, p = 4.
(ausgedriickt in Dynen).

981

nach

60,,alsoP—mp—7><4X

3) Im M.K.S.-System m = 7 X 0:001, p = 4 Xso" alsop=mp=76>0<,‘
(ausgedriickt in Megadynen). .
¢) Im terrestrischen System m = 7 X 001 ,p=+4 10 also P=mp =

X 4 : L 60Y
98T X 60° [ausgedriickt in Kllogrammgewmhten (D9l
Da beim freien Falle v, = o ist und die Beschleunigung p fir
den Fall im luftleeren Raume g ist, so ist nach § 31 bekanntlich
vy =2, ‘g, we=23. g,f)g-——4 Z,W3—O ‘3, —6.‘%

22, sg=19 % u. 8. w., tiberhanpt im allgemeinen

81=W1=%,

u. 8. w. Ferner se — 4.

v =gt s=%.t9, ¥ =2g¢s, w,,=(2n—l)%.

Anmerkung. Der Entdecker der Gesetze des freien Falles und des
Falles auf der schiefen Ebez)e ist bekanntermafien Galilei.
Die Zeitwegcurve, die der drittletzten Gleichung gemii8 durch

die Gleichung y = %xg bestimmt ist, ist demnach eine Parabel, deren

Achse die verticale Bewegungsrichtung, deren Scheitel der Anfangs-
puukt der Bewegung und deren Parameter 2 ist (siehe Fig.3). Der

Abstand des Brennpunktes und der horizontalen Leitlinie vom Scheitel
., 1
18t g

Mit Hilfe der Formel ¢? =2 gs kann man jene Hohe s =/
bestimmen, durch welche ein Korper frei fallen muss, um eine gegebene
Geschwindigkeit ¢ zu erlangen; es ist niimlich

=2 (2
. ®

Diese Hohe ~v£ bezeichnet man als die der Geschwindig-

29
keit v entsprechende Geschwindigkeitshdhe.
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Wird ein Korper mit der Geschwindigkeit v, vertical nach ab-
wiirts geworfen, so ist nach den Formeln (1)—(5) des § 31 v == v,

-~ gt, s=v,t+%t’, ¥ =2 + 2¢s, w,.=1r,,+(2n-—1)%

u. 8. w. Die Zeitwegcurve ist der drittletzten Gleichung entsprechend
ein Parabelbogen von der Form der Fig. 46a, wenn man dieselbe um
die z-Achse um 180° umgedreht sich denkt und p = g setzt.

Die mechanische Arbeit beim freien Falle des Gewichtes ¢ durch
die Hohe 4 ist nach § 34 einfach durch das Product g% bestimmt.

Wird ein materieller Punkt von der Masse m im .
Punkt O (Fig. 48) vertical nach aufwirts mit der An- "%
fangsgeschwindigkeit v, (zur Zeit ¢ = o) geworfen, 80 x-a-Ts-h
muss die ganze nun folgende Bewegung eine geradlinige vre
sein, wofern bei dieser Bewegung keine andere Kraft
auBer der Schwerkraft ¢, deren Richtung der Bewegungs-
richtung entgegengesetzt, beziehungsweise ihr wihrend
der spiterhin folgenden Fallbewegung gleichgerichtet ist, M
auf den Punkt einwirkt.

Nimmt man die Richtung vertical nach aufwirts als
die positive an, so ist P= — ¢ = — mg, daher p =
P *
— = — ¢ 2u setzen.
m

Qo

Da demnach die Beschleunigung p den constanten
negativen Wert —g beibehiilt, so ist die nun folgende
Bewegung eine gleichférmig geiinderte, und zwar wiih- 0 E%’
rend des Steigens eine gleichformig verzogerte, wihrend
des darauf folgenden Fallens eine gleichférmig beschleunigte. Es
ist sonach den Gleichungen 1—5 im § 31 zufolge

V=1, — gt

. 9 ;e
s =1, —§t (3)
=1 —2¢gs

u.5. w. Im hochsten Punkte 4, wo die Geschwindigkeit aus einer
positiven in eine negative tibergeht, ist v — 0. Ist nun die diesem
Punkte entsprechende Zeit (die Steigdauer) durch 7 und der ent-
sprechende Weg (die Steighthe) durch A bezeichnet, so ergibt die
erste und dritte der Gleichungen (3)

Yo

,,,{fel )
h=55)
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in 4, d. i. im griBten Abstande a von O sich befindet, und bezeichnet
man die von diesem Momente gerechnete Zeit durch z, so ist offenbar

in (10) ¢ =§+ 7 zu setzen, wodurch die Gleichungen (10) die Form

T
S$=—a . cos 2nT=a.coskr

a1

2arm . . % .
v=——T—sm21t7,=—ka.smkr

annehmen.

Anmerkung. Wird die schwingende Bewegung dadurch eingeleitet, dass
dem Punkte ein Impuls derart ertheilt wird, dass zur Zeit r = o der algebraische
Wert der Anfangsgeschwindigkeit v, ist, withrend die zugehdrige Elongation s, ist,
und bedeutet r die Zeit von diesem Momente an gerechnet, so denke man sich
etwa analog den Formeln 1—10 die schwingende Bewegung schon vor diesem
Momente stattfindend, so dass fiir diesen Moment die Schwingungsphase, also
auch die diesem Momente zugehirige Zeit ¢ — von dem den Formeln 1—10
mgrunde liegenden Zeitanfangspunkte aus gerechnet — durch die aus (8) sich
ergebenden Werte von v, und s, bestimmt ist; es ist dann offenbar das friihere ¢
um ¢’ groBer als 7, sonach

t=1t+7
8% = a sin kt’

v = ak.cos kt' = + kVa'—s,?

a=)or+5 @

Aus dieser Gleichung ist die Amplitude bestimmbar und dann durch die Glei-
chungen

Es ist daher

..., 8
sinkt' = =>
a

, Vo
.t —_—
cos kt' = 2k

kt', somit ¢’ selbst leicht zu bestimmen, so dass dann von den Gleichungen
(13) { s=asnk(t'+1)=asnkt coskr + acoskt sinkt =8, coskt +1;c3sin kr
v=akcosk (t'+1)=ak coskt' cos kt—ak sin kt’ sin kt=1v, cos kt—ks, sin kt

Anwendung gemacht werden kann.
Die Schwingungsintensitiit ¢ und Schwingungsdauer T sind gegeben durch

{ ¢ =ka="1Vv’ + ks,
(14)

2n
T=7%

§ 39. 2. Beispiel. Geradlinige Bewegung, fiir welche die resultierende
Kraft a) P=—mg 2t Y b) P—mg 2=V o) P——mg % ist
a a) =-—mg oF "y =mg Pl - g P .
Unter g ist in diesen Ausdricken die Beschleunigung des freien
Falles zu verstehen, a und c sind bestimmte Constante. Als positive

Richtung sei die Bewegungsrichtung angenommen.
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Die in diesen drei Fillen stattfindenden Bewegungen, bei welchen
ftir den als gegeben anzusehenden Anfangszustand ¢ =0, s = 0 und
v = v, ist, sind nach der Methode des § 37b zu behandeln.

a) Es sei P= —mg a’j;”,, daher
_P_ ot
—;'—- g———c' o s (1)

Da die Kraft P der positiven Bewegungsrichtung entgegengesetzt ist, so
ist die Bewegung eine verzogerte, und zwar, da P mit der variablen Geschwindig-
keit v sich i#ndert, eine ungleichfrmig verzigerte. Der absolute Zahlwert der
Kraft wird mit abnehmender Geschwindigkeit immer geringer und nihert sich,
je weniger sich v von Null unterscheidet, desto mehr dem Grenzwerte — mg %'

Um die Beziehung zwischen Weg und Geschwindigkeit zu ermitteln, hat
man auszugehen von der Grundgleichung vdv = p.ds. Es ist demnach

9
vdv=—ga jv’ds und

Da im letzten Bruche der Zihler das Differential des Nenners ist, so er-
gibt die Integration

s=-—2£§.lognat(a’+v')+6'
Fiir den Anfangszustand im Punkte 0 (Fig. 56) ist somit
0= —2% log nat (a* + ve?) + C.

Bestimmt man aus der letzten Gleichung den Wert der Integrations-
constante C und substituiert denselben in die vorletzte allgemeine Gleichung,

80 findet man
ct a? + vo?

s=—2—glognata,+v, (2)

Der bewegliche Punkt komme in A (Fig. 56), nachdem derselbe bei einer
ungleichformig verzégerten Bewegung den Weg 0.4 = L in der Zeit T zurfick-
gelegt hat, fiir einen Augenblick zur Ruhe, so dass v = 0 wird.

Fig. 56. Durch Specialisierung der all-
0 ¥ 4 gemeinen Gleichung (2) fiir dieser
R + 51z  Punkt A findet man
izt : =
-, v=- =, o
L= zognat(1+a, )

Driickt man mittels der Gleichung (2) umgekehrt die Geschwindigkeit v
durch den Weg s aus, so ergibt sich

29
v=(@"Fr?.e ¢ —at... (4
wo ¢ die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen bedeutet.

Die Discussion der Gleichung (4) lehrt, dass die Weggeschwindigkeitscurve

die Form der Fig. 57 hat, es hat niimlich die Curve, wenn v, > a ist, einen
Wendepunkt, und zwar dort, wo die Geschwindigkeit den Wert a hat.
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Un die Beziehung zwischen der Geschwindigkeit Fig. 57.
¢ und der Zeit ¢ auf Grund der Gleichung (1) zu er-
mitteln, bricge man die Grundgleichung dv = p.dt
zur Anwendung. Es ist demgemif

a? 4+ v* ¢ dv

dv=—g o -dtunddt=——§m % \

+(2) ‘
daher auch dt = — ;5 ————=5. Die Integration $ ”\
t+(£) ‘ Z i
dieser Gleichung ergibt
c v .
t= ~ a7 arctg ;-}- C, somit

2w (2 _“_9 —
a—g( ¢ )

Fiir den Punkt O (Fig. 56) ist somit % =tg “?-" C.

a
tgc, tgc;qt

l+t9 9 0.ty ‘:,gt

Durch Substitution des letzten Wertes in die vorletzte Gleichung wird die
Integrationsconstante eliminiert, und man findet

ﬂo tyaqt
a
v=a. ——-———E—... (5)

Wendet man diese allgemeine Gleichung auf den Punkt A an, so findet

Yoo _4g% 1=
man — tg P T = o, daher

c Vo
—a—g.arctg—;... (6)

Die Beziehung zwischen dem Wege s und der Zeit ¢ wiirde durch Substitu-
tion von (5) in (2) sich ergeben. Man kann aber auch direct — von der Gleichung (5)
(vergl. §. 37b) ausgehend — durch Einsetzung in die dynamische Grundgleichung
ds = vdt den Weg durch die Zeit ausdriicken. Multipliciert man zu diesem

Iwecke Ziihler und Nenner in (5) mit cos a9 t, so wird

ol
%cos%;‘lt—sin%gt
ds=v.dt=a. e ag ag .dt
;sm — t+cos?t

Bezeichnet man den Nenner des letzten Bruches durch x, so dass

=% gin 89 39, ist 80 st dw = | ©. %9 05 %9y _ 29
z—asmc,t-i-oosc,tmt,somtdm [a.c,.cosc,t c,smc, ]dt

daher der friihere Zihler (— co8 89 ¢ gin 29 z) Ldt = 2 .dx und dem-
c ¢ ag

Pinger, Elemente der reinen Mechanik, 2. Aufl, 11
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nach ds = % . d?x Integriert man die letzte Gleichung und beachtet, dass fiir

t=0 auch s = 0 und z = 1, somit log nat £ = (0 wird, so dass die Inte-
grationsconstante verschwindet, so ergibt sich als das gesuchte Schlussresultat

=< =2 % sin 39 ag
s—glognat.z—g.lognat asmc.t—l-cosc,t]... )

L J—
b) Es sei P = mg a—?'—", wo a verschieden von Null ist.

Ist vo > a, s0 ist P zur Zeit ¢ = 0 negativ, demnach die Bewegung eine
verzigerte, die Geschwindigkeit nimmt daher ab und n#hert sich dem Werte aq,
auch der absolute Wert der Kraft P nimmt immer mehr ab, so dass sich die Be-
wegung immer weniger von einer gleichfdrmigen unterscheidet.

Ist vo = a, 8o ist der Anfangswert von P = 0, die Bewegung ist eine
gleichformige, die Geschwindigkeit iindert sich nicht, P behilt also den Wert
Null, so dass die Bewegung stets gleichformig mit der Anfangsgeschwindigkeit a
vor sich gehen muss.

Ist dagegen v, << @, 80 ist P positiv und die Bewegung eine beschleunigte;
je niher die zunehmende Geschwindigkeit dem Werte a kommt, desto weniger
unterscheidet sich P von Null, demnach desto weniger die Bewegung von einer
gleichfrmigen.

Die Beschleunigung p ist bestimmt durch

at — o'
p=9g.—(F—--- 8

Es ist demnach

2 __
vdv=pds=g g p L ds und
dg=S vdv __ ¢ d(a—v)
T g a—¢ 29 o —¢
Durch Integration ergibt sich
s=-—£.lognat(a’—v’)+0
29
Fiir den Anfangszustand ist
0=—i log nat (a* — v?) 4+ C

29

Durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen, wodurch die Inte-
grationsconstante C eliminiert wird, erhilt man

2 2
¥ =% ..

Bestimmt man aus dieser Gleichung *, so findet man
_2g _2e
! =a'— (a’ — vo?) . e ¢ =at4 (' —a?).e ¢ ... (0

Da s der urspriinglichen Voraussetzung zufolge stets positiv bleibt, so ist aus

dieser Gleichung zu ersehen, dass, wenn v, Z a ist, ¢ den Grenzwert a fiir keinen

Wert des s erreichen kann; wohl ist in beiden Fillen flir lim s = oo der Grenz-
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wert des letzten Factors Fig. 58.
292

lime & =L =0, daher
lim v =a. Nur fiir vo=a be-
hillt v stets den Wert a, wie
dies achon oben erwihnt
wurde. DieWeggeschwindig-
keitscurven haben demnach
die Form der Fig.58«, g oder
# je nachdem v, >a, vo=a

v
oder vo << a ist. Fiir die Cur- ua
ven « und y ist die zur Ab- ¢
scissenachse parallele Ge-
rade 3 die Asymptote.
Durch Substitution von (10) in (8) findet man
- %9
(@ —vo?).e ... (11)

p=9 P

Aus dov=pdt =g & c‘,"' . dt ergibt sich
_¢ dov & 1 1 ¢ [da+v) d@a—v
dt_?a’—v'_2ga[a+v+a—v]'d” 2ga|:a+v a—v

t= 2:(‘ [lognat(a—}-v)—lognat(a—v)]-{-—C

fir den Anfangszustand ist
0= 2: [lognat(a-{—vo)— lognat(a—va)] +c

Durch Subtraction der beiden letzten Gleichungen findet man

(a +v) (@ — vy
t= 2ga log na —v)(a+ v ° (12)
Aus dieser Gleichung ergibt sich
ag
229y _ % (@atv)(a—v)
e " _a5,  (@—v)@@atvo)
e ¢
daher
29, ~29
@ &
v—q.(BFWe” —@—rt)e ... (13)
ag, ag

(a+vo)c‘_ +@—r)e ©
Durch diese Gleichung ist die Geschwindigkeit als Function der Zeit aus-
gedriickt,
Um schlieflich auch den Weg s durch die Zeit auszudriicken, hat man
entweder (13) in (9) einzusetzen oder aber die Grundgleichung anzuwenden:
11*



164 Capitel IV.

29y _2%9,

ds:odt-.:a (a+vb)ee’ —(a-—vg)e L dt
a9, _89,
(a+q;,)e‘-" +@—-vwe °

Bezeichnet man den Nenner des letzten Bruches durch z, so ist dx =

Yt 1
=@+tvoe® .ngt—(a—v.)e i .%gdt,daher

somit
29,
lognat | @ 4-ve) e © +(a—va)e ]+C

Fﬁrt=0mt 8 = 0, daher
c!

0= i log nat 2a 4+ C
Subtrahiert man die beiden letzten Gleichungen, so wird
a9 )
& _ &
s=—‘;ilognat(a+v°)e '*;:“ v) ¢ . (14)

Die Zeitwegcurve hat dieser Gleichung gemiiB die Gestalt der Curve 4, B
oder C in der Figur 59, je nachdem o > a, vo = a oder v, << a ist.

Fig. 59.

(1)

>

Die Winkel «, und « in dieser Figur entsprechen den Gleichungen «, =
=arctgvo und « = arctg a. Die zu der Geraden B parallelen Geraden (1)
und (2) beriihren asymptotisch die entsprechenden Curven.

Die Geraden u sind Tangenten an die Zeitwegcurven fiir den Punkt 0.
Den Beziehungen vo = @, to = a, vo << a entsprechend, ist flir die Curve 4 «o > «a
und fiir die Curve C o, < «. Die Asymptote (1), beziehungsweise (2) schneidet

die Ordinatenachse in einem Punkte, dessen Ordinate c;'log nat 'ﬁ—é%g i

3

¢) Es sei P_—'MZ’
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Da die Bewegungsrichtung positiv, die resultierende Kraft P aber negativ
und variabel ist, so ist die Bewegung in diesem Falle eine ungleichfbrmig ver-
zigerte, nihert sich aber mit abnehmender Geschwindigkeit immer mehr einer
gleichformigen.

Es ist die Beschleunigung

P v
p==—gg. .- (15)
Demnach ist vdy = pds = —g%ds und ds = —5—% und s =
=———;:lognatv+0unddav=v.mrs=0wird,soist%lognatv.=0,somit
=Z g nat® ... (16)
g v
und daher
g
v=1,.6 ... (17)

Man siebt sofort, dass lim v = 0 flir lim s = o0 wird.

Es ist ferner dv = pdt = — g%dt, somit

Die Integration liefert die Gleichung

g 1
t—;.;}—-}-C und da fiir

den Anfangszustand 0 = % . —vl— -} C ist, so fiihrt die Subtraction der beiden letzten
Gleichungen zu dem Resultat

. t=—§—(—117—;1:)... @18)

Durch Elimination der Geschwindigkeit v aus den Gleichungen (16) und
(18) findet man schlieBlich

- 9%
s—glognat(l—[— c’t)'” (19)

§ 40. Anwendungen der Gesetze der ungleichfirmig ge&nderten
Bewegung auf die Dynamik der Schwere.

Der freie Fall, die geradlinige Wurfbewegung und die Bewe-
cung lings der schiefen Ebene werden als ungleichformig geinderte
Bewegungen zu betrachten sein, sobald man auf die Verinderlichkeit
der Schwerkraft Rticksicht nimmt, oder wenn auBier der Schwerkraft
solche Krifte, wie z. B. der Luftwiderstand wirkend angenommen
werden, deren Intensitiit sich #ndert. Die in diesen Fillen statt-
findenden Bewegungen sind dann nach den bisher erliuterten Me-
thoden zu behandeln.
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a) Freier Fall in die Tiefe.

Man denke sich in der Richtung des Durchmessers E O E’ (Fig. 60) der als
kugelftrmig angenommenen Erde einen Schacht, in welchem ein Krper herabfillt.
Denkt man sich weiter durch den beliebigen
Fig. 60. Punkt M der Bahn eine mit der Erdoberfliiche con-
centrische Kugelfliche J gelegt und nimmt an, dass
die Erde aus concentrischen Kugelschalen besteht,
von denen jede in ihrer ganzen Ausdehnung die
gleiche Dichte hat, so lisst sich als eine einfache
Folgerung aus dem Newton’schen Gravitations-
gesetze nachweisen, dass die ganze Anziehung der
zwischen J und der #uBersten Kugelfliche A gele-
genen Schale auf den im Punkte M befindlichen Kor-
per und iiberhaupt auf jeden innerhalb der Kugel-
fliiche J befindlichen Punkt sich auf Null reduciere.
Demnach ist die Anziehung P der ganzen Erde auf
den Korper in M dieselbe wie die Anziehung der inneren Kugel von dem Halb-
messer OM, deren Richtung MO ist.

Denkt man sich zudem die Erde gleichformig dicht (homogen), also die
ganze Erdkugel von einer Dichte, die gleich ist der mittleren Dichte der Erde
(etwa 5!/y bezogen auf Wasser), so kann man aus dem Newton'schen Gesetze
folgern, dass die Anziehung P der Erde auf den Korper in M, welche der An-
ziehung der inneren Kugel vom Radius O M gleich ist, sich so verhalten miisse
wie die Masse m des fallenden Korpers, ferner wie die GriBe dieser Kugel von
dem Radius OM = s, also wie der Cubus von s und umgekehrt wie das
Quadrat dieses Radius, so dass demnach P diesem Radius s direct proportioniert
sein miisse. (Vom Luftwiderstande werde abgesehen.)

Es ist somit, wenn die Richtung von O nach E zur positiven gewdhit
wird und durch %? eine positive Constante bezeichnet wird,

P=—mk's und p = — I?’s
Im Punkte E, wo s = r ist, ist p = — g = — 9'8, daher g = k*r, sonach
k= Vg
g 1
p=— -;.3

Es ist demzufolge unter den angefiihrten Voraussetzungen die Bewegung
des fallenden Kirpers einc Bewegung von der im § 38 behandelten Art.

Ist in E v=0, 8 = r (Erdradius) und die Zeit = = 0, so ist den Glei-
chungen (11) S. 59 entsprechend

T
8=r.cos 2n—1,—=r.cos kT =r cos IV-;;

o krsinkr=—1)/ L 9
= Tsm27tT-— kr sin k1 = rl/:smrl/:

daher ist die Fallhthe

]
x=r——s=r[l—cosrl/—g~ |=2r[xinll/-g-|
r 2 r

@
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setzen ist und statt ¢ und # zu setzen ist ¢t — T und H — s, wofern ¢ und s sich
auf denselben Anfangspunkt der Zeit und des Weges beziehen sollen wie in der
Formel (8), so dass 9 g
Le—1) -L@—1)

~+

c e
H—s= rk log nat & 5 (9)

Es hat sonach die Formel (8) Giltigkeit fiir ¢ << T und die Formel (9)
fir ¢ > T. Die Weggeschwindigkeitscurve fiir die beiden aufeinanderfolgenden
Bewegungen des Steigens und Fallens ergibt sich durch entsprechende Combi-
nation der Fig. 57 und Fig. 58 (letztere flir v» = Q und negative Ordinaten), so
dass dieselbe die Form der Fig. 61
Fig. 61 annimmt, wo der ober- o
halb der Abgcissenachse gele-
gene Curventheil der Steig-
bewegung, dagegen der unter-
halb derselben gelegene der
Fallbewegung entspricht. Aus
der Formel (9) ldsst sich leicht ¢
erschlieBen, dass die Zeit des
Fallens, nach welcher wieder
$ = o wird, griBer ist als die H
Steigdauer T, beide sind aber
kleiner als 2=, d.i.als dieSteig-

dauer im luftleeren Raume;
die Schlussgeschwindigkeit ist
ferner, wie die Formeln des § 39 a) und b) fiir a = ¢ lehren, kleiner als die Wurf-
geschwindigkeit ¢, u. 8. w. Die Zusammenfassung der Formeln (8) und (9) setat,
wofern ¢ in beiden als gleich angenommen wird, voraus, dass der Korper beziig-
lich einer horizontalen Mittelebene symmetrisch geformt ist und sich wihrend der
Bewegung nicht dreht.

Wollte man von diesen Formeln auf die des §. 35 {ibergehen, so miisste
man den Luftwiderstand W= o, demnach der Gleichung (4) zufolge ¢ = QO setzen.

d) Bewegung eines schweren Korpers liings einer horizontalen
Bahn bei Beriicksichtigung der Reibung und des Luftwiderstandes.

Bezeichnet man durch R den kinetischen Reibungswiderstand und durch f
den Reibungscoefficienten der gleitenden Reibung, so ist den Reibungsgesetzen
wufolge im vorliegenden Falle R = fQ = fmg.

Nimmt man ferner die Bewegungsrichtung zur positiven Richtung an, so
ist, weil der Reibungs- und Luftwiderstand stets der Bewegung entgegengesetzt
gerichtet sind,

/

——R—-We—fmg—mg &= —mg.[¢+"
P=—R = — fmg mg s =—mg.——
daher
_P__, e+
P=p="9"%

Es bestehen demnach in diesem Falle die in §. 39a abgeleiteten Gesetze.
wofern nur a? = f¢*, also a = ¢ f gesetzt wird. Die Bewegung ist also eine
ungleichformig verzdgerte, fir welche zufolge (7) 8. 162

91/_

+
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ist, und fiir welche ebenso alle anderen in § 39a abgeleiteten Gleichungen Giltig-

keit haben. Der Korper kommt nach der Zeit 7= —— arc tg und nach
9Vl ¢ V_
Zuriicklegung des Weges L =.2£ log nat (l +7v.9c;) zur Ruhe.
Wiirde man von der Reibung absehen, so wire P= — W = —mg — 7

und p=—g c" 8o dass dann die im § 39¢ deducierten Gleichungen zur An-
wendung kommen.

e) Fall auf der schiefen Ebene bei Beriicksichtigung der
Reibung R und des Luftwiderstandes W.

In diesem Falle ist der Normaldruck gegeben durch N = @ cos « (s. Fig. 51),
daher der Reibungswiderstand R = fN = @ cos «.

Die tangentiale Componente der Schwerkraft ist @ sin «. Nimmt man die
Bewegungsrichtung von M nach O (Fig. 51) zur positiven an, so ist

P=Qsine— R—W=mg [m'na—fcosa— 1;—]

Setzt man f=tgp, wo ¢ den kinetischen Reibungswinkel bedeutet, so
ist demnach sin (@ —g) ”
cos ... (10)
cl
Man hat demzufolge folgende Fille zu unterscheiden:
1. Es sei « > ¢, d. h. der Neigungswinkel der schiefen Ebene gegen den
Horizont groBer als der Reibungswinkel, so dass sin (¢ — ¢) positiv ist und
8in (¢ — o)
cos8 ¢

P=mg

einen positiven reellen Wert hat, der durch a bezeichnet sei,

a=c|/§z*_(1_—_e)
co8 @

Es hat dann die Gleichung (10) die Form P = mg & — 2

ct

Es findet demgemiB die im § 39b untersuchte Bewegung statt, welche,
je nachdem v, > a, vo = a oder v, << a ist, eine ungleichférmig verzbgerte,
gleichfdrmige oder ungleichformig beschleunigte ist. Der besondere Fall, in
welchem v = o ist, ist im letzteren Falle mit inbegriffen.

Auch wenn der Luftwiderstand allein berficksichtigt wird, demnach R = o,
daher auch f =0 und ¢ = o zu setzen ist, ist die obige Bedingung « > ¢ er-
fiillt, nur ist dann a = ¢ Vsin «.

-2
2. Es sei « = . In diesem Falle ist der Gleichung (10) zufolge P = — mg %,
Die Bewegung ist die im §. 39c¢ untersuchte verzogerte Bewegung, bei
welcher lim v = o ist.
3. Es sei « << ¢. In diesem Falle hat ¢* -
a? zu bezeichnenden Wert, so dass

= ec V"_"LL?;“)
cos @

welche Gleichung tlibereinstimmt mit der Grundgleichung des § 89a. Die Be-
wegung ist in diesem Falle eine ungleichférmig verzigerte, fiir welche die
Gleichungen 1—7 des § 39 Giltigkeit haben. Der Korper kommt zufolge der

sin (0 — @)
iti durch
05 g einen positiven, dure

a4 ¢!
cl
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P= L”'ig Ist 7 die Umlaufszeit des Beweglichen, d.i. die zur
. Zurticklegung der Peripherie 277« nothwendige Zeit, so ist wegen
|

der Gleichférmigkeit der Bewegung ¢ = gz,—”, daher

P=ant. 70 (1)

Anmerkung. Die Gesetze und die Bedeutung der Centrifugalkraft und
insoferne auch mittelbar jene der entgegengesetzt gleichen Centripetalkraft — und
zwar fir die gleichfbrmige Bewegung in einer Kreisbahn — entdeckte der
grofie Nachfolger Galileis und Vorgiinger Newtons, der geniale Holléinder Christian
Huyghens (geb. 1629, gest. 1695) (H. Horologium oscillatorium 1673). Die all-
gemeine Formel fiir die Centripetal- und Tangentialkraft leitete auf syntheti-
schem Wege Newton ab.¥)

§ 42. Princip der lebendigen Kraft und andere dynamische Gesetze
der krummlinigen Bewegung eines Punktes.

Aus den fir eine jede krummlinige Bewegung giltigen Glei-
chungen

g 38 __dv__ &3
I TR T T o
dv dats

Pg=mp‘=mw—t-=

di = " qe

in welchen p, die tangentiale Beschleunigung und P, die Tangential-
kraft bedeuten, lassen sich auf dieselbc Art, wie dies aus den ana-
logen Gleichungen der geradlinigen Bewegung geschehen ist, andere
Gesetze deducieren.

Zuniichst lehrt die Division der beiden letzten Gleichungen
durch die erste, dass

vdv =p;.ds
dv ¢ (2)

Pg=mp,=mvd;

sei. Integriert man die letzten Gleichungen in (1) und (2), nimlich

mdyv = mp,dt = Prdt und
mvdv = mpds = P,ds

fir ein Zeitintervall, ftir welches dem Anfangspunkte die Werte { — o,
§=o9, v = v, und dem Endpunkte die variablen Werte ¢, s, v ent-
sprechen, so findet man

#) In der friiheren Auflage folgt an dieser Stelle in einem besonderen Para-
graphe eine ausfiihrliche Behandlung der Componenten der relativen Kraft nach
Coriolis, vor allem der ,zusammengesetzten Centrifugalkraft.

12+
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dessen Anfangsgeschwindigkeit v, ist, unter der alleinigen Einwir-
kung der Kraft R dieselbe Bahn zurticklegen mtisste.

Um die Gleichung der Bahn fir diesen besonderen Fall eines
freibeweglichen materiellen Punktes, der unter dem Einflusse einer
Anfangsgeschwindigkeit v,, deren die Bahncurve tangierende Rich-
tung etwa zur positiven X-Achse (Fig. 65) gewihlt sei, und unter
dem Einflusse einer in der Richtung der positiven Z-Achse wirkenden

Fig. 65.

8"

vYZ

constanten Kraft R sich bewegt, in einfacherer Form zu erhalten,
braucht man nur etwa von den Gleichungen 9, S. 183 auszugehen
und die dort angefihrte Methode zu befolgen. In dem vorliegenden
Falle ist Pz = R, Px= Py = 0; da ferner dic Richtung von ¢, in der
Z X-Ebene gelegen ist und Py = O ist, so muss die Bewegung aus den
auf S. 184 erirterten Griinden stets in der Z X-Ebene vor sich gehen.

Durch Integration der Gleichungen Pz —= R —=m %t—%
" o
Pr=m d—d—t)?( = 0 ergibt sich, wenn man die constante Beschleu-

und
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gleichgerichtet ist (Fig. 66 a), negativ fiir den Fall einer Anziehung
(Fig. 66b) — zufolge der Gleichung (10) S. 184 bestimmt ist durch

&r dg)?
Pr=:l:.P=m d—ti—r(ﬁ%‘)]... (4)

Zundchst ist zu bemerken, dass bekanntlich die Richtungen der
beiden orthogonalen Componenten P, und P, mit der Richtung m« der
resultierenden Centralkraft P (Fig. 66 a und b) immer spitze Winkel

Fig. 66.

einschlieBen milssen. Da nun die Centripetalkraft P. stets gerichtet
ist nach dem Mittelpunkte O des Kriitmmungskreises, als dessen Bogen-
¢lement das dem Punkte m zunichst liegende Bahnelement A M an-
gesehen werden- kann, so ist der Winkel 47 O mu stets ein spitzer und
demnach der Winkel Om C stumpf oder spitz, je nachdem die Rich-
tuig mC der Richtung mu entgegengesetzt ist (Fig. 66 a) oder mit
derselben tibereinstimmt (Fig. 66b), also je nachdem P, positiv oder
negativ, mit anderen Worten: je nachdem die Centralkraft eine ab-
stofende oder eine anziehende ist. Nun schliefit bei einem jeden
Kreise die centripetale Richtung m O des Halbmessers mit jenen Rich-
tungen, die vom Endpunkte m desselben zu den auf der convexen
Seite des benachbarten Kreisbogens M M’ (also auf jenmer Seite der
Tangente des Punktes m, auf welcher nicht der Kreisbogen M M’ ge-
legen ist) befindlichen Punkten C (Fig. 66 a) gezogen werden, stumpfe
Winkel ein; befindet sich dagegen C auf der concaven Seite (Fig. 66 ),
also mit dem Bogenelemente M M’ auf derselben Seite der Tangente,
% ist dieser Winkel Om C ein spitzer Winkel. Demgemifl wendet die
Bahncurve bei jeder Centralbewegung dem Centralpunkte C
stets die convexe (Fig. 66a) oder aber die concave Seite
(Fig. 66b) zu, je nachdem P, positiv oder negativ, also die

Centralkraft eine abstoBende oder eine anziehende ist.
14*
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Fs ist demnach auch + veosa = r iq—) und wenn man fiir 51_93_ zu-

25 dt’ dt
folge der Gleichung (2) einsetzt: & 50 findet man
v = __2k 2k . (6)
+rcosa n

wo n (siehe Fig. 66) die Normale, welche vom Centralpunkte C auf
die der jeweiligen Lage m des Punktes zugehtrige Tangente der
Bahn geftihrt ist, bedeutet.

Die letzte Gleichung, die sich fibrigens auch in hochst ein-
facher Weise so ableiten liefle, dass man das dreieckférmige Flichen-
element d F, das nach (2) durch k. d¢ gegeben ist, aus leicht ersicht-

lichen Grtinden auch anderseits dem Producte g d s gleichsetzt, spricht

das Gesetz aus, dass bei einer und derselben Centralbewegung die
Geschwindigkeiten v in verschiedenen Punkten der Bahn den
vomCentralpunkte C auf die Tangenten gefiihrten Normalenn
invers proportional sind, und ebenso muss umgekehrt, wenn eine
Bewegung diese letztere Eigenschaft fiir einen gewissen fixen Punkt C
hat, diese Bewegung eine Centralbewegung und C der Centralpunkt
derselben sein, denn es ist, wenn man das constante Product nv
durch 2 & bezeichnet, ‘Z—fj = %— n. %% = % nv =k, also, wenn zur
Leit t =0 auch F = o0 angenommen wird, F = k¢, wie in Glei-
chung (3), so dass auch die aus dieser Gleichung frither deducierte
Folgerung giltig ist.

Setzt man in der ersten der Gleichungen (5) den Wert von »°

. S AR
a8 der Gleichung (6) ein, ndmlich +* = oot % findet man
o1

Pr=4”lk".;—2m§z « .. (7)

oder auch, wenn man cos ¢ = =+ :; setzt (siehe Fig. 66)
r
P,::t4mk2.;3?... (8)

Die Gleichungen (7) und (8) gestatten sowohl, wenn das Gesetz,
nach welchem die Centralkraft P, sich mit  und ¢ #ndert, gegeben ist,
die Art der Bahn zu bestimmen, als auch anderseits — was einfacher
it — den Wert zu bestimmen, den die Centralkraft haben muss,
wenn die Centralbewegung in einer bestimmten Bahn erfolgen soll.
Wie sich aus dem Gesagten ergibt, kann die Bewegung in einer
jeden beliebigen Bahn eine Centralbewegung sein, fiir
welche auch der Centralpunkt beliebig ist, nur miissen v und
P, den Gleichungen 6, 7, 8 entsprechen.
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Anmerkung. Man kann die Ausdriicke 7 und 8 fiir die Centralkraft tm ¢;
gegebener Bahn und gegebenem Centralpunkte (ﬁem Pole der Polarachse) am ¢h

mannigfach umformen, so ist z. B. auch P, = — 4mi?. ,—:‘— g—: u. 8. w.; man kann so
auch aus der Gleichung (2), niimlich aus #? de _ 2k und aus der Gleichung (4)

dt
leicht folgenden bemerkenswerten Wert ableiten

ARE)

Pr= P -

r + dg*

Es ist dies die von Binet herrithrende Formel. Es entspricht auch in dieser Formel,
wie in allen folgenden, ein positives P, einer AbstoBung, ein negatives P, einer
Anziehung.

Ist die Centralkraft P, von ¢ unabhéingig und (wie in den meisten
Fiillen der Natur) eine blofie Function der Entfernung r vom Central-
punkte, nimlich P, = 4- f (r), so hat dieselbe, wie schon im § 45
nachgewiesen wurde, ein Potential U, und zwar ist

U=—fp,.dr .9

und es haben dann alle im § 45 fir diesen Fall nachgewiesenen
Sitze Giltigkeit.

Es sollen nun im Folgenden die gewonnenen allgemeinen Er-
gebnisse auf einige wichtigere Fillle in Anwendung gebracht werden.

a) Erfolgt cine Centralbewegung in einer Kreisbahn vom
Radius » und ist zudem der Centralpunkt der Kreismittelpunkt, so ist

n=¢=r und « = v zu setzen, so dass nach (7) und (6) P, =

=— 4';: und v =27k ist. Es muss demnach eine solche Bewegung

eine gleichférmige sein, fiir welche » den constanten Wert ? und

die Winkelgeschwindigkeit w = %‘]i’ nach (2) den Wert%f— hat, daher

k= 522-’1’, somit ‘
Po=———=—mr.w* ... (10) ist.

Es ist dies dann die im § 41, S. 179 schon untersuchte Bewegung,
bei welcher die Centripetalkraft mit der Centralkraft identisch ist.
Bedeutet 7' dic Umlaufzeit, so ist offenbar kT = r*n, vT=

.

=277 und w=217,t,

und es ist daher, wie auf S. 179

P—=—4ath0 L (1D)
b) Ein besonders wichtiger Fall, zumal in seiner Anwendung
auf die kosmischen Bewegungen von hoher Bedeutung, ist jener, in

welchem die Centralkraft dem Quadrate der Entfernung r vom
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Centralpunkte invers proportioniert ist, so dass, wenn durch
u die Beschleunigung dieser Kraft in der Entfernung 1 bezeichnet ist,

P=+%§i c.. (12

wo dag obere Zeichen wie frither und auch stets spiterhin auf
den Fall einer AbstoBung, das untere auf jenen einer Anziehung
Bezug hat.

Die Geschwindigkeit v, und deren Richtung in irgend einem
bestimmten Zeitpunkte, der zum Anfangspunkte der Zeit gewiihlt
si, sowie auch die Lage M, des beweglichen Massenpunktes m zu
dieser Zeit sei gegeben. Der diesem Momente entsprechende Radius
vector C M, sei r,, und die Bewegungsrichtung v, schlieBe mit diesem
Leitstrahle den als gegeben angenommenen hohlen Winkel o, ein
{(,<<m). Die Richtung von CM, == r, sei als positive Richtung der
Polarachse (bezw. 2-Achse), der Centralpunkt C' als Pol (bezw. An-
fangspunkt des Coordinatensystems) und der Polarwinkel ¢ sei
in der Richtung der Bewegung positiv angenommen.

Es stellt dann zur Zeit Null v,=r, ((‘li : (Glelchun«r 11, S. 115)
die zu 7, normale Geschwindigkeitscomponente namhch v, $in o, dar,
50 dass (%?) — DM % ist, weshalb auch der in der Zeiteinheit

%o

(P_
durchstreifte Sector % nach (2) durch

_ 1 d‘l’)
k——r,, at Zzor,,smao... (13)

bestimmt ist.
Nimmt man die positive Richtung der y-Achse des Achsensystems

derart an, dass fir dieselbe ¢ = + —75 ist, so ist

Pz . _ﬁy
mw——l’ oS (p = = cos @
d"" . mu
dt" = P, singp—= - ysing

Dividiert man diese Gleichungen durch m und integriert dieselben
nach ¢ innerhalb des Intervalls ¢ == o bis ¢, so erhiilt man, da die zu
der z- und y-Achse parallelen Geschwindigkeitscomponenten zur Zeit
Null ¢, cos @, und v, sin &, sind,

t t

de cosg ., dy sm(p

¢ 0030!0——+[1j 2 dt, qf T 0 S dp="t-p dt
o 0

Substituiert man ferner fiir d¢ den aus (2) sich ergebenden

Wert dt — ; %g dg, so findet man
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(14

Fihrt man, um die Gleichung der Bahn auf eine einfac
Form zu bringen, zwei durch die gegebenen Grofen v, a, ¥ und
bestimmten Grioflen ¢ und ¢, ein, die mit diesen Constanten der beid
letzten Gleichungen so zusammenhingen, dass

€SI o = ¥, COS &,
2
2k

wird, so dass also bei Beachtung des Wertes & aus (13) ¢ und g, |
stimmt ist durch

€ €08 P, = v, Sin & =

2 2
= Vc"’ sin® @, + ¢ cos® g, = l/v,,” + B 4”k9'

A LA
. v, €08 ¢ 2k
sin @, = .2 S Po=——

8o nehmen die Gleichungen (14) folgende Form an:

dz . [T
g = Csingok gy sing l
dy " (16)
ﬂ=ccosq>o:Fﬁcosgo l
Nun ist, wie sich durch Differentiation der bekannten Tra
formationsgleichungen z — r cos ¢, y = r sin ¢ und nachfolger
do
Tdt

somit, wenn m

Elimination von % ergibt (siehe Gleichung (10), S. 115) r
. dy . dx de 2k
=C08g - —simg o und nach (2) i = 7o
die Werte aus (16) einsetzt, 27—k =F Q&k + ¢.cos (¢ + @,) und

41

r=—_—2‘]‘w— — —...
1 +—'r cos (¢ + ¢o)

Dies ist die allgemeine Polargleichung der ebenen Bahn,
welcher sich das Bewegliche unter der Einwirkung der Centralkr
(12) bewegt.
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1. Beachtet man zunichst die oberen Qualititszeichen, d. h.
nimmt man an, dass die im inversen Verhiltnisse zum Quadrat der
Entfernung r stehende Kraft P, eine abstoBende Kraft ist, so ist
nsch (15) und (17)

4%

2ke ry 2u T n
T=V1 +7(‘vog+r—o) llnd r =

2k
LA

Die letztere Gleichung ist aber, da rechterseits der Coefficient von
¢s (¢p + o), nidmlich 2—{“’ der vorletzten Gleichung zufolge grofier als

list (was schon deshalb stattfinden muss, damit r stets positiv bleibt), die
bekannte Brennpunktspolargleichung eines Hyperbelastes, niimlich des-
jenigen, welcher von jenem der beiden Hyperbelbrennpunkte, der zum
Pole gewihlt wurde (und der zugleich der Centralpunkt ist), weiter ent-
fernt ist, welcher also diesem Pole die convexe Seite zuwendet. Die
Hyperbelhauptachse ist gegen die Polarachse, d. i. gegen die Richtung
von 7, unter dem Winkel (— ¢,), dessen entgegengesetzter Wert aus (15)
mbestimmen ist, geneigt, der halbe Parameter p = « (62— 1) der Hyperbel
ist durch den Zahlwert des Zihlers, also durch p — 4% und die nume-
riche Excentricitiit & — % der Hyperbel (wo e den halben Abstand der
Brennpunkte und @ die reelle Hyperbelhalbachse bedeutet) durch den
Zahlwert des Coefficienten von cos (¢ + ¢,), also durch ¢ = 2—72 =

—l/l 422 4% ( 2 4 2’“) (wo ftir & der Wert aus (13) emzuﬂlhren

ist) gegeben so dass der Hyperbelzweig vollkommen bestimmt ist.

Bewegt sich daher ein Korper unter der Einwirkung
tiner dem Quadrate der Entfernung von einem fixen Cen-
tralpunkte C invers proportionalen abstofienden Central-
kraft, so erfolgt die Bewegung liings eines Hyperbelastes,
dessen auf der convexen Seite desselben liegender Brenn-
punkt der Centralpunkt ist. Dieser Hyperbelast ist auf die frither
erwihnte Weise vollkommen determiniert.

2. Ist die Centralkraft eine anziehende, welcher Fall der bei-
weitem wichtigere ist, so hat man durchwegs von den unteren Qualitiits-
zeichen Anwendung zu machen, und es ist daher zufolge (15) und (17)

2k 2
¢ V1+ ( 9 __ it)
e
u
2k
L = s (9 + )

(18)

s o b .
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bestimmt sind. Bemerkt zu werden verdient, dass auf die Linge der
grofen Achse der vorletzten Gleichung zufolge aufler u nur 7, und v,,
sber keinesfalls der Winkel o, Einfluss nimmt.

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich auch fur p der

Wert p = 4 %%. b” somit nach (12) P, =—4k*m b"" r’ Bezeichnet
man die Umlaufszeit in der elliptischen Bahn durch 7, so ist, da der
* Radius vector in der Zeiteinheit die Fliche k& durchlauft, der Flichen-

inhalt der Ellipse einerseits durch %7, anderseits bekanntlich durch

sbx bestimmt, also 7= aan; setzt man die obigen Werte fiir a und b

—, 80 dass auch die Umlaufszeit
2’4 2)2
7o

wobl von », und v,, aber keinesfalls von ¢, abhingig ist. Durch

ein, so findet man 77— 2

Substitution von k= a_l;ir in die letzte Gleichung fir P, findet man

1 a8
— 2 ol
tberdies P, — — dmn®. . 7o

Ist v,° — rﬁ und zudem a, = 1;- so wird, wie die obigen Glei-

o

thungen lehren, die Excentricitit gleich Null und a=b, d. h. die
Ellipse tibergeht in einen Kreis (Fall a).

Kehren wir wieder zu unserem allgemeinen Problem b) zurtick.

Die Geschwindigkeit v in dem beliebigen Punkte, dessen
2 2
Polarcoordinaten r, ¢ sind, ist bestimmt durch »® = (?i—'f) + %‘%),

2
daber ist auch zufolge (16) v®= c? + 4‘““ =S !‘,‘_’ cos (¢ + @), oder

wenn man den Wert von F ¢ cos (p + ¢,) aus der Gleichung (17) der
Trajectorie und fiir ¢ den Wert aus (15) einfiihrt,

—wern(1-1) . qo

80 dass man fiur jeden Wert der Entfernung » den Wert der Ge-
schwindigkeit v bestimmen kann. Im Falle einer Abstofung nimmt
daher die Geschwindigkeit v mit wachsender Entfernung » vom Central-
punkte zu, im Falle einer Anziehung aber ab, so dass sie im letzten
Falle in dem dem Centralpunkte C niichsten Punkte 4 der Bahn ein
Maximum, im entferntesten Punkte 4" ein Minimum ist (vergl. Fig. 67).
Ubrigens lieBe sich die Gleichung (19) viel cinfacher ableiten aus
dem Satze, dass die Zunahme der lebendigen Kraft stets gleich ist der
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dass die resultierende Kraft P,, deren Richtungslinie mit dem Radius
vector identisch ist, gegeben ist durch
dmi? 1
P = j: T . r_g o e . (24)
wo das obere Zeichen flir den Fall Giltigkeit hat, wenn die Central-
kraft die Richtung von r hat, also eine abstofiende ist, das negative
Zeichen aber eine anziehende Kraft zur Voraussetzung hat. Derselbe
Wert von P, wiirde sich auch ans der Gleichung (4) ergeben, wenn
man den durch Differentiation der fritheren Gleichung (fif =2 pk sing

sich ergebenden Wert von @ ferner fir ¢ cos ¢ den Wert aus (22)

ae’
ud fiir _411 den Wert aus (2) in (4) einsetzen wilrde.

Anmerku ng. Mit Zuhilfenahme der allgemeinen Binet’schen Formel
(siehe Anm. auf S.214) filr die GroBe der Centralkraft lieBe sich die Formel (24)
ams (22) unmittelbar folgern.

4dmk®
2

constant istip so lisst die Gleichung (24) das Gesetz erkennen, dass
eine Centralbewegung in einer Kegelschnittslinie, wenn ein
Brennpunkt derselben der Centralpunkt ist, nur dann mog-
lich ist, wenn die Centralkraft dem Quadrate der Entfer-
nung invers proportional ist.

Eine Folgerung der zwei ersten Kepler’schen Gesetze ist
demnach das Newton’sche Gravitationsgesetz, nimlich die indirecte
Proportionalitit der kosmischen Gravitation der Planeten gegen die
Sonne zu dem Quadrate ihrer Entfernung.

Infolge der Ubereinstimmung der Gleichung (24) mit der Glei-
c¢hung (12) wofern man o 4R o

I C2)
setzt, haben alle unter b) aus der Gleichung (12) abgeleiteten Folge-
rungen auch hier ihre volle Giltigkeit.

Erfolgt, wie bei den Planeten, die Bewegung in einer Ellipse,
% ist, wie friher, wenn 7' die Umlaufszeit und @ und b die grofie

und kleine Halbachse der Ellipse bedeuten, k = _;2 und p =€;—
al
2 setzen, so dass nach (25) und (24) u = 4=° Vel und
P.=—4mn®. i (26)

_2_ . .
ist, T

Da nun dem dritten Kepler'schen Gesetze zufolge bei allen
Planetenbahnen die dritte Potenz von a dem Quadrate der Umlaufs-
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dies z. B. bei der sogenannten Centrifugaleisenbahn oder einem Fadenpendel der
Fall ist), so wiirde es in einem Punkte der Bahn dahin kommen, dass W, =¢
ist, so dass in diesem leicht zu bestimmenden Punkte (flir welchen nimlich der

entsprechende zwischen -;;— und = gelegene Mittelpunktswinkel ¢ aus der Glei

chung cos ¢ = 1 2 — ggl) berechnet werden kann) der materielle Punkt die

3
Kreisbahn verlassen und sich als ein freibeweglicher Punkt in einer Parabel weiter

bewegen wiirde, welcher Fall natiirlich hier ausgeschlossen sein soll. Wire
¢ > oder =V5gl, so miisste auch bei einseitigem Widerstande die Bewegung
eine circulierende sein.

Bei einem Fadenpendel #uBert der gespannte Faden einen Zug
W, auf den schweren in der Kreisbahn sich bewegenden Korper in
der centripetalen und der letztere Korper einen Zug — W, auf den
Faden in centrifugaler Richtung, und die Gleichung (9) lisst die Grofe
dieses Zugs bestimmen; dieser Zug hat den grofiten Wert, niimlich
@ [3 — 2 cos a] beim Hindurchschwingen durch die Gleichgewichtslage
C o und den kleinsten Wert Q cos a in den #uBersten Lagen C O und C0.

Um den Weg s, die Winkelelongation ¢ und die Geschwindig-
keit v als Functionen von ¢ auszudriicken und auch die Schwingungs
zeit 7' zu bestimmen, hat man etwa von der Gleichung (7) auszugehen
und die Grundgleichung ds=vd¢ in Anwendung zu bringen Die

Gleichung (7) ldsst sich, da cos p — cos @ = 2 sin + 9 si 5 —Pig,

folgendermafien umformen
v ="V2g1 (cos p — cos a) =l/4gl sin — _HP sin & 5 —?

Es sci nun zuniichst der Fall betrachtet, in welchem die Winkel-

amplitude «, daher auch ¢, a-;(p a— 3 ? 50 klein sind, dass man
die Sinus dieser Winkel durch die (im Bogenmafi ausgedriickten)
Winkel selbst ersetzen kann. Unter dieser Voraussetzung ergibt die

letzte Gleichung folgende Niherungsformel:

v—l/4g ‘}H—*——q’ = Vgl(a*—(p"’)—— gl[:( ) ( ]-
l/ (a~—s~

Bezeichnet man nun kiirzehalber durch % den constanten Aus-

druck kzl/‘g , 80 ist S
v=kVat—s* |
c:ka [ o e e

Zu diesen letzteren Formeln und daher auch zu allen anderen
aus diesen Formeln (10) in § 38 abgeleiteten Gesetzen fihrt auf
einfachem Wege auch die Zerlegung der Schwerkraft Q = mg (Fig. 71

(10)
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a=l/ L. 3¢ __ g
9 Vecosp—cosa

Fiihrt man nun, um die in endlicher Form nicht ausfiihrbare Integration
dieser Gleichung durchzufiihren, als Hilfsvariable die variable Hohe z = o N der

verinderlichen Lage des Pendels fiber dem Horizonte der Gleichgewichtslage ein,

%0 dass z in den HuBersten Punkten O und O’ der Hohe h = 04 (Fig. 71) der

ganzen Bahn gleich ist, so ist AN =1(cosp —cos ¢) =h —zx und cos ¢ =
CN l—=z

= — daher sin (4 d Q= "E' dz = —g_xr:_ Setzt
1 1 l T lsing ¢ YV@l—2x)=
. man diese Werte fiir d¢ und (cos ¢ — cos &) in die Gleichung (15) ein, so findet man

t—l/ 29

l l d:c

V(z”‘)m sy

Dawihrend der ganzen Schwingung x < 21 bleibt, so liisst sich | 1 —

—1

21 B

in eine convergente binomische (unendliche) Reihe entwickeln, und es wird dann
.3 1.3.5 (=Y dr __
‘_V[:H' 2 21’*‘2 4(21) MR Y (2_1)'*' Vhz—o

Durch Integration dieser Gleichung von 2 = ¢ bis x = k erhilt man die

wilrend der Bewegung von o nach O verstreichende Zeit, d. i. die halbe Schwin-

gugsdaner gT, also, wenn man beiderseits mit 2 multipliciert,

T—Vfl+ 52t e i(2z)+;:3:2(21)+

Bezeichnet man kiirzehalber durch A4, den Ausdruck

th—

h
An =f V%Z_ Az (16)

% erhiilt der Ausdruck fiir 7 die Form

T:VZ(A,_;_ A+ 3( )A, ‘3‘5(l)3A,+...)(17)
g 221 2.4 \ 2] .4.6 \ 21

Es handelt sich demnach allein um die Berechnung des Ausdruckes (16). Es
f¢l zu diesem Zwecke hx — x? durch X bezeichnet, also X = hx-— x?, so dass
dX = hdex — 2xdx und demgemiB xdx = —;— hdx — -;— dX ist, somit

dx x"—‘ md.z: 1 xn—1 1 dX
= =—h|\——dz— —jx1. 18
Vhz—2a f 27) yx 2 vx 1

Nuw ist stets d (uv) = udv 4 vdu, daher udv = d (uv) —v.du und | udv =
=uv— | vdu, welche Gleichung den Satz von der theilweisen Integration aus-
drijckt,
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itet sind und daher das Kettenpolygon ein in einer Vertical-
ne gelegenes Polygon mit durchwegs hohlen Vieleckswinkeln ist,
| dieser Fall soll in diesem Paragraph behandelt werden. Eine
artige Kettenlinie sei stets kurzweg als ,belastete Kettenlinie“
eichnet. Die Abscissenachse sei stets horizontal angenommen,
1 zur positiven Richtung der Ordinatenachse y sei stets, um die
annung p, sei dieselbe eine Druck- oder Zugspannung, stets dem
wluten Zahlwerte nach in Rechnung bringen zu konnen, im ersten
lle (d. i. bei gesttitzten Kettenlinien) die Richtung vertical nach
wirts, im zweiten Falle (bei hingenden Kettenlinien) die Richtung
rtical nach aufwirts gewiihlt.

Es sei Fig. 84a, bezw. b das Kettenpolygon (Seilpolygon) und
ig. 84¢ das zugehtrige Kriiftepolygon. Die Zeichnung Fig. 84a

Fig. 84. a)

zieht sich auf den Fall, in welchem nur Zugspannungen stattfinden,
‘mnach die einzelnen Glieder der Kette auch durch Seile ersetzbar
ud (hiingende Kette), dagegen stellt Fig. 84 den Fall vor, in welchem
ruickspannungen in allen Gliedern des Kettenpolygons herrschen
estitzte Kette).

Nach den Gesetzen des § 49 miissen, wenn 01, 12, 23, 34 u.s.w.
fig. 84¢) die Belastungen g;, go. . . darstellen und o C und Cn zu den
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Es sei Fig. 85 eine gemeine Kettenlinie, 4 deren Scheitel,
das dieser Kettenlinie entsprechende Kriiftepolygon und C desser
Zur positiven Ordinatenachse sei, wie frilher, wenn die Kette
Zug beansprucht ist, die durch den Scheitel vertical nach aufy
(bei einer Sttitzlinie nach abwirts) gefithrte Achse und zur Absci
achse die in der Entfernung ¢, die als Parameter bezeichnet 1

Fig. 85.
\y

E" E 0 N R

unterhalb (bei einer Stlitzlinie oberhalb) des Scheitels in der E
der Kettenlinie gelegene horizontale Achse, die man die Direc

der Kettenlinie nennt, angenommen.
Da V= H tg « ist, so ist auch nach (1) und (2)

s=ctga ... (3)

Der Gleichung (6) S. 287 zufolge ist flir das hier gew
Achsensystem allgemein dp = Spdy = Fk.dy. Integriert man
Gleichung fir die Bogenlinge .4 3 (Fig. 85), so ist, da in A die §
nung H == k¢ und die Ordinate y = ¢ ist, p — k¢ = k[y — c],

r=k.y ... (4,
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weissenachse eines rechtwinkligen Achsensystems fallende Halb-
der Lingeneinheit gleichkommt, wobei ferner % die Fliche be-

, welche von der Hyperbel, der eben erwihnten Halbachse und
rom Hyperbelmittelpunkte (Coordinatenanfangspunkte O) nach
‘unkte m gezogenen Leitstrahle Om begrenzt wird), so ist den
ungen (9) zufolge

y = c.cosh (%;) und 8 = c. sinh (%) ... (10)

Setzt man in die aus (7) und (8) gefolgerte Gleichung 6=
t—s fir y und s die Werte aus 5 und 3, nimlich y =csece

i=c.tg ¢ ein, so findet man
z=c.lognat[tga + seca]l =c. ltg[ 2] (11)

Die resultierende Spannung p und die Verticalspannung ¥ sind
Hleichungen (1), (4), (9) und (2) entsprechend ausgedrtickt durch

ke[S -3 . z
p=ky=—7 e‘+e ]_H.cosh(z)

V=k.s=ﬂ[e ——e_? = H.sinh (f)
2 ¢

der Elevationswinkel « ist der Fig. (85) gemidfi bestimmt durch

(12)

P __ — z
sec o =g= (e +e )—cosh (c)
tanga—-;% e‘—e )—smh( )
(13)
p

e?—{— e ©  cosh ( )

Der Kritmmungshalbmesser ¢ der Kettenlinie fiir den Punkt 37

. . Y 4
ifolge der zweiten Gleichung (4) S. 264 ¢ = T eos @ oder, da
@) p = ky ist,
Q=CT?S/;=y.seca=csec2a ... (19

Fir ¢ =0 ist o = ¢, d. b. es ist der Parameter ¢ dem Kriim-
shalbmesser filr den Scheitel gleich.
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_1 [(y.+ L) ¢ + v— 3" _“] ‘

B = 0
vy = E [(kyo+ Cy) e — (ky" - C’) ¢ ] ]

lche Gleichungen iibrigens nicht nur fiir den Fall, in welchem sich ein
ller Wert von ¢ ergibt, also y.? >—k,— ist, sondern allgemein giltig sind,

nn nur, wie oben stets vorausgesetzt wurde, die abstoSende Kraft P =
mk?y dem Abstande vom fixen Punkte O direct proportional ist.

Setzt man nun wiederum die durch die Gleichungen (21) villig bestimmte
adlinige Bewegung lings der verticalen y-Achse mit einer gleichfSrmigen
adlinigen Bewegung in horizontaler Richtung, deren Geschwindigkeit nicht
br wie friiher den bestimmten Wert kc = }/k?y,* —¢,’, sondern einen belie-
en positiven constanten Wert ¢, hat, 8o dass x = c,.t wird, so erhilt man
¢ allgemeine Bewegung, fiir welche wie frither p = k?y ist, die jedoch
ht mehr an die besondere Bedingung der Proportionalitiit der Geschwindig-
tv und der Ordinate y, also an die Bedingung v, = ky, gekniipft ist.
r diese Bewegung ist die Anfangsgeschwindigkeit ¢, = /& + ¢, cos (xco) =

%’ sin (T o) = %, und dieselbe erfolgt nicht mehr in einer gemeinen Ketten-
0

ie, sondern in einer Curve, die durch (21) bestimmt ist, wenn ¢ = ci gesetzt
24

D) )

Diese Curve ist auch jene allgemeine Form der Kettenlinie (bezw. Stiitz-
e), fir welche die Belastung pro Lingeneinheit der Horizontalprojection, d. i.

d, so dass

' . : dp
-der Ordinate y der Kettenlinie direct proportional ist, also—-—=

dx
1.y ist, wo g einen constanten Factor bedecutet, denn es ist nach Gleichung (11)
00 und (14) S. 292 unter der letzten Voraussetzung z=ql%—f=l.y und
r

qr
:Hgz = qH.y, was mit der obigen allgemeinen Gleichung p = k*y iibercin-
omt; somit ist nur in der Gleichung (22) k= y¢H und nach Gleichung (8),
88 ¢z = H, ¢y = V, (wo ¥, dic Verticalspannung fiir y = y, bedeutet) zu setzen.

Die Belastungscurve B der gemeinen Kettenlinie ist durch die

eichung (13), S. 291 bestimmbar. Da nun zufolge (13), S. 297 Zy

1 z —§ diy 1 g —% Y.
tga_g[e —e ], sonach T —9g| ¢ +e = ist,

ist ¥V = da nach (2) ¢ = —f, so ist auch
=y— _712’ Wahlt man demnach -~ derart, dass dieser Quotient

elchkommt dem Quadrate des P‘xmmeters ¢ der Kettenlinie, also
¢h gleich wird dem Quadrate des Kriimmungshalbmessers fiir den
heitel, so wird Y=y —y =0, d. h. die Belastungslinie ist
in eine horizontale Gerade E'EN (Fig. 85), und zwar identisch
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mit der Directrix der gemeinen Kettenlinie. Bei willktirlicha

Wabhl von ;—g ist Y= (1 ——) y, es sind also die Ordinaten Y da

s
Belastungscurven den Ordma.ten y der Kettenlinie proportional.

Die gemeine Kettenlinie ist nicht die einzige Kettenlinie, der eine gerade
horizontale Belastungslinie entspricht, denn soll die horizontale Abscissenachs
die Belastungslinie, also Y = o sein, so muss zufolge der Gleichung (13) und (1)
S.291 y = 7 und daher nach (14), S.292 p = Hgq,.y = k*y sein, wo k = }/Hg, it
somit muss eine jede aus der Gleichung p = k?y abgeleitete allgemeine Curve
deren Gleichung (22) ist, eine solche Kettenlinie (Stiitzlinie) mit horizontale
Belastungslinie sein. Es ist nur, wie gesagt, k = y/Hg, und wie frila
cz=H,¢,=V,=Hlig o, vy=p,=V w 8. w. zu setzen, so dass die Gleichug
(22) die Form annimmt:

y=%[(yo+tga, V‘?f‘)ezl/%-l-(yo—tgao qu;) e - V%_'-]

Legt man die Ordinatenachse durch den Scheitel dieser Curve, dessen Ondi
nate durch ¢ bezeichnet sei, setzt also @, =0, yo =2¢, ¢, = Vo =0, g0 ist

SV (VD)
e e B el

Fiir den besonderen Fall, dass VE =y, = c ist, ilibergeht diese Ketter
qr
linie in eine gemeine Kettenlinie.
Bezeichnet man durch ¢, die zwischen dem Scheitel irgend einer Ketter
linie K und der entsprechenden Belastungscurve B gelegene Verticale und durch ¢
den Kriimmungshalbmesser der Kettenlinie fiir den Scheitel, so ist, da fiir den

apP _dP

selben offenbar die Spannung p = H und cos «, = dz _ 1, also 4 =z un¢

ds
sin (ds, dP) = 1 ist, nach Gleichung (4), S. 264 und Gleichung (11), S. 2%
H

—— ) = 2. q, also stets
° H

=002 . . . (25)

qr ¢

zu sctzen (siehe S.291) und demnach kann die Gleichung der Kettenlinie (24)

wenn als horizontale z-Achse die Belastungslinie, also z, = ¢ =y, angenommet

wird, auch in folgender Form geschrieben werden:

x

z
y::‘é’i[y"‘h’"ﬁ-e lo,jo]

Fiir die gemeine Kettenlinie ist yo = go = c¢.

Anmerkung. Die Gleichgewichtsform eines schweren homogencn, &
zwei Punkten aufgehiingten Fadens wurde von Galilei fiir eine Parabel gehalter
Die Losung des von Jakob Bernoulli (1690) gestellten Problems, die wabr
Form und die Gesetze dieser von ihm zuerst ,Kettenlinie* genannten Curve 2
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bestimmen, lieferten in den ,Acta eruditorum (Lipsiae 1690 und 1691)* das be-
riihmte Briiderpaar Johann (geb. 1667, gest. 1748) und Jakob (geb. 1654, gest. 1705)
Bernoulli, ferner Leibniz und Huyghens. Dass die (gemeine) Kettenlinie
jene Form des Fadens ist, bei welcher der Schwerpunkt bei gegebener

Fadenliinge die moglichst tiefste Lage hat, wurde auch schon von den
Gebriidern Bernoulli erkannt.

§ 52. Die parabolische Kettenlinie und die Kettenbriickenlinie
und deren kinetische Analogien.

Ist die specifische Kraft Sp (die Belastung pro Lingeneinheit)
nicht, wie bei der gemeinen Kettenlinie, constant, sondern variabel,
80 hingt die Form der Kettenlinie, wie schon erwihnt wurde, wesent-
lich ab von dem Gesetze, nach welchem sich Sp von Punkt zn Punkt
indert.

Ein sehr einfacher Fall tritt dann ein, wenn gleichen Horizontal-
projectionen lings der ganzen Kettenlinie auch gleiche Belastungen
entsprechen, also die Belastung P eines beliebigen Bogens s (Fig. 87)

Fig. 87.

iy

Lo

;
:
c H

direct proportional ist der horizontalen Projection dieses Bogens.
Wird der Bogen s vom Scheitel der Kettenlinie aus gerechnet und
die durch den Scheitel in der Ebene der Kettenlinie gefiihrte hori-
wntale und verticale Achse zur z-, beziehungsweise y-Achse eines ortho-
gonalen Achsensystems gewihlt, so ist die horizontale Projection des
beliebigen Bogens s die Abscisse = des Endpunktes 3 dieses Bogens,
daher wegen der vorausgesetzten directen Proportionalitit von 2 und P

P=K.z,dP=K.dz (1)

Finger, Flemente der reinen Mechanik. 2. Aufl. 20
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wofern die z-Achse horizontal ist. Nun ist p = f.p, also f= % und, wie friiher,
r

d 3 —_— —_— —— qv ——
ds —C0s¢c , also ds = T .dzx, somit d K + .p% und da p? =
= H* 4 V* ist, auch F K q. H

+ 4 = 4 2 .

Bezeichnet man kiirzehalber durch So und U die constanten Werte:

—k+ 22 g o ®)
. by EA
80 1st
ap Vi_ S U4V
@ Styg=—g - @

Identificiert man nun die durch diese Gleichung (7) bedingte Kettenlinie
mit der Zeitwegcurve einer geradlinigen Bewegung, welche mit der Geschwindig-
keit + und der Beschleunigung p liings der verticalen y-Achse vor sich geht, so
hat man nur, wenn ¢ die Zeit und s den Weg bezeichnet, den Gleichungen (10),

H=H.p, V=H.v=H.tgea =1t und y=3. Die

Gleichung (7) erlangt dadurch die Form

8.290 gemiiB einzusetzen: ap

p=2tt T o ®

Diese Gleichung stimmt nun iiberein mit der Grundglelchung (1), S. 160, jener
a? 4 ¢?

geradlinigen Bewegung, fiir welche nimlich p = —g —— .~ vorausgesetzt wurde,

9 _S g9 _H Ll /) =L v5T
wofern man =T = also R { und ¢ = T SeU
annimmt. Es werden demgemiii nach Einsetzung dieser Werte die aus dieser

Grundgleichung auf S. 160 bis 162 abgeleiteten Gleichungen (2), (4), (5) und (7)
V

auch fiir die gesuchte Kettenlinie volle Giltigkeit haben, wofern v = tg « =

E'I
also fiir den beliebig in der Kettenlinie (Zeitwegcurve) angenommenen Anfangs-
pukt O to=1tg ao ferner s=y, t=2, —=—— und a= 5 VS U gesetzt
wird. -Man gelangt anf diese Weise zu folgenden vier Beziehungen:

U USo+ H*tgal? _ U USe+V*
y=—ggl9mt g T TR I Uk, Hitgres
H
2 -y
V2= Hitg?a = (USo+ H*tg? @p) ¢ —USo
Htga
VU AS: + (l/ (9)
L =T =L
CVUs U
— Ht .
y U .log nat VTJ q:@ /E )+ cos )]
k 9

wofern, da fiir ¢ = 0 auch s =0 und v =

angenommen wird. Der Coefficient »;’I—

hat nach (6) die Bedeutung von

vo ist, fiir z =0 auch y=o0 und ¢ =«
Pr






























































































































E Elemente der Kinematik eines starren Punktsystems. 3561

- gphirischen Winkel aOa = y = ¢ gleich ist. Ebenso liegen b und 8
in cinem zweiten Parallelkreise b8b’, dessen Ebene gleichfalls auf
dem Durchmesser Oc O" senkrecht steht, und es ist auch hier der

ol

Vittelpunktswinkel b BS dieses Parallelkreises dem Winkel 028,
d.i.dem Winkel d = ¢ gleich. (Fir den besonderen Fall, dass die
Ebenen der groBten Kreise aa und bg identisch sind, ibergehen
ofenbar die Parallelkreise in einen Aquatorialkreis, dessen Pol O ist.)

Dadurch ist nun nachgewiesen, dass es moglich ist, durch eine
einfache Drehung um die durch den fixen Punkt ¢ gehende Achse
Ocr, d.i. um die Durchschnittslinie der beiden Symmetrieebenen,
die den Punkten @ und « einerseits und den Punkten b und # anderer-
seits zugehoren, und zwar durch eine Drehung um den Drehungs-
winkel ¢, bei welcher Rotation a, bezw. b den Bogen aq, bezw. b
des betreffenden Parallelkreises (Fig. 95) beschreibt, die Punkte @
und b und daher auch alle anderen Punkte des starren Korpers aus
ihrer Anfangslage in ihre nach Verlauf des Zeitintervalls z statt-
findende wirkliche Schlusslage zu tiberfiihren. (Sollten die Anfangs-
und Schlusslage bei einem der beiden Punkte a und b dieselben sein,
% geht die Rotationsachse OO’ offenbar durch diesen Punkt, so dass
dann dieser Punkt mit O oder (' identisch ist.)

Wenn nun aber auch bei der wirklichen Bewegung einerseits
und bei der Rotation um die Achse Oc(’ andererseits die Anfangs-
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diesen Pol C mit den einzelnen Eckpunkten 0123 ... des den Kriiften
P, P; Py . . . entsprechenden Kriftepolygons durch die Polstrahlen 0C,
1C, 20, 3C. .. zu verbinden; hierauf fithre man irgend eine beliebige
Parallele 0'I zum ersten Polstrahle 0 C und verlingere dieselbe bis zum
Durchschnitte J mit der Wirkungslinie der ersten Kraft P; (die An-
ordnung der Krifte ist hiebei ganz willktirlich), von I hierauf zum
Strahle 1C eine Parallele I/ bis zum Durchschnitte I mit der

Fig. 115.

I
|
|
!
I
|
!
!

Richtungslinie der zweiten Kraft P,, von II zum folgenden Strahle
20 die Parallele I/ III u. s. w.

Dadurch erhiilt man das Seilpolygon 0 I IT III. . ., dessen Knoter
punkte 1 ITIIT. .. sind. Die Kriifte I, Po Py kann man von ihren An
griftspunkten .4; 4..d; versetzen nach den entsprechenden Knoter-
punkten I /1111 und kann dieselben dann mit Hilfe der entsprechenden
Kriiftedreiecke zerlegen in ilire Componenten, und zwar P; mittels des
Kriftedreieckes 0 C'1 in die Componenten 0 (' und C1 (siehe Fig. 113
und 116), P mittels des Kriiftedreieckes 7C 2 in die Componenten 1(
und (2, Pgin 2C und '3 u. s.w., welche Componenten, deren Zahl 2#
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b) Man fiihre zunichst durch den Momentenpol O die mit der Momenten-
basis H gleichgerichtete Achse Ou. Nun ziehe man von dem Angriffspunkte 4
der Kraft P = AB (Fig. 119) die mit der Momentenbasis H gleiche und gleich-
gerichtete Strecke AC, verbinde B mit C und filhre vom Momentencentrum O
tine Parallele zu B C bis zum Durchschnittspunkte a mit der Richtungslinie A B
der Kraft. Die diesen Punkt a auf die Achse Ou orthogonal projicierende Ge-
rade ea = h ist dann das auf die Basis H reducierte Moment der Kraft P. Der
Beweis hierfiir ist, nachdem der Angriffspunkt 4 der Kraft P nach a verlegt
worden ist, wodurch das Kriiftedreieck A BC in die frilhere Lage abc gelangt,
genau 8o wie bei @) zu fiibren.

Da das Moment der Kraft P dem Momente der ihrer Richtung und Grife
mch gegebenen Componente ac — H, und zwar auch dem Zeichen nach
rleich ist, so ist sofort ersichtlich, dass das dem Kraftarme A der Kraft H
gleiche reducierte Moment ea positiv oder negativ zu nehmen ist, je nachdem
ta auf der einen oder anderen Seite der Achse Ou gelegen ist.

Sind also mehrere Kriifte A;B;, AsBs, AsBs, A«Bs¢ (Fig. 120) auf dieselbe,
ler GrsBe und Richtung nach gegebene Basis H zu reducieren und die reducierte
algebraische Momentensumme zu bilden, so hat man auf die friihere Art die
Ordinaten e;a; = ky, €sas = hs, €sas = hs, €4as = he zu bestimmen und dieselben
zu summieren, wobei, wenn man in Fig. 120 jede Drehung im entgegengesetzten
Sinne des Uhrzeigers positiv in Rechnung bringt, die auf der oberen Seite der
Achse Ou gelegenen Ordinaten h; und ks positiv, die auf der andern Seite gele-
genen h; und h; negativ in Rechnung kommen.

Sollte bei der hier (unter b) besprochenen Construction eine der gegebenen
Krifte, z. B. 4,B¢ (Fig. 120) zur Momentenbasis parallel gerichtet sein, so ist

Fig. 120.

wie friiher an den Angriffspunkt 4, die Strecke A,C: = H anzufiigen und der
Angriffspunkt A, mit O zu verbinden, ferner durch B, eine Parallele zu 04,
bis zum Durchschnitte a; mit der Geraden O Cs zu zichen, indem die algebraische
omentensumme der beiden gleichgerichteten, beziehungsweise entgegengesetzten
Componenten 44C; = H und C:B: der Kraft A,B, durch das Product aus H
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llgemeinen berech-
ien kann. So ist,
wenn z. B. die Rich-
tungslinien (also auch
die vorlinfig beliebig
in denselben ange-
nommenen Richtun-

Fig. 129 a.

gen) der n-Componen-
ten, sonach 2n der
oberwihnten Grofen
gegeben sind, noch die
Kenntnis von 37—
—3—2n=n—3
Grboflen der Kriifte
nothwendig. Sollten sich bei
der Losung gewisse Werte
der Krifte P negativ erge-
ben, so ist dies offenbar ein
Zeichen, dass die betreffen-
den Krifte eine der vorkiu-
fig angenommenen Richtung
entgegengesetzte Richtung
haben. Fiir n =3 ist n—3
=0, so dass bei der Zerle-
gung einer Kraft in drei
Componenten im allgemeinen
die Kenntnis der drei Rich-
tungslinien der Componenten
hinreicht.

Doch selbst in diesem
Falle ist die Aufgabe eine
unbestimmte, wenn die an-
genommenen drei Richtungs-
linien u;upousz sich in dem-
selben Punkte schneiden, in
welchem Falle offenbar die-
ser Pankt auch ein Punkt
der Richtungslinie « der
Kraft R sein muss, oder aber,

Fig. 1295,

wenn die angenommenen drei Richtungslinien u;usu; zu einander,
daber auch zur Richtung von R parallel sind; denn man kann dann
die eine Componente, z. B. P; ganz willkirlich withlen und R nach
einer der bisher behandelten Methoden in P; und eine zweite Kraft


















































































































Saatik des starren Korpers. 4+£H9

Alte Punkt E zar Zeit { — O besitzt. an gerechneten Weg des-
»en, d. i den Drehungswinkel ¢ = arc E, E. ansehen.

Der Druck, der im Ruhezustande des Korpers auf die fixen
nkte O und O [wofern nur zwei solche fixe Punkte |Zapfen’ an-
1ommen werden] stattfindet, und der als statischer Druek be-
chnet sei, ergibt sich sofort aus der obigen Deduction. Bezeichnet
m die z- und y-Componente desselben fir den Punkt O, bexw. (
rch X, ¥,, bezw. X,- ¥,.. so ist (siehe Fig. 137\

. M, v SeX—-r2

Xo—Rx—T—...— T
N _—=
h_g M _ sy, JwZ—:n
d d &

x._ Y _SecX—22) '
“—d d

M, SeY—yd
e=—73 = d

il auBerdem wirkt Lings der Rotationsachse die Kraft R, = IZ.

Um im Falle des Gleichgewichtes den Einfluss einer einzelnen Kraft P
ig.138), die im beliebigen Punkte M des Korpers angreift, auf die fixen
imkte O und O der fixen z-Achse, mit anderen Worten, um den von dieser
naft P herriihrenden Druck auf die beiden Zapfen O und O’ zu ermitteln, kann
an folgendermassen vorgehen: Man zer-
ge die Kraft P in der aof S. 70 aus- Fig. 138.
nandergesetzten und in Fig. 138 veran-
‘haulichten Weise in die beiden Compo-
inten Z und T, von welchen die erstere
Ir Rotationsachse parallel, die letztere
sgegen zu dieser normal ist, so dass
‘= Pcos ¢ P) und T = Psin (z P) =
:YX?F Y? ist. N sei jener Punkt der
otationsachse, in welchem die durch
[ zur Rotationsachse senkrecht gelegte
bene E diese Achse schneidet. Fiigt
an zu den beiden Componenten Z und
‘der in Betracht gezogenen Kraft P
vei Paare von zu Z, bezw. T parallelen
tgenkriiften, die simmtlich auf den Punkt
“einwirken, niimlich Z’ und (— Z) und
Tund (— T) hinzu, so wird, wofern
= Z, T'"= T angenommen wird, an
' Wirkung des Kriiftesystems nichts
indert, da sich Z’ und (— Z) und ebenso T’ und (— TI) im Punkte .V
' Gleichgewicht halten. Es ist sonach die Kraft P iiquivalent dem Kriifte-
tem, das aus den Kriiften Z’, T’ und aus den beiden Kriiftepaaren (Z, — Z)
L (T, — T) besteht. Die Kraft Z' erzeugt einen Druck in der Richtung der
tationsachse, und es resultiert aus den den einzelnen Kriiften P entsprechenden
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mittlere Dichtigkeit und dementsprechend auch die Masse unserer Erde, der Sonne,
der Planeten u. 8. w. zu bestimmen im Stande ist.

Es sei n, die in absolutem MaBe ausgedriickte MaBzahl jener Kraft, mit
welcher zwei materielle Punkte, deren Entfernung der Lingeneinheit, d. i
1 Centimeter (bezw. 1 Meter) gleich ist, und deren Massen der absoluten Masses-
cinheit M, von je einem Gramm (beziehungsweise Kilogramm) gleichkommes,
gegen einander gravitieren. Dem Newton'schen Gravitationsgesetze zufolge (siche
S. 228 und 224) ist dann die Anziehung P, zweier Massen m, und m,’ (die
Indices a sollen hier und spiiterhin andeuten, dass die entsprechenden MafBzahlea
sich auf das absolute MaSsystem beziehen), deren Entfernung s ist, durch

P.,=n.”’;,',"i... ®

und die dadurch hervorgerufene Beschleunigung der Masse m, durch p ={;—= -

= Tame bestimmt. Bedeutet nun m,’ die Masse der als kugelfSrmig vorses
gesetzten Erde, » den Radius derselben und G die Beschleunigung der absolutea .
Schwere (siche 8. 192), so ist » = G und, wenn u, die mittlere Dichtigkeit und

¥ das Volumen der Erde ist, nach (1) ma'= ga.V= p..-;‘—.an, demnach G =
3

ypep g; Ist dementsprechend =, bekannt, so lisst
sich aus der bekannten Beschleunigung G der Erdschwere und dem Erdhalb-
messer r die mittlere Dichtigkeit u, der Erde anniihernd aus der letzten Formel
berechnen.

Wiirde man, um einen genaucren Wert von u. zu erhalten, auf die Ab-
plattung (Ellipticitiit) der sphiiroidischen Erde und auf die Rotation derselben
Riicksicht nehmen, so miisste man nach der Clairaut'schen Formel, in deren
Deduction (die etwa aus ,W.Thomson und P. G. Tait: Handbuch der theore-
tischen Physik, iibersetzt von H. Helmholtz und G. Wertheim, I. Bd., II. Theil,
Braunschweig 1874, S. 852¢ zu entnehmen ist) hier nicht eingegangen werden

kann,
—_ ”“m‘i __i _1 i . S ? \
= |1 2a+3e+(2a s)smtpl e (B

setzen, wo g die thatsiichliche Beschleunigung des freien Falles (Beschleunigung
der relativen Schwere) an einem Orte von der geographischen Breite ¢. wo
ferner, wenn a den Aquatorradius und b den (kleineren) polaren Radius der Erde

4
=p=-gTHaT.Ta und g, =

bezeichnen, ¢ dic Abplattung (Ellipticitiit) ¢ = e ; b und r den mittleren Radius

-— g
der Erde, d.i. r = - ’ R . log nat ! +-V27£,__f , wo schlieSlich ¢ das Ver
2y e —¢& 1—Vy 2 —¢
hiiltnis der Centrifugalbeschleunigung ru? (wenn 1 dic Winkelgeschwindighkeit
der Erddrchung ist) zur absoluten Beschleunigung G der Schwere bedeutet
Die Gleichung (b) enthiilt das von Clairaut (Cl. Théorie de la figure de la teme.
Paris 1743) aufgestellte Theorem, demzufolge der Uberschuss der Beschleunigung

der Schwere G am Pole (d i. g fiir ¢ = ) niimlich der U'berschuss der Grii

R TaMly Na m..
G=""" 1——2—a+»_ £+)£¢—)_ (l+a———s)

r

iiber die Schwercbeschleunigung am Aquator (fir ¢ = 0), d. L tiber
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senkrechte Tangente CD von der halben Linge —L2— des Polygonal

zuges, zieht DO, fthrt ferner BE |y und ES |, so ist S der ge
suchte Schwerpunkt, denn es verhilt sich dann in der That 0S:0C=
: - ,
=S8E:CD = ?.§=L.L.
Fig. 145.
(4 D

s \/7"\
4\ / / B

4

0 Ny

Das Gesagte findet offenbar auch Anwendung auf einen Kreis
bogen A B, dessen Mitte C ist (Fig. 145). Es ist der Schwerpunkt$
zunichst gelegen in dem den Centriwinkel 4O B halbierenden Bs
dius OC. Wird nun die Strecke CD in der Richtung der dem
Punkte C zugehtrigen Tangente dem rectificierten halben Kreishogen

CB = % L an Grbfle gleich gemacht, D mit O verbunden, und wi

frther BE || OC, ES L OC gefihrt, so ist durch diese Construction
der Schwerpunkt S des Kreisbogens bestimmt. Bezeichnet man die
Hilfte des Centriwinkels 4 O B durch «, so ist die Sehne L'— 2 r sinc
und L = 2r «, daher
S L sin o

06=Y=r.L—=r.- e (6)

Demnach ist das Schwerpunktsmoment L.Y des Kreis
bogens L gleich dem Producte aus dem Radius r und der
Sehne L.

Anmerkung 3. Die Gleichung (6) liisst auch die geometrische Bedeutung
des dem Verhiiltnisse 0§:0C gleichen, in der mathematiscBen Analysis biufig
beniitzten Verhiiltnisses (sin«:«) erkennen. Je kleiner ¢ angenommen wird,
desto niiher riickt der Schwerpunkt S des Bogens A CB an C, 8o dass der Gren-
wert dieses Verhiiltnisses (sin «: «) Eins ist.

Zu derselben Gleichung (6) wiirde man auch gelangen, wenn

man von der Gleichung (3) LY = |yds ausgehen wtirde; denn es
ist (siehe Fig. 145) y —rcosg und ds = r.dg, ferner L = 2rq,
({3

: 2 0 . . sina
gsomit 2re.Y=\|r’.cospdop = r*. 25in a, somit Y=r.—;—r.
—a
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diesen Punkten durch eine horizontale Ebene untersttitzten schweren
homogenen materiellen Dreiecks (den etwa von einem jeden von drei
Trigern einer homogenen dreieckférmigen Platte auszuhaltenden Drucki
bestimmen, einander gleich.

Da der Punkt S offenbar zugleich der Mittelpunkt der drei Krifte
@1 Qs Qs ist, so ist, wenn X Y Z, bezw. z; y; £;, bezw. ze y2 25, berw.
Zyyy 23 die Coordinaten des Punktes S, bezw. A;, -bezw. A, bemw.
As sind, nach dem Momentensatze fir parallele Kriifte (siehe S.448)

QX =0@Qix; 4 Q22+ st3=%Q[xz+xg+ xg] . 8. W,
daher

X — xz—{—?-l—xs Y — y1+g§+ys 7 21+§s+’

d. h. es ist eine jede der Schwerpunktscoordinaten das arith
metische Mittel aus den entsprechenden Coordinaten der
Eckpunkte des Dreiecks — analog dem gleichlautenden Satz
fir die Schwerpunktscoordinaten einer Geraden oder eines Parallele
gramms.

Der Schwerpunkt S eines Trapezes KLAMN (Fig. 140
ist zundchst, aus denselben Griinden wie beim Dreiecke, nach dem
Satze (¢) oder (d) (S. 470 und 471) in der Geraden O P gelegen, welche
die Mittelpunkte O und P der beiden parallelen Trapezseiten LK
und M N verbindet, da OP alle zu LK parallelen Sehnen halbier.

Fig. 147.

Q

Sind nun S; und S. die Schwerpunkte der Dreiccke L )N
und NK L, in welche das Trapez durch irgend cine Diagonale LY

2 - . .
getheilt wird, ist also §; L= s PL und 0S; 1! O N, so ist nach

3
§ 8¢ (8. 470) auch in .S; S, der Schwerpunkt des Trapezes gelegen,
daher ist der Durchschnittspunkt S von S;S. mit O P der gesuchte
Schwerpunkt.

Wiihlt man die Mittelliniec O P zur y-Achse und O K zur x-Achse

eines im allgemeinen schiefwinkeligen Coordinatensystems und sind
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s L, A+2 1 A244da+a
=3 454" 3 Ad+a

.. (6

Der Schwerpunkt S eines Trapezoids A BCD (Fig.143)
lieBe sich constructiv offenbar derart bestimmen, dass man durch die im
Punkte E sich unter den Neigungswinkel ¢ schneidenden Diagonale
AC und BD, deren Mittelpunkte G und F' seien, das Viereck in Dre:
ecke zerlegt, ferner zuniichst die Schwerpunkte S;, bezw. S, der Drei
ecke CBD, bezw. A BD und dadurch die Schwerlinie S; Sz bestimmt, |

Fig. 148,

A _ -

hierauf die Schwerpunkte S; und S, der Dreiecke ACD und ACB
sucht und den Durchschnittspunkt S der Schwerlinien S;S. und 58
bestimmt, welcher der gesuchte Schwerpunkt ist. Da nun in dem Dré

ecke F'CA sowohl F'S;— , FC als auch FiS; — 5 FA ist, wie
8:8Se|| CA und daher, wenn H der Durchschnittspunkt der Geraden

¢ . HS,? _ EA W
S:Se und B D ist, S, H = CE" Da ferner der Schwerpunkt S de

Mittelpunkt der in S; und S wirkend gedachten, den Flichen f; und f
der Dreiecke CD B und A D B proportionalen parallelen Schwerkrifi

‘SS,Isé»»:—;g. Da aber die Dreiecke f> und f, dieselbe Basis
432 1

D B haben, sich daher so verhalten wie die von 4 und C auf diest
Basis gefiillten Hohen E A4 sin « und CE sin a, also auch wie E4

. S8 fr EA S;8  HS
und CE, so ist - - S5 = SH oder

S8 T T CE

.HSg lS)H S]I[+HSg S]S,e . |
= — . — - = == S

S S =88 = SST 88 — S8, — b somit HS;— 55w

S;H= 88, Es kann also in der Schwerlinie S;S;, die durch die

Diagonale BD in H geschnitten wird, ohne die zweite Schwerlinie

S35y construieren zu mtissen, die Lage von S sofort bestimmt werdes,

ist, so ist -

daher auch
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gegengesetzter Richtung auf S, S; abschneidet, also Sy S:=S§H
macht. Hat man auf diese Weise aufler den Schwerpunkten S, §,
Sy, S4, S5 der aufeinander folgenden Dreiecke f1, fo, f3, fa f5 - -
auch die Schwerpunkte S;e, Ses, Sss, Ses . . . der aus je zwei af
einander folgenden Dreiecken gebildeten Vierecke fis, fos, fos, fis--.
bestimmt, so filhrt folgende Erwigung rasch zur einfachsten Art der
Bestimmung des Schwerpunktes S. Der Schwerpunkt S;es des aw
den Dreiecken fifef; gebildeten Fiinfecks fies muss einerseits, ds
dasselbe aus dem Vierecke fi2 mit dem Schwerpunkte S;o und au
dem Dreiecke f; mit dem Schwerpunkte S besteht, in der Gen
den S, S gelegen sein, anderseits muss aus analogen Griinden, &
f1es aus dem Dreiecke f; und dem Vierecke fzs besteht, auch ;S5
eine Schwerlinie sein, und es ist demnach der Schwerpunkt S;sy der
Durchschnittspunkt der Geraden S;s Sg und S; Sgs. Auf dhnliche At
ergibt sich hierauf der Schwerpunkt Se3; des aus dem Dreiecken
fifefsfs gebildeten Sechsecks fig3s als der Durchschnittspunkt der
Geraden Sje; S¢ und S Sy hierauf S;e34; als Durchschnitt vo
Siese S5 mit Sieg S¢s u. 8. w. Der letzte der auf diese Weise be
stimmten Durchschnittspunkte ist der gesuchte Schwerpunkt S des
Polygons. Das hier Gesagte gilt auch dann, wenn einzelne der
Dreiecke fifefs . . . ganz oder theilweise aufierhalb des Polygons
gelegen sind.

Um die orthogonalen Coordinaten XY des Schwerpunktes
eines ebenen Polygons von »n Seiten, dessen Fliche F sei, m
berechnen, wenn die orthogonalen Cor
ordinaten (z;y;), (xays), - - - (ZTuya der
unmittelbar aunfeinander folgenden Eck
punkte A, 4, ... 4, (Fig. 149) des Poly-
gons gegeben sind, denke man sich den
beliebig gewiihlten Coordinatenanfangs
punkt O mit diesen Eckpunkten ver
bunden, wodurch man, wie friiher, die

Dreiecke O A; Aoy O Ao Ay, ... 044
crhielte, deren Flicheninhalte f; f. ../
und deren Schwerpunkte (£;47), (f272) . . . (§.7,) seien. Zufolge
der Gleichung (2) ist
xR L
fit+fotoo o+t Q)
Yo f1m ey l '
[1=+fe+...+ L

Ist 0.4 A'(Fig. 150) eines dieser Dreiecke / und ist # dessen Hihe,
ferner O 4 =r, O 4'=1", (xr) = ¢ und (27") = @', so ist offenbar
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=rh
[ f= 5 (zy — yz’) und smlmch f1 =% (Z1ye — Y122), fo =
5 (Zoys — yYexs), . . ., [u = 5 (#wy1 — ynxs). Substituiert man
e Werte und die Werte fur die Coordi-

rrsin(p—¢@) = [rcosg.r'sing —rsing.r cos g,

tol = ||

n der Dreiecksschwerpunkte, die der y Fig. 150.

chung (4) zufolge §; = o_“t%‘*_‘fi — "g__\

Fz—%g—xg,m=o+yé+ye=y1-§yg, ; )y
: s [

-mr_y2+ys E o ; &

= 3 y e — 'T, Y y; !y

. | e

ilgﬂ, =" *g—”—’ sind, in die Glei- LA

1igen (7), so sind X und Y durch die Coordinaten der Eck-
ste des Polygons ausgedriickt. Der Einfachheit halber wihle
auch hier als Anfangspunkt O etwa den Eckpunkt A4, so dass
=y, = o wird.

Die hier aufgestellten Formeln sind ganz allgemein giltig, denn
en auch bei der Bestimmung von F'=f; + f2 4. .. -} f, einzelne
den Dreiecksflichen fife . . . f. negativ zu rechnen sein (wie
f in Fig. 149), so ersieht man sofort, dass in diesem Falle (p'— @)

itiv, also auch der entsprechende Wert von f= % (zy' —yz) von

¢ negativ wird, sowie auch tbereinstimmend im entsprechenden
manden des Zihlers in (7) das Schwerpunktsmoment von f sub-
iert werden, also f negativ in Rechnung kommen muss.

Ubrigens lassen sich die Coordinaten X, ¥ des Schwerpunktes des Polygons
Jilfe der Gleichungen (7) auch derart bestimmen, dass man ein beliebiges
ensystem, dessen Coordinatenwinkel (z, y) = « sei, zugrunde legt und jene
eze f, ins Auge fasst, die von den Ordinaten y, und y,+, zweier auf ein-
: folgender Eckpunkte 4, und A4, (deren Abscissen xz, und z, 4 sind)
’olygons, ferner von der Abscissenachse und der entsprechenden Polygon-
A, A,+1 eingeschlossen werden. Die Coordinaten (&, 7,) der Schwer-
te dieser Trapeze f, sind nach Gleichung (6), wenn daselbst aus einleuchten-
sriinden ¢ = 2, 41— %r, A = yr, @ = Y, 41, Temmer £ =§, — 2, und 4 = 7,
zt wird,

1 = @yr+yr+e)tarer (yr+2y-41)

L b L8 i Y ol )
3 Yr + Yr +1 )

yr+yr+l

y e =

o) =

fo= % sina (xr+1 —2r) (Yr + y»+1), 80 dass mittels dieser letzten drei

qungen, wenn in denselben der Reihe nach » =1,2,8,...n und x,+1 = a3,
= y; gesetzt wird, die Schwerpunktscoordinaten X und Y aus den Glei-
en (7) berechnet werden konnen.
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§ 82. Schwerpunkte ebener Flichen, die ganz oder zum Theil
von Curven begrenzt sind.

Der Schwerpunkt S eines Kreissectors (Kreisausschnittes)
OBCA (Fig. 151), der einem Kreise vom Radius R angehort, liegt
in dem den Centriwinkel (40 B) = 2« halbierenden Radius 0C, da
dieser eine Symmetrieachse darstellt. Wird nun der Centriwinkel 2¢
in n gleiche Theile getheilt, so wird dadurch auch der Kreisans
schnitt 0 BC 4 in n congruente elementare Sectoren getheilt, welche,
wenn » ungemein grof angenommen wird, als Dreiecke betrachtet
werden konnen, deren » Schwerpunkte in je einem der die ele
mentaren Winkel % halbierenden Radien, in dem Abstande §R
von O, somit in einem Bogen acb, dessen Radius r = % R ist, ud
zwar in durchwegs gleichen Abstinden sich befinden. Nach S.410
muss daher der Schwerpunkt § des homogenen materiellen Kreir
gectors tibereinstimmen mit dem Mittelpunkte der in den erwihnten
Schwerpunkten wirksam gedachten % gleichen Schwerkriifte, alsw,

Fig. 151.

da n unendlich groB angenommen werden kann, mit dem Schwer
punkte des homogenen materiellen Bogens acb, den man nach At
der Fig. 145 hestimmen kann. Man hat daher, um S auf construe
tivem Wege zu finden, zuniichst den Radius R =—= O A in drei gleiche

Theile zu theilen, mit dem Radius » = % R = Oa einen Kreisboger

acb (Fig. 151) zu beschreiben, in der Mitte ¢ desselben c¢d L ¢(
fithren, cd dem rectificierten halben Kreisbogen ca gleichzumachen.
die Gerade OdD zu ziehen (zu der man ersichtlicherweise auch
cinfacher gelangt, wenn man wie in Fig. 145 CD 1. CO und CD =
= arc C' A construiert), ferner ae | OC und ¢S 1 OC zu fithren.
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Ist demnach wie auf S. 484 L'-—chord AB, L=—arc ACB, I'=
chord ab = —2— L und ! =arcach = 2 L und Y die gesuchte
tanz des Schwerpunktes S vom Krelsmlttelpunkte, so ist nach

l 2 L
sichung (6), S. 484, Y=r. T=3 R. I oder
2 _sina
Y= 3 BR— po (1)
Da R sin e die Ordinate des Schwerpunktes des Kreisbogens B C A4 ist,

kann man der letzten Gleichung gemiB auch so vorgehen, dass man nach
r Regel des § 80 den Schwerpunkt dieses Kreisbogens bestimmt und die Ent-
nung desselben vom Kreismittelpunkte O in drei gleiche Theile theilt. Der
m Kreisbogen niichste Theilungspunkt S ist der Schwerpunkt des Kreis-
ctors OB C A.

Fiir einen Halbkreis ist « = %, sina =1, also Y= :_% R =
: % R = 04244 R, fur einen Quadranten o — i;—, sin o = %ﬁ,
= 4—V: R = 06002 R, fdr einen Sextanten ¢ — —, sina = 1 da-

6 9 2 2
ar (wie bei der halben Kreisperipherie) ¥ = p R = 111 R =06366 R

B. W.

Der Schwerpunkt o eines Kreissegments (Kreisabschnitts)
.CBE A (Fig. 151) ist ebenfalls in der Symmetrieachse O C gelegen,
od zwar ldsst sich derselbe aus der frither bestimmten Lage des Schwer-
unktes S des entsprechenden Kreissectors F' und aus der bekannten
age des Schwerpunktes s des das Kreissegment ¢ zum Sector F’ ergin-
:nden Dreiecks O A B, dessen Fliche f und dessen Hohe O E durch H
uzeichnet sei, folgendermaflen bestimmen: Zufolge der ersten Glei-
mng (2), S. 485, ist, wie sich sofort ergibt, wenn man etwa ¢O
ir Abscissenachse und o zum Anfangspunkte wihlt, F.o S —

9.0+ f.05—f.05, wd da F— R. %, f—R.hist (wo h ie
m Mittelpunkte E der Sehne 4 B auf einen der Endradien, z. B.
if OB geftihrte Normale Eg bedeutet), so ist % 6S=h.gs, also
§:0s = h:%. Schneidet man daher auf den zu CO senkrechten
eraden Se und sa von den Schwerpunkten S und s aus die Strecken
J=Eg=hundsG=CD = {'7 ab und verliingert die die Punkte

und J verbindende Gerade bis zum Durchschnitte ¢ mit OC, so
i a der letzten Proportion zufolge der gesuchte Schwerpunkt des
reisabschnittes 4CB E A.
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Behufs der Berechnung von O ¢ — 7 ist bloB zu beachten, dass
(wenn man, wie bisher, die griechischen Buchstaben fir das Segment,
die grofien lateinischen filr den Sector und die kleinen lateinischen
fur das Erginzungsdreieck in Anwendung bringt) Y — 08 — § R .%
ferner y —0s — % O—E_=—§— H und F=R.%, f=H. % i,
demnach lisst sich, da nach Gleichung (2), S. 485, FY ={fy+ ¢.1

v_— ’ 2_ ;]
FY—fy L BB g g g g e
P 3 ?

PR, N - N\
—0B*—0F — BE* — (%) ist, so lisst sich 7 berechnen aus

ist, n =

der Gleichung

1 LS
nT=71g" ¢ . ®
Nun ist fernerhin L'=2 Rsina und g =F — f= R_I)i -
—H.I; = R® a — R2 sin @ cos a =—;— R2(2 0 —sin 2 &), 80 dass auch
4 sind® o
=38 5 - @

ist. Filr einen Halbkreis ist @ = —;Ti, demnach wie frither 5 = %R

Anmerkung 1. Die Ordinate H des Schwerpunktes = (Abstand vom
Kreiscentrum O) einer von zwei parallelen Kreissehnen A4,B, und 4 B und der
Kreisperipherie eingeschlossenen Fliiche <, die als Differenz zweier Kreis-
segmente ¢o und ¢ (o> ¢), deren Schwerpunkte ¢, und o sind, und denen
die Mittelpunktwinkel 2 ¢, und 2« entsprechen, betrachtet werden kann, ist

offenbar zu berechnen aus <. H = ¢o7% — ¢ 5. Da nun nach (2) ¢ = —117 L=

= —g- R* sin® @ und ¢o 0 = —g R? sin® a, ist, und da ferner & = ¢o — ¢ =

= -l"— R? (2 o — sin 2 eg) — ;— R? (2 — sin 2 &) ist, so ist H durch R, « und .

leicht auszudriicken. Nimmt man den Kreismittelpunkt O zum Anfangspunkte
und OC (Fig. 151) zur x-Achse eines rechtwinkligen Achsensystems an und he-
zeichnet durch xy die Coordinaten des Punktes 4 und durch xo yo jene des Punktes
Ao, 80 dass = R cos «, y = Rsina = VR — a3, 2o = R €08 cto, yo= R sin co=
T Lo
o= arccos p
den zuletzt gefundenen Wert von < jene Fliiche bestimmt, die bekanntlich auch

=VR? — &, « = arc cos ist, so ist durch die Einsetzung in

T T
durch das Integral & = J“Z yda = f:& VE? — 22 dx ihren Ausdruck findet
To 2o

und es ist demgemiiB stets das letzte Integral bestimmt durch die Differenz

b = [R’ are cos ;: — VR — ,ﬁ] — [R‘ arc cos —"1';- —z VR —-_.l.:']'
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Anmerkung 2. Zu demselben Resultate wiirde man leicht auch aof
anderem Wege gelangen, indem man den Ringsector in ungemein schmale cor
centrische, als materielle Kreisbigen anzusehende Ringflichen dF = 2re.dr
theilt, ferner in der zweiten Gleichung (8), S. 486, fiir n den Wert aus der Gl
chung (6), S. 484, substituiert und zwischen den Grenzen r und R integriert, oder
indem. man den Ringsector durch Radien in ungemein schmale ‘Trapeze thei
und von den Gleichungen (3) und (5) § 81 Anwendung macht u. s. w.

Der Schwerpunkt S einer ebenen Fliche KL K'L’, die
von einer Curve, zwei Ordinaten KL und K'L’ (von welche
auch eine oder beide Nul
werden konnen), deren m-
gehorige Abscissen a und ¢
seien, und von der Ab
scissenachse begrenzt ist
(Fig. 163), ldsst sich folgen-
derweise bestimmen:

Zerlegt man die Fliche
durch die Ordinaten y der
aufeinander folgenden Punkte
der Curve in unendlich schmale
parallelogrammartige Flichen M M’ NN = d F, deren Basis dx ud
deren Hohe % ist, so ist (siche Fig. 153), wenn a den Coordinater-
winkel bedeutet,

Fig. 153.

> X

dF=h.dz=ysina.dx

Diese ungemein schmalen materiellen Flichenelemente d F kam
man als homogene materielle gerade Linien von der Linge M N =yan-
sehen, und es sind demnach die Schwerpunktscoordinaten &7 derselben

gegeben durch §=- 2,7 = g Die Coordinaten X} des Schwerpunktes

milssen der Gleichung (3), S. 436, gentigen und es ist daher

F a u’
FX:J‘§dF= z.ysina.de = sin a .fxyd.z'

a a

Y =\ysdF == TZA.ysma.d:c=§sma.Jy"’dx (91
a a

I a’ a’
I'=\|dF =\|ysina.dzx =sina.|ydzx

a @

Durch Division der ersten, heziehungsweise zweiten Gleichung
durch die letzte ergeben sich demnach die gesuchten Schwerpunkts
coordinaten X und Y.

Die in den Gleichungen (5) vorkommenden drei bestimmte?
Integrale sind, wenn die Gleichung der Grenzcurve KK’ — etwa if




Statik des starren Korpers. 499

wohnlichen Form y — f (z) — als gegeben vorausgesetzt wird,
linsetzung des Wertes von y in jedem besonderen Falle vor
isfithrung dieser Divisionen zu berechnen.
st der Schwerpunkt einer Fliche F, die von zwei Curven
nd A" B”, deren laufende Ordinaten durch y" und y” bezeichnet
"ig.154), und von zwei zur beliebig gew#hlten Ordinaten-
y parallelen Geraden A'A” und B'B” begrenzt ist —
ler Schwerpunkt einer von einer beliebigen ebenen
lossenen Curve, deren auf ein im allgemeinen schiefwink-
chsensystem xy bezogene Gleichung gegeben ist, begrenzten
e F' — zu bestimmen, 80 kann man diese Aufgabe leicht auf
there zurfickfiihren. Man hat nur im letzteren — besonders
ren — Falle an die Curve zwei zur y-Achse parallele Tan-
zu fithren, welche die Fliche F einschlieBen, wodurch,
A" und B’ die Berithrungspunkte sind, die Curve in die
‘heile A'M'B° und A'M"’ B’ getheilt wird, so zwar, dass
Fig. 154 A" mit A” und B’ mit B” zusammenfillt. Wenn

ichse die Fliche F nicht durcbschneidet und etwa der Curve
B” niher liegt, und wenn 4 und B die in der z-Achse
1en FuBpunkte der Grenzordinaten sind, so sind dann die
0 F=AA"B"B und F"= ABB’A" Theile der Fliche
ABB'A und F’ und F” haben die in Fig. 153 und in den
mgen (3) vorausgesetzte Eigenschaft. Sind nun XY, X"Y",
lie Coordinaten der Schwerpunkte der Flichen F, F*', F", 8o
she Gleichung 2, S. 4853) F X'=FX+ F'X" 'qu FY=
4+ F'Y", also X = LX,,-E—F-,,,—X— und Y= f_%,}%}—-
man in diese beiden letzten Gleichungen fir die Glieder der
Zihler und Nenner die Werte aus (9) ein, so ergibt sich, wo-
an die innerhalb der Fliche F' gelegene, zur y-Achse parallele

M "M =y —y", welche der Abscisse z zugehort, durch u

e Abscissen der Punkte A und B durch ¢ und b bezeichnet,
32%
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b b b b
fzy'dz— 2y 'dz fx(y’—y")dx fa:udx
Ja a —a

b b — b
fy'da:—— y'dzx J(y y)dz fudx
(©)
J °dx—f "2dx f(yf Yy dx -
[y’dx— y"dx judm
J a (13 a

Dieselben Gleichungen bestehen auch, wenn die Abscissenachi
die Fliche F durchschneidet.

Um diese Gleichungen auf einen besonderen Fall in Anwendug
zu bringen, werde der Schwerpunkt s der von einem Parabelbogen
AOA und einer beliebigen Sehne A A eingeschlossenen Fliche
eines Parabelsegments (Fig. 155) ermittelt.

X=

Y=

Fig. 155.

—>&

%

Ist C der Scheitel, '« die Achse und L L' die Leitlinie der
entsprechenden Parabel, so ist bekanntlich die durch den Mittel
punkt B von .1 A’ zur Parabelachse Cu geftibrte Parallele Oz, welche
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ie Parabel in O schneidet, ein zur Sehne 4 4’ conjugierter Diameter,
er alle zu A A’ parallelen Parabelsehnen halbiert und die durch O
u 44 gefiihrte Parallele Oy, die gegen die Parabelachse unter
lem Winkel « geneigt ist, ist eine Tangente der Parabel.

Wiihlt man Oz und Oy zu den Achsen eines im allgemeinen
whiefwinkligen Coordinatensystems, dessen Coordinatenwinkel « ist (so
lass, wenn die Sehne A A’ senkrecht zur Parabelachse angenommen

rird, O mit C identisch und ¢ = % wird), so ist die Parabelgleichung

y*=Pz ... (D
‘o (sieche S. 199) P die vierfache Entfernung d des Punktes O von
er Leitlinie bedeutet, also P —4.0D = 4d, daher d =§ und,
renn F der Brennpunkt der Parabel ist, 0 F —d = i—) und ar¢c DE =

=arc EF ist (siehe Fig. 155 und S. 199).
Es sei die halbe gegebene Sehne B A — b und O B = a, sonach
er Gleichung (7) gemifl
b —=Pa ... ()

Ist aufler Ox und Oy auch ¢ und b, daher auch P=§
ezeben, so Lisst sich den obigen Andeutungen entsprechend die
eitlinie LL und der Brennpunkt F' leicht bestimmen, also die
arabel construieren.

Um zuniichst den Schwerpunkt der Fliche O B 4, bezw. O B A’
t finden, hat man von den Gleichungen (), (7) und (8) Anwendung
t machen. DemgemiB ist

e | e

1

a il . 2
FX=sina.‘x.l/ﬁ.zzdx=sina.VP.95—=§a9bsina
o N
FY— Lona(Prdz—= Loina P.% — Latesi 9
=gsme|Prdz = gsine P.5 = ralbisina 9

8
1 K3

F=sna ﬁf’x dz = sina.VP.aT= %absina
o E}

Die letzte Gleichung lehrt, dass die Fliche F' des halben Parabel-
gments O A B, bezw. O A'B gleich ist % (und jene des Dreiecks
A H gleich %) der Fliche ab sin ¢ des Parallelogramms OB A H,
szw. OBA'H', dass daher auch die Fliche des Parabelsegments






Statik des starren Korpers. 503

Ellipse den zu diesen Sehnen parallelen Durchmesser 2 B und den zu denselben
jugierten Diameter 24 und wihle diese beiden Diameter, wie in Fig. 68
225) als Achsen eines (im allgemeinen schiefwinkligen) Achsensystems, dessen
rdinatenwinkel (x, y) sei. Es ist dann fiir jeden Punkt der Ellipse

x? B
_ﬁ+-lBJ;-=]’y=—Z VA,-—Z" PO (a)

Sind demnach a und a’ die zu den Endpunkten der Sehnen 25 und 2%’ zu-
trigen Abscissen, so ist b= g— Var—at, b = g Y A7 — a7, also wenn durch

) oas . a a’ .
nd « die Winkel « = are cos i o' = arc cos i bezeichnet werden

a= Acosa, b= Bsina
a=Acosc’, b’ =Bsinca

b o

Bedeutet nun F die von der Abscissenachse, den Ordinaten b und " und
Ellipse begrenzte Fliiche, und sind X und Y die Coordinaten des Schwer-
ktes dieser Fliche, so ist, wie aus (5), (), (8) und aus dem Integral & der
nerkung 1 sich ergibt,

o’ .
F=gin(z,9). ydx=sin(x,y)§fVA’—-F.dx=
a a

sin(x, y) g [(A’ arc cos % —ayA? —a'_)—(A’ arc cos %—a’ VA2— a")] 2

= % sin (x,y) . AB [(a — sin a cos &) — (¢’ — sin &’ cos &’)]

Da ferner die Differentiation der ersten Gleichung () zu der Relation
2
re=— g,— y d y fihrt, so ist nach (5)

’

b
2
FX=sin(x,y).J;.xdx= — sin (z, y).%}y’dy=
a

b
2
=%%sin (zy ¥) (b’—b")=%—A’Bsin (x, y) (stn® ¢ — sin® a”)
a’ a’
S 1 . B?
FI=—2—sm(.r,y). y’da:=?sm(.1:,y). Z;(A’—x’)dx: (9)

a
__iB' % ? (a0’ — ¢ __1_ '8 s]
=5 4z 5" (x,y) | 4% (@’ — a) 3 (a a®)

= —;— AB?sin(x, y)| cos ' — cos ¢ — % (cos® " — cos® a)]

Durch Division der beiden letzten Gleichungen (J) durch (y) ergibt sich
rt X und Y. Derselbe Wert von X
4 sinda — sin® o’

X=§A2a—2a'—(sin2a—sin2a') s @

bemerkenswerter Weise bloB von 4, a und a’ abhiingig ist (so dass derselbe
alle Ellipsen von gleichem Diameter 2.4 und fiir gleiche Abscissen a und o’
ielbe bleibt, mag auch der zweite Diameter 2B welcher immer sein), muss
h offenbar zukommen dem (siehe S.502) in der x-Achse gelegenen Schwer-
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punkte der anfangs erwihnten, von den Sehnen 2b und 2b° und von der Ellipse
begrenzten Fliiche, deren Flicheninhalt dem Doppelten des Ausdrackes (;) gleich-
kommt.

Fiir das von der Sehne 2b und der Ellipse eingeschlossene Segment ist
a’' = A, b’ = o, daher zufolge (3) «' = o zu setzen, also ist in diesem Falle
2 A b* 4 sin®a
X=§>§'—' -3 2a—sin2a"'(r‘)'

A B arc cos —E —ab

welche mit (3) iibereinstimmende Formel, wie frither, lehrt, dass bei gegeben¢n
a und 4 die Schwerpunktslage von dem conjugierten Diameter 2B
vollkommen unabhiingig ist, dass also, wenn der Diameter 24 mit eicer
Achse der Ellipse iibereinstimmt und demnach die Sehne 2b auf 2.4 senkreeht
steht, der Schwerpunkt des Ellipsensegments, mag die zweite Achse 2B welche
immer sein, derselbe ist wie der Schwerpunkt des Segments jenes concentrischen
Kreises, dessen Radius R = A ist, wenn nur die Ellipsensehne 2% mit der Kreis-
sehne in eine Gerade fiillt.

Der Flicheninhalt F eines der vier Sectoren, die von den Coordinater-
achsen und der Ellipse . begrenzt werden, ergibt sich aus (»), wenn a=o.

b=B, a'=A4, b’ =09, also a = % und ¢’ = 0 gesetzt wird; es ist folglich
F= %— A Br.sin (x,y) und der Fliicheninhalt der ganzen Ellipse ist A Bx.sin(z.y.
d. h. derselbe ist im Verhiiltnisse 7 :4 kleiner als das iiber den Diametern 24

und 2B als den Mittellinien construierte Parallelogramm. Fiir den Schwerpunkt
des ersterwihnten von den Radien 4, B und der Ellipse eingeschlossenen

Sectors ist ferner nach () FX = %A’B sin (x,y), FY =—;— A B? sin (z,y), a0
X= 31”.41 und ¥ = ;7; B; es liegt somit dieser Schwerpunkt in einer Diagonale
des letzterwihnten der Ellipse umschriebenen Parallelogramms im Abstande
;&D vom Ellipsencentrum, wenn durch 2D die Liinge dieser Diagonale be
zeichnet wird.

Fiir die von der Ellipse und dem beliebigen Diameter 2 B begrenzte Fliche
ist (siehe 8. 471) Y = o und nach (3), wenn a=o0, b =B, a« = —725 gesetzt wird,
X= g“t’:.{i; es ist sonach die Lage dieses Schwerpunktes nur von der Linge des
zu 2B conjugierten Diameters 2.4 abhiingig.

Ist die Gleichung der Curve K K’ (Fig. 153) nicht bekannt oder
hietet die Ausfiithrung der in den Gleichungen () und (6) angedeutetcn
Integrationen Schwierigkeiten, so lisst sich die niherungsweise
Schwerpunktsbestimmung fiir die ebene Fliche F der Fig. 153
und 154 mit Zuhilfenahme der Simpson’schen Regel vornehmen.
indem die bestimmten Integrale der Gleichungen (5) und (6) niiherungs
weise mit Hilfe dieser Regel bestimmt werden.

Es wird zu diesem Zwecke die Gerade LIL'= H = a'—a i
Fig. 153, bezw. A == H = b — a in Fig. 154, die, wenn (was weist
der Fall ist) das Achsensystem xy ein rechtwinkliges ist, die Hihe
der Fliche I ist, in eine gerade Anzahl gleicher Theile getheilt, also
in 2n Theile, wo n irgend ecine positive ganze Zahl bedeutet; ist
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I einer dieser als bekannt anzusehenden Theile bezeichnet,
ig. 153

p=H_a—=c gy
n ‘

uf diese Weise erhaltenen Theilungspunkte, deren Abscissen
1ach durch z,z;ze . . . x9, bezeichnet seien, so dass zp =
at+h ze=a+42h, ...2 =0 =a -+ 2nh ist, fuhre
sle Ordinaten zu KL und K'L’, die entsprechend durch
yon bezeichnet seien (y) = b, yen = b'). Sind diese Or-
timmt (etwa auns der moglichst genauen Zeichnung der
itnommen), so lassen sich die Schwerpunktscoordinaten XY
ngen (5) und der Simpson’schen Regel gemiif niherungs-
mmen aus den Gleichungen

X2n
a.fxy dxr = sina }—; [Toyo + 4x1ys + 220y +

o

41‘3!/.’} + ... + 4x5n—1 Y2n—1 + -T.‘,'uy.?n]

. “X2n h )
2dr — si 2oyl 2 L 9Dyt
.sma.Jgadx—sma.ﬁ[yg + 4y + 2yt + (12)
2y + ..+ 2?/22n—2 + 4!/29'.—1 + yen)

Tan

ina]ydxz——sina.-,h— (yo 4y + 2y + 4ys +
< To

. 2!/4 'i_‘ ... + 2?/:’11—2 "T‘ 4!/911——1 ’\L‘ yi’n]

die beiden ersten dieser Gleichungen durch die letzte

rt man der Einfachheit halber den Anfangspunkt O des
yms in den Punkt L, was ja freisteht, so ist @ = o, daher
=1.h 2e=2.h, ... Zow =2n.h, 8o dass die erste
ingen (12) die einfache Form annimmt

h?
T — 2. 29 ;
a.3[l.0.y/,+4.1.y,—1—.,.2y~-}—4.3y3+ (13)

B /7 B -+ 4(2"—-1) Y2n—1 - 1.2’”.3]2"]

ler Klammern sind mit Ausnahme des ersten und letzten
. ersten Factoren abwechselnd 4 und 2 und die zweiten
ie aufeinander folgenden ganzen Zahlen 0123 ... 2xn.
e groflerer Wert fiir die ganze Zahl » angenommen wird,
:enauerer Wert ergibt sich durch die schlieflliche Division
mmgen (12) fir die Schwerpunktscoordinaten X und Y.
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Fiir die praktischen Anwendungen gentigt es hiufig, wenn d
Curve KK’ einen halbwegs regelmifiigen Verlauf hat, n =1, ol
wenn man genauer rechnen will, » =2 anzunehmen. Es ist danndu

Gleichungen (12) und (13) gemifi fir » =1 zu setzen h._

P

X =0, 1.0yp44.1.y,+1.2 Y2 _ g 291 +ye l

Yo +4yr+ye Yo+ 4y + ye

y L 9’ 4 4y + g '
27 yo+ 4y +ye

und fir » = 2 ist h=g und

10y,,+4.1y1+22.yg—|—43.y?+14.y4_
Yo+ 4y + 292 + 4ys + ys -
_ Y1+ Yo + 3ys + ys ®
T w4y 2y + dys + ys ‘
Y — 1 y® 4+ 4y + 2y° + 49° + vy

2 Yo+ dy1 + 2ye + 4ys + Y4

Einen genaueren Wert fiir die Coordinaten X und Y des Schwerpunl
der Fliiche F erhilt man, wenn man die gegebene Curve KK’ in lauter
artige, bald kiirzere, bald lingere Theile 6;1s . .. lm lmw+1 . . . I theilt,
deren jedem man annehmen darf, dass derselbe sehr anniihernd in st
ganzen Ausdehnung als Bogen irgend ciner Parabel angesehen werden k
deren Achse zur y-Achse parallel ist (mag auch der Scheitel und der Param
der entsprechenden Parabel von einem Theile zum andern sich iindern). !
nun ., y. die Coordinaten des Anfangspunktes und xmi1, ¥m+1 jene
Endpunktes irgend cines solchen Bogens I,., und ist durch 45 %"V die Ordi
jenes Punktes dieses Bogens bezeichnet, dessen Abscisse xa' " Y das arithmeti

m+1) l'm+-‘1'm+l

Mittel von a1, und z,, +1 ist, also x,. =g 80 lehrt cine cinfache

gerung aus den Gleichungen (9), 8. 501 und (6) auf' S. 490, dass, wenn 3., die L

YCNZ 3y, == —/"';L_ Ym+1 _ ym+D pedeutet, folgende Gleichungen Giltigkeit ha

X=h.

1 wo=n 1
F= p Sin € St +1 — Tom) lt/,,.—i—41/f,'."+ !

m =1

+?/m+l)]

m=n

FX = Q_, sl v[(h.;ﬂ — &) (CmYm +4 am ™Y 3/““.”’1' Tont1 Yo +1)]

wo
m=n

1 m+ 1) .
FY——"} \Ul( —'[(ll:|+l - Tm) (,/"—*_4 ('I”‘ +])‘Ty"'+l - l';’“”')]

Durch Division der beiden letzten Gleichungen durch die erste lassen
die Coordinaten X und Y des Schwerpunktes mit groBer Anniiherung berech
Ist mit Zuhilfenahme der Simpson’schen Regel die Lage
Schwerpunktes S der Fliche A'A”"B”"DB’ der Fig. 154 zu bestinu
mag diese Fliche J¥ von zwei Curven und zwei parallelen Ordin
oder von einer Curve und einer Geraden (z. B. bei der Ermitt
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Der Schwerpunkt S der Mantelfliiche einer senkrechtea
Pyramide oder jener der Mantelfliche eines geraden Kegels
liegt in der den Schwerpunkt s der Basisperipherie mit der Spitze0
der Pyramide (des Kegels) verbindenden Achse Os, und zwar inde

Entfernung }; Os von s. Denn pimmt man die Theilung wie fribe

vor, 80 kann man abermals die einzelnen ringformigen Fliche
elemente, da zufolge der Voraussetzung alle Seitenflichen gegen dit
Grundfliiche gleich geneigt sind und daher gleichen Lingenelementa
einer jeden polygonalen Durchschnittslinie auch in der entsprechende
Ringfliche gleiche Flichentheile entsprechen, als homogene materielle
Linien ansehen, deren Schwerpunkte durchwegs in der Geraden 0s
gelegen sind, welche letztere also eine Schwerachse ist. (Bei einem
Kreiskegel, dessen Achse auf der Basis senkrecht steht, ist Os schon
als Symmetrieachse eine Schwerachse.) Denkt man sich weiter durchy

den in dieser Achse in der Entfernung }27 Os von der Spitze 0 ent-

fernten Punkt S eine zur Grundfliche parallele Ebene gelegt. s
schneidet diese die Medianen der einzelnen Seitendreiecke der Pyra.-
mide, beziehungsweise der dreieckformigen Elemente der Seitenfliche
des Kegels in den Schwerpunkten dieser Theilflichen, so dass diese€
Ebene nach dem Satze b (S. 470) eine Schwerebene und der diesex
Schwerebene und der fritheren Schwerachse gemeinsame Punkt =5
der gesuchte Schwerpunkt ist.

In ganz gleicher Weise lisst sich nachweisen, dass der Schwer-
punkt S der Mantelfliiche ecines senkrechten Pyramidal-
stumpfes oder eines senkrechten Kreiskegelstumpfes ge
funden wird, indem man die Schwerpunkte S; und Ss der Umfinge
der beiden Grundflichen verbindet und etwa durch den Schwerpunkt
ciner der trapezfirmigen Seitenflichen oder einer achsialen traper
tormigen Schnittfliche eine parallele Ebene zu den Grundfliichen fili,
welche die Gerade S;S» im gesuchten Schwerpunkte S schneidet,
so dass (siche Gleichung 9, S. 489, wenn »; und up die Umfiinge der
beiden Grundfliichen oder irgend welche zwei homologe Dimensionen
in diesen Grundfliichen bezeichnen,

58 88 5.8

wp == 2 we 2w B (g ue) T

i

(1

Aumerkung. Es lisst sich leicht nachweisen, dass der Schwerpunkt §
der gesammten Oberfliiche O cines Tetraéders vom Volum ¥V identisch

ist mit dem Mittelpunkte jener Kugelfliche vom Radius die von den Be-

7

o
grenzungscbenen desjenigen Tetraéders tangiert wird, dessen Eckpunkte die
vier Schwerpunkte der vier Begrenzungsdreiecke der urspriinglichen Pyramide V
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3, denn, bedeutet A die irgend einem dieser letzteren Dreiecke f als dem Basis-
iecke entsprechende Hohe des Tetradders V, so ist —g— der senkrechte Abstand

* Schwerpunkte der drei anderen Dreiecke, sonach auch der Abstand der diese
:i Schwerpunkte enthaltenden, zu f parallelen Ebene E, die zur xy-Ebene eines
shtwinkeligen Axensystem gewiihlt sei, von der Fliche f, also auch der Ab-
ind der Ebene E von dem Schwerpunkte dieser Fliche f. Der letzten Gleichung

) 8. 485, gemiB ist sonach 0.Z=". %, oder da V= f.g—, 80 ist Z = % der

nkrechte Abstand des Schwerpunktes S von einer jeden der durch je drei von
esen vier Dreieckschwerpunkten gelegten vier Ebenen.

Schwerpunkt einer Umdrehungsfliche (Rotationsfliche).
ne Umdrehungsfliche entsteht durch Umdrehung einer ebenen Curve
B (der erzeugenden Curve, Meridiancurve) um eine in der Ebene
ser Curve (der Meridianebene) gelegene Achse, die zur z-Achse
es orthogonalen Achsensystems gewihlt sei.

Fig. 156.

B

Es sei y = f (z) die Gleichung der Meridiancurve. Die Ro-
ionsfliche werde geschnitten durch zwei zur Umdrehungsachse
1krechte Ebenen, und es sei der Schwerpunkt des durch diese
enen abgegrenzten Theiles 4 A" BB’ der Rotationsfliche zu be-
mmen (Fig. 156).

Da die x-Achse eine Symmetrieachse der Umdrehungsfliche
, 80 ist dieselbe auch eine Schwerachse, also Y =2 = 0. Theilt
i die Umdrehungsfiiche durch zur z-Achse senkrechte ungemein
he gefihrte ebene Schnitte in unendlich kleine Flichenelemente d F,
konnen diese als die Mantelflichen von senkrechten Kegelstumpfen
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Dementsprechend ist fiir den Schwerpunkt der oben betrachteten Kagd
zone (Fig. 157), als deren Projection f ein Kreisring erscheint, fiir welches
offenbar, wenn der Kugelmittelpunkt C zum Coordinatenanfangspunkte gewihk
wird und die Coordinaten von B durch x,y, und von A durch x,y, bezeichuet
werden, f =y?n —yra = (R —zf)mr — (R —zf) ® = (2 — z*) = wd
F=2nR (x1 — x,) ist,

X=Réﬁﬂ;:m‘ 2

Mit Hilfe desselben Satzes (a) liisst sich auch der Schwerpunkt S eines
auf einer Kugeloberfliiche, deren Radius R und deren Mittelpunkt O ist, g
legenen sphiirischen Dreiecks 4B C bestimmen. Sind die den sphirisches
Winkeln 4 B C gegeniiberliegenden sphiirischen Seiten BC, CA, AB in Boger-
maB ausgedriickt a b ¢, also ihre wahren Lingen Ra, Rb, Re, und nimmt ma
die durch die Seite B C gelegte Ebene OBC des grifiten Kreises zur yz-Ebene

an, so ist die Fliche des Sectors O AB offenbar durch % R.Rc= -%- R ud

daher die Projection f. dieses Sectors in die y z-Ebene durch -1« Ric.cos B bestimmt,
und ebenso ist durch l R?b.cos C die Projection f; des Sectors 0 A C gegebes,
wihrend die Fliche f, des Sectors OB C die GriBe —R’a hat. Nun ist leicbt
einzusehen, dass demnach die Projection f der sphhnschen Dreiecksfliche F in
die yz-Ebene einfach folgendermaBien ermittelt werden kann: f=fo —fs —f. =
= % R? (a —bcos C— c cos B), withrend bekanntlich F= R? (4 4+ B+ C-13)
ist, so dass die Substitution dieser Werte in die Gleichung (a) zu der Gleichusg
1 ,a—becosC—ccosB
X=3RZaFBtc-0 O
fiihrt. Analog ist der Ab&:t-md des Dreiecksschwerpunktes S von der Ebene des

Seetors 0C A durch - 1L pbocowd—acsC 4 der Abstand von der Ebee

A+B4C—
1 c—acoeB—bws‘A

0A4AB durcth. AF B 0=
Fiir ein sphiirisches Zw eleck wit dem sphiirischen Winkel 4 ist der
Abstand X des Schwerpunktes S von einer der beiden Ebenen der Begrenzungt

bestimmt,

R x Ria _
halbkreise, da F'= 2 R? 4 und, wie leicht ersichtlich ist, f=" — = o g 4=
)2
= 1‘ = (1 — cos A) ist, zu berechnen aus
_p f_7mpl—cosd
X—R'F_AlR' 1 . (¢)

was iibrigens auch leicht aus (b) deduciert werden kaunn. Fiir einen Kuge:

. T
quadranten ist 4 = - -, cos .4 = o zu setzen, daher

-

X’Z’_".. (d)

Das Gleiche gilt nach (b) fiir einen Kugeloctanten, fiir welchen a=b=

=c=A=B=C=-;- ist.
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Die Anwendung der allgemeinen Formeln (3) auf die Mantel-
he eines senkrechten Kreiskegelstumpfes von der Hshe H (Fig. 168),
sen Seite gegen die Achse unter dem Winkel « geneigt ist, und
sen Grundflichen die Radien r; und . und die Umfiinge »; und u,
en, fihrt, wenn man den Anfangspunkt O in den Mittelpunkt
Kreises u; verlegt und daher von den Glei- _

Fig. 158,
ngeny tga.x+r,ds—seca.dz, tg a—

71_ ausgeht, zu den Folgeringen

PY_2'rseca [2rg+r1] oder

FX = ¢ Hseva (2ue + u)

T u Ug
=2anecai»—%-—Hsc '-: 2 80

H 2us+u
dass X = .- et s
3 u;+ up

in Ubereinstimmung mit der gleichlautenden
ichung (1).

Anmerkung. Wie sich der Schwerpunkt eines zwischen zwei Meridian-
nen gelegenen Theiles einer Rotationsfliche mit Hilfe des Triigheitsmomentes
Meridiancurve bestimmen liisst, wird spiiter gezeigt werden.

i4. Schwerpunkte der Volumina im allgemeinen und der Polyeder
im besonderen.

Ist u die Dichtigkeit (cubische Dichtigkeit) eines Korpers im
nkte cyz und d M, bezw. dV das Differential der Masse, bezw.
s Volums fiir diesen Punkt, so ist (siehe S. 478)

dM
=y .- (D

0dM=u.dV, und es sind daher zufolge der Gleichungen (3),
469, die Schwerpunktscoordinaten XY Z der Masse 3 durch die
lichungen bestimmt

X —J z. dM—J,L 2dV

MY =fj dur_f,, yav { (9
o

M
MZ = “Z.(IJIZJ\[J.Z'JV

[y

Finger, Elemente der reinen Mechanik. 2. Aufl, 33
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In diesen Gleichungen ist u im allgemeinen eine Fnnetion vor
zyz. Ist jedoch der Korper homogen, so ist u constant, und es filn
die Einsetzung der dann giltigen Gleichungen M = .V, m =u.r
in die Gleichungen (4), S. 470, nach erfolgter Abktirzung durch u =
den Relationen

VX=3 (), VY=23(v5), VZ=3(]) .. (3

wo §7 5 die Coordinaten der Schwerpunkte der einzelnen Volumen-
elemente v bedeuten. XY Z ist dann blof von der Ausdehnung und
der Form des Korpervolums abhiingig, weshalb man in diesem Falle
kurzweg vom Schwerpunkte des betreffenden Volums spricht. Sind
&7 die Coordinaten des Schwerpunktes eines unendlichen kleinen
Volumelementes d ¥, so nehmen die Gleichungen (3) die Form an

| 4 -1 vV
VX=f§dV, Vl':jr,dv, l'Z=f;dV L
o .O o

Es bedarf nach dem Friiheren keines besonderen Beweises
dafir, dass der Schwerpunkt S eines beliebigen Prismas der
Mittelpunkt jener Geraden ist, welche die Schwerpunkte .S5; und &:
der beiden Grundflichen verbindet.

Anmerkung 1. Sind bei ¢inem dreiseitigen Prisma die Punkte (x:y:
(&2 ¥2 22), (X3 Y5 z5) die Eckpunkte des cinen Grunddreiecks F; und (¢ y¢ 24), (x5 s 5
(x¢ ye 25) die Eckpunkte der zweiten Grundfliiche F3, so ist fiir den Schwerpunkt §;
der Grundfliche F; (siehe Gleichung 4, S. 488) X; = 7:1{ (x1 4+ 12+ ) und fir de
Schwerpunkt S; der zweiten Basis F)y ist Xy = 13 (x4 4 x5 + x¢); sonach ist fir
den Mittelpunkt der Geraden S; S:, d. i. fiir den Schwerpunkt S des Prismas
X= ‘.1,— X+ Xo) = -(li— (1 4 x4 x5 4 x4 L x5 + x6). und aus gleichen Griindeu
ist Y das arithmetische Mittel von allen yund Z das arithmetische Mittel von allen =.

Um den Schwerpunkt N einer
belicbigen dreiseitigen Pyramide
(eines Tetraéders) A, s Ay d; (Fig. 10%
/ zu bhestimmen, denke man sich dieselbe
/ in unendlich kleinen Entfernungen dareh
. unendlich viele zu irgend einer der Grenz:

cbenen, z. B. zu A, A, .4y, parallel ge-

. legten Ebenen in lauter Volumelemente

wetheilt, die als homogene materielle

Dreiecke angeschen werden kinnen. Die

5 Schwerpunkte dieser dreieckfirmigen

s Platten liegen siimmtlich in jener Ge-

raden. welche den Schwerpunkt S; des Dreiecks A .4;.0; mit dem

vierten Endpunkte .1, der Pyramide verbindet, so dass die Gerade
Sp; eine Schwerlinie ist.

Fig. 159.
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Um nun S; selbst zu erhalten, hat man nur A; 4, im Punkte 4

u halbieren und 4 S; = A; ? zu machen. Aus gleichen Griinden
st, wenn A S, = Ar gemacht wird, S der Schwerpunkt des Drei-

3
cks A; Ay Ay und S. Ae eine zweite Schwerlinie der Pyramide. Die
wei so erhaltenen, in der Ebene des Dreiecks A4 A;.4. gelegenen
chwerlinien S; A; und Sp 4. schneiden sich im gesuchten Schwer-
unkte S des Tetraéders. Da in dem Dreiecke 4 A4; A, sowohl

1S, = % A A, als anch AS; = %— A A, ist, so muss bekanntlich
1Se|j A7 A2 und auch S;Se = —;—A,Ag sein, so dass in den ihn-

518 S¢S

chen Dreiecken S;S»S und A; A, S die Proportionen —— =--"—
8,8 1 1 A5 AeS

=~4—' 41 =3 bestehen, also S;8 =3 A; 8 ist. Theilt man dem-
AgAe

ach A;S in drei gleiche Theile, so ist jeder Theil gleich S;S, also

3t S,Szi— S;A4;, d.h. wenn man den Schwerpunkt S; der

asis AdpAyAy der Pyramide mit der gegenilberliegenden
ipitze 4, verbindet und diese Gerade in vier gleiche Theile
heilt, so ist der der Basis A 434, zunichst gelegene Theil-
vunkt der gesuchte Schwerpunkt der Pyramide.

Legt man durch den so erhaltenen Schwerpunkt S eine Ebene
'sazay parallel zur Ebene Ay A3 Ay so schneidet diese eine jede
rerade, die den Endpunkt 4, mit einem beliebigen Punkte 3/, der
ibene Ao Ag Ay verbindet, in einem Punkte 3 so, dass, wie sich
us dem Parallelismus der Transversalen MS und AM;S; ergibt,

U, M= % M; A; ist. Es muss daher auch umgekehrt, wenn MM, —
=+ 4,M; gemacht und durch J; eine parallele Ebene zu Ao d; A,

relegt wird, diese Ebene eine Schwerebene sein.

Theilt man demnach eine mehr als dreiseitige Pyramide, deren
jpitze .A; ist, und deren Basis ein beliebiges Polygon von » Seiten
st, durch Ebenen, die durch A4; und etwa die Diagonalen der Basis
elegt werden, in lauter dreiseitige Pyramiden, so miissen simmt-
iche Schwerpunkte dieser Theilpyramiden in jener Ebene gelegen
ein, die man erhalten wiirde, wenn man den Schwerpunkt s der
Jagis mit der Spitze A; verbindet, 4;s in vier Theile theilt und
lurch den der Basis niichsten Theilpunkt S eine zur Basis parallele
ibene legt. Es muss sonach diese Ebene eine Schwerebene der
i-seitigen Pyramide sein. Anderseits muss, wie die Theilung der
’yramide in diinne Platten parallel zur Basis lehrt, 4,s eine Schwer-
chse sein, somit der Durchschnittspunkt dieser Schwerachse A;s

33%
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mit der fritheren Schwerebene, d. i. der Punkt S selbst der Schwer-
punkt der n-seitigen Pyramide sein. Es ist demnach nach der
friheren Regel auch der Schwerpunkt einer jeden Pyramide be
stimmbar.

Anmerkung 2. Dass bei einer jeden Pyramide Z = A4, S——Clst w0
C die Liinge der Schwerlinie A4;s bedeutet, llisst sich auch leicht folgender
mafen nachweisen. Theilt man die Pyramide in unendlich diinne Platten d F,
die zur Basis F parallel sind, so ist fiir ein im allgemeinen schiefwinkeliges
Achsensystem, dessen Anfangspunkt die Spitze A4, der Pyramide, dessen xy-Ebene

zur Basis parallel und dessen z-Achse 4; s gegen die Basis unter dem Winkel ;
geneigt ist, wofern f die der Coordinate ¢z entsprechende Schnittfliiche bedeautet,

in der Gleichung (4) dV={f.dz.sinyund f: F=2*: C*, alsodV—gamyz’d

c
und { =z, also der Gleichung (4) zufolge VZ =fz dvV = E sin y fz-‘ dz=
°
1 F ¢ 1 3
=7 F C? sin y und V=fd V— 5 Sin ;fz’ dz = 3 F C sin y, somit ist Z=i C.

L]

Zerlegt man bei einer dreiseitigen Pyramide (Fig. 159) die
resultierende Schwerkraft @, als deren Angriffspunkt der Schwer-
punkt S angesehen werden kann, in zwei gleichgerichtete Compo-
nenten ¢; und g;, deren Angriffspunkte 4; und S, sind, hierauf die
letztere Componente g;, wie dies beim Dreiecke, S. 488, geschehen ist,
in die gleichgerichteten Componenten Q:Q;@s, deren Angriffspunkte

Q@ _ @ _ @ ) =
As Ay A, sind, so ist bekanntlich SS; Az §= 4,57 also Q=
= S S’ Q= Q und ¢; = ‘:’: Q= Q, ferner (siehe S. 43%

1 1 . .
Q9=Q:;=Q4= ‘?;q,:g.;}f Q =—4—Q, o dass auch @; = ¢:=

1 . -
=y = Qy= T @ ist. Da nun offenbar S der Mittelpunkt der Kriifte
Q1 Q2 Q4 Q4 ist, so sind die Coordinaten X1 Z den Gleichungen (4
auf S. 447 zufolge bestimmt durch
1 ,

4 Q (21 + 22 - 23 + 29

y . W+ Qe Qs+ Quey 47T T
o @ Q
I Rl R el

. - [/ Y2 Y4 .
—= "L L " 7 und analog st Y Yt J‘—_J_—‘-"—_j_ry‘, L=
4 4
LT —: ST wenn (zpy;2)), (Z2y229) . . . die Coordinaten der
Eckpunkte ;... .. bedeuten; es ist sonach bei einer dreiseitigen

Pyramide jede der Schwerpunkteoordinaten, wie dies auch bei der
(teraden, dem Dreiecke, dem Parallelogramm und dem dreiseitigen
Prisma der Fall war, das arithmetische Mittel der zu derselben Coor-
dinatenachse parallelen Coordinaten der Eckpunkte.
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’ (A2 +a®) (A 4+ a)—4a®
,18 - a8 *
Nenner des letzten Bruches durch 4 — a, so findet man

also C— Dividiert man Zihler und

Go_r_h #+2datsa b FH2VFf+3f
CTST T T T data® T & FVEf+f

Vertauscht man A mit ¢ und F mit f, so findet man flir den

Abstand Z des Schwerpunktes ¢ vom Schwerpunkte o der anderen
Grundfliche f
h a®*4+2aA+34°* h f+2VfF+3F
Z——h——C_—»-. 5 —
@-ad 47 47 f4VfF+F

Fiir eine senkrechte abgektirzte Pyramide ist « = % und h die

Hohe derselben.

Um auf graphischem Wege den Schwerpunkt o einer abgekir-
ten Pyramide zu finden, bestimme man in bekannter Weise zunichst
den Schwerpunkt § der vollen Pyramide 7 und den Schwerpunkt s
der Ergiinzungspyramide o. Da nun nach dem Schwerpunktsmomenten-
satze V.68 = v. s, also 6 §: 05 =v:V ist, und da ferner S zwischen
o und s gelegen sein muss, so hat man nur durch S und s zwei
parallele Gerade — etwa senkrecht za der schon bestimmten Geraden
$S — zu fihren und auf jeder dieser Parallelen von S, bezw. s aus
in derselben Richtung eine zu v, bezw. ¥ proportionale Strecke 5./
bezw. sm aufzutragen, so dass SAM:sm = v:} ist, und hat ferner
hin dic Endpunkte m und M dieser Strecken zu verbinden; der
Durchschnittspunkt ¢ dieser Geraden m M mit der Schwerlinie s
ist den beiden letzten Proportionen zufolge der gesuchte Schwerpunkt.

Um nun auf einfachstem Wege diese proportionalen Strecken
S und sm, fir welche SM:sm =— v:V ist, zu ermitteln, wiihle
man etwa S 3/ belichig und beachte, dass v:V = a®: A% also

3
SMH:sm=a’: 4% und sm = Sﬂ[.;i ist (wo @ und A die oben-

3

erwiihnte Bedeutung haben, also ¢ und 4 etwa die gleichlaufenden
Seitenkanten der Pyramiden » und ¥ bedeuten). Man braucht dem-
nach, um sm zu construieren, nur in die Winkelfliiche eines beliebigen
Winkels ¢ von dem beliebigen Scheitel S als Centrum zwei concen-
trische Kreisbiigen einzuzeichnen, deren Radien a und A sind, ferner
die beiden Diagonalen ¢ und d (Antiparallelen) des so entstandenen
Ringsectors (Kreishandes) zu zichen, auf dem einen Schenkel des
Winkels ¢ vom Scheitel S aus die Linge S I abzuschneiden, von
M aus eine Parallele M.V zu jener Diagonale ¢ des Ringsectors zu
ftihren, die von dem auf diesem Schenkel S/ gelegenen Endpunkte
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+ Radius @ ausgeht, hat ferner den Durchschnittspunkt N dieser
rallele M.V mit dem zweiten Schenkel zu bestimmen (so dass

V=8SM .‘—:— ist), von N aus eine Parallele zu der zweiten Diago-

le d (Antiparallelen) bis zum Durchschnitte 3  mit dem ersten
henkel zu ftuhren (so dass SM' = SN .% =8SM .%;— ist) und
ilieflich wiederum von M’ eine Parallele zur ersten Diagonale ¢
construieren, welche den zweiten Schenkel S N in einem Punkte N’
3
eidet, filr welchen S N'= S Af", f:» =SM. i—:‘;
oportionalen sm gleich ist. Nachdem auf diese Weise sm gefunden
irde, hat man so vorzugehen, wie dies oben auseinandergesetzt
irde.
Der Schwerpunkt eines Prismatoids, d.i. eines Polyeders,
3 von zwei parallelen Grundebenen und von ebenen, theils dreieck-
migen, theils trapezformigen Seitenflichen, deren Ebenen durch
Seiten, beziehungsweise Eckpunkte eines in der einen Grundebene
egenen Polygons willkiirlich gelegt sind, eingeschlossen ist, hat
ts eine solche Lage, dass fiir denselben, wenn man eine zu den
mdflichen parallele Ebene zur zy-Ebene eines (im allgemeinen
iefwinkligen) dreiachsigen Coordinatensystems z y # wiihlt,

, also der gesuchten

7 — &?P‘jﬂ"i’if:ﬁ% ... (6)
0o+ 41 4 F;
wo F, und F. die Grundfliichen, F,; die Fliche des in gleichem
itande von den beiden Grundflichen zu diesen parallel gelegten
tleren Querschnitts bedeutet, und 2, z; 2> sich auf den in der be-
ig angenommenen z-Achse gelegenen Punkt der Flichen F, F'; F)
ieht. Es lisst sich dies folgendermafien nachweisen:

Ist » der Neigungswinkel der willkiirlichen s-Achse gegen die
ndebenen, 8o ist dV = F.siny.dz, wofern man sich das Pris-
oid durch Schnitte parallel zu den Grundflichen in lauter sehr
ne Platten von der Hohe de.sinv zerlegt denkt und durch F
Fliche eines beliebigen Schnittes, dessen simmtliche Punkte die-
e zur z-Achse parallele Coordinate z haben, bezeichnet.

Sind die in irgend einer der Seitenflichen — e¢twa der r-ten trapezfirmigen
* dreieckfdrmigen Seitenfliiche — des Prismatoids gelegenen Seiten der Poly-
2 Fo, Fund Fy durch ws, U, und u; bezeichnet (wo auch uo =0 oder uz = 0
den kann), so ist aus bekannten geometrischen Griinden (U, — o) : (43 — o) =
2 — 20): (22 — 20), und es ergibt sich demnach aus dieser Gleichung, in welcher
r U, und z nur constante Glieder vorkommen, U, als eine lineare Function
z von der Form U, = a, -+ b,z. Legt man nun durch jene Secitenkante des
matoids, die als die erste angenommen wurde, eine Ebene, wiihit ferner die
hschnittslinie derselben mit der Ebene von F' zur X-Achse und den in

’
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dieser Seitenkante gelegenen Eckpunkt des Polygons F zum Anfangspuokte
eines ebenen, und zwar in der Ebene dieses Polygons liegenden orthogonalen
Achsensystems, so sind die Coordinaten X, Y, irgend eines Eckpunktes des
Polygons F, wie sich durch Projection des entsprechenden zwischen diesem
Punkte und dem Coordinatenanfangspunkte gelegenen Polygonalzuges auf die
X- und Y-Achse sofort ergibt, bestimmt durch

X, =Uicos(XUs) + Uscos(XUs)+ ...+ Urcos (X U,)

=Ussin (X U+ Uesin (X U+ ...+ Ursin (X T,)
wo die Richtungswinkel (X U;), (X Uy) . . . wegen des Parallelismus aller X-Achsen

in allen mdoglichen Flichen F von z unabhingige constante Werte haben.

Da nun, wie oben gezeigt wurde, U; U: . . . U, lineare Functionen von
z sind, so miissen den letzten Gleichungen gemi auch X, und Y, linear
Functionen von z sein. Bestimmt man demnach die Gri8e der Polygonfliche F
nach der auf S. 493 abgeleiteten Regel, indem man die den einzelnen Theildreiecken

entsprechenden Ausdriicke von der Form—;— [Xr—1 Y, — XY,—1 X,] summiert, s

enthalten alle Theilglieder von F' nur Producte je zweier linearer Functionen
von z, sind also ganze rationale Functionen von ¢z, und zwar zweiten Grades. und
es muss demnach auch F eine derartige Function zweiten Grades von der Forn
F= A+ Bz Cz? sein.

Da bei einem jeden Prismatoid die Fliche F stets durch eine
ganze rationelle Function von z, und zwar von der zweiten Ordnung
in der Form F = A + Bz -+ Cz* darstellbar ist, so muss Fz=
= A#+ B2* 4+ Cz* von dritter Ordnung sein, und zufolge Glei
chung (4) ist, wenn man durch » den Wert h =2, — z) — 20—z, =

Zo — }I
=" e —% __ 2 bezeichnet,

.
Tz —f dl'= F.c sinvdz =g8iny F.zd::l
(7

<o

— sinv.—?)— (Fozp +4F2; + Foro) [

wie man sich sofort lberzeugt, wenn man Fz = Az 4 Bz + (7
zwischen den Grenzen z, und 2 integriert und, nach Einsetzung der
Werte z;==2, = und 2s =2, — 2h in das erhaltene Resultat

dieses mit der in gleicher Weise fiir sich berechneten Summe F:z. —
+ 4 Iz, — Fuzy vergleicht, und ebenso lisst sich nachweisen:

1 *i2 29
J"—== ((ZI'»—- F.stinvdz —= sinr. [Fdz =

o 2o

L)

o (3
== sy ]; Joy+41+ Iy [

Die Division der beiden erhaltenen Werte (7) und (%) von 177
und }, welche lehren, dass die Simpson’sche Regel in ihrer An
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endung auf die Berechnung der IntegralefF dz undszdz fir

=1 beim Prismatoid nicht zu angeniberten, sondern zu streng
chtigen Resultaten fiihrt, ergibt in der That die obige Gleichung (6).

In der Formel (6) sind alle fiir die bisher behandelten Polyeder,
imlich das Prisma, die Pyramide, den Pyramidalstumpf erhaltenen
esultate enthalten. So ist z. B. fiir den Pyramidalstumpf bekanntlich

F, = 5 (VF; +-VFy), also Fi = (Fs + Fs +2VE, F), 50

188, wenn 2, =0, z; = o P = H gesetzt wird

- H
—(F0+Fg+2VFOF2)-'§+F2H H Fo+2VFOFo+3Fa
2F, + 2F: + 2VF, F; 4 F,+ VF,Fs + Fe

t, was mit der Gleichung () tibereinstimmt.

Nimmt man als Grundflichen F, und Fo des Prismatoids un-
bnliche Rechtecke mit den Seiten ay by, bezw. asbe an, wo a, || as,
o! be ist, 8o wird das Prismatoid ein sogenannter Obelisk, dessen
ier Seitenflichen Trapeze sind. Es ist dann in den obigen Formeln
a4 + a_g {)0__'—_1_),2_ h = g Zu
2 2 2
etzen, und es ist demgemi#fi nach (7) und (8) fir 2 =0, zo =
= 2z; = H das Volum

V_Iis—‘l'—” [2 aoby + @obs + asbo + 2asbs] und

Vo == apby, Fo=asbhs, F;=a;b;=

VZ=sin» .% [ao bo + aobg -+ agbo -+ 3agbg], also

7 H @b+ asbs + asb, + 3asde

2 2a0b0 + aobo —+ agb/) + Zagbo
Ist die Basis F, des Prismatoids ein Trapez, dessen parallele
eiten @, und a; den beliebigen senkrechten Abstand b, haben, und
tht die Basis Fp in eine zu a, und a; parallele Kante a. tiber, so
ird aus dem Prismatoid ein schief abgeschnittenes dreiseitiges

risma. Es ist F; dann ein Trapez, dessen Hohe I:)" und dessen
arallele Seiten 2 _; % ung ¥ _: gl sind; demnach ist F, =

= é by (ap + a; + 2as), Fo= —1) bo (ap + ay), Fe =0 und zufolge (3)
f= bo.Iészn y %ot ‘;’ k. § (Es ist bo g; Y der Flicheninhalt des
u den Kanten a,, a;, a, senkrechten Querschnittes.) Fiir 2z, =0

t 2= 1;, also VZ = ”—"ﬁ‘;’»’_‘l f{ (@) + a; +2as) wd Z =
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== I—{.qo +»M£. Ist im letzteren Falle F, ein Rechteck, als
4 ap+ a; + a

@, = a; oder im fritheren Obelisk by = 0, so wird ¥ ein Keil, fiir wet

chen also V={)0H‘smv .2a,, + % vz — boH sin y . E(ao + a4,
2 3 2 6
__H a;+as .
Z—'§.§a;+ s 18t.

Zur Bestimmung des Schwerpunktes eines beliebiges
Polyeders auf constructivem Wege fithrt folgende einfache Be
trachtung:

Der Schwerpunkt S;s einer von den Mantelflichen zweier belie
biger Pyramiden V; und V., die eine gemeinsame Basis haben, ein
geschlossenen Doppelpyramide Ve ldsst sich graphisch auf analoge
Art bestimmen, wic dies auf S. 490 bei einem Trapezoid geschehen ist

Ist néimlich die Ebene der Fig. 148 die durch die Spitze C der
Pyramide V;, durch die Spitze 4 der Pyramide ¥y und durch den
Schwerpunkt F' der gemeinsamen Basis der beiden Pyramiden ge
legte Ebene, welche die gemeinsame Basisebene in der Geraden DB
schneidet, so sind, wenn F'S; = !/, FC und FSe = 1/, F A gemacht
wird, S; und Se die Schwerpunkte von V; und ¥; demnach ist S,
eine Schwerlinie der Doppelpyramide ¥;.. Da nun die Volumina F;
und Ve der Pyramiden von gleicher Basis sich wie die Hohen der
Pyramiden verhalten, also auch wie die in der Geraden C A gel-
genen Hypothenusen CE und E A4 der einander ihnlichen, diesen
Hohen als Katheten zugehorigen Scheiteldreiecke, so lisst sich, wem
H der Durchstofipunkt der Geraden .S;.S: mit der gemeinsamen Grund:
fliche und S, der Schwerpunkt der Doppelpyramide V7, ist, in genat
derselben Weise, wie dies auf S. 490 geschehen ist, leicht zeigen.
dass I[N, == S; 81 und S; H == 8528, ist, dass man also, um Sy
finden, nur etwa den Abschnitt S; I von S, aus anf der Schwerlinie
Ny Sy in entgegengesetzter Richtung abzuschneiden hat.

Theilt man dementsprechend dic einzelnen Seitenflichen des
Polveders in lauter Dreiecke und legt durch einen beliebigen Punkt?
des Raumes (am besten durch einen Punkt O innerhalb des Polyeders'
und durch die Seiten aller dieser Dreiecke Ebenen, wodurch man
cine Aufeinanderfolge von lauter dreiscitigen Pyramiden (Tetraédem’
171757y .. erhiilt, von denen je zwei aufeinanderfolgende cine gemein:
same Basis haben. so Lisst sich dasselbe cinfache graphische Verfahren.
das auf 8. 491 und 492 hei einem chenen Polygon bentitzt wurde,
auch zur Bestimmung des Schwerpunktes 5 des Polyeders anwenden.
nur muss cs statt .Dreieck- hier stets ,Tetraéder¢ und statt .Vier
eck* hier .Doppeltetraéder” heiflen. Man hat also zunichst aufler den
Schwerpunkten 5, 85,55 ... von VT,V ... auf die oberwiihnte Art
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niichst die Schwerpunkte S;e, Ses, Ss¢ . . . der Doppelpyramiden Vi,
g, V34 ... zu ermitteln, hierauf den Durchschnittspunkt S;03 von
2 Ss und S; Sgs zu bestimmen, hierauf den Durchschnittspunkt S;es4
n S;23 S¢ mit Sie Sy, dann jenen von S,;p5¢ S; mit Spes S4s5 U. 8. W5
r so zuletzt erhaltene Durchschnittspunkt ist der gesuchte Schwer-
inkt S des Polyeders.

Auch die Coordinaten (XY Z) des Schwerpunktes S eines
sliebigen Polyeders lassen sich aus den gegebenen orthogonalen
dordinaten der Eckpunkte dieses Polyeders auf ganz ihnliche Weise
srechnen, wie dies bei einem ebenen Polygon (S. 492 und 493) der
all war.

Theilt man némlich, wie friiher, die Seitenflichen des Polyeders
arch Diagonalen in lauter Dreiecke, deren Spitzen irgend welche
rei Eckpunkte 4, 4’ A” des Polyeders sind, und deren Coordinaten
tyz), (£'y’2"), £'y"’2") seien, so hat der Schwerpunkt jenes Tetra-
lers v, dessen Grundfliiche das Dreieck 4 A’A” und dessen Spitze
er beliebige Anfangspunkt O des orthogonalen Coordinatensystems
#t, bekanntlich (s. S. 516) die Coordinaten

I+ 4 ’ ” ’ "
R e e e i C)

md das Volum v dieses Tetraéders ist (abgesehen vom Zeichen) be-
timnt durch den sechsten Theil der sogenannten Determinante des
iystems der neun Coordinaten der Punkte 4 A4'A”, d.i. durch den
tusdruck:

l r’” ’ 7 B ’ 7 r’” LA I;'
= [ Ge—y) 7~y 5 =y ] (10)

Dies geht etwa aus folgender einfacher, instructiver Erwiigung hervor:

Stellt etwa die Kante O A’ eine auf den Angriffspunkt O wirkende Kraft R
nd die Gegenkante des Tetriieders 4 A" eine zweite auf den Angriffspunkt 4
imwirkende Kraft P dar, so ist das als Grundfiiiche des Tetriieders anzusehende
reiecck OAA” jenes Momentendreieck, durch welches das Moment AM der

xaft Pin Bezug auf den Punkt O dargestellt ist, und daher ~;— M die Mafizahl

ieser Grundfiiche 0 4 4”.

_ Die Hohe der Pyramide, das ist die vom Endpunkte 4’ der Kante

)4’ = R auf die Grundfliche gefiibrte Normaie hat, wenn (R M) den Neigungs-
inkel dieser Senkrechten (deren Richtung mit der Achse des Moments M iiber-
nstimmt) gegen die Richtung von R bedeutet, zur MaBzahl R cos (R M), und
jst das Volum v der Pyramide dem dritten Theil des Productes aus der Basis

- M und der Hohe Rcos (R M) gleich, also v=% R.M cos (RM). Nun ist

ehe 8. 72) durch M cos (R M) das Moment MP der Kraft P in Bezug auf die
mte 04’ = R bestimmt, das nach Gleichung (8) S. 73 auch der Summe
;. co8 (x R) 4 M, . cos (y R) + M, cos (¢ R) gleich ist, wo M, M, M. dic durch
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die Gleichungen (5) und (6) auf S. 71 und 72 bestimmten Momente der Kraft P
beziiglich der drei Coordinatenachsen bedeuten.

Dementsprechend besteht die Beziehung: v = s R Mcos(RM)=-+ B ¥r-

= - R [M: cos (x R) -+ M, cos (y R) + M., cos (zR)], oder wenn man dle bekany
ten Werte der (,omponenten R, If, R. der Kraft R (siche Gleichung (3). 869
beriicksichtigt, v = - R Mg = - (R, M.+ R, M, R, M,); das heiBt, es st i

Mafizahl v des ’l‘etraédermhalts dem sechsten Theil der Invariante R M cos (RMi=

=RM#P =Ru (vergl. S. 437 und Gleichung (4), S. 441) des aus den zvd
}\r.lften P und R, deren Richtungslinien sich kreuzen, gebildeten Kraftsystem
gleich. Setzt man nun in den letztgefundenen Wert von v flir M. M, M, de
bekannten Werte M = yZ —2Y u.s. w. ein und setzt aus bekannten Griinda
X=2"—2,Y=y'—y Z=2"—zund R, =2, Ry =y, R, = z’, 80 gelag
man zu der obigen Gleichung (10).

Nachdem mit Hilfe der Gleichungen (9) und (10) aus da
gegebenen Coordinaten der Eckpunkte des Polyeders sowohl ¢, at
auch (§9() fir jedes einzelne Tetra&der berechnet worden sind,
hat man schliefllich die Coordinaten (XY Z) des Schwerpunktes §
X rd)

St

des ganzen Pol_yeders mittels der Gleichungen (3) X =

by -
V= ..‘(::i_’:,)’ Z == (L.C—)- zu hestimmen.

£

§ 85. Schwerpunkte der von krummen Fldchen begrenzten Volumirs.
Guldin’sche Regeln.

Der Schwerpunkt einer Kugel, eines Ellipsoids u.s.w.
itberhaupt solcher Volumina, die einen Mittelpunkt haben, ist dieser
Mittelpunkt.

Der Scehwerpunkt eines von einer beliebigen Cylinderfliche
und von zwei parallelen Grundebenen begrenzten Cylinders ist
offenbar auf dieselbe Weise zu bestimmen wie jener eines Prismas:
der Schwerpunkt eines von einer beliebigen Kegelfliiche und einer.
bezw. zwei parallelen Ebenen begrenzten Kegels, bezw. Kegel
stumpfes aut dieselbe Weise wie jener einer Pvramlde (siehe 8.515-
bezw. eines Pyramidalstumpfes (siehe S. 518).

Anwerkung. In Betreft der Ermittelung der Lage des Schwerpunktes
und der Bestimmung des Volums cines schief abgeschnittenen Cylinders, hezw.
Prismas, sei ant die letzte Anmerkung des § 95 hingewiesen.

Setzt man in der fiir den Kegelstumpf giltigen Gleichung .o auf
S.51%in dem besonderen Falle, dass die Basisflichen Kreise mit den
Radien B und » sind und /i den Abstand der heiden Kreismitte:
punkte bedeutet, F== 7 und f= "7, so findet man

I B - 2R - 007 o+ 2rR— 3R

ST R - Ry ‘Z"‘J‘"_»-‘-——»R R

_nl
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Der Schwerpunkt S des Segmentes eines Ellipsoids oder jener
¢iner Platte ¥, die von einem Ellipsoid, dessen orthogonale Hauptdureh
messer 2.4, 2B, 2C als Coordinatenachsen angenommen seien, und von zwei
zu einer Achse — ctwa der z-Achse — senkrechten Ebenen (fiir weihe
Grenzebenen z = zo und 2z = z; sei) eingeschlossen ist, lisst sich folgender
maflen bestimmen:

Zuniichst ist S in der z-Achse, da dicse eine Symmetrieachse des Kirpen
ist, gelegen. Theilt man das Volum ¥V durch senkrecht zur z-Achse gefibme
Schnitte in lauter elementare Lamellen d ¥ von der Dicke d £, so ist, weun durch
« und b dic Halbachsen des im Abstande z vom Mittelpunkte O des Ellipsoids
hefindlichen  elliptischen NSchnittes F bezeichnet sind, d¥V = F.dz = aba.i
Nun sind a und z die Coordinaten cines ’unktes des in der xzz-Ebene gelegena
elliptischen Hauptschnittes, dessen Halbachsen 4 und C sind, und ebenso b und:
die Coordinaten eines Punktes der in der yz-Ebene gelegenen Ellipse mit da
Halbachsen B und C, also

zz=l undhbi»+£;=l, also a=Al/ 1—5-,b=Bl/ij£~,

1o
Substituiert man die beiden letzten Werte in die obige Gleichung, so wird

dV = n.AB(l - g) dz. Es ist sonach zufolge Gleichung (4) des § &4

Vz=fzdv=n.AB -3 )dz—rrAB w—zd 1l
. %o 2 4 C

- , 1 22—z,
P=‘f(lI =n.4AB (al—~ )(lz—-nAB[(z,—zo)——g—LC, °].

Dureh Division dieser beiden Gleichungen ergibt sich der von A und B
villig unabhiingige Wert

_ 3 (21 20) (" C?—zf?

4 50?7 — 1 —:xco‘—

[N

7z = . (a)

Dieser Formel zufolge ist die Lage der Schwerpunkte fiir alle jene Platen
dieselbe, bei welehen die Abstiinde z, und z; der Grundebenen von dem Mitte
punkte des Ellipsoids dieselben sind, wenn nur die Linge C der zu den Gruud
chenen senkrechten Halbachse des Ellipsoids die gleiche bleibt, mogen die beide
anderen Halbachsen welche Werte immer haben.

Es ist also der gesuchte Schwerpunkt §, wie dies iibrigens auch die Uher-
cinstimmung der Formel (a) mit der folgenden Gleichung (5) lehrt, identisch wit
dem Schwerpunkte der entsprechenden kirperlichen Kugelzone (Kugelschichte .
wofern ¢ den Radius £ der zugehorigen Kugelfliiche bedeutet.

Fiir z;-- ¢ wnd z— C— H ergeben sich aus den letzten Gleichungen
fiir cin cllipsoidisches Segment von der Hohe I folgende Formeln:

2
VZeoa "B ((‘—-~ ) V=n"‘cfuf(c-—%{)l
)
Z~ ( c- (c [
Aus der letzten Formel liisst sich ein einfaches constructives Verfahren.

durch welches man die Lage des Schwerpunktes des ellipsoidischen Segment
(bezw. cines Kugelsegments) bestimmen kann, entnehmen: Man schneide von der
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Hauptachse 2 C (bezw. von dem Durchmesser) — und zwar ausgehend von jenem
in dieser Achse gelegenen Scheitel des Ellipsoids, der nicht dem Segmente
angehort — den dritten Theil der Hohe H des Segments ab, wodurch man zu
einem Punkte E gelangt, fiir welchen OE = C —!3! ist, ebenso schneide man
auf einem zu 2 C senkrechten Durchmmesser — vom Mittelpunkte O des Ellipsoids

ausgehend — die Strecke OF = C — % ab, verbinde die so erhaltenen Punkte E

und F und fiihre zu dieser Geraden EF durch F in der Ebene OFE eine
Normale, welche die Achse 2C in dem gesuchten Schwerpunkte durchschneidet.

Setzt man in (@) £ = O und z; = C, so geht das Volum V in das auf der
positiven Seite der ry-Ebene gelegene halbe Ellipsoid tiber, fiir welches dann

nach obigen Gleichungen V = »g- 7. ABC und Z = —‘2— C wird.

Es ist leicht einzusehen, dass die Formel (a) auch giltig ist fiir eine von
zwei beliebigen parallelen Ebenen begrenzte Platte des Ellipsoids,
wofern man nur die zu diesen Ebenen durch den Mittelpunkt des Ellipsoids ge-
fiihrte parallele Diametralebene zur zy-Ebene wihlt, ferner durch a und b, be-
ziehungsweise 4 und B zwei conjugierte Semidiameter der entsprechenden zu
den Grenzebenen parallelen elliptischen Schnitte bezeichnet, und wofern zur
z-Achse der die Mittelpunkte aller dieser Ellipsen verbindende Diameter 2C an- -
genommen wird. Da jede durch die z-Achse gelegte Ebene eine Diametralebene
ist, s0 liegt der Schwerpunkt § in der z-Achse, und zwar in dem durch (a) be-
stimmten Abstande von dem Mittelpunkte des Ellipsoids.

Ebenso einfach, wie es hier mit den Abschnitten cines Ellipsoids ge-
schehen ist, lassen sich auch in gleicher Weise die Abschnitte eines einfliichigen
oder zweifliichigen Hyperboloids behandeln.

Fiir eine aus einem elliptischen Paraboloid, dessen Gleichung (auf

¥

die Hauptachsen bezogen) ~+»§ = g sei, durch zwei senkrecht zur z-Achse

im Abstande z, und z; vom Scheitel O gefiihrte Schnitte herausgeschnittene
Platte ist in ganz analoger Weise in dem einen parabolischen Haupt-
schnitte £ =0 und y =b und in dem zweciten parabolischen Hauptschnitte
y=o0 und x =a zu setzen, so dass die Achsen einer der friiheren ellipti-
schen Lamellen b=V Qz und a =y P= sind und demnach d V= F.dz=uabnr.dz =

2y .
=vVPQ.z2dz VZ=fde=vPQf:~dz=VpQ.13 %’ und V=fd V=

=vVPQ|:- d z=VYPgQ PQ S lst Die Division der beiden letzten Gleichungen
lehrt, dass g 2 2t — 20t o
Yo

also Z von den Parametern P und @ villig unabhiingig ist. Fiir das
durch einen Schnitt im Abstande z=c¢ abgetrennte Segment des Paraboloids

: 2 .
ist zp = 0 und 2z, = ¢ zu setzen, so dass dann Z = 3¢ wird.

Es unterliegt kcinen Schwierigkeiten, auf gleiche Art nachzuweisen, dass
nach der Formel (b) auch die Lage des Schwerpunktes fiir eine Platte (bezw.
ein Segment), die durch zwei beliebige parallele ebene Schuittfliichen aus dem
Paraboloid herausgeschnitten ist, bestimmt werden kann, wofern nur als z-Achse
die die Mittelpunkte dieser elliptischen Schuittflichen verbindende, zur friiheren
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z-Achse parallele Gerade (d. i. der den Schrittfliichen conjugierte Diameter) und
als Anfangspunkt O des schiefwinkeligen Achsensystems der Durchschnittspunkt
dieser Geraden mit dem Paraboloid, ferner also als zy-Ebene die das Paraboloid
in diesem Punkte O tangierende Ebene angenommen wird.

Der Schwerpunkt eines Kugelsectors (Kugelausschnittes),
der durch Rotation eines Kreissectors 0 ACB (Fig. 161) um seine |
Mittellinie OC entsteht, liegt
zuniichst in der Symmetrie
achse O C. Theilt man die dem
Kugelsector zugehorige Cs
lotte in lauter gleiche unend-
lich kleine Fliichenelemente,
so konnen diese als Grund
flichen von Kegeln, bezw. Py-
ramiden, deren Spitze O ist, ar-
genommen werden. Bekannt
lich sind die Schwerpunkte
allerdieser elementaren Kegeln,
aus denen der Kugelsector besteht, in einer Calotte acb gelegen, deren

Radius Oa =T R ist, wenn R den Radius O_4 bedeutet, und es lasst

sich dann auf dieselbe Weise, wie dies beim Kreissector geschehen
ist, nachweisen, dass der gesuchte Schwerpunkt identisch ist mit
dem Schwerpunkte dieser Calotte acb, der hekanntlich der Mittel-
punkt S ihrer Achse ce ist Es ist sonach 0 S=0¢— S¢c =0a—
—é.ce:—z— 04— ; 4—CE

Ist die Hohe C'E der dem Kugelsector O ACB zugehbrigen
Calotte durch H und der Abstand O E ihrer kreisformigen Basis von
dem Kugelcentrum durch D bezeichnet, so ist sonach

1 3

— ., 3 3
ON=Z—= | R— ;.| H= 2R—H]=

S R+ Dl

fl‘le

Ist 2 ¢ der Offnungswinkel des Kugelsectors, so ist D = R cosc.

. 3 : . .
also 7 = 3 B (14 ¢os )= J R cos® %' Fir eine Halbkugel ist

D =0, also ON = Z =" .R

Da dice Fliiche £ der B.mscalutte des Sectors dem Producte aus dem Unr
fange 2 R des griten Kegelkreises in die liohe H= R— R cos « = R (1 —cosc
der Calotte gleich, also durch f—: 2 R?ax (1 — cos ) hestimmt ist, so ist das

Volum 1 des Kegelsectors 1= —.1‘— fR= 2, Ra (1 —cos ) und demnach dus
0 ]
Schwerpunktsmoment des Kegelsectors VZ = % Ria (1l — cos® «) = —l— a Risinte.

Es it demnach das Schwerpunktsmoment des von einer Kegelfliche (mit dew
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Offoungswinkel 2« und der Spitze 0) und zwei concentrischen Kugelflichen
(mit den Radien R und r und dem Centrum (O) begrenzten Sectors einer

Knge]schale der anferenz — n (Rf — r*) (1 — cos® ) gleich und das Volum
derselbgn— n (R*— %) (1 — cos ), also der Abstand des Schwerpunktes dieses

8ectors vom Kugelcentmm durch den Quotienten der beiden letzten Ausdriicke,

d. i. durch g g, — (1 + cos @) bestimmt. Fiir den von zwei Kegelfliichen
mit der Spitze O und den Offoungswinkeln 2 « und 2 ¢, und den friiheren beiden

concentrischen Kugelflichen begrenzten Raum ist ebenso das Schwer-
punktsmoment % (Rt — rf) (cos? a9 — cos? @) und das Volum desselben ist
3 7t (R® — r°) (cos ap — cos «), also ist der Abstand des Schwerpunktes vom Kugel-
3 Rt —
8 R°—
Cm auf graphischem Wege den Schwerpunkt des oben behandelten Sectors
einer Kugelschale, der durch Drehung eines ebenen Kreisringsectors (Kreisbandes)
um dessen Symmetrieachse entsteht, und der als eine Differenz V— v zweier
Kugelsectoren V und v, deren Radien, wie oben, R und r seien, angesehen
werden kann, zu erhalten, bestimmt man auf die frilher erwihnte Weise die
Schwerpunkte S und s der beiden Kugelausschnitte V und » und gehe im tibrigen
genau so vor, wie dies bei der graphischen Schwerpunktsbestimmung fiir eine
abgestumpfte Pyramide erliutert wurde, indem auch hier bekanntlich v: V= r*: R*
ist, also die dort angewendeten Zeichen A und a hier die Bedeutung 4 = R,
a =17 haben. Da ferner als Winkel ¢ (S. 518) der halbe Mittelpunktwinkel «
der Kugelsectoren und S M = r angenommen werden kann, so kann man die
Antiparallelen in den innerhalb des Winkels « gelegenen Kreissector verzeichnen,
wodurch sich die Construction vereinfacht.

Der Schwerpunkt eines von einer Umdrehungsfliche (S. 509,
Fig. 156) und zwei zur Umdrehungsachse Oz senkrechten Ebenen
da A und B B’ eingeschlossenen Umdrehungskorpers (Rotations-
korpers) ist zuniichst in der Achse Oz gelegen, da diese eine Sym-
metrieachse ist. Denkt man sich den Rotationskorper in ihnlicher
Weise in unendlich kleine Volumelemente d} zerlegt, wie dies in
Fig. 156 geschehen ist, so konnen diese als senkrechte Kreiscylinder
von der Hohe mn — dx, ferner kann y — Mm als der Radius der
kreisformigen Qnerschmttsﬂ.lche f und der FuBipunkt m der Ordinate y
(der Kreismittelpunkt) als der Schwerpunkt des Volumelements dV
angesehen werden, so dass in Gleichung (4) (S. 514) § = z und

centmm der Quotient — (cos oo - cos «) dieser beiden letzten Ausdriicke.

AV =f.de =y*n.dx

gesetzt werden kann und nach Gleichung (4) auf S. 514

VX de—JJ, yrradx —-angrdx

Zo

RY
—de y~~r dr=m ~fy?d;v
Lo

Finger, Elemente der reinen Mechanik, 2. Aufl. 34
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welche wiederum den ersten Schenkel in einem Punkte F schneidet, fiir welcha
J— ‘2
offenbar CF=(R—— ) 11 ist.

Wenn man also der letzten Proportion zufolge aus denselben Griinden,
wie sie schon bei wiederholten Constructionen auseinandergesetzt wurden, in §
und § Parallele zieht (etwa senkrechte zur Geraden §§) und auf diesaa
H')
a . F und
SM = R—§ auftriigt, so schneidet die Gerade M' M, welche die Endpunkte

dieser Strecken verbindet, die Schwerlinie S’ § in dem gesuchten Schwerpunktes
der korperlichen Kugelzone.

Dieselbe Construction lidsst sich auch auf die Bestimmung des Schwer
punktes der Zone eines Ellipsoids, deren Achse in eine der Hauptachsen, z B.
2 C, fillt, in Anwendung bringen, da fiir dieselbe zufolge der Formel (b) auf

8.506, V=m. ——H’ (C——-) und V'—n i H” (C—-E) u. 8. W, ist.
Man hat nur bei der fritheren Construction R durch die Halbachse C zu ersetzen

Fir ein Kugelsegment (Kugelabschnitt) von der Hohe H,
dessen kreisformige Basis den Radius  hat, hat man in den Formeln
(6) y1 =0 und y, = r zu setzen, so dass X und der Abstand d des
Schwerpunktes S von der Basis gegeben ist durch

3 r o HE 42
X——-g.yw—_rﬂbq,d— S—?.m —

Setzt man in (5) zo=R—H und z;= R oder in (7) aus bekannten
Griinden 1 = H (2 R — H), so gelangt man zu der schon aus der letzten Glei-

chung (b) auf 8. 526 sich ergebenden Formel X = — 8§ @R— H) zu  welcher
’ 4 SR—H’

man iibrigens auch auf elementarem Wege sofort gelangen kann, wenn man das
bekannte Schwerpunktsmoment des entsprechenden Kugelsectors in Bezug auf
die¢ zur Symmetrieachse senkrechte Ebene (die durch das Kugelcentrum ¢ za
legen ist) gleichsetzt der Summe aus dem zu suchenden Schwerpunktsmomente
des Kugelsegments und aus jenem des entsprechenden Ergiinzungskegels.

Fiir eine Halbkugel ist x, =0, &; =R, y,=r =R, y, =1
H = R zu setzen, so dass zufolge () und (6)

ist.

Fiir die Zone eines durch Rotation einer Parabel um ihre Achse
erhaltenen Rotationsparaboloids ist, wenn man den Coordinaten-
anfangspunkt in den Scheitel verlegt und voraussetzt, dass die Zone
durch zwei zur Achse senkrechte Ebenen, die von dem Scheitel die
Entfernungen x, und ., haben, begrenzt wird, y* == Px zu setzen.
wo I’ den Parameter der erzeugenden Parabel bedeutet. Es ist somit
nach (3)
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F L L
F=de=fy(p.ds = cp.fyds
o [ [

Ist ferner S der Schwerpunkt der ebenen Meridiancurve 43
und Y= S's sein normaler (positiver) Abstand von der z-Achse, »

L
ist nach Gleichung (3) auf S. 482 L.Y =f yds, somit F = L.Tg

o
Beschreibt nun der Schwerpunkt S bei der Erzeugung der Rotation
fliche den Weg So (Fig. 156), so ist So — Ss.9p = Yo, dib
F = L.So, d. h. die GroBe der Umdrehungsfliche F ist stets gleich
dem Producte aus der Linge L der Meridiancurve in den Weg So,
den der Schwerpunkt dieser Curve bei der Erzeugung der Fliche F
zuriicklegt.

Fig. 162.

Es sei anderseits A BCD (Fig. 162) eine ehene, von den be
liebigen Curven .4 B und CD und zwei zur z-Achse (Rotationsachse:
senkrechten Geraden A C und B D (die auch Null werden kinnen
begrenzte Fliche F, deren Schwerpunkt S den nach der Gleichung
(6) auf S. H00 bestimmbaren (positiven) Abstand Y von der x-Achse
hat, und es rotiere diese Fliche um die diese Fliche I nicht
schneidende x-Achse um den Winkel ¢, wobei der Schwerpunkt >
den Bogen So — Y.¢ und das dem beliebigen Punkte M der
Fliche I’ benachbarte Flichenelement d F ein Volumelement dF
beschreibt, das. wenn Mu der Weg des Punktes A/ ist, durch
dV = Mu.dF =y ¢.dF bestimmt ist. wo ¢ = Mm die (positive

2% F
Ordinate des Punktes ./ ist. Es ist dann J" = ‘111’:’1;(;).(11":
‘o ‘o

°F F
=g J 1, d F. Nun ist zufolge der Gleichung (3) auf S. 486fq dF=FJ).
[

[
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X, Y,. Z,, die orthogonalen Componenten des Achsendruckes P,, bezw.
P,,, also durch —X,, —Y,, — Z,, bezw. — X,,, — X,,, — Z,., jene
der Lagerreactionen — P,, bezw. — P,,, ferner durch P, P, P, jene
einer beliebigen duBeren Kraft P, schliesslich durch X, Y, Z, jene
der Fliehkraft bezeichnet, so ist

X;=F.cos p = mrwg.—j—=mz.w”, Y, ="F.sinp=mru’. »f—=
=my.w® und Z, =0, daher, wenn §7{ die Schwerpunktscoord:
naten, M, M{", M{" die Momente der Fliehkrifte beztiglich der
Achsen bezeichnen,

3X, =3 (mzu®)=u?.Smz= MEuw?

ISY, =3 (myw®) = uw®.Smy = Mnu®

2Z;,=0 .

SMPO =3 (yZ,— 2Y) = —w?> (myz) )

SMP=3 (X, —2Z) = w> (mzx)

SMPO=3@Y,—yX)=Smu® (zy —yx)=0
Ferner sind die Componenten der Kraft T

dv ] ,
X,=—m71? cos (¢p+~-2~) =mry.sin p= mry.—f— =my.y

Y——mfi—v n +£ = —MTrYy.C08 ¢ ==—Mmry L e —mz
e S\ \PT9 )T Y.C08 9= Ve = 2

Z, =0, somit, wenn M.", M{", M\" die Momente der Krifte T be
ztiglich der drei Achsen bedeuten,

EXi=3 (my.y)=y.Smy= MUyy

SY;=>3(—mzy)=—7y.Smzx=— MEy
EZ‘—:O /;,'
sMP=x (yzZr—zY)=—(—mzxy.2)=y.35 (mzx) &

SM"=>(X,—zZ)=2=3 (myy.z)=1y.5 (my2)
SMP=3@Y,—yX)=—Smy @ +9y°)=—y.5 (mr?)

Die Momente der Kraft — I, sind Null, weil der Angriffspunkt 0
derselben der Durchschnittspunkt der drei Achsen ist und die Mo
mente 3, I, M. der Kraft — P, beziiglich der drei Achsen sind,
da dem Punkte ()" die Coordinaten (o, o, d) zukommen,

M= (0.—7Z,) — (d.—Y,)=d.¥,
My=@d.—X)—(0.—Z)=—d.Xo { (3
M, =0

Da nun nach d’Alembert’s Princip SX=0,35Y=0,X7 =0
u. 8. w. ist, so muss, wenn man die Werte aus (1), (2), (3) bertick-
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sleichungen (4) nach der Zeit zu integrieren und die Integration zwischen den
3renzen ¢ und ¢ 4¢ auszufiihren.

Die zwischen diesen Grenzen genommenen Integrale 77" = | X, d¢, 17{""=
Y, dt, 1" = | Z,» dt bestimmen dann die Componenten des StoSimpulses 77,.
auf den Zapfen O’ und die Integrale n,“’:fx., dt, 1y =fY..d t, 1 =fZ° dt die

Componenten des Impulses 77, auf den Zapfen 0. 77,= | P. dt, T, =fP, dt, 7, =
P, dt sind die Componenten des im Punkte xyz thiitigen Impulses der

Kraft P. Die bei der Integration der Gleichungen (4) sich ergebende Zeitintegrale
der Kriiftemomentensummen M, M, M, lassen sich auch folgendermassen aus-
driicken: Es ist das zwischen den Grenzen ¢ und {4 4¢ genommene Integral

fM dt—f}.‘ mdt—fz(yP.—zP,,)dt=}:[yf .dt—zfl’, dt] =

=3[yMl,—zT,]dt= Zﬂim also gleich der Summe der Momente der Impulse
aller iiuBeren Kriifte beziiglich der z-Achse, die durch u. bezeichnet sei. Ebenso

ist | My, dt = }:MS") = y,,fM, dt = ZM£”>= s ferner ist, wenn man den

Rotationswinkel, der den Radiusvector des beliebigen Punktes m zur Zeit ¢ mit
der Lage desselben Radius zur Zeit Null einschlieBt, durch ¢ bezeichnet, w =

+4t pt+de
d(f’ daher { w* d ¢ — w.d ¢; es ist sonach dieses Integral, wenn man durch
W den griSBten — )edenfalls endlichen — Wert, den die Winkelgeschwindigkeit
n dem ungemein kleinen Zeitelement /¢ annimmt, bezeichnet, sicher kleiner
ils W.4 ¢, somit kann, da die Anderung 4 ¢ des Rotationswinkels in dem Zeit-
:lement 4t nur ungemein gering sein kann, das letzte Integral und auch das Product
1us demselben und aus irgend einem der constanten Factoren von w?, die in
ien Gleichungen (4) vorkommen, gegen die anderen Glieder beim Ubergange
tu den Grenzwerten vernachlissigt werden. SchlieBlich ist zu beriicksichtigen,

t4dt t+4t w4 Aw
dass 7=‘%0, daherfydt= Ti:dt =fdw=dw ist. Es fiihrt sonach die
t t 0

auf das Zeitintervall 4t ausgedehnte Integration der Gleichungen (4) nach der Zeit
zu folgenden Gleichungen fiir die Componenten des Impulses 77, und /77, und fiir
die Momentensumme .

me= Aw_i(’%lli)

’ Zmza:
”;)___%f__dw Z (m zx)

n,’,‘”:(zn,— )+Aw[M z('"yz):l ®)
n{;”:(zn, ———Aw[M“ v(ﬁfi)
ny+n=xum,

s =Adw.E(mr?)=J.dw

































566 Capitel IX.

(siehe S. 576), der Schwingungsmittelpunkt C (sieche § 98), der Mittel
punkt des Druckes (sieche § 104) u. 8. w., spielen in einigen folgenden
Auseinandersetzungen eine wichtige Rolle. Betreffs der Bestimmung
jener Achsen a des Korpers, fir welche die reducierten Lingen |,
den gleichen Wert haben, und jener Achsen, fir welche dieselbe
ein Minimum ist, u. s. w. sei hingewiesen auf § 98.

§ 93. Trigheitsellipsoid. Trédgheitshauptachsen. Centralellipsoid.

Es sei O (Fig. 167) ein beliebiger Punkt des Korpers, ferner
Oz, Oy, Oz drei beliebige durch O gefiihrte orthogonale Coordinaten-
achsen von unverénderlicher Lage gegen den starren Korper und
Oa eine beliebige Achse, deren Richtungswinkel gegen die Coor-
dinatenachsen o 87 sind, und beztiglich welcher das Triigheitsmoment J,
des Korpers zu berechnen ist.

Fig. 167.

.

Sind Ok =z, kl =y, Im =z die orthogonalen Coordinaten
eines beliebigen Massenpunktes von der Masse m und mn — r der
senkrechte Abstand desselben von der Achse Oa, ist ferner Om =R
und On = d, so0 ist offenbar

rP=R—a ... ()

Nun ist (siehe Fig. 164) R? = 2% - r,2 — 2° + y* + +° und
die orthogonale Projection d der Strecke Om auf die Achse «
gleich der Projection des denselben Anfangspunkt O und denselben
Endpunkt m besitzenden Polygonalzuges Ok!m, dessen einzelne Theil
strecken Ok = 2, kl =y, Im = z auf die Achse a die Projectionen
Zcosa, ycosB, zcosy haben, daher ist d =z cos @ + y cos 8 - 5 cosy.
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mas) gleich dem Producte aus der senkrechten Querschnitts-
Sche F’ desselben und dem Abstande { der Schwerpunkte s und s
%er beiden Basisflichen.

Dass dieser Satz auch fiir den Fall Giltigkeit hat, in welchem keine der
- Basisfliichen auf der Erzeugenden des Cylinders senkrecht steht, ergibt sich
. -#sofort, wenn man eine mittlere senkrechte Querschnittsfliiche F” annimmt, durch
wrelche V in zwei Theile V; und ¥, getheilt wird; es ist dann nimlich V= V;+4

= =4 ¥, und daher zufolge (f) V= F'{i+ F'ls=F 1+ 8) = F' L.
] Der Schwerpunkt S des Volums V ist zufolge des letzten Lehrsatzes d)
-auf 8. 471 gelegen in jener durch die z-Achse gelegten Ebene E, welche irgend
®ine Scitenkante des Volums ¥ halbiert, da diese Ebene E fiir alle zur z-Achse
- Jparallelen Sehnen des Volums V eine Diametralebene ist; es ist sonach, wenn
-man die Coordinaten des Schwerpunktes S des Volums ¥V durch x.y.z. und

%ﬁl;es ist stets das Volum V eines schief abgeschnittenen Cylinders

den Neigungswinkel der Flichen F' und F’ durch « bezeichnet, £, = —2— Ye.tge.

Der Schwerpunkt des Volumelements d V hat offenbar die Coordinaten z, y, ~;~,
and zwar ist £ = y'tg « und nach Gleichung (4), S. 514

V.z, =jx.dV=fxz.dF'=fx.y’ tga.d F'=1tg a.fa:y’. aF
V.y. =fy'.d V=fy’z.dF' =fy'. ytge dF =tgea .jy”. aF’ 8

V.z,=f%.d V=%J‘z’.dF’=—21— tg'a.fy”.dF' V. ——y.t_qa

Dividiert man diese Gleichungen durch die Gleichung (f), nachdem man
in derselben { = 7" tg @ gesetzt hat, so findet man, wenn man die letzte Glei-

chung auf S. 583 beriicksichtigt und das Trigheitsmoment | '* d F” der Fliche F”

beziiglich der x-Achse durch i’;, ferner deren Triigheitshalbmesser in Bezug auf
die Hauptcentralachsen X’ und Y derselben durch ¢x und ¢y und (x X’) durch
A’ bezeichnet,

’ 2 2
Ly = !%—d—l—i = ¢ + sin A4’ cos A,P_Y'_’O_x'
, ‘2d F’ [ 2 ?
o= LA el (b)

z =1y 7 a=l~—'f—— 7 a=i———-t o
=g Yy 2 FqY g 7 9
Setzt man in allen diesen Formeln aus bekannten Griinden Y =ycos«,
'=ncosa, ys=y,.co8¢, dF'=d F.cos « u.s. w., und beriicksichtigt man
die Gleichungen (c) auf S. 583, (6) auf S. 564 und (7) auf S. 582, so findet man
die analogen Gleichungen

2 __ 2
.=ﬂ%:—F=§-£—sinAcosA9—’—”L
y=M‘1_E=JL=£{=l =7’+9x’cos’A+pylsinﬂ_4 @)
’ Frq Fq 7 )

wo ¢x und gy die Triigheitsradien in Bezug auf die in der Ebene der Fliche F
gelegenen Schwerpunktshauptachsen X Y der Fliche F bedeuten und (x X) = 4 ist.
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Dieselben Werte (i) wiirden sich ergeben, wenn die Durchschmittalinie
beiden Flichen F und F”, d.i. die x-Achse. nicht, wie hier angemommen vulf
auf der Erzeugenden, d. i. der z-Achse senkrecht stiinde, wemn jedoch wid;
wie frilher, die y-Achse in der Fliche F senkrecht zur z-Achse angencmsn
wiirde.

Die Gleichungen (i) lehren, wenn man dieselben mit dem Gleichunges i
Anmerkung 1 zusammenhilt, dass fiir jenen Punkt C der r-Achse, nimfich i
Daurchschnittslinie der beiden Fliichen F und F”, dessen Coordinaten (r.s4
sind, & i fiir die orthogonale Projection jenes Punktes 4 der Fliche F &
welchem die zur Erzeugenden der Cylinderfliche parallele Schwerpunktsain
des Volumens V die Fliiche F' schueidet, die z-Achse eine Hauptachse da
Fliche F ist, wihrend die Entfernung y, = C A des Punktes 4 von der r-Adm
der reducierten Linge I, der Fliche F in Bezug auf diese x-Achse gleich it:
es ist mit anderen Worten A identisch mit dem Druckmittelpunkte (StoBmind:
punkte) der Fliche F beziiglich der z-Achse, und da dies auch fir die zwes
Fliiche giltig ist, 80 hat man nur jene Druckmittelpunkte 4 und 4 de
beiden Flichen F und F’, die der Durchschnittslinie Ox diese
Flichen entsprechen, zu verbinden und diese zur Erzeugenden de
Cylinderfliiche parallele Gerade 4 A’ zu halbieren; der Mittelpunkt die
ser Geraden 4 A’ ist der Schwerpunkt S des Volums V. Diese Regd
hat allgemeine Giltigkeit, mag die Durchschnittslinie der beiden Grundfliches
F und F’ auf der Erzeugenden der Cylinderfliche senkrecht stehen oder niebt

Wie man x, und y, mittels

Fig. 170. der Triigheitshalbmesser der

Y Fliche F berechnen kamn. e-
sicht man aus (i).

Anmerkung 4. Um aaf
constructivem Wege aus da
irgend einem Punkte 4 der
ebenen Fliiche zugehdriges
Haupttrigheitsmomenten 1. =
= Z(fy) und i, = Z(f " de
Fliiche und aus der Lage r
und y der Triigheitshaupt-
achsen die Triigheitsmomente
ix = }:(fY’); iy = .‘:(fX’-
und das Deviationsmoment
Z(f X Y) fir zwei andere ge-
gchene durch den Punkt 4
gelegte orthogonale Achsen X
und Y zu bestimmen — und um
auch umgekehrt aus ix iy und
Z(fXY) fiir die gegehenen
Achsen X und Y die Lage der
Trigheitshauptachsen z und ¥
und die Haupttrigheitsmomente
iy und i, zu ermitteln, dafir
gibt es mehrere Methoden, von welchen dem Verfasser als die einfachste die
von Prof. Land herrithrende erscheint. Dieselbe besteht in folgendem Verfahren:

Im ersteren Falle trage man aut der gegebenen Achse Y in der als
positiv angenommenen Richtung von A aus jene Strecke A B auf, deren Ma8-
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36. Trigheitsmomente und Hauptachsen besonderer homogener
ebener materieller Linien.

Bei einer materiellen geraden Linie (einem dinnén Stibchen)
(siehe S. 570) eine jede Normale in irgend einem Punkte der-
ben eine Hauptachse fir diesen Punkt; denn nimmt man die
iterielle Gerade als z-Achse eines orthogonalen Achsensystems an,
ist fiir jeden Punkt der Geraden y = 0 und 7 =0, daher Smz 2 =0,
mzy =0, Smys=0. Da ferner J. = Zm (y* + #°) = 0 wird,
ist die in die z-Achse fallende Achse des Trigheitsellipsoids oo,
geht also das Trigheitsellipsoid eines jeden Punktes der Geraden
eine senkrechte Kreiscylinderfliche A

er, deren Achse die materielle Ge- Fig. 171 a
de ist. |

Fiir irgend eine durch den Mittel-
nkt S (Fig. 171) der als homogen s

rausgesetzten geraden Linie, deren
inge 44 =1 und deren constante
ieare Dichtigkeit u, sei, gefiihrte
shse s, die unter dem Winkel o gegen
e Gerade geneigt ist, ist das Trig-
ditsmoment dJ, der im Elemente dx
findlichen Masse d M = y,. dz, wenn
die Entfernung dieses Elementes von
ir Achse s und z dessen Entfernung vom Schwerpunkte S bedeutet,
sstimmt durch d.J, = 2. d M = . w,. dx = 2¢ sin® @ . wyd x, daher
18 Trigheitsmoment J; der ganzen Linie

~

1
= \dJ,=p.sin’a a;;dx~tsin9a -Lx‘" 2=Ly¢l"’sin9a
= ‘s—[.z. . ¢ =y ‘3 ; 12

- -

3

w0

\d M=y .0 die lings der ganzen Linie vertheilte Masse, daher
Jo— L M Esinte— L Ma (1)
k] 12 . 3 e o o

enn d =%.sin a (Fig. 171) die Entfernung eines der beiden

iBersten Punkte .4, A" von der Achse s bedeutet.
Die Gleichung (1) lehrt, dass man sich behufs der Bestimmung
38 Trigheitmomentes JJ; beziiglich irgend einer Schwerpunkts-
hse s in irgend einem der Endpunkte 4 und 4’ den dritten
heil der Masse M der Linie vereinigt zu denken hat, denn
33+
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Wendet man niimlich die in den Gleichungen (d) und (e) auf 8. 589
in Fig. 172 gebrauchte Bezeichnung an, so ist zufolge (8a) or* = 115 i,

h—l'fx, c08-4=%15='§_7’7_m daher zu-

‘e der erwihnten Gleichungen (d) und (e)

er px? =0, sin 4 =

E 219411 b= 2 sing rltrirstre
El n+r: ! 3 (74 : n+ﬂ

Der Wert des a stimmt mit der entsprechenden Gleichung (1) auf S. 508
rein.

Fiir einen Sector der Mantelflliche eines vollen Kreiskegels ist r; = O,
-R, a0 a=—H b=2R *2% 7 sotzen; flir den Theil einer senk-

3 .
iten Kreiscylinderfliche ist r; = r» = R, also a = —gi, b=RZ"?

a=

U. 8. W,

Das Trigheitsmoment J,
>s homogenen Kreisbogens Fig. 172.
3 (Fig. 145, S. 484) in Bezug Ng -~
den mittleren Radius O C (die \
chse), der zugleich als Sym- \ A
.rieachse eine Schwerpunkts-
iptachse darstellt, und das
gheitsmoment J; in Bezug
" die im Kreismittelpunkte O %
'OC senkrechte z-Achse lisst ¢ Bh
1, wenn die Bezeichnung der
.. 145 beibehalten wird, leicht ¢ - -
rendermafen bestimmen. Es
d die Trigheitsmomente dJ, und dJ, der im Bogenelemente
= r.d ¢ enthaltenen Masse d M bestimmt durch

— AU =y pds =g . rdg =P - 22 g

1—cos2¢
—g 99

AT I

(%)

y=r.dM=2". ds=r*sin®p.w.rdp=ry,.

=fd.L—f‘i‘Ud¢p+ fcos?tp d(2q)):|—— X (2a+ sin2a)
7‘8#1 1 Ml
=) ddy=—- dq) cos2¢p d2¢) | = (2a—sin2a)
—J‘dM-— . rdo=q.r.2¢c

Bestimmt man y, aus der letzten Gleichung und substituiert
sen Wert in die fritheren Gleichungen, so findet man:
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Fig. 173.

Theilt man die Fliche F' des Kreises, beziehungsweise Kreis-
ringes in lauter concentrische ungemein schmale Kreisringe dF
(siehe Fig. 173), die von Kreisen mit den Radien r und r 4 dr
begrenzt sind, so ist fir das Triigheitsmoment dJ, eines solchen ele-
mentaren Kreisringes d M, wie oben, d.J, = r®*. d M, und da, wenn
uy die Flichendichtigkeit bedeutet, d M=y, . dF = u,.2rn.dr ist,

dJ, = pus. 273 . dr, daher

ret —rft

T2
J, == dJ, = 2”./1!{ .fr"d-r: 2[.lfﬂ . ——4——
121

und da M =pu;. F=u,.(rs* —rf) n ist, so ergibt die Division
der beiden letzten Gleichungen
Jy= o M(rf + r), sonach ist
Jy=J =% = % M (r® + ref)

(M
iy = L1 F(rf+rf= —Zi(rg*— r*) = 15708 (rs* —r)

Uy 2" 2

iy = s == = T (rs*— 7i4) = 07854 (rs* — 1)
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ERegen die Mittelpunkte C der letzteren in der zur zweiten Seite b
Parallelen Mittellinie C; C; des Parallelogramms, die als .z-Achse an-
&enommen sei. Das Trigheits- .

R Fig. 175.
mmoment dJ, eines solchen 2
SStreifens d M in Bezug auf
Qie durch den Mittelpunkt
(Schwerpunkt) C desselben zur

<-Achse parallele Achse s ist 4
/ - 4
a
G

Zufolge Gleichung (1), S. 595,

1
dJ,__ a~ d M und zufolge 4 /5/5; =
der Glexchung (4), S. 562, T
Wwenn SC =z die Abscisse , [ /

Aieses Streifens ist, das Trig- b G
heitsmoment in Bezug auf die z-Achse dJ, = dJ, + 22.d M —

= %024—1‘2) dM. Da nun dM = pu;.dF = pys.asin a.dz ist,

80 muss

J: JdJ,—yf asmaj a9+x9)dx—yfasma[ a2b+12b3 =

2 y,ab sin a (a® + b°)
sein und, da M = pu,. F'= p,ab sin « ist,
Jo= g M@ 5 L (4)

Demgemifi ist der Trigheitshalbmesser g,, ferner das geome-
trische Trigheitsmoment i, der Fliche F' des Parallelogramms be-
zliglich der z-Achse bestimmt durch die Gleichungen

g,-“=%(a"’+b9), i=F.02 = absina.g,? =1—12absina(a2+b9) . (3)

Da ferner das Trigheitsmoment d.J, des Streifens d M beziig-
lich der zur Seite b parallelen Schwerachse SC — der z-Achse —

zufolge der Gleichung (1), 8.595, dJ, = T12_ dM . a®sin’a ist, so ist

J, ———JdJ,,_—%a”sin”a.fdM_— »11§Magsin2al ,
6
daher o . , 1 1 . - ®
g;———i_—)agsm”a, z,,_—Fai’sura—- ¢ b. sin









606 Capitel 1X.

die Hauptachsen dieser Ellipse zu bestimmen. Die letzteren siad
dann die gesuchten Hauptcentralachsen. Wihlt man diese letztern m.
den Achsen z und y eines zweiten (rechtwinkligen) Achsensystems, so ist, é&

nach (6) und (7) ex = l/—l—z—.asmaund er = V—1~2—bmna ist, den Gl

R

chungen (f), (g), (h) auf S. 587 zufolge ¢, = % (a® 4 b)) .sind, ¢,=

]/1 . _ _2ab . __ a'sinl«a
=V s (a*+ %) .cos 4, 8in21 = a,+b,.sma,tg2(p— b'—+a'ooaﬁ’“

¢ irgend einen der beiden Neigungswinkel (X, z) und (X, y) der Hauptceatra:
achsen x und y gegen die Achse C,; C; bedeutet, und sowohl (X, x), als auth
« und 21 als positive spitze Winkel vorausgesetzt sind. (Ist ox << gx, also a<i,
so fillt die groBe Halbachse der Centralellipse, d.i. die Achse x des kleinsten

% ist, in die Winkelfliiche A, S C; (Fig. 135t

Anmerkung 8. Mit Hilfe der Formeln (4), (5) u. s. w. kann man auck
leicht sofort mittels der in Anmerkung 3, § 95, abgeleiteten Gleichungen 4.
(h) und (i) den Schwerpunkt desjenigen Volums bestimmen, das entsteht. wenn
ein Parallelogramm um irgend eine in der Ebene desselben liegende Achse
durch irgend einen Winkel 2 ¢ rotiert (z. B. den Schwerpunkt eines Keiles
dessen Riickenfliche einer Cylinderfliche angehort, des keilfdrmigen A usschnittes
eines Hohlcylinders u. 8. w.), und auch den Schwerpunkt eines schief abgeschoit-
tenen belicbigen Parallelepipeds.

Bei einem Rechtecke (I'ig. 176) sind die zu der Basis 7 und
der Hohe . parallelen Schwerpunktsachsen z und gy, da dieselben
Symmetrieachsen des Rechteckes
sind, auch die Hauptcentralachsen.
withrend die dritte Schwerpunkts
hauptachse z, wie bei allen ebenen
Fliichen, auf der Ebene der Fliche
p in S senkrecht steht. KEs ist ferner
=5 Z den Gleichungen (4) bis (x

Triigheitsmomentes, fiir welche 1 <

Fig. 176.

T
- folge, da « = ;-

und ¢ =1 w

[ .
setzen 1st,

Jr= 11‘2 Mh?) J, == 11§ M,
J=J, +J,= 11_2 MV I2) = 112 M
e o ot e P Lo |
1 == 112- Fi? — 112— bhi q, = 112- Iy = _11-? Vi,

. 1 e | 79 1 2
1, == 12 b]l (’)" -+ Il") =-1§ bll d'

wenn d die Diagonale des Rechteckes bedeutet.
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Zufolge der Gleichung (4) ist sonach 2J, = 2M (% +¢®), also
J..=T§M(b2+cg) ... (19)

Sind nun d,e, f die von den Spitzen 4 B C aus gezogenen
Medianen des Dreiecks und « der spitze Winkel (a, ), so ist im

Dreiecke ABD ¢® = df (%) 2d cos « und im Dreiecke

ACD analog b =d? + (%) 4+ 2d.
sonach

a
5 cos e,

2
B+ of = 2df + - und d9=—;—(b9+c2)—%a”. . (16)

Fur die durch den Schwerpunkt S des Dreiecks zur Dreiecks-

ebene senkrecht geftihrte Achse s ist, da bekanntlich SD = -;—d
2

ist, Jy=J,— M (%—d) , daher, wie sich durch die Einfihrung der

eben berechneten Werte aus (15) und (16) ergibt
L=%MW+V+&.”(M

Durch Addition der drei dem Werte (16) von d? analogen auf die ande-
ren Mendlanen e und £ sich beziehenden Gleichungen findet man, dass d? 4 ¢* +

+f= (a’-l-b’ + ¢?), 80 dass J, auch in folgenden Formen ausgedriickt

werden kann

J,___M(d'+e’+f’)——M[() ()'*' f)] l(,g)
L[y B+ (2] |

Die letzten Gleichungen (17) und (18), welche nach dem Satze (S. 582),
demzufolge der Trigheitsradius einer Fliche beziiglich einer Achse auch gleich
ist dem Triigheitsradius ilirer Projection auf die zur Achse senkrechte Ebene E,
auch fiir jede andere durch $ gefiihrte Achse Giltigkeit haben, wofern ab ¢ die
orthogonalen Projectionen der Dreieckseiten auf dié Ebene E und def die Pro-
jectionen der Medianen sind, lehren, dass die Masse eines homogenen Dreiecks
in Bezug auf eine jede Schwerpunktsachse s, wie dies auch bei dem Parallelo-
gramm der Fall war, diquivalent ist drei in den Eckpunkten 4 B C befindlichen
Massen, deren jede einem Zwlftel der Dreiecksmasse gleicht, oder auch fiir alle
Schwerpunktsachsen iquivalent dreien in den Mittelpunkten D E F' der drei Seiten

befindlichen Massen, von denen jede —% MM ist, denn es sind in Ubercinstimmung
mit (18) die Abstiinde der Eckpunkte 4 B C von der erwiihnten Schwerpunktsachse

stets %d, —g-c, % f, und die Achsendistanzen der Mittelpunkte D EF sind
LI
3’ 8’ 8’

Finger, Elemente der reinen Mechanik. 2. Aufl. 39
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Fiir eine z. B. durch A zur friiheren Achse s parallel gefiihrte Achse:
st Jo=dJ, + M (i— d)' oder, wie sich durch Einfiihrung der friiheren Werte s

(16) und (17) ergibt, Jo= —1— M3 (%" + ¢) — a*] und somach J, = J, —J,=

=J.— »é-Mh’ oM [a’ +3 = °')':|

Anmerkung 4. Da die in dle Richtung der Mediane A S D fallenk
Achse Y alle zu der Basis B C = a, also auch die zur parallelen Schwerachse X
parallelen Sehnen des Dreiecksumfanges halbiert, so sind (siehe 8. 586 und
Anm, 2) die Achsen X und Y conjugierte Diameter der Centralellipse, dera
Huuptachsen dic Richtung der in der Dreiecksebene liegenden beiden Haup-
centralachsen des Dreiecks haben, und zwar sind, wenn « (Fig. 178) den spitzer

14
Winkel (X Y) bedeutet, die Liingen 4 und B dieser Semidiameter 4 = ﬁ=

—vig & _ ¢ 3»1/2* Kl _ & .
= 1/18.-»»»— V18. Teina = g+ -ound B= or Nun ist analog der

Gleichung (18) das Triigheitsmoment % ir jedes der beiden flichengleichen Theil-
dreiecke ABD und 4 CD, welche die gemeinsame Basis d und die gleiche Hobe

2 gin « haben beziiglich der ¥-Achse 1 F (g sin a)'= LF.a’s‘n’a' sonach ist
2 ? 6 . 2 . 2 48 H

3
ir=1"'.()r'=2l—4F.a' sinta, daher B= = = V2. —— = V8. 5.4
Ebenso sind dio in die Richtung von e und f fallenden Semidiameter der Cew-
tralellipse V6— -¢ und V6 . F .f; es ist demnach das Verhiiltnis der drei in
die Rnchtungen SD, SE, SF fallenden Semidiameter d:e:f oder 2 gf =

=SA:SB:SC. Wenn man demnach (vergl. Anm. 2) eine Llhpse con-
strujert, deren Mittelpunkt § ist, und welche die drei Eckpunkte
A BC des Dreiecks enthiilt, so sind dic Achsen dieser dem Dreiecke
umschriebenen Ellipse, deren Tangenten in ABC zu den Dreiecksseiten ah¢

parallel sind, die Schwerpunktshauptachsen. Dasselbe ist, da d:e:f=
- .'{ d:-; c:; f= SD:SE:SF ist, auch der Fall bei jener dem Dreirckr
cingeschrichenen Ellipse, die durch die Mittelpunkte DEF der Seiten
gefiihrt ist, und welche zugleich die Dreiecksseiten abec beriihrt

Die Richtungswinkel ¢ der beiden im Schwerpunkte S sich schneidende

Achsen x und y aller dieser Ellipsen i in Bezug auf die Achse X sind der Gleichung :f}
auf 8. 587 zufolge, da px = h l/ -—dsina. V 8 er = a sin c.l/—- ist.

aus der Gleichung cotg 2 ¢ = cotg 2 + T TFanda bestimmbar, wobei es keiner

Schwierigkeit unterliegt, die letztere Summe entweder durch die drei Dreiecks
seiten abe¢ oder die drei Dreieckswinkel auszudriicken. Die Haupttriigheits-
halbmesser Leziiglich der drei Hauptcentralachsen xyz des Dreiecks haben deo
Gleichungen (g) und (h) auf 3. 587 gemiiB die Werte

or = 1{, V8?4 G at. xin &, oy = 11_,_ VEd £6a cos L. s = _1‘.2» yEdr=sa.

wofern sin 21 =413 .sin « ist.

ad
gt Edat
Anmerkung 5. Mittels der hier abgeleiteten Gleichungen und jener der
Anmerkung 3 awt' 8. 583 ist es leicht. den Schwerpunkt eines jeden keilférmigen
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dieser Wert ftr alle 2n Dreiecke .4 derselbe ist, so ist das Trigheits
moment i, des ganzen Polygons bezfiglich der z-Achse

o a1 1
2,—2”."; —?F("—I—'ﬁa,)

1

) (19)

und da das regulire Polygon mehrere in der Ebene desselben ge
legene, in O sich schneidende Symmetrieachsen hat, so ist (siehe
S. 583) fr eine jede durch O in der Ebene des Polygons geftihrte Achse

,i’

=i, — L pge 1o
3 =1 Rt Q.
1 1,

Jom Ty =4 M + 75 )

Ftir a = 0 ergeben sich aus (19) und (20) die fur den Kreis
giltigen Werte der Gleichung (2).

Anmerkung 6. In bekannter Weise kann man (siche Anm. 3, S. 33%;
mittels der Formeln (20) den Schwerpunkt eines durch Rotation eines reguliren
Polygons um einen beliebigen Rotationswinkel entstehenden Rotationskirpers
und jenen eines beliebigen schicf abgeschnittenen Prismas bestimmen, dessec
Querschnitt ein regulires Polygon ist.

Das Trigheitsmoment 7, und ¢, einer homogenen ebenen
materiellen Fliche, die von einer beliebigen Curve, deren
Gleichung beztiglich eines beliebigen Achsensystems y = f(z) ist,
ferner von der Abscissenachse und den Ordinaten zweier
beliebiger Punkte K und K’ (S. 498, Fig. 153), deren Abscissen
a und a’ sind, eingeschlossen ist, lisst sich folgendermaBen be
rechnen: Theilt man die Fliche in der in Fig. 153 angedeuteten
Weise, so dass man die einzelnen Elemente als materielle gerade
Linien ansehen kann, so ist den entsprechenden Formeln auf S. 4
zufolge d F' = h.dz =y sin ¢.d z und nach Gleichung (2), S. 596 ¢.* =
1; 12, somit d i, = —; h.dF = %— yesinfa.dl
und, wenn r = xsin« den Abstand der laufenden Ordinate M.
(Fig. 153) von der zu derselben parallelen y-Achse bedeutet, di, =

;— sinfa.y*dr und di,=

Lo
=5y sinf o =

=r*dl==2a"sin’«.dl, somit di, = -
=sin*a. ydz und
1 Ny a’
Iy == 5 sind e J yvda, i,=sin’a .fx"ydx
a a

, 21
a [

. 1 . . ,
Je=up.i;= 3 W sin oV yPd, Jy=y/.ty=pf.son3a.Jl;'9ydx
@ a
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Da ferner M=yf.F=y,.de= y,sina.ﬁda: ist, so
a

filhrt die Division der Gleichungen (21) durch die letzte Gleichung
zu den Relationen

1 .o, Syidx . SPPydzx
__ 2, YO = 2
Iz 3Msmafd,J,, Msma.fl

aus welchen sich leicht die Werte der Triigheitshalbmesser o, —

=l/%, oy == l/% bestimmen lassen.

Wird die Fliche von einer geschlossenen Curve oder von zwei
Curven A'B’ und A”B” (S. 499, Fig. 154), deren laufende Ordinaten
y und y”’ sind und zwei parallelen Endordinaten, deren zugehbrige
Abscissen a und b sind, eingeschlossen, so ist offenbar (vergl. S. 499)

iy = —;—sina af(y"’ —y'9dx
. ,® (22)

1, = sin? afx” Y —y")dzx
a

Ist das Coordinatensystem ein orthogonales, so ist in allen
diesen Gleichungen sine =1 zu setzen, und in diesem Falle ist
iy = iz + 14y

Fiir das in Fig. 155 (8. 500) dargestellte halbe Parabelsegment

2

AOB st (siche 8.501) y* = . 5, daher z— % 47, dz —2 % y.dy

zu setzen; es ist sonach
= —sm” J;“d::: = % ® sine Jy‘dy = —zgab"sm*"

Ty == sin"a.J:’ydx—2——sm” jy“dy _2 - albsin’ a
o

Das Gleiche gilt fur das andere halbe Parabelsegment 4’0 B,
so dass fir das ganze Parabelsegment A0 A’ die doppelten Werte

erhalten werden, nimlich i, — -1‘—15 abisinda, 1, = —‘;— a®b sinda.
Die Fliche dieses Parabelsegments 40 4’ ist nach Gleichung (9),

S. 501 durch F = % ab sin « gegeben, daher ist i, = % F.p¥sinfa,
. 3 P
iy = TF' a? sinf a.
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Fiir die zur Basis 4 4’ des Parabelsegments parallele Schwer
achse S8’ (Fig. 155) ist, da ihr Abstand von der y-Achse gemiB der Glei:

chung (10), 8.502 s, = Xsina = —g— asin o ist, das Trigheitsmoment
des Parabelsegments 404’ i, = i, — F's,f = —1173')_ F a? sin & =
= %,?5— a®d sin® a. ‘

Wihit man die zur Parabelachse parallele Schwerachse O B (die bisherige
x-Achse) zur Y-Achse und die zur Endsehne A4 A’ parallele Schwerachse §5§'
zur X-Achse eines schiefwinkligen Systems, so hat dasselbe die in der Anmer
kung 2 8. 585 vorausgesetzte Eigenschaft, und zwar haben den letzten For-
meln zufolge die entsprechenden Trigheitshalbmesser ox und ¢r die Werte

I /% _2y/3 . L, . -
ex=)/ 5= gl/—; asine und pr= V—;.b sin . Die gleichgelegenen Semi-

diameter A und B der Centralellipse des Parabelsegments, durch welche die
] LI
Centralellipse vollkommen bestimmt ist, sind' demgemif 4 = e_5 l/i L
. . ex 2 3 asine
und B=-—= lﬁ—‘—— Die Richtungswinkel der Centralhauptachsen und
er bsina

die Haupttriigheitsradien lassen sich nunmehr unmittelbar aus den Formeln (f)
und (g) auf S. 587 berechnen.

Ist der Durchmesser Oz die Parabelachse, so dass dann 4 4'1 Oz
ist, 80 hat man sin @ = 1 zu setzen. In diesem Falle ist das Triigheits
moment ¢, fiir die zur Fliche des Parabelsegments senkrechte Achse,
je nachdem dieselbe durch den Parabelscheitel O, bezw. durch den
Schwerpunkt s, bezw. durch den Mittelpunkt B der Sehne A4

gefihrt ist, 4, =i, + 7, = F(%b"-}- —?— af), bezw. i, — i, +i,=

b4

1 12 1 12 - 2 ¥
—___F 2 =7 iy ) —= . - ] 2 —— a® —_ =
__51'(b +35a), bezw. i, = 51’(1) +35a)+F(5aJ

{.1) r (bg + -g— a") u. 8. W. .
Fir das Trapez LMNK (Fig. 119,
dessen Seite LM — ¢ und dessen Grund
linien LK -bund M N --b sind, besteht, wenn
LM zur z-Achse und L K zur y-Achse eines
im allgemeinen schiefwinkligen Coordinaten-
systems gewihlt werden, fiir jeden Punkt von
K N bekanntlich die Gleichung y = 4z + b
wo fir 4 zufolge der fiur N giltigen Glei-

—1
chung ¥'== A ¢+ b zu setzen ist: 4 = b_c,_ .
*  Es ist demnach dy = A.dz = b_?_"- dr
Fig. 179. und do =- ,—f_— dy, daher

b—1b
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J=—M(a’-’+b’?) 2yabc(a9+b-‘-')
J,— M(c2+a2)— yabc(cg-{—a’) B
J=_M(b°+cs) 1 T Habe (¥ + )

d. h. es ist die auf eine der zur betreffenden Achse paralle-
len Kanten (z. B. bei der z-Achse auf den Abstand —Va"" + ¥

von der Achse) reducierte Masse: ? M, oder es 1st die Masse

des Parallelepipeds fiur eine jede der Achsen zyz #quivalent acht
in den Eckpunkten des Parallelepipeds befindlich gedachten Massen-

punkten, deren jede die Masse §IZ M besitzt.

Es bedarf nicht erst hervorgehoben zu werden, dass diese drei
Achsen zyz als Symmetrieachsen die drei Hauptcentralachsen des
Parallelepipeds sind, so dass das Trigheitsmoment J fir irgend eine
durch den Schwerpunkt S gelegte, gegen die xys-Achsen unter den
Winkeln afy geneigte Achse J = J, cos® a + J), cos® 8 + J; cos® y
und zufolge Gleichung (3) und der zweiten Formel (6) auf S. 570
die Gleichung des Centralellipsoids (b° -+ ¢®) 2°* + (¢® + af) y* +-
—+ (a® -+ b®) 2% == 12 &* ist.

Den Formeln (1), (2) und (3) entsprechend lésst sich z. B. das auf die
Rotationsachse bezogene Triigheitsmoment J eines Schwungrades, das bestehen
soll a) aus einer cylindrischen Welle vom Radius r; und der Masse m;; b) aus
einer auf dieser Welle festsitzenden Nabe ms, die einen Hohleylinder darstellt,
dessen innerer Radius r; und dessen iuBerer Radius r; sei; ¢) aus radialen pa-
rallelepipedischen Radarmen, deren Gesammtmasse ms, deren Linge a = rs — 2
und deren zu der Liinge a4 und zur Rotationsachse senkrechte Kante b sei;
d) aus dem Radkranze m, in Form eines Hohlcylinders, dessen innerer Radius rs und

dessen iduBerer Radius r sei, folgendermafen bestimmen: m, hat das Triigheits-
fj’ -+ Tz’

2 .
moment J; = my %"—, fiir my ist J» = m;, , filr ms ist, wenn s den Ab-

stand des Schwerpunktes eines Radarmes von der Drehungsachse bedeutet, so

dass s = 2 + Te ist, Js = ms [%2— (a® 4 ") 4 s’] und schlieflich ist fiir my

das Trhgheltsmoment Jy = —% my (rs? + r#); demnach ist

J=Ji+ Lo+ s+ Js= i myre + —- ma (r? 4 r?) +

[ () 1 b'|]+— e 72+ 7e)
Ftr einen Wllrf el von der Kantenlinge a ist zufolge (3)

J=dy=J,=J= 6 Ma?® ——iy a®; eine jede durch den Schwer-

punkt S des Wiirfels gelegte Achse ist eine freie Achse und das
Centralellipsoid geht tiber in eine Kugelfliche.

Finger, Elemente der reinen Mechanik 2. Aufl, 40
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H
. ep’.F 1 Hé — ¥
Ju=fdJ-=‘u- .H‘ fi‘d’=gﬂ-ol"oF.—‘H‘—
F H 1 H*— h®
M=\dM= ‘u.—H,f:’dz = —s—pF. —gi

Die Division der beiden Gleichungen lehrt, dass

J, 3 Hé — h¢

9_t=_"_.___.

A‘ — aﬁ
) A A LY : = Ol

01".m .. (8)

3
b
ist, da die Héhen H und A den homologen Dimensionen A und a proportional sind.

Fiir eine volle Pyramide, bezw. einen Vollkegel ist A = 0, bezw. a = 0 zu
setzen, 8o dass dann

J. = Mo, =%Me;' )

wird.

Bedeutet im letzteren Falle g den Trigheitshalbmesser der Grundfliche F
in Bezug auf eine durch den Schwerpunkt S der Pyramide parallel zu der frii-

heren Achse u gelegte Achse s, 5o ist, wenn ¢ den Abstand der Achse u vom
Schwerpunkte der Basis F bedeutet, zufolge der Gleichung (5) auf S.564 or? — ! =

?
= oF?— (% e) , also or? = or? 4 :—2 e und das Triigheitsmoment J, der

Pyramide (des Kegels) in Bezug auf die Schwerpunktsachse s ist zufolge der Glei-
chung (4), S. 562

9
16

9

_ 3 Y»_ 38 _ 38 , 15 9
J.—Ju—M(Z’C)—-'g'M()I"— MC‘_—EM[OF’+TE-G,]— 16 Me’,
somit, wenn g, den Triigheitshalbmesser der Pyramide beziiglich der Schwerachse s

bedeutet,
Joe = Mo, = %M@p” . .. (10)

Man hat sich demgemii, um eine &quivalente Masse in Bezug auf irgend
eine Schwerpunktsachse der Pyramide oder des Kegels zu erhalten, auf der
Basisfliche F' drei Fiinftel der Masse der Pyramide gleichférmig vertheilt zu
denken.

Fiir ein homogenes Tetraéder lassen sich auch verhiltnismiiBig leicht
die Centralhauptachsen bestimmen. Da nimlich die drei Achsen, welche die
Mittelpunkte je zweier Gegenkanten des Tetraéders verbinden, und die bekannt-
lich Schwerachsen sind, stets eine solche Lage haben, dass alle Sehnen der
Tetraéderoberfliiche, die durch irgend einen Punkt irgend einer dieser Achsen
parallel zu der Ebene der beiden anderen Achsen gefiihrt werden, in diesem
Punkte halbiert werden, so miissen diese Achsen zufolge des Lehrsatzes auf
S. 588 die Richtungen der conjugierten Diameter eines Ellipsoids haben, dessen
Achsen die Centralhauptachsen sind. Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass dieses
Ellipsoid entweder durch die vier Eckpunkte des Tetraéders gelegt werden kann
oder aber durch die sechs Mittelpunkte der Kanten des Tetraéders.

Das Trigheitsmoment e¢ines homogenen schief abgeschuitte-
nen Cylinders, bezw. Prismas (Fig. 169 auf 8. 590) in Bezug auf dic zur
Seite des Cylinders senkrecht angenommene Durchschnittslinie der beiden ebenen
Begrenzungsflichen, die zur xz-Achse gewihlt sei, lisst sich in dem Falle leicht
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bestimmen, wenn die durch die z-Achse zur Erzeugenden des Cylinders sesk-
recht gelegte Querschnittsfliiche F” eine zur x-Achse im Abstande e parallee
Symmetricachse X (demnach auch eine jede der ebenen Grundfliichen eine der-
artige Symmetrieachse) besitzt.

Theilt man niimlich den Kdrper in Fig. 169 in lauter zu der Erzeugenda
parallele Séiulchen d M und behiilt die Zeichen der Fig. 169 bei, so ist offenba
das Triigheitsmoment d J. des als eine materielle Gerade anzusehenden Kérper
elements d M von der Hohe 2

aJ.= % AM. 24+ dM.y? = (% t’-l-y") dM.

DanmundM=pu.dV=yu.2.dF’ und z =y ig « ist, so ist

[ ]
ady=u(l+ % tg @) tg «.y'* d F’, daher

Je=pu(l +%ty'a).tga.fy"dF', M= dM=ytga.fy’dF'.

Nun ist, wenn durch Y der positive oder negative Abstand des Flicher

elements d F’ von der X-Achse bezeichnet wird, ¥y’ =e¢ <+ ¥, daherJ ydF=

=eF'+ 3e'fl’dF’ +3 efY’ dF’ +fY’d F undfy'dF' =ec¢F’ +JYdF’.
und da die X-Achse eine Symmetrieachse ist, 30 muss jedem Flichenclemente

d F’ auf einer Seite der X-Achse mit der Ordinate Y ein gleiches Flichenr
element d "' auf der anderen Seite derselben mit der Ordinate — ¥ entsprechen.

und es verschwinden daher die Summen} YdF' und | Y*d F'’, wihrend, wem
ox den Triigheitsradius der Fliiche iv" beziiglich der X-Achse bedeutct,
fl" d F' = F'ox? ist, so dass die obigen Gleichungen die Form aonchme::

Je=u (14 % ' c)tgea.eF (24 8pox?), M=utge.e F’
Die Division dieser beiden Gleichungen lehrt, dass
Jo=M(1+ ;» tg? @) (e? + 3 ox?) ist.

Fig. 181. Theilt nun der durch die x-Achse g
Ax legte Querschnitt ¥ der eylindrischen (pris-

A matischen) Fliiche den schief abgeschnitte-

X nen (ylinder (Prisma) in zwei Theile, s
————— e hat man schlieBlich die diesen Theilen ent-
’ sprechenden, durch die letzte Gleichung
bestimmten Triigheitsmomente zu addicren.
im gegentheiligen Falleaberzu subtrahiervn.
Das Trigheitsmoment o, eines
dreiachsigen Ellipsoids (Fig.151:
bezliglich ciner Achse (z-Achse) desselben lisst sich derart ermitteln, dass
man dasselbe durch ungemein nahe aneinander senkrecht zur ¢-Achse
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geflihrte ebene Schnitte in elliptische elementare Platten zerlegt, deren
Achsen zu den beiden anderen Achsen (zur z- und y-Achse) des Ellip-
soids parallel sind.

Sind 4, B, C die Halbachsen des Ellipsoids und ¢ und b die
Halbachsen einer solchen im Abstande 2z vom Mittelpunkte O des Ellip-
soids befindlichen elliptischen Platte von der Dicke dz und d M die Masse,
d¥ das Volum der letzteren, so ist zufolge der Gleichung (28) auf S.617

das Trigheitsmoment d ./, derselben dJ, = —i— (a®*+b%)d M, und da

dM = y.dV=p.abw.dzist, anch dJ, — 5 um.ab (e +b9) de.

Da nun ¢ die Ordinate und 2z die Abscisse eines Punktes des in

der zz-Ebene gelegenen elliptischen Hauptschmttes des Ellipsoids

ist, dessen Achsen 4 und C sind, so ist —5 4., -+ g,——— 1, also der

Ellipsengleichung zufolge ¢ = 4 l/
den in der yz-Ebene gelegenen Hauptschnitt b — B l/l —

02 , und ebenso ist fur

2
_C_g".

Setzt man diese Werte von a und b in die letzte Gleichung
fir d.J; ein, so wird

2
a7, =5 pmAB (4 + BY) (1— Z’i;) und, da alle elliptischen
Platten zwischen 2 = —C und z = C gelegen sind, so ist

I, — u"z:AB(A~+B2)J(1 C‘,—}-C‘)dz—— um ABC(A*+B?)

Nun ist die Masse des Ellipsoids nach der obigen Formel fir d M

M = dM—-pnjabdz—-un:ABf(l 2)dz=%—y m ABC

so dass die Division der beiden letzten Gleichungen lehrt, dass fiir
die Schwerpunktshauptachsen

o= 5 M (45 + BY), J, = M (B + 09),l

. (1)
Iy =5 M(C*+ 49) |

ist. Je ein Zehntel der Masse des Ellipsoids in den sechs End-
punkten der Hauptachsen (die offenbar auch Centralhauptachsen sind)
concentriert bilden daher ein iiquivalentes Massensystem in Bezug
auf eine jede Schwerpunktsachse.

Fiir ein Rotationsellipsoid, dessen geometrische Achse die

-) <
z-Achse ist, ist A = B, also J, = :7 M A®und o, = AV% =06320 4
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und demnach auch bei einer Kugel vom Radius R fur eine jede
durch den Mittelpunkt geftihrte Achse 2

2 5
J'=_5_M_RS, Ql =‘/§R=0.6325R . e - (12)

zu setzen, d. h. die auf eine dem Kugelradius gleiche Ent
fernung reducierte Masse ist fiir einen jeden Durchmesser

gleich —z— der Masse der Kugel.

Das Triigheitsmoment der Kugel in Bezug auf den Daurch
messer ldsst sich tibrigens, indem man die Kugel in unzihlige un-
gemein dilnne concentrische Kugelschalen zerlegt, sehr leicht mit
Hilfe des polaren Triigheitsmomentes J, bezliglich des Kugelcentrums 0
bestimmen, das fiir eine elementare Kugelschale d ¥ vom Radius r

und der Dicke dr offenbar durch dJy = r*.dM = . ud¥V =
R

=r’u.4rwdr bestimmt ist, so dass Jy = dJ,,=4;m:.fr‘dr =

(4
=% prm R® ist. Nun ist fir drei aufeinander senkrechte Durch-

messer als Coordinatenachsen offenbar J, = J, = J, und zufolge
der Gleichung (3) auf 8.562 ist 3J, = J; + Jy + J;, = 2J,, also

2, 8 s 2 4 . s 2 _ 2
Ji=-45Jdo=—7unR= 5 .—3—R w.pu.R= F.Vy.Rg——ﬁ—MR’.

3 15

Auf ganz idhnliche Art, wie dies bei dem Ellipsoid geschehen ist, ldsst

sich auch das Triigheitsmoment J, des Segments cines elliptischen Pa

raboloids (Fig. 182) in Bezug auf dessen Hauptachse, die z-Achse, berechnen.

Man verlege den An

fangspunkt O des rechtwink-

ligen Coordinatensystems in

den Scheitel und wiihle die

Ebenen 0 C.4 und OCB der

parabolischen  Hauptschnitt

zu Coordinatenebenen. Das

Segment des Paraboloids sei

begrenzt von einer zur:z-Achse

<+ senkrechten elliptischen Basis-

‘ ‘ ebene A BC, und C sei deren

A Abstand von dem Scheitel:

die Halbachsen 4 und B dieser

elliptischen Basis  seien ge-

geben. Fiir eine zur DBasis u-

rallele elliptische Querschnitts

fliiche, deren Abstand vow

Scheitel 2 ist, sind die Halbachsen a und b, da deren Endpunkte den Parabeln

Oad und ObB angehisren, durch die bekannten Parabelgleichungen a? = —({ -
2 -

B . . A
b= < ° bestimmt, und es ist, wenn das 'araboloid in lauter zur z-Achse senk-

Fig. 182,
i3
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bte elliptische Platten getheilt wird, wie dies frilher beim Ellipsoid geschehen
aus denselben Griinden wie dort d M = u.abn.dz und der Gleichung (28)

" 3. 617 zufolge dJ, = ‘lf (a? + b)) d M. Setzt man in diese Gleichungen die
rte fiir @ und b ein, so findet man

c .c
M=p1rjabdz=,un ACB ‘zdz= —;—ynABC

o o

C
1 1 _ AB(A'+ B 1
=If‘“'+"')dM=T’“' (C»,——~—fz'dz=ﬁyuABC(A’+B')

/]

Die Division der beiden letzten Gleichungen lehrt, dass
J,=-(1S—M(.»1’+ By ... (13a)

Ferner ist, wenn man die x-Achse parallel zu A und a, die y-Achse pa-
el zu B und b annimmt, das Triigheitsmoment dJ. der elliptischen Platte

T beziiglich der Achse a zufolge Gleichung (27) auf S. 617 dJ. = %b’dM
ldJl.=dJe+22d M= (22 + -‘14— b?).d M. Setzt man in diese Gleichung

fritheren Werte von b und d M ein und integriert diese Gleichung von o
C, so findet man

Jo=YuxaBcr+LBy=Laer+ L B')I
I 3 2 3
: .. (18b)

i ebenso J,——-—i—,unAB C(C'+%A’) = M(C‘+% 47) ]

2

In dhnlicher Weise lisst sich auch sehr leicht das Triigheitsmoment des
yments eines einflichigen oder zweifliichigen Hyperboloids berechnen.

Das Trigheitsmoment eines Umdrehungskorpers, dessen
‘hse die z-Achse eines orthogonalen Achsensystems ist, erhilt man
f folgende Art: Bei der bekannten Theilung desselben (Fig. 156
f S. 509) ergibt sich fir das Triigheitsmoment einer der so erhaltenen
eisformigen Platten beziiglich der z-Achse (zufolge der ersten Glei-

ung (2) auf S. 600) dJ, = —‘l,—yg.d M, und fur einen zur y-Achse
rallelen Durchmesser ist das HTriigheitsmoment (gemiB der zweiten
eichung (2) auf 8. 600) —‘11- y*d M, somit fiir die zu dieser Schwer-
nktsachse parallele y-Achse (nach Gleichung 4, auf S. 562) dJ, =
VM 4 *d M = (2 y*) d M, und da bekanntlich d M —
dV=pu.y*mx.dz ist, so ist

J; =JdJ,=

L1
um.|\ydx
To

l\'.l =

(14)

1

0 1 i a2
Jy =de,, =un )@+ y) ydx
Lo
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wofern sich z, und z; auf die beiden parallelen Grundfiichen des
Umdrehungskorpers beziehen. Die Kenntnis der Gleichung y = Fiz!
der Meridiancurve ist hiebei vorausgesetzt.

Ist der Rotationskorper von zwei Rotationsfliichen eingeschlossen,
fiir deren Meridiancurven die Gleichungen "= f(z) und y' = ¢ ()
bestehen, wo y’ > y’ > o sein mbge, 80 setze man zuniichst in die beiden
Gleichungen (14) y” statt y ein und berechne so J.” und J,"’, hier
auf berechne man auf gleiche Weise J; und J, nach Einsetzung von
y statt y; es sind dann die gesuchten Trigheitsmomente J. und J,
des Rotationskorpers J; = J;"— J.' und J, = J,"— Jy’.

Das gleiche Verfahren ist anzuwenden, wenn die erzeugende
Curve eine geschlossene Curve ist, und zwar bedeuten dann z,
und z; die Abscissen der zur z-Achse normalen Endtangenten der
Meridiancurve.

Dass J, = J, ist, und dass die z-Achse und eine jede in dem (be
liebig in der geometrischen Achse des Umdrehungskdrpers gewiihiten)
Anfangspunkte O auf dieser Achse senkrechte Achse Hauptachsen
fiir O sind, und dass demmach fiir eine jede andere durch O geflhrte
Achse a, die gegen die z-Achse unter dem Winkel « geneigt ist, zufolge
der Gleichung (7) auf 8. 571 das Trigheitsmoment oJ, bestimmbar
ist aus

Jo=dJzco8*a + Jysinfa ... (1)
wo fiir J. und J, die Werte aus (14) einzusetzen sind, bedarf nicht
weiter erliutert zu werden.
Fiir einen senkrechten Kreiskegel ist, wenn die x-Achse
mit der Kegelachse tibereinstimmt und die auf derselben senkrechte
y-Achse durch die Spitze des Kegels hindurchgeht, wenn ferner

H die Hohe und R den Grundradius des Kegels bedeutet, y = K

H H*
it zufolge (14) J, — I iz — L ya Rt H und
somit zufolge (14) =y e rtdr = qpun un

0

2\ [0
1R ) I x*d.r:—:_l)-luﬂHRg(Hg-i-—_lI B

H
Jy:’”‘j'(l Ty E) e

und da M = .V = ! u.R°x. H ist, auch (siehe Gleichung ¢

3 h
3 3 .1, ,
Jz = TU- JIR", LT!/ == —5" _JI(II' + —.’4—’ t’) PO | lhl

und fiir die zur Kegelachse senkrechte Schwerpunktsachse ist zufulge
der Gleichung (4) auf S. 562

"3 * 3 .1 -
Jrs=oI_,/—J[.(.—4— H) =.20’J.[(1£~+T H') « e . \\lll
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Ist J, = J., also H= 2R, so ist eine jede durch den Schwer-
punkt gefilhrte Achse eine freie Achse.

Das Triigheitsmoment J, eines senkrechten abgektfirzten
Kreiskegels von der Masse M in Bezug auf dessen Achse z ist,
wenn R; den Radius der groferen und R; jenen der kleineren Basis

bezeichnet zufolge Gleichung (16) J, = 1;3(5 (M; R# — Mg Rs®), wo M,

die Masse des Ergiinzungskegels und M; die Summe M; = M + My
M, M, M .

bedeutet. Da nun bekanntlich 7 BF — R _RJ ist, so

- fiuhrt die Substitution der ams dieser Glelchung sich ergebenden

~ Werte von M; und M, in die Gleichung fiur J, zn dem Werte

I = 3 ar u, der in Ubereinstimmung mit der Gleichung (8)
107 BRF—RS#
steht, wenn in derselben aus bekannten Griinden ¢r® = —Rf A=

= R,;, a = R, gesetzt wird.

Die Triigheitsmomente J, und J, eines Kugelsegmentes von
der Hohe (Achsenlinge) H, das einer Kugel vom Radius R angehdrt
und dessen Grundfliche den Radius r hat, sind, wenn man die
Achse des Kugelsegmentes zur z-Achse und eine im Scheitel des
Segments zur Achse Senkrechte zur y-Achse wihlt, so dass y® =
= 2Rz — 2° und demnach »? = 2 R H — H? ist, zufolge der Glei-
chung (14) gegeben durch

H

J.=%yn ydr = L

H
5 nf(4R2.z*9——4Rx3 + 2 dx

o (]
H 1 1 H
J, — ,mf(x2+7¢) ydo=—un .f(4R9x2+4Rx3—3x4)dx
o o

H H
M=yV=ynJy9dx=pn 2Rz — 2% dx.
0 o

Durch Ausfiihrung der angedeuteten Integrationen ergibt sich

in bekannter Weise, wenn auch schliefllich B = r’?:—HH gesetzt wird,
I =2 unRe -2 pH 4 3 g J[(’-’ B H )
- =guri (B —7 +)0 "t% +Io Yy g
1 19 16 H!
— 8- Rey = 2= 2 S
Jy=unH (3R +'4RH 20H ) bM( + - 15 3r9+H5‘)

Ist nun H gegen R und r so klein, dass der letzte Summand
in beiden Gleichungen gegeniiber den anderen Summanden vernach-
lissigt werden kann, so gelangt man zu den Niherungswerten
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1 1 1 19
L= LB, =t ue+ D

Diese Werte konnen zur Anwendung kommen bei der Be
stinmung der Triigheitsmomente von Pendellinsen, die aus zwe
Kugelsegmenten zusammengesetzt angesehen werden ktnnen. Fir eine
Halbkugel, fir welche H = R =1 ist, ist J, = % ynR5=§HRf
u. 8. W.

Bei dem Segmente eines Rotationsparaboloids, desse
Hohe H ist, und dessen auf der Achse z des Paraboloids senkrecht
Grundfliche den Radius » hat, ist analog, wenn P den Paramete
der erzeugenden Parabel bedeutet und die y-Achse die Lage einer

Scheiteltangente hat, y°* = Pz und »* = P H, also * = Ll z und

H
demnach
H H
1 1 rt 1
Jr = g K “."!/‘dx=§ynmfz2dx=—6—ynr‘ﬂ
o 0
Jy= H" 17 “od__i re H(H? 1,
y= U (1"+T-17x)-§x T=gum (H® + 3"
o

H

" re 1
M=urn|\yPdz=pumn. xdx=-2»-ynr9H
o

"

o
daher in Ubereinstimmung mit den frither fiir das elliptische Paraboloid
abgeleiteten Werten (13a) und (13b) J. = %Mrf, Jy = -12— M H -
+ ; ) und flir dif zur y-Achse parallele Schwerpunktsachse J, =
=dJ,— M. (:j—) II)L—— -(157 M@ + -»; I?), sonach wird J; = o, wenn

H? == 3r? oder H=1"732r ist, in welchem Falle dann alle Schwer-
punktsachsen freie Achsen sind u. s. w.

Entsteht im allgemeinsten Falle ein homogener Rotationskorper durch
Umdrehung einer cbenen Fliiche, die von zwei auf derselben Scite der Rotations
achse (x-Achse) gelegenen Curven, deren laufende Ordinaten ¥ und " sind (" >y
und von zwei zur Rotationsachse senkrechten Ordinaten eingeschlossen wird,
und findet die Rotation um den Winkel 2¢ statt, so ist dic Masse d M viner
der zur Rotationsachse senkrechten Platten von der Dicke dx, aus welchen
der Rotationskorper bestehend gedacht werden kann, offenbar d M = u . d V=
=u.(W?—y)qg.da

Da diese Platte als c¢in homogener Ringsector angeschen werden kaun.
so haben fiir die Trigheitsmomente d.J., d J,, dJ: derselben in Bezug aut die
den Gleichungen (33) auf 8,623 zugrunde liegenden orthogonalen Achsen diese drei
Gleichungen des § 98 Giltigkeit, nur ist in denselben statt M der eben ge-
fundene Wert von d M einzusetzen. Thut man dies und integriert dann diese

i
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leichungen, so findet man fiir die Trigheitsmomente des in Rede stehenden
pilformigen Rotationskdrpers die Werte

= baofirecvnas
J,=wfx'<y"'—y")dx+§.u¢(1 "”“’)fu ¥y ds} (19

Jz=.“‘P-‘Jﬂ-"(;'/"'—!l")da:'f‘%#tp(l—i—mnz‘p)f(y"' ¥y dx

Fiir ¢ = #, ¥ = 0 und y” = y gehen diese Gleichungen in die Gleichun-
en (14) iiber.

Hat die erzeugende ebene Meridianfliche eine zur Rotationsachse in der
ntfernung b parallele Symmetrieachse, so lassen sich aus den eben gefundenen
leichungen auf dieselbe Art, wie — von der gleichen Annahme ausgehend —
ie Gleichungen (32) auf S. 623 fiir die Rotationsfliiche abgeleitet wurden, auch
ier diesclben Gleichungen fiir den Rotationskdrper deducieren, was iibrigens
och einfacher auf folgende Art geschehen kann:

Wiihlt man die Symmetrieachse zur X-Achse eines rechtwinkligen Co-
rdinatensystems und bezeichnet durch Y die positive oder negative senkrechte
ntfernung eines beliebigen Elements d F' der erzengenden Fliiche von der X-Achse,
) ist y=0b+4 Y. Die Triigheitsmomente dJ., dJ,, dJ, desjenigen ringfir-
iigen Massenelements d M, dessen Volum d ¥V bei der Entstehung des Rota-
onskirpers durch die Drehung des Fliichenelements d F' gebildet wird (siehe
ig. 162, S. 534), und das als ein homogener Kreisbogen angesehen werden
ann, sind nach den Formeln fiir das Triigheitsmoment eines Kreisbogens

aJ.=ydM, dJ, —-dM[x’-}- (1—-ﬂ-~f- f]

dJ.—dM[,,J_I_ 1 (1+8m2‘t’ y,]

MddM=u.dV=u.2¢9y.dPF.
Setzt man den letzten Wert in die drei friiheren Gleichungen ein und setzt

=0+4Y,sofindet man J.=2¢u UY’dF—{-?, bfY'.dF+3 b‘fY. dF-}-b’F:I,
[=2¢u UYdF—}-bF] u. 8. W. )

Nun ist wegen der vorausgesetzten Symmetrie der Fliche F in Bezug
if die X-Achse offenbar | Y$d F=o0,| YdF= o, }2?.Yd F = o, und, wenn
arch ¢x und oy die Triigheitsradien der Meridianfliiche in Bezug auf die X-Achse
1d die y-Achse bezeichnet werden,f}”. dF = F.px? undf:c’. dF=F.oy*

Es ist demnach

M= 2‘[’#‘bF’ Jr = 11[[30x,+ bz]

Jy= or?+ - (1 . sin _237_) (Bex*+ b')] .. (20

volliger Ubereinstimmung mit den Gleichungen (32) auf S. 623.



638 Capitel IX.

§ 100. Anwendung der Dynamik der rotierenden Bewegung auf &

Bewegung eines unter der alleinigen Einwirkung der Schwerkraft

um eine fixe Achse rotierenden starren Kirpers. Physisches Pendel.
Reversionspendel. Bewegung durch Uberwucht.

Ist ein starrer Korper um eine fixe Achse (z-Achse) drehbar
und nur seiner eigenen Schwere fiberlassen, so kann dessen Rotations
bewegung zufolge der dynamischen Grundgleichung M. — = M:"=
= J;y (Gleichung 5, S. 553) nur dann, wird aber sicher dann eine a»
dauernd gleichférmige sein, es wird also die Winkelbeschleunigungy
gleich Null sein und Null bleiben, wenn das Drehmoment M, der
resultierenden Schwerkraft ¢ wihrend der ganzen Bewegung Nul
bleibt, also wenn (vergl. S. 536, c¢) entweder die Drehachse zur
Richtung der Schwerkraft Q parallel, sonach vertical ist oder — falls

‘ die Drehachse nicht vert:

Fig. 183. cal ist — wenn die Rick

tungslinie der Kraft @ i

jeder Lage des Korpers die

Drebachse schneidet, was

offenbar nur dann muglich

ist, wenn der Schwerpunkt

ein Punkt der Rotations

achse ist. In beiden Fillen, '

mag niimlich die Drehachse '

vertical sein oder mag der

Schwerpunkt ein Punkt der

Drehachse sein, ist zufolge

w § %6 jede Lage des Kir

! pers eine der Lagen des

: neutralen Gleichgewichtes.

und die Bewegung der ein-

zelnen Punkte ist eine krei-

sende (circulierende), und

zwar eine gleichfirmige
Bewegung.

Q Ist aber die Dreb-

L S achse nicht vertical und der

! Schwerpunkt auBerhalb der

Drehachse gelegen, und

wird der Korper aus seiner

Gleichgewichtslage, in welcher der Schwerpunkt vertical tiber oder

unter der Drehachse gelegen ist (je nachdem die Gleichgewichtslage

eine labile oder stabile ist), irgendwie (etwa durch einen Stof) in

[0}







640 Capitel IX.

(bezw. in ihrer Verlingerung tiber S hinaus) anzunehmen ist, so dans
derselbe zur Zeit ¢ die Lage e hat.

Fiir die tangentielle Beschleunigung p; eines mathematisches
Kreispendels von der Linge I, das sich ebenso wie der Punkt E i
einer verticalen Kreisbahn bewegt, besteht eine der Formel (1) vallig

¢

analoge Grundformel, denn es ist fiir dieses (siehe S.237) p, — P

= —gsing. Da nun gemiB Cap. III die Bewegungszustiinde eines ia
einer gegebenen Bahn sich bewegenden Punktes durch den Anfangs-
zustand und die tangentielle Beschleunigung vollkommen bestimmt sind,
so milssen alle Bewegungsgesetze des einfachen Kreispendels mit jenen
des Punktes E vollkommen fibereinstimmen, wofern nur die Babne
und die Amplituden tibereinstimmen, also in den Formeln des § 47}
(S. 234—241) 1 =1 gesetzt und wofern ferner statt g, um die letste
Gleichung fir p; mit der Gleichung (1) zur Ubereinstimmung m
Q s

dann in den Formeln des § 47 die Buchstaben s die Elongation des
Punktes E, d.i. Ee — ¢, ferner a die Amplitude desselben E:=c.
v die Geschwindigkeit desselben im beliebigen Punkte e, mit anderen
Worten die variable Winkelgeschwindigkeit « und ¢ = W~ die mari-
male Winkelgeschwindigkeit beim Hindurchschwingen durch die Gleich-
gewichtslage O S E.

Dementsprechend wird die Bewegung des Korpers eine ciren-

lierende sein, wenn (siehe S. 235) ¢ > 2Vgl, also W > 2 //Q; ist.

bringen, der gleichfalls constante Wert - gesetzt wird. Es bedeute

Ist dagegen, wie hier vorausgesetzt werden soll, 11" < 2l/

go findet eine schwingende Bewegung des Pendels statt, und Zwar
ist zufolge (7) und (%), 8. 235 und Gleichung (19b), S. 241 in aller
Strenge

w _—.l/ s (cosqg —cosa), W =2 »QJ.—‘ <m—§

1’—~rl/” . l_l—i—( ).sur— -+ (9 4) sm“ LS
(135 ., @
—;—(2'4.(,;) Sin 3—{—]

wo 1" die Schwingungsdauer des Punktes E, also auch jene des phys:
schen Pendels bedeutet. Bei nicht zu grofen Werten der Winkel
amplituden ¢ kann man sich auch hier mit den zwei ersten Gliedern
der letzten unendlichen Reihe, die verhiltnismiBig rasch convergiert,
begniigen und daher
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Um auch die hier abgeleiteten allgemeinen Formeln auf einige besondere
Fille in Anwendung zu bringen, sei zuniichst ein homogener cylindrischer
Stab von der Linge L und der Dicke 27 behandelt, der um den horizoatd
angenommenen Durchmesser einer seiner Grundfiiichen schwingt. Ftir diesen Fal

ist zufolge der Gleichung (7) (8.628) o = (r*+ —I—L') und g, = —;- L, daberda

Gleichung (5) gemii 1 = o +% L+—;—L— L+ + —. Ist sonach &

Dicke 2 r des Stabes so klem im Verhéltnisse zur Linge, da.ss der letzte Summasi
gegen den ersten vernachliissigt werden kann, so ist die reducierte Pendelling

des Stabes I = -2- L, was tibrigens sich einfacher aus (4) und aus der Gleichusg (),

8. 596, ergibt. Da ferner o, = Vo.* + 87 = |/ —L’+ s? ist, so kamn mn

im letzteren Falle o, = Ll/—;setzen [vergl. (2), S. 596]. Aus diesen Wertm

ist sofort zu ersehen, dass entsprechend der Fig. 166 auf S. 565 in der That
G<p<l(diAS<AM < ACQ) ist.

Fiir ein Pendel, das aus dem eben behandelten homogenen cylindri-
schen Drahte von der Masse m; und einer an dessen Ende hingenden
homogenen Kugel von der Masse m,, deren Radius R ist, besteht, und das un
die frithere Achse schwingt, ist in der Gleichung (4) das Triigheitsmoment J, der
Summe aus dem Triigheitsmomente J; des Drahtes und dem Triigheitsmomente J;
der Kugel gleichzusetzen, und da das Triigheitsmoment des ersteren fiir die zur

Drehachse im Abstande l L parallele Schwerpunktsachse, wie friiher, durch
%’- (r’+ L?) bestimmt ist, also J; = ﬂ’i P+ = L’)+— my L* und analog

fiir die Kugel laut Gleichung (12) (S. 032) Jr = % ms R? + m, d* ist, wenn é

den Abstand L 4 R des Kugelmittelpunktes von der Drehungsachse bedeutet,
D)

so ist J, = m; [1 r + —13— L’] =+ M [d’ + -g» R’]. Da ferner das Schwer-

punktsmoment M s, eines aus zwei Theilen m; und m, bestchenden Korpers
bekanntlich der Summe der Schwerpunktsmomente dieser Theile gleich, alo

L .
Ms. = my. —21 -+ ms d ist, so findet man

ny [* r’ o L’] -r me [d’-’- R’J
1 == —

my. + msd

Esist klar, dass man, wie die Multiplication des Zihlers und des Nenners mit
g sofort lehrt, in dem letzten Bruche die Massen m; und my ohne weiteres durch
die Gewichte gy und g» ersetzen kann.  Dividiert man Zihler und Nenuner durch
my und vernachliissigt, wenn die Masse m» der Kugel jene des Drahtes (Fadenst
bedeutend iiberwiegt, die Glieder mit dem Faetor -+, so findet man { =d -

2 R? . . m .

-+ S 4 So ist z. B, fiir R =1 mm und d = 400 mm der Unterschied von
{ und d nur 0001 mm, s0 dass man in der That bei einem derartigen Fader-

. m R? . . . .
pendel. bei welehem sowohl — als auch i sehr klein ist, die Pendellinge mit
me [

dem Abstande des Kugelmittelpunktes vom Aufhiingepunkte identificieren kaot.

























fzﬂ..dt =d4Z[m (yv. —z1y)], fIH,.dt =42 [m (¢va — 20.)}, @
t "y ¢ o _
ZM,.dt =AZ[m (v, —yts)]
t

(Beziiglich der letzten Gleichungen sei auch auf S.321—3823 hingewiesen.)

Ist das Zeitintervall 4¢ ungemein klein, so dass die Coordinaten zy:z
eines beliebigen Punktes M als constante Grissen innerhalb dieser Zeit betrachtet
werden konnen, und #ndern sich in diesem Zeitelemente 4t die Geschwindig-
keitscomponenten ¢, v, v, um die endlichen Werte Jv., Av,, Jv,, 80 nehmen
diese Gleichungen, wenn 7., I7,, 17, die Componenten des im Punkte (§7{) thiti-
gen Impulses 77 (siehe S. 545) und, wenn bei Zugrundelegung eines rechtwinkligen
Coordinatensystems MS", M, M." die Momente des Impulses 77 beztiglich der
Coordinatenachsen bedeuten, die Form an:

S,=X(m.dz), I, =3 (m.dvy), M, =Z (m.dzy,)

EM =M, —{.1,) = A5 [m (ye. —2v,)) = Z(m (y.des — z.4¢,)] l
EMP =X (.M, —§.00) =43 (m (z20- —xta)] = Z[m (2.dve — x.40.)]
M =3 (.10, —n.1,) = 42 [m (xv,— yv:)) = = [m (. dvy—y.d¢.)]

®)

Ist das Achsensystem ein orthogonales, so bedeuten bekannt-
lich =M, M, =M, in (1) und (2) die Summen der Momente der
#uberen Krifte in Bezag auf die drei Coordinatenachsen.

Wenn der starre Korper nicht frei beweglich ist, so hat man
bekanntlich zu den einwirkenden HuBeren Kriiften nur noch die
Widerstiinde jener fixen Punkte, fixen Flichen u. s. w., welche die
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1. StoBt ein freibeweglicher Korper von der Masse M. der de
selbe Bewegung wie in ¢) hat, der also — abgesehen von seiner
Schwerpunktsbewegung — um eine seiner Hauptcentralachsen. nimlic
um die z-Achse, rotiert, in einem Punkte {. dessen Berihrungy
ebene zu dieser Achse parallel ist, und dessen orthogonale Pr
jection auf die z-Achse der Schwerpunkt S des Kdorpers ist, mi
einem um eine zweite beliebige fixe Achse rotierenden Korper ¥
zusammen, so sieht man leicht ein, dass durch die im Punkte 4 =
Wirkung gelangende Kraft —7}" die Bewegung des Korpers ¥
derselben Weise modificiert werden muss wie die Bewegung de
selben Kirpers M im Falle ¢j; es ist demnach, wenn man dieselbe
Bezeichnungen und dieselben Achsen zryz wihlt wie in c¢;. zufolge
der Gleichung (12)

Vo—V: __ y(wer— 1y ro—H

1
— - _ _ Y __ I JN" 1 Y Y 3
= }:.dt A m M—u 5

. 1 . - .
wobei )I=:]T, ‘u=%§, tg="FVg—yto, u="F;—yu; us w it

Als z-Achse eines zweiten orthogonalen Achsensystems sei die
fixe Rotationsachse des zweiten Korpers JM  angenommen und die
z- und die y-Achse werde so gewihlt, dass die kiirzeste Drehung
von der positiven z-Achse nach der positiven y-Achse mit dem Sinne
der thatsdichlichen Rotation des Korpers I’ tibereinstimmt. Die
Richtungswinkel der auf M’ einwirkenden Kraft W, deren Richtung
jene der Achse z ist, in Bezug auf das letztere Achsensystem seien
durch «’%’y und die Coordinaten des Beriihrungspunktes .4 durch r'y-
bezeichnet. Das Drehungsmoment M, der Kraft 11", deren Compe-
nenten 1 1. 1, seien, ist dann bekanntlich M, = 2. W, — y" W=
=z Weos 3'—y . Weos «, somit, wenn I’ den Ausdruck

K=zcs3—ycosa ... 24

bedeutet, M, = W R"; es ist demnach zufolge der letzten (vleithllll"

in 6 ‘mf 8. 20D, bezw. der Gleichung (71 auf 8. 559 J\I dt —=
= I J ll dt = R'IT = J.w,— i, oder, wenn man kiirzehalber
durch u” den Ausdruck R
u == U (25)
bezeichnet ts 1 ey .
m—(w.ae— Il zwe) g
to u

Zur Zeit t, ist die der Geschwindigkeit « gleiche normale Geschwin-
digkeitscomponente des Punktes 4 des Korpers M', deren Richtung
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oder unvollkommen elastisch sind, ist ¢ = 1, ¢ = 0 oder ¢ e¢in zwischen 0 aad1
gelegener Zahlwert.

Der Veriust an kinetischer Energio betrigt -1 (‘_:"_P"_*_":")'.
2. Stoflen zwei um die beliebigen fixen Achsen s und s

rotierende Korper M und M’ in einem Punkte 4, dessen Coord:
- naten zys, bezw. 2'y’s’ sind, aneinander, so sind die soeben fir dea
gestofenen Korper M’ durchgefihrten Untersuchungen auch aunf de
stofenden Korper M in Anwendung zu bringen, wobei nur zu be
achten ist, dass nicht die Kraft W, sondern die Kraft (— W) axf
den Korper M wirkt, daber nicht nur die Strichzeichen der auf ¥
beztiglichen Bezeichnungen zu eliminieren, sondern gleichzeitig auch
die Zeichen der Geschwindigkeitsinderungen zn #ndern sind.
Wenn man also die Achsen z'y’ und zy derart withlt, dass

nicht nur die ktirzeste Drehung von der positiven z’-Achse nach der
positiven y-Achse mit der thatsiichlichen Drehung des Korpers M’
sondern auch die ktirzeste Drehung von der positiven z-Achse nach
der positiven y-Achse mit der thatsiichlichen Drehung des Korpers M
tibereinstimmt, und wenn man ferner die Richtungswinkel der Kraft W,
mit welcher der stofende Ktrper M auf M’ wirkt, in Bezug auf die
Achsen zys durch afy, in Bezug auf 2'y's’ durch '8y’ bezeichnet,
g0 ist analog mit (24), (25), (26), (27) und (28) zu setzen

R=2xcosp —ycosa, R=2'cos §— y'cos &

R* , R*
u = FA u= T
m— tv,th —_ R (w00 — 1) —_ R (wl',—- )
t u u
vo = Ry, vo= R'wy, u = Rw;, = Rw,

31)

1 ’ .
vy — U w—1 V9 — ¥
m=\wdt= — 0 12

to " w p+
Aus der letzten Gleichung lisst sich 4 durch das bekannte
letzte Glied ausdriicken, daher kann man mit Hilfe der Gleichungen
u=(zcosf —ycosa)w;, u=(x'cos ' — y'cos &) 1w, die schlieBliche
Winkelgeschwindigkeit «; und «, berechnen.
Sind die Kirper elastisch, so ist aus bekannten Griinden zu setzen

ts ' '
u—v _ t'—u v'—v
m=|\wdt = =r—%_ :
L, “ u wF+u e . (32
v = Rw, v'= R'w’

und da I7'= I7¢, also v’ — v = & (vr,—v,") ist, so findet man aus (31) und (32)
durch Summierung

7+ ]7’-_""’___&= T=% _ (14-¢) (ro— 1) ..

“ u’ s+ o - (39)
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geschwindigkeit 1w, so ist in der Gleichung (15) zufolge der Gleichung (4) suf 8. 268
su setzen U.=-f+k'R.dR-+ E 4 (w0 C eine Integrationsconstuas

bedeutet, die durch die Wahl jener Entfernung, in welcher Null als Wert des
Potentials U, angenommen wird, bestimmt ist). Somit ist das Potential U de
relativen Kraft P

UmUe— g re? = LWR —re 0. .. (18)

Legt man durch den fixen Centralpunkt O als Anfangspunkt ein ortho
gonales Achsensystem, so ist offenbar 1* = 2*+ ¢ und R0 =2* |- y* + ¢, 00
dass die Gleichung (18) die Form annimmt

W — o). @ +y)+ M. =20 —0)...»9)

Da flir eine jede Niveauflliche das Potential U einen constanten Wert hat.
so lehrt die Gleichung (19), dsss die Niveauflichen Rotationsfilichen zweiten
Grades sind, deren gemeinsame Achse die s-Achse und deren Mittelpunkt der
Centralpunkt O ist.

Die Art dieser Rotationsflichen hlingt zufolge der Gleichung (19) davos
ab, ob k> w, k.= w oder ¥ < w ist.

a) Ist k> w, so sind zufolge der Gleichung (19), die anch in der Form

Lty o _
U—0+2 =g =1+ @
¥ — 3

geschrieben werden kann, die Niveauflichen Rotationsellipsoide, deren &qus-
torialer Radius a = |/ 2%{% - und deren polarer Radius ¢ = 2_____17;({
ist. Die Ellipsoide sind, da k¥* — w* < k*, also a > ¢ ist, an den Polen abgepiattet.
(Wire w = 0, wiirde also die Fliissigkeit nicht rotieren, so wire a =¢, d.h
die Niveaufllichen wiiren Kugelflichen.) Die numerische Excentricitiit ¢, d. i

&= ?.':_9’ hat den obigen Werten von a und ¢ zufolge den von U unab
a

2

biingigen, also fiir alle Niveauflichen constanten Wert ¢ = —'%—. Da ferner,
wie (19) lehrt, 2(U— 0) = k¢, also U= )-k'¢’+C ist, so nimmt, wem
¢ (und in demsclben Verhiltnisse auch a) abnimmt, also beim Ubergang von
einem dieser Ellipsoide zu einem von diesem eingeschlossenen zweiten kleineren
Ellipsoid das Potential U ab, also der Druck p zu. Ist fiir ¢ = ¢, der Druck

durch p, bezeichnet und U, = -;—k'c.p' + C, so ist bei einer incompressiblen
Fliissigkeit, deren Dichtigkeit u ist, p —p, = u (U, —U) = —%— uk?(c?—1.
Im Centralpunkte O ist ¢ = 0 und der Druck ein Maximum, und zwar p=
1
=po+ 5 ke .
. — Ak? (c,? — 8)
Fiir ein vollkommenes Gas ist zufolge (9) p = p,e? u. 8. W,
b) Ist k = w, so nimmt die Gleichung (19) die Form ¢z = - VL(L;__—C)-ML
d. h. die Niveaufliichen werden Ebenen, dic zur Rotationsachse senkrecht sind.
¢) Ist k<w, so sind die Niveauflichen, deren Gleichung zufolge (19)

24y 2 2 o4y

rTy = —_ = o
. =1 ; gy 4 1 odero T=0C T—0C ...
= .4 2 2
w? —ki? k? k2 w — k?
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n fir den Schwerpunkt o des urspriinglich
‘n Volums v die Gleichungen

VY4 Z(—ypp.fo.25) =
u,)
s P .fo.Ys) =
¢ (b)
)=
') lehrt
i E(fry)
2y

yr»-!-«p-{f'—I ©

ir auf die ganze Fliche F' beziehen und
: der Fliche F' beziiglich der Rotations-
des Schwerpunktes S des Korpers K sind

oy Ys =ﬁ= Yo, £3=_A—.§‘. .. (d)

~vetion des Angriffspunktes o’ des Auftriebes (— Q)
-+ Ebene der Zeichnung, so dass (z¢' — o, Yo', Zo’)

= N sind.
ade Gewicht @ des Korpers K und der Auftrieb (— @),
nt der Schwerpunkt ¢’ des Volums v = V; -} Vs angesehen
~in Kriiftepaar, dessen Moment M, beziiglich der Rotations-
“¢ider Momentensumme M und M ? dieser beiden Kriifte Q
ach der x-Achse gleich ist. Soll das urspriingliche Gleich-
ws gein, so muss dieses Kriiftepaar den Kirper wieder in seine ur-
ivhgewichtslage zuriickzufiihren, also im negativen Sinne (von 4z
drchen suchen, also M, negativ sein, und zwar ist der absolute Zahl-
i (— M) = —[M¥ 4+ M ¥] bei gegebenem Winkel ¢ fiir das
-abilitiit einzig maBgebend. Nun ist die s-Componente von @ offenbar

2
<y hat, so dass bei Vernachliissigung von kleinen Gliedern hoherer
wg @, =@ und @, = Q. ¢ gesetzt werden kann. Es ist sonach
L =ys Q—25.Q=y5.Q—23Q.9 = Qys— 25.¢]
0= — Q) — . — Q) = —Q[ya+-‘§--2‘(fy’)] +Q.c0.9

la yo = ys ist, so ist der absolute Wert des Stabilitiitsmoments

osg =Q | 1—2sn? -‘e:l, withrend die y-Componente den Wert @, =

—M,=— (MO 4+ M9 =9Q. zs—:.,+1:- (€)

nger, Elemente der reinen Mechanik. 2. Aufl. 47
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zwei Geschwindigkeitsniveaufliichen) f.und f° begrenst ist, so ist
gunlichst m = u». Bedeutet ferner v die Geschwindigkeit eines
beliebig gewithiten Punktes M der Fliche f zur beliebigen Zait ¢
und o die gleichzeitige Geschwindigkeit eines beliebigen Punktes M
der Fliche f°, so ist v’z die Verschiebung, welche der Punkt M’
der Fliche f* in dem der Zeit { unmittelbar folgenden, sehr
klein -angenommenen Zeitintervalle = in der Richtung von ¢ er
fiihrt, wiibrend gleichzeitiz der Punkt M der Fliche f sich in der
Richtung der Bewegung um v v verschiebt. Bei entsprechender
Wahl der Punkte M und M’ ist also durch f". v's das Raumelement
ausgedrtickt, um welches sich nach einer Seite (bei 4") das Volum
der Masse m in der Zeit v vergriBert, und durch f.v~ jenes Ranm-
element, um das sich auf der anderen Seite (bei 4) das Volum der
Masse m gleichzeitig verringert. Es kann demnach das Volum »,
das die Masse m zur Zeit ¢ -+ v einnimmt, bestimmt werden durch
¥ =+ fv't — fvs, folglich ist

4
V—
(2

—=fv'—fv...(5)

Ist nun f,, die Fliche jenes Querschnitts, den ein dem Volum »
gleicher senkrechter elementarer Cylinder (Prisma), dessen Hohe gleich
A A'= o ist, besitzen mtisste, 80 ist » = fu . 0.

Die Division der beiden letzten Gleichungen fuhrt zu der
Relation —:—’t;’ = %.L:—&, welche beim Ubergange zu

den Grenzwerten fur unendlich kleine 7 und o, da der Grenzwert
von fm offenbar f ist, die Form annimmt:

1 dv 1 d(fv) .
A= F T ds e (6)
wo ds ein unendlich kleines Liingenelement der Stromlinie bezeichnet.

Da die Masse m = u» eines und desselben Flissigkeitsquantums

. . . dm
einen constanten, von der Zeit ¢{ unabhiingigen Wert hat, also - it

Null ist, so fuhrt die Differentiation von m = u» zu der Gleichung
v +wg, =0, wo du die unendlich kleine Anderung der

Dichtigkeit bedeutet, welche die Masse m bei ihrer Bewegung in
der unendlich kleinen Zeit d¢ erfihrt. Es ist also der letzten

Gleichung zufolge

1dv | 1dp .
_y_»_dt-;-?ﬁ_o...a)

und daher zufolge (6) und (7)
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vorausgesetzt, so liisst sich, nachdem das von der Form des Stromfadens ab-
]

hiingige Integral des berechnet worden ist, die Bestimmung von v, folgenderart

o
leicht durchfiihren: Bezeichnet man kiirzehalber durch a den constanten, bisher
betrachteten, aus der letzten Gleichung in (11) bestimmbaren Geschwindigkeits-
dve
dt
Null gesetzt wiirde und durch b das constante Verhiltnis der Coéfficienten von
dv.

;wert, der sich fiir v, ergeben wiirde, wenn in (21) die Beschleunigung

und von v,? in der Gleichung (21), also

Tdt '
fa | s
Vo Uaf BP0 T
at =2 & ,b=2—°—f,...(23)
1= s
so erhiilt (21) die Form:
d a? — va?
Yo=—7 . ()

Ist nun b positiv, also f. << f,, so stimmt (24) — wenn v, durch v ersetzt
wird — genau mit der der Gleichung (11) auf S. 163 unmittelbar folgenden

Gleichung iiberein, wofern nur Kl = b gesetzt wird; somit ist der Gleichung (12)
auf S. 168 zufolge, wofern der Anfangswert der Ausflussgeschwindigkeit v, zur
Zeit t = 0 durch ¢, bezeichnet wird,

(a+ ta) (@ — ¢a)
(@ —va) (@+ca)’

la
[}

— 2t

(a—l—c.,)e" — (@ — ca) eb

(a4 c.) e + (a—ca) eb
Der Grenzwert von v, fiir ¢t = oo ist a, d. h. der Geschwindigkeitswert
fiir eine stationdire Stromung.
Fiir ¢s = 0, d. h. wenn die Stromung vom Ruhezustande aus beginnt, ist
der letzten Gleichung, beziehungsweise der Gleichung (13) auf 8. 163 gemif
(wo dann v, = ¢a = 0 zu setzen ist)

sonach va =a.

b
t—ﬂ-logmt

s, 2,

e" —e€
v¢=a.—T———a— e (25)
—E-t —T‘

e’ e

Der Druck p in einem beliebigen Punkte M des Stromfadens hat, wie
sich durch Substitution des Wertes von dv. aus (24) in (20) ergibt, den Wert

e[ (o 1 )]

wo fiir vs der Wert aus (25) einzusetzen ist.
Das in der Zeit ¢ ausstromende Fliissigkeitsvolum V ist, da in der Zeit d¢

durch die Miindungsfliche f, ein Fliissigkeitsstrahl von der Linge vad¢ und der
¢

Querschnittsfliiche fa, also vom Volum f, . v.d¢ austritt, durch V = f, .fv. dt, also

o
durch das Product aus f, und dem in Gleichung (14), S. 164 durch s bezeichneten
Werte bestimmt. Es ist sonach flir ca = 0



einstimmung mit S. 708
d
u—=A(p—ps), dp="F ... (27

ist, findet man so npach Substitution des letzten Wertes in die
Gleichung (3) und (6), mit Rticksicht auf (5)

Lo _o_ _”2—”02_ . (RS Py
Ilz—m U ] —Uo U 9 f’y fo ”o Va
. 1 Ua
U, — 1— 28)
‘va8=7-’02+2[Ua_ a ] A Ho ( ’
‘A‘ Ho fa!-‘a)
fotto

Man hat nur fur gy, den Wert u, = p,+ 4 (9o — p,) in die
letzte Gleichung einzusetzen, um mittels derselben sofort die Aus-
flussgeschwindigkeit zu finden, wofern die Potentialdifferenz U, — U,

ferner der constante Wert 4 (sieche Anm. auf S. 708), auBerdem die

o
Druckdifferenz p, — p, und die Querschnittsflichen f; und f,, bezw. die
Oberflichengeschwindigkeit v, bekannt sind.
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Kohlensiiure » = 1:31, fiir Wasaserstoff x = 1-89... 1"'41 uw. 8. w. Selbst bei
Wasserdiimpfen ist es nach Zeuner (Z. Grundziige der ,Mechanischen Wirme
theorie“) gestattet, bei adiabatischer Expansion und Compression innerhih
gewisser Grenzen, die in der Praxis gewthnlich nicht tiberschritten werdes, die
Gleichung (87) und (38) in Anwendung zu bringen, wofern flir = folgende
empirischer Wert gesetzt wird: x = 10354 010y, wo 'y den vor der Expausis
vorhandenen relativen Gehslt an wasserfreiem (trockenem) Dampf bedeatet,
80 dass flir ganz trockenen gesiittigten Dampf y =1 und x = 1"185 =zu setzenist
(Die oben erwibnten Giltigkeitsgrenzen sind nach Zeuner y = 1 und y=070)

Der Gleichung (88) gemiif ist p = Cux, dp = Oxux—1du, somit bd
Beachtung des Wertes p 2

et £

Wird also eine stationiire Strémung in irgend einem Stromfaden und eine
adiabatische Zustandsiindernng vorausgesetzt, so ist, wie sich durch Substitution
des letzten Wertes in die Gleichung (8) ergibt, wofern (5) berticksichtigt wird,

*—1 o — r:. 0. {1t f.’p.
.,_1[ -(&) ]=U—U. -v-v.+ 5[ A ](39)

Fiir die Ausflussgeschwindigkeit v, der Gase bei adiabatischer
Stromung findet man demnach, wofern in dieser Gleichung v = v., T = U.,

1
& = lto, f = fu und zufolge (38) % = (-;;—')" gesetzt wird, oder auch m-
mittelbar aus (6) den Wert

el = u’+2[ —Te B2 (1— 1,’7):_1)]
=2 ‘_U+,ao x—l[l_ %:)x_:_'] (40

. 2

. 1— I{_": (,p_:_);

(Fin' £= kann der Gleichung (34) zufolge auch kT, gesetzt werden, wo T, die
dem Drucke po und der Dichtigkeit «, entsprechende absolute Temperatur, und
k den experimentell bestimmbaren Wert 12','_” " bedeuten.)
Ist die Druckdifferenz p, — pa 1sehr klein gegen p., so kann anniiherungs-
xr—1 z—

weise (1"') =(1—)— ;)—p..) =1— x:l Po—DPe opgetzt werden. Es

iibergeht dann die Gleichung (40) sofort in die (xlelchung (29), bezw. in die
Bernoulli’sche Formel (30).

Die Gleichung (40) lieSe sich iibrigens auch leicht aus der Gleichung (10
auf 8.759 ableiten. Es ist ndimlich, wenn dieselben Bezeichnungen wie in der

letzten Anmerkung 7 beibehalten werden, zufolge der Gleichung (38) f% du =
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stimmen, werde ein in unverinderlicher Lage zu dem rotierenden
Stromfaden befindliches, also an der Rotation mit der augenblicklichen
Winkelgeschwindigkeit  theilnehmendes rechtwinkliges Achsen-
system zy 2 zugrunde gelegt, dessen z-Achse mit der unveriinderlichen
Rotationsachse zusammenfillt, und dessen z- und y-Achse so gewihlt
sei, dass die ktirzeste Drehung von der positiven z-Achse nach der

positiven y-Achse (nm %) mit der thatsiichlichen Drehungsrichtung

ibereinstimmt. Die Stromung der Flilssigkeit ist in Bezug auf dieses
Achsensystem als stationir vorausgesetzt worden, und es haben daher
vs und v, ebenso die Winkel (2v.), (yva.), (2vs,) und (zv,), (yv,),
(2v,), sowie die relativen Coordinaten z.y,s, des Punktes M, der
Ausflusstffnung und die Coordinaten z,y,2, des Punktes M, der
Oberfliche constante Werte. Da nun zufolge der Gleichung (6) des
§ 55 das Moment u!” der Bewegungsgrofe mrv, durch pl =
= m [Za . Vs €08 (Y V) — Ya . Vs €05 (zv,)] und ui” durch pl® =
= m [, 0, €08 (Y Vo) — Yo, 08 (X v,)] bestimmt ist, so flihrt die Substi-
tution dieser beiden Werte in die Gleichung (19) zu der Relation

(SM, — Zm,) dt = m {v, [, c08 (¥ Va) — Ya €08 (T va)]
— ¥, [%, €08 (Y ¥5) — Yo €08 (T v,)] 4 (ra® — rf) w}

Substituiert man in diese Gleichung den Wert von m = u,f,v,d ¢
und bezeichnet kiirzehalber durch ¢, und ¢, die constanten, durch die
Gestalt des Gefifies K bedingten Werte innerhalb der eckigen Klammern,
nimlich

Ca == X4 €08 (Y Vg) — Ya €08 (TVs) =

= r,[cos (x7,) cos (y va) — sin (T 74) cos (x v
Co = T €08 (Y ;) — Yo €OS (X V,) =

= 1, [cos (x7,) cos (y v,) — sin (x7,) cos (zv,)]

so findet man nach der Division durch d¢
SM,— 3Zmy = Ugfa¥e { VaCa— VoCo+ (1 — 1) w}

woraus sich die gesuchte Summe 3m, der Momente der auf das
Gefdf wirkenden Druckkrifte d N = p.d F bestimmen lisst; es ist
nimlich :

Imy =3I M, — pafava {vaCa — voCo + (r —rf)w} (21)

In diesem Ausdrucke ist nur v, = z “”:i v, zu setzen und fir
ofo
v, der entsprechende im vorhergehenden § 108 gefundene Wert zu

substituieren. So ist z. B., wenn eine gleichfsrmige Rotation um
die ¢-Achse vorausgesetzt wird und U das Potential der #HuBeren
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— WYa, WZ, 0, dagegen die Componenten der Geschwindigkeit v,
durch v, o8 (2 v,), va cos (yva), va cos (¢v,) bestimmt sind, dass demnach

Va2 = [v4 €08 (Z ¥4) — w Yo + [v4 c08 (yva) + wxf + va® cos® (¢ v4)
= 0% + w7 + 2041 [4 €08 (Y ¥4) — Ya €08 (Zv4)]

ist. Berticksichtigt man demgemiB die Werte (20), so findet man

Ve = 05 + rf w® +2v,¢, . w 24)
und analog V2 = vf + rfw? + 2v,¢,. w}

Subtrahiert man diese Gleichungen und setzt fiir v,° und v,®
die Werte aus (22) ein, so ergibt sich nach der Division durch 2w

Pa
1 Va‘e_‘Vo‘e dp —_ Ry }
;[-—T——Uo""[]a'*‘J-F:l—vaca_'%%'*‘(rﬂ 7)) w

Do
somit zufolge (23)

Pa
. _ l‘aﬁsva Vo — Ve _ f@)} =
M, — M, z{ fe ( . U+ T+ |5 - @)
Do

Der Effect M,w ist demnach auch gegeben durch die Gleichung

Pa
M, 0= 30, 0 — Spafune (LY OO+ [22) )
o

*) In der frilheren Auflage ist hier schlieflich ein rein mathematischer,
mehrere Druckbogen umfassender Anhang angefiigt, welcher in dieser Auflage
in Anbetracht des griBeren Umfangs derselben nicht aufgenommen wurde.






























