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mi di cui fo uso in questa meccanica e che espongo nel-
I' Appendice, egli si degnd incoraggiarmi colla lettera se-
guente, meritevole di esser conosciuta in grazia de’ concet-
ti filosofici che vi si trovano espressi.

— Je viens de parcourir volre ouvrage, et je puis
vous dire avec satisfaction que je »’y ai rien trouvé qui
ne m’ ait paru clair, exact, et fait dans un trés bon
esprit. Cette méthode des projections est cn effet une des
meilleures pour démontrer et découvrir. Elle a le vrai
caractére qui appartient a toute bonne doctrine ; je veux
dire qu’elle est appropriéc a la nature méme de Uesprit
humain. Car au fond tout noire art cst de ramcner ce
qui est complexe, ou varié, a ce qui est simple et unifor-
me: toutes nos sciences ne consistent que dans une telle
réduction. Or qu’ y a-t-il de plus naturel en géométrie,
quand on considére tant de lignes et de surfaces diver-
sement inclinées , que de les ramener d d’ autres qui
tombent en quelque sorte dans le méme sens, et que l'on
compose entr’ elles par la plus claire de toutes les lois,
qui est la simple Addition?

C’ est ce qu’ on fait partout en Mécanique, et méme
dans U Analyse. Car U étude des fonctions analytiques
n’ a elle méme d’ autre objet que la réduction de les fon-
ctions si diverses a cclles que nous connaissons le mieux,
telles que les puissances entierés de la variable, et que
nous regardons comme simples, parce que, aprés un
nombre fini de différentiations successives, elles se ra-
ménent a la plus simple de toules, qui est la variable
uniforme que I’ on considére. C’ est I’ esprit de tout le
calcul différentiel, sous quelque point de vue que vous
U envisagiez.

Il me semble donc, Monsieur, que vous étes dans la
bonne voie, et que vos élémens de mathématiques ne pou-
vent manquer d’ élre uliles.
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Agrées, Monsiewr, U’ assurance de la considération
la plus distinjuée de volre trés humble et dévoué ser-
viteur . .

Paris 16 avril 1839.
L. Poinseot.

Questi elementi essendo indirizzati all’ istruzione di gio-
vani occupati contemporaneamente in altri studii, io mi
sono ingegnato di-esporli e coordinarli sotto la forma che
ho sperimentato esser la piu efficace a cattivare la loro at-
tenzione, schivando al possibile la novitd de’ vocaboli; ¢ se
mi sono permesso qualche nuova definizione, cid é stato
nell’ unico intento di esprimer la verila piu fedelmente e
compiutamente, ed in un linguaggio piu conforme a quello
che suona nella bocca di tutli. Cosi dalla definizione che io
do della forza d’inerzia (pag. 119), viene a farsi mani-
festo che il vero anello di unione tra la statiea e la dina-
mica si‘¢ il principio volgare: » Non avvi azione che non
sia conirabbilanciata dalla corrispondente reazione »
(pag. 181).

Da ultimo mi credo in obbligo di avvertire che, se que-
sta edizione é riuscita abbastanza corretta, debbo renderne
grazie al ch. Dott. Antonio Saporerti, professore di Calcolo
sublime, il quale si ¢ degnato gentilmente e con amore di
aiutarmi nella revisionc delle prove di stampa.

D. CHELINL
Bologna, Marzo 1860.
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0

CAPO VII. De’ moti relalivi, ossia delle varie apparenze che debbono offrire
i moti assoluti secondo il moto del sistema da cui si osservano.

§. 1. Principii generali per determinare la velocitd relativa d’inerzia. Formole
gencrali del moto relativo. Pag. 312.

2. Applicazione delle formole del moto relalivo alla cadula de’ gravi ed alle o-
scillazioni del pendolo, per iscoprire in questi moli un segno visibile della
rotazion della terra. Pag. 322.

Articolo di Meccamnica gemerale.

Del principio che riassume in sé la Meccanica, ossia del Principio delle
velocitd virtuali e sue principali applicazioni.

{. Velocild virtuali. Variazione infinilesima della distanza tra due punti, espres-
sa per la differenza delle velocitd virtuali di questi punti. Lavore di una
forza. Pag. 333.

2. Principio delle velocitd virtuali e sua dimostrazione. Pag. 333.

PRIMA PARTE. Come dal principio delle velocitd virtuali si deducano
U’ equazioni dell’ equilibrio.

§. 4. Esempii di equilibrio. Leva, Vite, Sistema rigido , e Filo flessibile. Pag. 343.
2. Regole generali per {rovare 1’ equazioni dell’ equilibrio de’ sistemi. Pag. 346,

PARTE SECONDA. Come dal principio delle velocitd virtuali si
deducano le proprietd generali de’sistemi in molo.

CAPO 1. Diversi sistemi di formole a cui da luogo la traduszione del prin-
cipio generale della Dinamica.

§. {. Formole che rappreseniano il principio generale della dinamica. Pag. 350.
2. Equazioni differenziali dinamiche di Lagrange. Pag. 33%.
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3. Equazioni dinamiche di Hamillon. Pag.® 335, )
4. Altra forma dell’ equazioni differenziali dinamiche. Pag. 3%7.

.CAPO H. Principio delle forze vive, e sue applicazioni.

§. 1. Formola che contiene questo principio, e condizione della sua esistenza.
Forza viva rispetto al ceniro di gravild. Proprieta del.la forza viva di un si-
stema quando la funzione delle forze ¢ un differenziale esatto. Pag. 3%9.

2. A quale condizione 1’ equilibrio di un sistema & stabile? Pag. 363.

. Nell” urto de’ corpi e nell’ esplosioni qual cangiamento avviene nella forza

viva? Pag. 367.
. In che consiste il Principfo della minore azione nel movimento di un si-
stema ? Pag. 370.

(2]
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CAPO 1. Calcolo dell’ effetto delle Macchine.

Legge a cui é sottomesso il moto delle Macchine. Lavoro della potenza ¢ della
Resistenza. Condizione della uniformitd del moto. Lavoro resistente, distin-
to in utile ed in passivo. Rendita di una Macchina. Impossibilita del mo-
-to perpetyo. Volanii e Regolalori. Ulilitd delle Macchine. Pag. 376.

. LIBRO TERZO ‘

Principii fondamentali della Meccanica de’ fiuidi.

———

Nozioni preliminari, Fluidi: liguidi ed aeriformi. Vapori e fluidi permanen-
ti. Pag. 381. .

BPARTE PRIMA. ldrostatica.

SEZIONE 1.

Dell’ equilibrio de’ fluidi , qualunque sia la natura delle-forze che
sollecitano le loro particelle.

CAPO 1. Pressiong idrostatica; sua eguaglianza per ogni verso in un dato pun-
to , e sua egual {rasmissione in tutta 1’ estensione del fluido. La pressione
idrostatica puo adoperarsi a modo di Macchina. Pag. 383.

I1. Legge generale dell’ equilibrio de’ fluidi, esprimente come varia da punto a
punto la pressione idrostatica in funzione della densild e della forza solleci-
tante. Qual condizione dee verificarsi perché la pressione, la densita e la
temperatura siano costanti insieme e cangino insieme nell’ interno del flui-
do ? Pag. 387. '

HI. Superficie di livello. Oltre la proprietd di passare pei punti di egual pres-
sione, una superficie di livello possiede quella di esser dappertutto normale
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alla difezion delle farze sollecitanti, ¢ quella di non aver nessun punlo in
comune colle altre superficie di livello, e d’ ordinario anche quella di of-
frire in tutti i punti egual densiti e lemperatura. Applicazione al nostro
globo. Pag. 392. ) .

1V. Condizione dell’ equilibrio di un fluido animato da moto equabile di rofa-
zione, e ricerca delle corrispondenti superficie di livello. Rolazione di un
cilindro pieno in parte di un fluido grave. Pag. 39%.

V. A qual sistema di f8rze equivale il sistema delle pressioni di un fluido con- .

tro 1a superficie di un corpo immerso ? Formole di relazione {ra queste pres-

sioni e le forze sollecitanti il fluido rimosso dal corpo. Pag. 599.

SEZIONE 1.

Dell’ equilibrio de’ fluidi gravi, sia liquidi, sia aeriformi.

. CAPO 1. L’ azion della gravith, dentro i limiti delle distanze ordinarie, si pud
riguardare come costante nella direzionc e nella intensitd. Pag. 400.
1l. Le pressioni di un fluido grave coniro la superficie di un corpo immerso
equivalgono ad una forza unica, che consiste in una spinra continua al-
U’ ins, eguale in valore al peso della massa fluida rimossa,dal corpo, e
che si pud supporre applicata al punto che fa il centre di gravild di esso
fluido ‘rimosso. Principio di Archimede. Condizioni relative all’ equilibrio di
un corpo immerso, e all’ equilibrio di liquidi riposanti 1’ uno sull® al-
tro. Pag. 401,
« I1I. Delle diverse stazioni di equilibrio di un Galleggiante. Esempio di un Pri-
sma a base (riangolare. Pag. 403.
1V. Formola generale dell’equilibrio de’ fluidi gravi tanto liquidi che aerifor-
nmi. Pag. 407.

ARTICOLO 1. Leggi della pressione idrostatica nell’equilibrio de’ liquidi.
L ]

CAPO I. Legge onde varia in un medesimo liquido la pressione idrostatica da
punto a punto. Pressione a diverse profonditd quando piu liquidi riposane
gli uni sugli altri. Altezze di livello ne’ rami di un sifone pieno in parte,
sia di un solo liquido, sia di due liquidi diversi. Pag. 408.

1. Pressione idrostatica ne® diversi punti di un piano, espressa in funzione
delle loro coordinate. Risultante di tufte le pressioni elementari sul piano,
e suo punto di applicazione, chiamato centro di pressione. Esempii. Pag. 410.

ARTICOLO ). Del’equilibrio de’ finidi aeriformi.

CAPO I. Leggi statiche de’ fluidi aeriformi. La densitd e la pressione in qual
rapporto variano {ra loro quando la temperatura ¢ costante ? e quando & va-
riabile? e quando, essendo uniforme la temperatura, le altezze crescono in
progressione aritmelica? e quando si considerano nel miscuglio di pii gas?
La proporzione in che sono mescolati pia gas varia o no colle allez-
ze ? Pag. 417.

Il. Dalle osservazioni del baromelro & o no possibile di ricavare le altezze
de’ luoghi sopra il livello del mare? E qual & la formola a cio piu oppor-
tuna nelle latitudini medie ? Pag. 42%. .
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PARTE SECONDA. Idrodinamica.

SEZIONE 1. .

Del moto de’ fluidi in genere.

CAPO 1. Nel moto di un fluido le qualtro quantith (p, ¢, F, U) » pressione,
densita , forza sollecitante , velocitd » sogliono variare col luogo (x, y, 2)
e col tempo ¢t. Nel molo di ogni molecola le coordinate =, y, z sono fun-
implicite del tempo t. Doppia espressione delle derivate totali di p, g, F, U.
Pag. 426.

11. Proprietlda della forza d’ merzia di una molecola dm, considerata come la
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risultante di ciascuno de’due sistemi di componenti (', v/, w), (lf', %-)

Relazione tra i -due trinomii (udx + vdy + wds), (wdx -+ v'dy+Ww'dz)
quando il primo si suppone un differenziale esatto. Pag. 428.

111. Equazione della conlinuitd, per la quale si esprime come varia in ogni
punto la velocitd e la densitd allorcheé il fluido si conserva continuo. Pag.431.

IV. Equazione delle forze sollecitanti, per la quale si esprime come varia da
punio a punto la pressione idrostatica in funzione della denmsitd, della for-
za sollecitante, e della forza d’ inerzia. Pag. §54.

V. Criterio di Lagrange per iscoprire quando il frinomio udx =+ vdy 4. wiz &
un differenziale esatlo. L’ integrazione pud (alvolia eseguirsi senza che ab-
bia luogo questa condizione. Esempio. Pag. 436.

SEZIONE 11,
Del moto lineare de’ fuidi.

CAPO 1. Definizione del moto lineare, o del moto medio del fluido; velocita
media. Riduzione di questo molo a quello di una molecola ideale sopra la
linea chiamata diretirice. Pug. 440. .

Il. Equazione della continuitd, per la quale si esprime come varia da seziona

a sezione e da un istante all’ altro il valor medio della velocita e della den- .

sitd. Che diviene questa legge quando-la densita & indipendente dal tempo ?
e quando & costante in tutta la lunghezza della corrente? Pag. 442.

111. Equazione delle forze sollecitanti, per la quale si esprime il cangiamenin
di pressione da sezione a sezione, in funzione della densila, della forza
sollecilante ¢ della forza d’ inerzia. Pag. 445.

IV. Equazione delle forze sollecilanti nel moto lincare de’ fluidi gravi, sua
unione con quelia della continuitd, e sua forma quando si fa astrazione
dalle tesistenze. Pag. 447.

Applicazioni, Dell’ efflusso dalla luce de’ vasi.

CAPO 1. Legge della velocila dell’efflusso da un vaso inesauslo. Che diviene
quesla legge quando le luci sono piccolissime'? e quando inoltre il vaso si
vuota? Payg. 449.

. Legge della velocita dell’ efflusso da’ vasi inesausti, sia semplici, sia com-
posti , avendo riguardo all’ affusione perenne che li riempie. Pressione in
una sezione qualsivoglia. Pag. 453.
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Pag. 4. linea 11. cangiando invertendo
" *» 29. » ultima MEIGB? mEGA?
»684. » 2. manca il riscontro (a)
»79. » 5. ¢ uguale ¢ uguale ed opposta
» 83. » 2. salendo (79) (dpp. 40)
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) dz ) dx
» 163. » 15. w= c. u= =0
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passa pel punto ( ——)

» 175. » ult. manca i} riscontro (b)
» 183. » 10. salendo (168) . (68)



BLENENTI DI HECGANIGA

—~ e AV

NOZIONI PRELIMINARI

Meoto, quiete, forze commensurabili ed incommen-
surabili, loro valori in intensita e in direzione resi
visibili da linee rettes equilibrio delle forze sopra
un corpos sistemi di punti materialis meccanica.

1. Moto & passaggio da luogo a luogo; quiete ¢ permanenza
nello stesso luogo. .

2. Forza o potenza & la causa che produce moto o tende a pro-
durlo. Ogni forza agisce con una certa intensita, e secondo una cer-
ta linea retta o direzione.

a) Una forza si dice dupla, tripla , quadrupla.... multipla di
on’ altra se ¢ uguale a questa ripetuta due, tre, quatiro.... inolte
volte : in corrispondenza, questa seconda forza si dice suddupla ,
suttripla, suqquadrupla... summultipla della prima. Cosi il peso di
cinque libbre ¢ cinque volte il peso di una libbra, e questo & un
suqquintuplo di quello. Due forze sono commensurabili tra loro se
possa esistere una terza forza summultipla di ciascuna di esse: al-
trimenti si dicono tncommensurabili tra loro.

3. I velors di pin forze della stessa specie, per esempio di pid
pesi, sono dati dai numeri che si oltengono determinando il rap-
porto di esse forze alla forza che si prende per unitd di misura, e
pero siffatti valori sono dati ancora dalle lunghezze di altrettante
rette che, divise per 1'unitd lineare, diano luogo agli stessi numeri.

4. Donde segue che una linea retta, se si supponga generata da
un punlo che la trascorra dalla sua origine al termine, pud rappre-
sentare completamente una forza; essendoché mnoi possiamo vedere
nella origine, lunghezza e direzion della retta, il punto di appli-
cazione, il valore e la direzion della forza.
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Secondo questa convenzione, quando si dird che pit forze P,
0, R, S, sono rappresentate dalle rette OP, 0Q, OR, OS (fig. 1.)
si deve intendere che O & il-punto di applicazione delle forze date,
e che agiscono rispettivamente nelle direzioni onde da O si va ai
punti P, Q, R, S, e colle intensits rappresentate dalle lunghezze
OP, 0Q, OR, 0S.

5. Piu forze si dicono in equilibrio sopra un corpo se non alte-
rano lo stato del corpo sia di quiete, sia di moto.

6. Corpo ¢ un aggregato di pill particelle materiali. Per materia
8’ intende una sostanza dotata d’impenetrabilita e d’ inerzia. Impe-
netrabilita é quella proprieta per cui due particelle materiali non
.possono occupare insieme lo stesso luogo. Inerzia € quella proprieta
per cui una particella di materia, abbandonata a sé stessa, non pud
alterare lo stato in cui si trova, sia di quiete, sia di moto.

7. Per punto materiale s’ intende un punto in cui si comcepisce
raccolta e concentrata una ccrta quantita di materia. I punti mate-
riali si suppongono spesso collegati in sistema sia per mezzo di ret-
te inflessibili ed inestendibili, sia per mezzo di fili anch’ essi ine-
stendibili ma perfettamente flessibili ; ed il sistema cosi costituito ora
¢ o si riguarda come rigido, cioé¢ di forma invariabile, ed ora & di
forma variabile; e si dice sistema libero quando non & ritenuto
da punti fissi.

8. La Meccamica ¢ la scienza che ha per oggetto le leggi che
presiedono all’ azion delle forze ne’ fenomeni dell’ equilibrio e del
moto, ed & Statica nell’ equilibrio, ¢ Dinamica nel moto.

Per facilitare lo studio di questa scienza si comincia dal fare
pit astrazioni a fine di raccogliere e concentrar 1’ attenzione unica-
mente sulle forze ¢ i loro punti di applicazione. In appresso, di-
scendendo dalle altezze speculative, si ha riguardo alle cose quali
sono in natura, e si cerca di mettere in aperto le leggi reali se-
condo cui si producono i fenomeni dell’ equilibrio ¢ del moto.

RIONO LA



LIBRO PRIMO

STATICA

PDefinizioni. Risulitante ¢ componenti. - Distingione
ra 1a causa del moto di traslasione ¢ 1a causa del
moto di rotaziome: coppia. - Trasporto del punto di
applicazione di ana forza. Divisione della statica.

9. La Statica ¢& la scienza che ha per oggetto le leggi che pre-
siedono alla composizione, decomposizione ed equilibrio delle forze,
sia quando sono applicate ad un punilo, sia quando sono applicate
ad un sistema di punti.

10. Allerehé piu forze, per esempio quattro 4, B, C, D, sono
in equilibrio sopra un sistema rigido e libero, ¢ manifesto che le
azioni di tre di queste forze saranno equivalenti ad un’azione uni-
ca, eguale ed opposta all’ azione della quarta forza.

Una forza, la cui azione sopra un sistema rigido e libero equi-
valga alle azioni di piu altre, si dice la risultante di queste, che
ne sono chiamate le componenti. Cosi delle quattro forze in equili-
brio 4, B, C, D, le tre B, C, D hanno per risultante — A4, cioé¢ una
forza eguale ed opposta alla quarta.

{1. In generale: se una forza, applicata ad un sistema rigido e
libero, equitale a piu altre, rivolta in verso contrario dovra esscre
in equilibrio con queste.

12. Gome si distinguono due specie di moto, il moto di trasla-
zéone ed il moto di rotazione, cosi ¢ naturale che vengano distin-
te I’ una dall’ altra e studiate a parte le cause che li producono.
Nella dinamica si dimostra che la causa del moto di lraslazione puo
ridarsi ad una semplice forza applicata al centro di gravita del mo-
bile, e che la causa del moto di rotazione pué ridursi ad una for-
xa complessa chiamata coppia.

La coppia (P, — P) consiste nell’ azione simultanea di due for-
ze parallele, eguali e contrarie AP, BP (fig. 2).

13. Proposiziene 1. Le due forze di una coppia ( P, — P) non
possono equivalere ad una semplice forza R, né farsi equilibrio tra
loro.

Dimostrazione. I. Pel punto di mezzo C della retta AB (fig. 2.)
alle cui estremitd sono applicate le due forze P, — P, s’ intenda con-
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dotta la linea DE paraliela alle direzioni delle due forze ¢ prolun-
gata all’ infinito. Questa relta sard simmetrica rispetle alle dire-
zioni di esse forze, e per ragione di siffatta simmetria la loro ri-
sultante R, ove esista, dovrd cadere sopra quesia retta. Imperocché
se un ragionamento rigoroso potesse dimostrare che la risultante R
cade fuori e da un certo lato della retta DE, lo stesso ragionamen-
to ( cangiando nelle sue premesse I’ ordine delle due componenti
P, — P) dimostrerebbe necessariamente che la risultante dee cade-
re.in un’ altra posizione simmetrica della precedente , ed essere
== — R cio¢ parallcla ed uguale ad R e diretta in senso contrario.

', Gangiamdo la direzione di quest’ ultima risultante (— R), si dovreb-

be aver I’ equilibrio tra le due forze R, R parallele, ugnali e diret-
te nel medesimo senso: assurdo. Ma, supposto che la risultante R
cada sulla retta DE, non avvi ragione per cui essa debba agire piut-
tosto nel verso dell’ una che dell’altra delle due componenti P, — P.
Cosi & certo che le due forze di uma coppia mon possono equivale-
re ad una semplice forza.

1. Inoltre non possono farsi equilibrio tra loro. Imperocche se
riguardiamo la retta AB come una verga rigida e girevole intorno al
punto di mezzo C, & chiaro che questa retta sospinta dalle due forze
AP, BP a girare per lo stesso verso non potra certamente rimaner-
si immobile, come pur dovrebbe se le forze della coppia eramno gia
in equilibrio tra loro.

14. Prop. 11. 1l punto di applicazione di una forza P puo tras-
portarsi da un punto 4 ad un altro B della direzion della forza,
purché il nuovo punto sia invariabilmente connesso col primo: I’ ef-
fetto della forza sard lo stesso ne’ due casi.

Dim. Applichiamo al nuovo punto B due forze in equilibrio P/, — P/
eguali tra loro ed alla forza P ed agenti secondo la retta AB (fig. 3.).
E manifesto che I’ effetto delle tre forze P, P’ — P’ sara equivalen- -
te a quello della sola forza P applicata in 4. Ma la forza — P' ap-
plicata in B fa pure equilibrio alla forza P applicata in 4, non po-
tendo dalle azioni uguali ed opposte di queste due forze nascere il
moto di AB piuttosto da un lato che dall’ altro.

L’ effetto adunque delle tre forze P, P', — P’ si manifesta equi-
valente sia alla forza P applicata in 4, sia alla forza P’ applicata
in B, secondoche si consideri I' equilibrio tra le due forze P', — P,
ovvero tra le due P, — P.

a) Corollario. Due forze paraliele ed uguali P, P’ applicate ad un
sistema rigido e libero non possono esserc equivalenti, salvoché le
loro direzioni non si confondano colla retta che unisce i loro punti
di applicazione A, B. Infatli sc le due forze sono equivalenti, I'una
P rivolta in verso contrario dovrd essere in equilibrio coll'altra P;
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ora si & veduto che due forze parallele, ugunali e contrarie, quali
P, — P', non possono equilibrarsi salvoché le loro direzioni non
si confondano sulla retta AB.

N. B. Quando si cangera il punto di applicazion di una forza,
si deve sempre sotlintendere che il muovo punto di applicazione &
invariabilmente connesso col primo.

15. Le leggi per la composizione, decomposizione ed equilibrio
delle forze possono riferirsi a quattro capi, seeondoché le forze sono
concorrenti in un punto, o sono parallele, o consistono in coppie,
o finalmente s¢ agiscono sopra un sistema qualsivoglia di forma in-
rariabile. In due altri capi si applicheranno queste leggi atla -ricer-
ca dell’ equilibrio di alcuni sistemi di forma variabile, ed alla ri-
cerca de’ centri di gravita.

CAPFO 1.

Leggl per l¢ forze applicate ad un punto.
———e D () —————

§ 1. Legge rappresentata dal parallelogrammo, ed in genere
dalla linea poligona. — Applicazione alla composizione, decompo-
sizione ed equilibrio delle forze.

16. Pi forze applicate ad un punto, se non si equilibrano, equi-
valgono sempre ad una forza unica, vale a dire, hanno sempre
una risultante.

Infatti il moto che il punto prenderi o tenderi a prendere per
1’ azion simultanca delle forze date, avendo necessariamente una di-
rezion determinata, si potrd riguardare come prodotto da una forza
unica che agisce secondo siffatta dirczione.

17. La risultante OR di duc forze OP, OQ applicate ad un pun-
to O (fig. 4), & compresa nel piano di queste due forze, ed in
particolare nel loro angolo: e di pin, se le due forze sono egnali,
essa & diretla secondo la linea che divide in mezzo il detto angolo.

Dim. Siccome il piano delle due forze componenti divide tutto
lo spazio in due regioni simmetriche, cosi & chiaro non esservi ra-
gione per cui la risultante debba cadere fuori di esso piano piutto-
sto in una di queste regioni che nell’ altra.
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In secondo lnogo, il punto di applicazione O, sospinto dall’ azion
simultanea delle due forze OP, OQ, é costretto a deviare dalla di-
rezione di ciascuna di esse per accostarsi a quella dell’ altra, e per
conseguente a muoversi per entro al loro angolo, qualunque sia la
intensita delle due forze.

Ché se le due componenti sono eguali, saranno s¢mmetriche in-
torno alla linea che divide per meld il loro angolo. Questa linea se-
gnera dunque la direzione della risultante OR.

Proposizione fondamentale.

(8. Due forze P, Q applicate ad un punto O e rappresentale
dai lati OP, OQ di un parallelogrammo, equivalgono ad una forza
R rappresentata dalla diagonale OR del parallelogrammo (fig. 5).

Dimostrazione.

La dimostrazione comprende due parti, dovendosi provare che la
. diagonale OR rappresenta la risultante R: 1.° nella direzione, 2.% e
nella intensita. )

Ma innanzi tutto & bene avvertire che, se nell’ atto del ragiona-
mento riguarderemo il parallelogrammo OPQR come un sistema ri-
gido, cido non puo alterare in nulla la veritd della conclusione, os-
sia della nostra proposizione, siccome affatto indipendente da tale
supposto. v

Prima parte. Le forze P, Q possono essere commensurabili tra
loro od incommensurabili.

Siano dapprima entrambe commensurabilt da una terza forza f,
talché si abbia

P = mf, =nf, -

essendo m ed n due numeri interi. Immaginiamo divisi i due lati
OP, OQ I' uno in m parli uguali 04, A4’ etc., e I'altro in n par-
ti uguali OB, BB’ etc.: queste diverse parti si potranno riguardare
come rappresentanti le m e le n forze f di cui sono composte le
due forze date P, Q, e ' origine di ciascuna parte, come il punto
di applicazione della forza f corrispondente (14). Dai punti di divi-
sione di ciascuno de’ due lali OP, OQ si concepiscano tirate altret-
tante linee parallele all’ altro lato, quali sono per esempio l¢ Bb,
Bl : queste linee divideranno il parallelogrammo POQR in rombié
tutti cguali tra loro, quali i due AOBc, Acc'A'.
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Cio posto, osserviamo che nel primo rombo AOBc le dne forze
04, OB, essendo eguali, si compongono in una risultante che di-
viderd per mezzo il loro angolo 4OB secondo la direzione Oc, e
che perd si possono suppor trasportate parallelamente a sé stesse nel
punto ¢ (14), e quivi rappresentate dalle rette Bc, Ac coi punti di
applicazione in B ed in 4 ; vale a dire, alle due forze uguali rap-
presentate dai lati OA, OB del rombo AOBc si possono surrogare
due altre forze rappresentate dai lati opposti Be, Ac.

Nel modo stesso .si prova che , pel secondo rombo Acc'd’, alle
doe forze ugnali rappresentate dai lati 44', Ac si possomo surroga-
re due altre forze rappresentate dai lati opposti cc', A'c’. Continuan-
do la stessa operazione nel passare dall’ uno all’ altro degli m rom-
bi uguali onde si compone il parallelogrammo POBb, tutte le forze
mf applicate snlla retta OP si troveranno successivamente trasporta-
te sulla retta Bb, e si potrd conchiudere evidentemente che : Alle
due forze rappresentate dai lati OP, OB del parallelogrammo
POBb si possono surrogare due altre forze rappresentate dai lati
opposti Bb, Pb.

E se ora applichiamo la medesima conclusione al secondo bBB'Y,
e poi al terzo, al quarto etc. degli n parallelogrammi uguali di cui
si compone il parallelogrammo totale POQR, si fard manifesto che:
Ale due forze rappresentate dat lati OP, OQ si possono surrogare
nel punto R due altre forze rappresentate dai lati opposti QR,
PR. E adunque provato che la risultante delle due forze P,Q, poten-
dosi supporre applicata tanto al punto O quanto al punto R, & ne-
cessariamente diretta secondo la diagonale OR che unisce i due pun-
ti di applicazione (14, a ).

Supponiamo adesso che le due forze OP, OQ siano tncommen-
surabili. La direzione della risultante R, se in questo caso mon si
confonde colla diagonale OR, nell’ uscire fuori del parallelogrammo
POQR seghera necessariamente uno de’ due lati QR, PR, per esem-
pio QR in qualche punto R. Cid supposto, da R tiriamo parallela-
mente a QO una linea che incontri OP in P’ (fig. 6.), e prendia-
mo per unitd di forze una forza f che sia un summultiplo di 0Q
ma minore di P'P. La forza f, non essendo summultipla di OP
(2, a), sard contenuta in OP un certo numero di volte con un re-
sidno pP minore di f, e perd di P'P. Le forze rappresentate da Op
e da OQ saranno commensurabili tra loro, ¢ si comporranno in una
forza r diretta secondo la diagonale Or del parallelogrammo costrui-
to sulle rette Op, OQ, prese per lati, diagonale compresa evidente-
mente nell’ angolo POR'. Cosi 1' azione delle due forze Op ed OQ
equivalendo a quella della forza unica r, |’ azione delle tre forze
Op, pP, 0Q, ossia delle due OP, OQ equivarra all’ azione delle



8

due forze Or e pP ( supponendo 1’ ultima trasperiata in O). Ma la
risultante di Or e di pP, dovendo cadere dentro I’ angolo pOr (17),
non pud dunque caderne al di fuori in OR' come si & supposto. E
adunque assurda I’ ipotesi che la direzione della risultante delle due
forze OP, OQ cada fuori della diagonale OR.

Seconda parte. Dico in secondo luogo che la diagenale OR rap-
presenta la risultante R non solo mella direzione, ma eziandio rel-
la intensita.

Applichiamo nel punto O due forze — P, — Q eguali ed oppo-
ste alle componenti OP, OQ. Le tre forze.

—P,—Q,R

si faranno equilibrio intorno al punto O (10), e perd una qualun-
que di esse, per esempio — P, applicata in verso contrario alla
sua direzione, ossia rappresentata da OP, sari la risultante delle
altre due forze — Q ¢ R. Quindi se prolunghiamo QO in 0Q' = QO
(fig- 7.), e si unisca Q' con P, nel parallelogrammo ROQ'P la
forza OP rappresenterd la risultante delle forze — Q ed R. Ma la
forza R diretta secondo OR, e che sin qui era incognita nella in-
tensitd, ove si componga colla forza OQ', non pud dar luogo alla
risultante OP salvoché non sia precisamente eguale a OR;-puiche,
se fosse piu grande o pil piccola di OR, composta con OQ' dareb-
be una risultante non diretta secondo OP, e pero diversa da OP.

Ecco adunque provato per ogni parte che due forze P, Q rap-
presentate dai lati OP, OQ di un paralielogrammo si compongono

in una forza unica R rappresentata dalla diagonale OR dello stesso
parallelogrammo.

Corollarii,

19. Se I’ una OP delle due forze OP, OQ cresce, rimanendo
I’ altra costante, la direzione della risultante OR si accosta alla di-
rezione della forza crescente.

20. Fra due forze P, Q e la loro risultante R avvi questa rela-
zione, che ciascuna delle tre forze é proporzwualc al seno dell’an-
golo compreso tra le altre due, vale a dire :

P - o R )
sen.(RQ) ~— sen.(PR) — sen. (PQ) '’

essendoché nel triangolo OPR (fig. 7.) i lati OP, PR, OR, che rap-
. presentano in grandezza e in direzione le tye forze P, Q, R, sono
proporzionali ai seni degli angoli opposti.
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21. Onde tre forze P, Q, R, in equilibrio intorno ad un punto,
debbono trovarsi in un medesimo piano, e ciascuna esser propor-
zionale al seno dell’ angolo compreso tra le altre due.

22. E due qualunqne di esse, per esempio P, Q (fig. 8), stan-
no tra loro in ragion inversa delle perpendicolari C4, CB condotte
sulle loro direzioni da un punto C preso ad arbitrio sulla djrezion
della terza R. Infatti i due triangoli rettangoli CAO, CBO danno

«—‘ﬂ = sen. (PR),

0C = sen. (RQ).

C

OC
— Q

en. (RQ) ~ sen.(PR)

, ed & palese che cesserebbe di esistere se

Per queste relazioni, la proporzione P

Q
= 4AC
il punto C fosse preso fuori della direzione della forza R.

Inoltre cotesta proporzione dovendo continuare a sussistere qua-
lunque sia la lontananza del punto O, sussisterd eziandio nel caso
limite, cioé nel easo che le forze siano parallele (fig. 9).

23. Problema. Date piu forze, per esempio guattro, rappresen-
tate dalle rette 04, 0b, Oc, Od (fig. 10), trovare la loro risul-
lante.

Soluzione. Sulle prime due forze 04, Ob prese per lali si for-
mi il parallclogrammo OABb: la diagonale OB rappresenterd la
risultante di queste due forze. Su questa diagonale OB e sulla ter-
za forza Oc si formi il nuovo parallelogrammo OBCc: la nuova
diagonale OC sard la risnitante delle prime tre forze 04, 0Qb, Oc.
Proseguendo cosi, I’ ultima diagonale OD sara la risultante di tutie
le forze date.

In cotesti parallelogrammi successivi, i lati AB, BC, CD paral-
leli alle forze date formano evidentemente un poligono, il quale &
chiuso dall’ ultima diagonale. Dunque :

« Per trovare la risultante di pili forze date si formi una linea
poligona i lati della quale (a cominciare dal punto cui sono appli-
cate le forze) siano successivamente paralleli ed uguali a ciascuna
delle forze, e diretti nel medesimo senso: la risultante sara la ret-
1a che va dal punto iniziale al punto finale di siffatta linea poligo-
»na. » Quindi:

24. Allorché la linea poligona che rappresenta le forze in gran-
dezza e direzione rimane chiusa dal lato che rappresenta I’ ultima
forza, la risultante sard nulla, ¢ lc forze saranno in equilibrio in-
torno al punte di applicazione.

P
si mnta in —- =

2
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25. La risultante di tre forze O4, 0b, Oc (fig. 11) non situate
nel medesimo piano, & rappresentata dalla diagonale OC del paral-
lelepipedo costrnito sulle medesime prese per lati.

26. Se le forze 04, Ob, Oc, Od applicate ad un punto O agi-
scono tutte secondo una medesima linea retta, la linea QABCD de-
stinata a rappresentarle 1’ una dopo I’ altra (e che in generale &
una linea poligona) si ridarrd in una linea retta, ¢ si avrd per
conseguenza

OD = 04 + AB + BC + CD,

vale a dire : La risultante di pid forze applicate ad un punto se-
condo una medesima linea retta é uguale alla loro somma. La qual
proposizione & il compendio di quest’ altra :

« La risultante di pia forze applicate ad un punto secondo una
medesima retta, & uguale alla somma di quelle che agiscono in un
senso, meno la somma di quelle che agiscono in senso contrario,
ed ¢ diretta nel senso delle forze che formano la maggior somma. »

27. Data una forza rappresentata da una retta OD (fig. 10), se
si costruisce una linea poligona qualsivoglia OABCD che vada dalla
origine al termine dclla retta OD, i lati di questa linea poligona
rappresenteranno in grandezza e in direzione uno degl’ infiniti si-
stems di forze de’ quali la forza OD & la risultante.

La decomposizione di una forza in pit altre ¢ adunque un pro-
blema di sua natura indeterminato, e per determinarlo conviene as-
soggettar le componenti a certe condizioni, come per esempio: 1.°
Decomporre una forza in n forze delle quali (n — 1) siano date in
grandezza e in direzione; 2.° Decomporre una forza in tre parallele
a tre assi Oz, Oy, O:=.

§ 2.° Formole di relazione tra la risultante e le components. —
Decomposizione di una forza in tre parallele ai tre assi. -- Pro-
prieta della risultante rispetto alle componenti. Applicazioni.

N. B. La dimostrazione delle formole che segnono si trova nel-
I’ Appendice a questa Meccanica.

28. Data la forza F, se si voglia decomporre in tre P, Q, R
parallele a tre assi Ox, Oy, Oz, basta proiettarla sopra ciascuno di
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essi paralieclamente al piano determinato dagli aliri due. Si avra

sed.(yz, F)
“sen. (yz,2)

sen. (zz, F)

sen. (z2,y)

sen. (zy, F)
sen. (xy, 2)

P=IF, l=

Q = mF, m

R = aF, n

Le tre quantiti I, m, n sono cid che diventano le componenti
P, Q, R quando F=1, vale a dire sono (sopra i tre assi Oz, Oy, 0z)
le componenti di una retta = 1 ed avente la direzione secondo cui
¢ indirizzata nello spazio la forza F; onde

1 = B4-m? + n* 42 [ mn cos. (yz) <+ nl cos. (32) + Im cos. (zy) ].

a) Una forza F diretta nello spazio come la risultante = 1 delle tre
componenti !, m, n, si dird che ha la direzione (I, m, n), e le
tre quantitd !, m, n si diranno gli element: di tal direzione.

b) Se la forza F & sitnata nel piano xy, sara

sen. (Fy)
sen. (zy) ’
sen. (zF)
sen. (xy)

P=IF, l =
Q = mF, m =

c) Allorché gli assi Ox, Oy, Oz sono coordinati tra loro ad ango-
lo retto, gli elementi della direzione di F diventano i coseni degli
angoli che la forza F fa co’ tre assi, cioe

1 = cos. (xF), m = cos. (yF), n» = cos. (zF) ;
onde se la forza F ¢ nel piano xy, si ba
l = cos.(zF), m = sen.(xF).
i 29. Se le .forze Hr f’ etc. applicate ad un punto O e la loro
risultante F si rappresentano per altrettante rette, la retta risultan-

te gode la proprietd espressa dalla seguente:
Prop. I. « La proiezione della risultante sopra un asse x, muta-
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bile ad arbitrio, ¢ sempre ugnale alla somma delle proiezioni omo-
loghe delle componenti » cio¢ delle proiezioni fatte parallelamente ad
un medesimo piano dirigente D: cio che indichiamo colla formola

DF= = l)(f‘+f‘-o- " +ete.).,

1a quale, allorché il piano D & perpendicolare all’ asse x, si scrive
pin semplicemente

Fe=(f +f 4" +etc):,

e si traduce: « La risultante, stimata secondo una direzione qual-
sivoglia, ¢ uguale alla somma delle componenti stimate secondo la
medesima direzione. »

L4

. Applicazioni.

a) Le componenti P, Q, R della forza F parallele agli assi Oz, Oy, Oz
saranno :

P=""f+f+f"+ec),,
Q =“(f+f‘+f’+etc.)’,

R="(f4f +[" +etc.),.

b) E se P, Q', R sono le componenti di F parallele a tre nuovi
assi z,’ ¢, #/, tra i due sistemi di componenti si avranno le rela-
zioni :

P=1F + U0 + I'R,
Q=mP 4=n'Q +n"R,
R=1nP 4-n'Q' 4+ n"R,

dove (I, m,n), (U, m, n'), (I", m", n") sono le direzioni degli
assi &' y 2’ rispelto agli assi = y z.
Supponiamo che i due sistemi di assi siano rettangolari: sara

l = cos. (2z'), U = cos.(xvy'), I" = cos. (z2'),
m= cos.(yz'), m'= cos. (yy'), m" = cos. (yz'),

n = cos, (3x'); n = cos. (2y'); n' = cos.(22');
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€ per conseguenza

P = IP 4+ mQ + nR,
Q =UP+ m'Q-+ a'R,
R =U"P+m'Q -+ n'"R

¢) Le forze siano tutte in un piano, ed in questo piano siano coor-
dinati due sistemi di assi rettangolari xy, z'y’. Essendo retti i due
angoli (xy), (z'y), sard

ang. (x2') -+~ ang.(2y) =} =,
ang. (z'z) + ang.(zy) =1 =,

e per conseguente

| = cos.(xx'), l=—sen(2z)=—=m,
m = sen.(22'), m= cos (az)= 1I;

.onde

P=1IP —mnQ, P= |[P+mQ,

Q0 =mP + IQ; Q ==—mP -+ I0.
d) Se la forza F e le sue componenti P, Q, R si stimano secondo
una direzione qualunque s, sard

Fcos. (sF) = P cos.(xs) + Q cos.(ys) <+ cos. (zs).
E quando le forze sono in un piano zy, avremo

Fcos.(sF) = P cos.(xs) + Q sen.(xs),
Fsen.(sF) = P sen.(xs) — Q cos.(xs).

30. Dalla proposizione I. si deducono le due seguenti di uso fre-
quentissimo :
a) Prop. 1I. « La forza risultante, moltiplicata per la proiezione
che riceve da una retta sulla propria direzione, & uguale alla som-
ma delle forze componenti moltiplicate rispettivamente per la proie-
zione che ficevono sulle loro direzioni dalla stessa retta. »

Cosi se 1a retta ¢ si proietta sulle direzioni delle forze F, P, Q, R
si ha

F qcos. (qF) = Pq, + Qq, + Rgq,.
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b) Prop. Ill. « 11 quadrato della risultante & uguale alla somma
de’ quadrati delle componenti, pii due volte la somma de’ prodotti
che possono farsi moltiplicandole due a due, I' una per I’ altra e
pel coseno dell’ angolo compreso. »

Cost
P QR cos. (yz)
F* = Q* 4+~ 2[RP cos.(2x)
R* PQ cos.(zy) ;

ed in generale, se F si considera come la risultante delle forze

i f [ ete.,
F = £f* 4= 2 Eff'cos. (ff") :

dove il segno ¥ indica la somma di tutti i termini simili a quello

che ha sotto di seé.

Nel caso dell’ equilibrio dovra risultare F = 0, e per conse-

guenza :
P=0, =0, R=0,

vale a dire: « Date pia forze in equilibrio intorno ad un punto,
se ciascuna si decompone in tre parallele a tre assi, la somma del-
Je componenti secondo ciascun asse dovrd essere uguale a zero; ¢
viceversa. »
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CAPO II.

Leggi per le forse parallele.

§ 1. Legge per la composizione e decomposizione delle forze pa-
rallele. — Centro de’ punti di applicazione, ¢ suc propricta nel
caso di tre ¢ di quattro punti. — Condizion di equilibrio. -- Prin-
eipio statico che nasce dal dividere in due il sistema de’ punti di
applicazione: esempio per tre e per qualltro punti.

31. Problema I. Due forze P, Q parallele ed agenti per lo stcs-
80 verso essendo applicate a dae punti 4, B di un sistema rigido,
determinarne la risultante R, ed il suo punto C di applicazione sul-
la retta 4B. .

Soluzione. Le due forze parallele P, Q siano rappresentate (fig. 12)
dalle rette AP, BQ. Ai punti 4,B s’ intendano applicate, nella di-
rezione della retta AB, due forze F, F' di qualunque grandezza
AF, BF, eguali tra loro ed opposte. Essendo in equilibrio tra [oro
queste doe forze F, F', la risultante delle quattro forze (F, F', P, Q)
sard la stessa che la risultante delle due forze date (P, Q). .

Ora alle due paia di forze ( AF, AP), (BF, BQ), sostituiamo
le loro risultanti AX , BY , ed a queste (supposte applicate in quel
punto S dove debbono necessariamente concorrere le loro direzioni)
torniamo a sostituire le loro componenti (F, P) (F, Q). Cid fatto,
nel punto S le due forze F, F' eguali ed opposte si distruggono, e
le altre doe P, Q essendo dirette per lo stesso verso secendo la li-
nea SC parailela alle due AP, B, si comporranno in una forza
unica

R=P«+ (.

Dunque due forze parallele P,Q si compongono in una forza
untca R, parallela alle medesime ed eguale alla loro somma.
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In secondo luogo essendo simili tra loro si i due triangoli 4PX,
ACS, e si i due BQY, BCS, dalla proporzionalita de' lati omologhi
si trae
AP _ S¢C  BQ _
PX — 4AC’ QY T B’

le quali proporzioni divise 1’ una ﬁer I' altra (avveﬁendo che sono
eguali tra loro le due rette PX, QY siccome eguali alle due forze
AF, BF') producono

P cB
0 AC’
P 0 R
¢ per conseguenza ——— = —— 2 ——,

1 due risultati

I

possono tradursi nella seguente:

Proposizione. Due forze P, Q, parallele ed agenti per lo stesso
verso essendo applicate ai punti 4,B di un sistema rigido si com-
pongono in una forza unica R, ad esse parallela, eguale alla loro
somma, e dividente la retta 4B di applicazione in parti 4C, CB re-
ciprocamente proporzionali alle componenti P,Q.

32. Probl. II. Due forze P,— () parallele ed agenti in verso con-
trario essendo applicate ai punti 4, B di un sistema rigido, deter-
minarne la risultante R ed il suo punto C di applicazione sulla
retla AB.

Soluz. La jmaggiore P delle due forze P, Q (fig. 13) si ri-
guardi come composta di due altre forze parallele @', R, agenti: per
lo stesso verso, la prima delle quali sia applicata in B, eguale ed
opposta alla forza — Q, cioé sia Q' = Q. Il valore dell'altra forza R
ed il suo punto C di applicazione si avranno (in virti della prop.
prec. ) dall’ equazioni

R —_—
R=pP—0p, E’=_,£‘ donde AC = _QQ 4B.

Ora se alla forza P si sostituiscono le sue componenti R, Q', ¢ ma-
nifesto che le due forze (P, — Q) equivarranno alla forza unica R,
distruggendosi in B le due forze uguali ed opposte — Q, Q'. 1l problc-
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ma ¢ adunque risoluto dall’ equazioni

—_ R _ P __—90
R=P—=Q 2y =T = 4c

tradotte nella seguente :

Proposizione. Due forze P, — Q parallele ed agenti in verso
contrario essendo applicate ai punti 4, B di un sistema rigido, si
compongono in una forza unica R eguale alla loro differenza, agen-
te pel senso della forza che prevale, ed il suo punto C di applica-
zione cade fuori dell’ intervallo AB delle due forze dal lato della
maggiore, dividendo la retta AB in parti reciprocamente proporzio-
nali alle componenti.

Scolio. Si osservi che 1" equazioni

P _—0__R
B = "ACT T 4B

R=P-—9,

sono contenute ( a causa del principio della dualitd) nelle

_ P _ 0 _ R
REP+0 g =3 =m
lmperocché quando I’ una delle due forze P, Q, per esempio (,
agisce in senso contrario dell’ altra, ossia & negatira, anche la par-
1e proporzionale AC & negativa, ossia ¢ diretta in senso contrario
di AB. Ove adunque si abbia riguardo al principio della dualiia, la
legge della composizione di due forze parallele pud esprimersi in
generale cosi :

33. Due forze parallele P, Q applicate ad un sistema rigido st
compongono in una forza unica R situata nel loro piano, ad esse -
parallela ed uguale alla loro somma, ¢ ciascuna delle tre forze
( componenti e risultante ) é proporzionale alla distanza che corre
fra le direzioni delle altre due.

Coroll. Le tre forze paralicle P, Q, R, e lc tre distanze AC, CB, AB
de’loro punti di applicazione sopra una medesima retta, formando
sci quantita vincolate dalle tre equazioni

e

AB= AC+CB, CB ~— AC’

{R=P+Q, rp _ 0

allorché siano date tre di tali quanlita, purche non siano tutte della
stessa specie, si poira delerminare ciascuna delle tre rimanenti.
3
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34. Dalle formole (fig. 13)

— - Q
R=P—Q, AC= F—g 48

destinate a farci trovare la risultante R di due forze parallele di
senso contrario P, — Q, apparisce che se la forza Q, dapprima mi-
nore di P, si mette a crescere per divenire = P, la risultante R
tende 2 divenire = 0, wentre il suo punto C di applicazione, al-
lontanandosi da 4, tende a perdersi nell’ infinito; cosicché a Q =P
corrisponde una risultante nulla, infinitamente lontana. Il che, non
avendo alcun significato, ci avverte che la Coppia vuol essere stu-
diata a parte, come una forza complessa di un genere speciale (12).

35. Per trovare la risultante di pia forze paralicle, basta com-
porre la risultante delle prime due forze (che & uguale alla loro
somma ) colla terza forza, poi la risultante delle prime tre forze
(che & uguale alla loro somma ) colla quarta forza, e cosi di se-
guito. Alla fine si avra la risultante ultima che sara eguale alla som-
ma di tutte le forze date.

Coroll. Un sistema di forze parallele la cui somma sia eguale a
zero, se non & in equilibrio, equivarra ad una coppia.

36. Definizione. Piu forze parallele essendo applicate ai punti
A, B, C, D, E etc. di un sistema rigido, se si fanno girare intorno
ai loro punti di applicazione conservandole sempre parallele ed ugua-
li a sé stesse, la loro risultante girerd intorno ad un punto fisso G:
questo punto si chiama il centro de’ punti di applicazione delle for-
ze parallele, e si suppone (per fissar le idee) che sia I punto d¢
applicazione della forza risultante.

Un grave puo considerarsi come un aggregato di punti materiali
sollecitati dalle forze parallele della gravita: il centro di questi pun-

. ti materiali ¢ chiamato centro di gravita del corpo.

37. Probl. Determinare il centro de’ punti di applicazione di
piu forze parallele.

Soluz. 1l centro de’ punti di applicazione 4, B delle prime due
forze P, Q & il punto C ( fig. 12 e 13 ) che divide la retta 4B in
parti reciprocamente proporzionali alle componenti P, Q. Imperocché
se le forze P, Q girano intorno ai punti 4, B conservandosi paral-
lele ed egunali a sé stesse, la loro risultante dovra sempre passare

P _0Q

CB T AC”
Proseguendo cosi a trovare il centro de’punti di applicazione

di due forze, una delle quali sia la risultante delle forze gia

considerate , ¢ I' altra una delle forze che rimangomo, ¢ pa-

pel punto C che unico soddisfa alla proporzione
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lese che alla fine si arrivera al centro G de’ punti di applicazione
di tutte le forze parallele.

38. Teor. I punti di applicazione di tre forze parallele a, b, ¢
siano i vertici 4, B, C di un triangolo (fig. 14), ¢ sia D il cen-
tro o punto di applicazione della forza d risultante delle a, b, c.
lo dico che ciascuna delle quattro forze a, b, ¢, d sard proporziona-
le al triangolo determinato dai punti di applicazione delle tre forze
rimanenti, cioe

d . o _ b . ¢
@ W TSmO

dove ciascheduna delle lettere chiuse tra parentesi rappresenta il
triangolo determinato dalle rimanenti, per esempio (4) = triang. BCD.

Dim. Salla linea del lato BC sia E il punto di applicazione del-
la forza e risuitante delle due forze b, c¢. La risultante d delle tre
forze a, b, ¢ applicata in D, sara la stessa che la risultante delle
due forze a, e, applicate ne’ punti A4, E. Ciascuna di queste tre for-
ze parallele d, a, ¢, essendo proporzionale alla distanza de’ punti
di applicazione delle altre due, avremo (33)

d _ a
AE — DE -~

Ora i due triangoli (D) = ABC, (4) = DBC avendo in comune la
base BC, stanno tra loro come le altezze AE sen. E, DE sen. E (es-
sendo sen. E — seno dell’ angolo che la retta EA fa colla base BC),
—(f)—) = —(:—) . Nel modo stesso si di-
mostra che il primo de’ rapporti (1) & uguale a ciascuno degli ul-
timi due.

Scolio. La regola per la quale si determina il centro de’ punti
di applicazione delle forze parallele mette in aperto che il centro D
dee cadere dentro il triangolo ABC o fuori, secondoche le forze date
a, b, ¢ sono tutte o no dello stesso segno. Si osservi inoltre che, se
riguardansi come quantita positive la risultante d ed il triangolo ABC,
si debbono riguardare come quantitd negative que’ triangoli parziali
che stanno in proporzione colle componenti negative, e che questi
triangoli non hanno alcuna parte in comune col triangolo 4 BC. In-
perocché il segno de’ rapporti (1) dee essere il medesimo per tulti,
e siccome in ogni caso si ha

e pero .. AE . DE. Dunque

d = a + b 4+ ¢,
cosi dec aversi (D) = (4) + (B) + (C).
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39. Teor. I pumti di applicazione di quattro forze parallele
a, b, ¢, d siano i vertici 4, B, C, D di una piramide triangolare,
ed E sia il centro o punto di applicazione della forza e risultante
delle @, b, c. d. To dico che ciascuna delle cinque forze a, b, ¢, d, ¢
sard proporzionale alla piramide determinata dai punti di applica-
zione delle quattro rimanenti, cioé

o =t b e d
® @ ®m o0 ™

dove ciascheduna delle lettere chiuse tra parentesi rappresenta la pi-
ramide determinata dalle quattro lettere rimanenti, per esempio
(4) = piram. BCDE (fig.15).

Dim. Sul piano del triangolo BCD sia F il punto di applicazione
della forza f risultante delle tre b, ¢, d. La risultante ¢ delle quat-
tro forze a, b, c, d applicata in E sard Ta stessa che la risultante
delle due forze a, f applicate in 4 ed in F. Ciascana di queste tre
forze parallele e, a, f essendo proporzionale alla distanza de’ punti
di applicazione delle altre due, avremo

Ora le due piramidi (E) = ABCD, (4) = EBCD avendo in comu-
ne la base BCD stanno tra loro come le altezze AFsen.F, EFsen. F
(essendo sen. F = seno dell’ angolo che la retta FA fa colla base

BCD), e perd .. AF . EF. Dunque . Nel modo stes-

e __ a
E — @

80 si dimostra che il primo de’ rapporti (1) & uguale a ciascuno de-
gli ullimi tre.

~ Scolio. Anche qui giova osservare: 1.° Che il centro E dee ca-
dere dentro la piramide ABCD o fuori, secondoché le quattro forze
date a, b, ¢, d sono tutte o no dello stesso segno; 2.° E che inoltre
se si riguardano come quantita positive la forza risultante ¢ ¢ la pi-
ramide totale ABCD, si debbono riguardare come quantitad negative
le piramidi parziali che stanno in proporzione colle forze negative;
3.® E che queste piramidi negative non hanno alcuna parte in co-
mune colla piramide totale ABCD.

40. Coroll. 1. Le proposizioni or dimosirate (38 e 39) offrono
la soluzione de’ due seguenti problemi: 1.° Decomporre una forza &
applicata a un punto D del piano di un triangolo ABC in tre forze
parallele a, b, ¢, applicate ai vertici 4, B, C; 2.° Decomporre una
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forza ¢ applicata a un punto E dello spazio in quatiro forze paral-
lele a, b, ¢, d, applicate ai vertici 4, B, C, D di una piramide trian-
golare, in modo che E sia il centro de’ punii 4, B, C, D.

41. Coroll. II. Sono problemi indeterminati: 1.° Il Decomporre
una forza d in tre parallele a, b, ¢ allorché i quattro punti di ap-
plicazione D, 4, B, C sono dati in linea retta; 2.° 11 Decomporre
una forza e in quattro forze parallele a, b, ¢, d, allorché i cinque
punti di applicazione E, 4, B, C, D sono dati sopra un medesimo
piano.

42. Chi voglia por mente che, wuell’ equilibrio di un sistema ri-
gido e libero, ciascuna forza in azione deve essere uguale ed oppo-
sta alla risultante di tutte le altre, vedrd subito farsegli manileste
le condizioni sotto cui si equilibrano tra loro le forze parallele.

In generale, per I’ equilibrio di pid forze parallele & necessario
e sufficiente: 1.* che la loro somma sia eguale a zero; 2.° che la
retta, che unisce il centro delle forze positive col centro delle forze
negative, sia parallela alla direzione delle stesse forze. Ove manchi
la seconda condizione sussistendo la prima, il sistema delle forze
parallele equivarrd ad una coppia.

In particolare, per I' equilibrio di tre forze parallele & necessa-
rio e sufficiente (33): 1.° Che le tre forze siano in un medesimo pia-
no; 2.° Che la forza intermedia sia diretta in senso contrario alle
altre due; 3.° Che ciascuna delle tre forze sia proporzionale alla di-
stanza che corre tra le direzioni delle altre due.

43. E da notare che se un sistema di forze parallele s’ immagi-
na decomposto in due altri sistemi, e cio in tntli i modi possibili,
la retta che unisce i centri de’ due sistemi parziali dovrad sempre
passare pel centro G del sistema totale, ed ivi rimaner divisa in
parti reciprocamente proporzionali alle forze risultanti de’ due siste-
mi parziali. .

Questa semplice osservazione pud riguardarsi come un principio
statico sovente utilissimo, sia per trovare ano de’ tre centri quando
si conoscono gli altri due, sia per comoscere il punto comune d’ in-
contro di piu rette.

Siano G, M, N i centri del sistema totale e dei due sistemi par-
ziali; e g, m, n siano le corrispondenti forze risultanti, applicate
a que’ punti. Sard (33)

(g___m_n.
\ N = 6N~ MG °

{ g= m <+ n,
MN = MG + GN ;
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donde

N MN, GN= —2 MN.
m =4+ 1n m == N

MG =

Queste formole si applicano evidentemente anche ad un sistema
composto di due altri sistemi 1’uno di m e I’ altro di n forze paral-
lele, tutte eguali tra loro e all’ uniti (denotando qui per m ed n
due numeri interi ). Mostriamo con due esempi 1" utiliti di esse
formole.

1. I punti di applicazione delle forze parallele ed eguali siano
tre 4, B, C. La loro separazione in due sistemi parziali non potrd
farsi che ne’ modi seguenti:

A,(BC); B,(C,A); C, (A4, B):

vale a dire, combinando ciascuno de’ tre punti cogli altri due. Per-
tanto, fatto m — 1, n =2, sard

MG = %- MN :

dove se per M si prende uno qualunque de’ tre punti 4, B, C, il
centro N degli altri due sard nel mezzo della retta che gli unisce. °

Da cio s’ inferisce che in ogni triangolo le rette, che dai vertici
4, B, C vanno ai punti di mezzo de’ lali opposti, s’ incontrano tut-

. . . 2 .
te in un medesimo punto, ciascuna a 3 del suo cammino. Questo

punto d’incontro & (come sard provato a suo luogo) il centro di
gravita del triangolo ABC.

2.° [ punti di applicazione delle forze parallele ed uguali siano i
quattro vertici A, B, C, D di una piramide triangolare. La loro
separazione in due sistemi parziali qui puo farsi, sia combinando
uno de’ quattro verlici co’ tre rimanenti, sia combinandone due
co’ due che restano. .

Nel primo caso, fatto m = 1 ed n = 3, sard

3
MG = 'Z‘ MN

dove se per M si prende uno qualunque de’ quattro vertici 4, B,
C, D, il punto N sard il centro di gravita del Lriangolo determinato
dagli altri.
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Nel secondo caso, fatto m =—= 2, n =2, sara

1

MG ——'—?MN,

dove se M ¢ il punto di mezzo di uno delle tre paia di spigoli
(4B, CD), (AC, BD), (AD, BC),

N sard il punto di mezzo dello spigolo oppesto.

Dunque nella piramide triangolare le rette, che dai vertici 4, B,C, D
vanno al centro di gravitd delle opposte facce, s’ incontrano tutte nel

. . . 3 . .

medesimo punto, ciascuna ai T del suo cammino; ed in questo
punto medesimo s’ incontrano pure e si dividono per metd le rette,
che uniscono i punti di mezzo delle tre paia di spigoli opposti. Que-
sto punto comune d’ incontro & (sard provato a suo luogo) il cen-
tro di gravita della piramide ABCD.

AR

§ 2. Formole per le forze parallele, esprimenti che il momento
della risultante é uguale alla somma de’ momenti omologhi delle
componenti. Formole riguardanti U equilibrio. — Altra proprieta
del centro de’ punti di applicazione: conseguenze.

44. Per distanza tra un punto M ed um piane P (fig. 16), sti-
mata parallelamente ad un dato asse d, s’ intende la retta Mm che
va dal punto M al piano P parallelamente all’ asse dato d, asse che
si tralascia di nomimare quando é perpendicolare al dato piano.

Per momento di una forza preso rispetto ad un piano, s’ inten-
de il prodotto della forza per la distanza del suo punto di applica-
zione dal piano, distanza che suole stimarsi parallelamente ad un
dato asse.

1 momenti delle forze si dicono omologhi, se sono prest rispetto
ad un medesimo piano, le distanze de’ punti di applicazione dal
piano essendo stimate parallelamente ad uno stesso asse.
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45. Teor. In ogni sistema di forze parallele, il momento della
risultante ¢ uguale alla somma de’ momenti omologhi delle compo-
nenti.

Dim. 1 punti di applicazione delle forze parallele f, f', [ etc.
riportati a tre assi coordinati Ox, Oy, Oz siano rispettivamente

( @y 8, ? ) ) (a’, ﬂ', ‘)") ’ ( “"9 13") 7" ) , ete.

]
Siano z, y, z le coordinate del centro delle stesse forze, centro a
cui si suppone applicata la loro risultante F. I prodotti

Fz, fa, f'os f'a" ete.

saranno i momenti omologhi delle forze presi rispetto al piano yz,
le distanze x, «, ', a" elc. essendo stimate parallelamente all’ asse
Oz. Si tratta di mettere in chiaro la veritid dell’ equazione:

Fr = fa + fd' 4+ ["a" + etc. = Efa.

Denotiamo per 4, B i punti di applicazione (=, 8, » ), (o', 8, 7')
delle due forze f, f', per C il loro centro (z,,y,, 2,) © per F, la
loro risultante. Sara (33) \

— |
FE=f+l w5 = 4"
Or le linee CB, AC, essendo parti di una medesima retta, sono
proporzionali alle loro proiezioni omologhe sull’ asse Ox ( Appendi-
ce 4 ¢ 19), vale a dire si ha
cB AC f

T —a = p , dunque - = r
1 W a . a—x, Ty—a

e moltiplicando in croce e trasponcndo,
(Ff+ )z = [a+ fd,
ossia Fx, = fa = fd.

E adunque provato, che il momento della risultanie di due forze pa-
rallele & uguale alla somma de’ momenti omologhi delle componenti.
Proseguendo cosi a comporre i momenti di due forze, la prima del-
le quali sia la risultante delle forze gia considerate nel sistema, e
la scconda una delle forze che restano, si conchiuderd infine che il
momento della risultante del sistema ¢ uguale alla somma de’ mo-
menti omologhi di tutte le forze.



Applicazioni.

46. 1. Date le forze parallele f, f', f" etc. di un sistema, e i
loro punti di applicazione (=, 8, y), (4, &, 2'), (a", 8, ") etc.,
per determinare le coordinate x, y, z del centro del sistema si avran-
no le formole

Fr=fz 4 f'd 4 f'a" 4 olc. = Ef=,

Fy={g + '8 + ['8" + etc. = EfB,

Fz=1{fy [y 4 "7 4+ etc. = £fy,
essendo

F=f4+f+f"+eclc =%f.

Poich? il nostro sistema & vincolato da quattro equazioni, si com-
prende che potranno determinarsi ad arbitrio quattro, e non pin,
delle quantitd che vi entrano; e che, per conseguente, ¢ un proble-
ma indeterminato il decomporre una forza in pii di quattro forze
parallele, applicate a punti dati nello spazio (41).

Coroll. Se i momenti omologhi di un sistema di forze parallele
siano presi rispetto ad un piano che passa pel centro del sistema,
la loro somma sard eguale a zero: e viceversd. Cosi se pongasi in
questo centro I’ origine O delle coordinate z, y, =, sard

If2=0, Tfd=0, xfr=0.

47. 11. Date le forze parallele f, [*, f" etc., e i loro punti di ap-
plicazione (=, g8), (', 8'), (<", 8”) ete. tutli in un medesimo pia-
no (che si pud supporre esser quello degli assi Ox, Oy), le coordi-
nate x, y del ceutro del sistema si avranno dalle formole

Fr=%f«, Fy=<%f8, F=Ef)

Il presente sistema essendo vincolato da tre equazioni, si com-
prende che potranno determinarsi ad arbitrio tre, e non piu, delle
quantitd che vi entrano; e che per consegnente ¢ nn problema inde-
terminato il decomporre una forza in pilt di tre forze parallele, allor-
ché i punti di applicazione sono dati in un medesimo piano.

N. B. Quando i punti di applicazione sono tutli in un piano, i
momenti delle forze si prendono rispetto a linee rette situate ncl

4
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piano, quali sono gli assi Oz, Oy; e per momento di una forza
preso rispetto ad un asse s’ intende il prodotto della forza per la di-
stanza del suo punto di applicazione dall’ asse, stimata paralielamen-
te ad un altro asse.

48. Coroll. Quando i punti di applicazione di un sistema di for-
ze parallele sono tutti in un piano, il momento della risultante pre-
s0 rispetto ad una retta deél piano é uguale alla somma de’ momenti
omologhi delle componenti; e quindi, se la retta passa pel centro
del sistema, la somma di questi momenti sara = 0.

49. 111 Date le forze parallele f, f', f" etc., e i loro punti di ap-
plicazione sopra una medesima retta Ox per mezzo delle ascisse
a, o, o' etc., 1'ascissa z del centro del sistema si avrd dalle formole

Fx=%fa, F=Zf.

Il presente sistema essendo vincolato da due equazioni, si com-
prende che potranno determinarsi ad arbitrio due, e non pia, delle
quantita che vi entrano; e che, per conseguente,, ¢ un problema in-
determinato il decomporre una forza in pit di due parallele, allorché
tulti i punti di applicazione sono dati in linea retta.

a) Coroll. Allorché i punti di applicazione di un sistema di forze
parallele sono tutti in linea retta, il momento della risultante preso
rispetto ad un punto arbitrario di tale retta & uguale alla somma
de’ momenti omologhi delle componenti; e perd questa somma sa-
rd = 0 se quel punto arbitrario sia fissato nel centro del sistema.

50. 1V. Dato un sistema di forze parallele, se si decompone ad
arbitrio in due altri sistemi di cui i centri siano i punti (z,, y,, 2,)
(%, Ya» 3,), €d F,, F, le forze risultanti, i tre sistemi totale e par-
zialt saranno conmnessi tra loro dalle note equazioni

F=F 4+ F,=Xf
Fx = Fx, + F,x, = Xfa,
Fy=F,y, + Fy, = £f8,
Fz=Fz,+ Fz, = %f,:

Supponiamo adesso che la risultante F del sistema totale sia =0,
e che pero sia F, = — F,: le formole che precedono si ridurranno
alle tre:

F (x,—x,) =2fa, F(y,—Y,) =ZIf8, F(z,—2)= Zfy .
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Cid posto, si demoti per D la retta che va dall’ uno all’ altro centro
de’ due sistemi parziali, ¢ per (I, m, n) la sna direzione, talche si
abbia (App. 19)

z,—x,=1ID, y—y,=mbD, z, —z,=nD.

Per queste relazioni, le ultime formole si cangiano nelle

B _ 2 _ Iy

F‘Dzl—m—n

per le quali si puo determinare ciascun elememo della direzione
(i, m, n). Dunque :

« Se un sistema di forze parallele, la cui somma F sia =0, si
decomponga ad arbitrio in due sistemi parziali, e ciéo in tutti i mo-
di possibili, la retta D che va dall’uno all’altro centro de’ due si-
stemi parziali risulterd sempre della stessa direzione (I, m, n)], ¢
questa direzione costante ¢ quella della linea composta delle “tre
Efa, Ef8, Tf, parallele agli assi Oz, Oy, Oz (App.4), linea = F,D.»

Coroll. Allorché l1a direzione (I, m, n) della retta D, alle estre-
mita della quale sono applicate le due forze eguali ed opposte F,, —F,,
si confonde con quella di queste forze, ¢ palese che il sistema sard
in equilibrio. Dunque:

« Un sistema di forze parallele la cui somma sia = 0, sara in
equilibrio od equivarra ad una coppia, secondoché le forze siano
parallele o no alla du'ezlone (!, m, n) determinata dalla doppia pro-
porzione : »

tfe __ EIfB — fy

! m n

5(. V. Dato un sistema di punli 4, B, C, D etc. animati dalle
forze parallele f, f', f', " etc., ed il centro @ del sistema, animato
dalla risultante F, se da un punto O preso ad. arbitrio nello spazio
si tirino le relte OG, 04, OB, OC etc., ¢ sulle loro direzioni si
prendano le lunghezze (fig. 17) :

Oa = .04

0b = f'.0B
Oc=f".0C
etc. —etc. ,

Og = F.0G, ed
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la linea Og, diretta al centro G del sistema, sard la risullante di
tutte le altre iinee Oa, Ob, Oc etc. direlle ai punti di applicazione
delle forze componenti.

Dim. Secondo la definizion geometrica della retta risultante,
( App. 10), trattasi di provare che la proiezione della retta Og
sopra un asse qualunque Ox & uguale alla somma delle proiezioni
" omologhe delle altre rette Oa, Ob, Oc, etc. Or cid & reso subitamen-
te manifesto dal principio de’ momenti delle forze parallele (45), os-
sia dall’ equazione

Fr=fa+ f'd 4+ f'd" + etc.

dove, se le ascisse 2z, a, o', ®” etc. rappresentano sull’asse Ox le pro-
iezioni omologhe delle rette OG, 04, OB, OC etc., (App. 18), i pro-
dotti Fz, fa, f'a’, f"a" ectc. rappresenteranno sullo stesso asse Ox le
proiezioni omologhe delle rette F.0G, f.04, f'.OB, f'.0C ete.
(App. 9), ossia delle Og, Oa, Ob, Oc etc. E adunque provato che
la prima di queste rette & la risultante delle altre.

Dal teorema or dimostrato si deduce :

1.° Che il cenlro G di un sistema di forze parallele si pud an-
che trovare, componendo dapprima le rette Qa, 0b, Oc etc. nella ri-
sultante Og, cd appresso prendendo sulla direzione di Og il segmento

~ 2.° Che, se dal centro G di un sistema di forze parallele si tira-
no a tulti i punti di applicazione 4, B, C etc. le rette

Ga={f.G4, Gb={'.GB, Ge = f".GC, etc.,

la risultante di queste rette (i;;= F.GG) sara = 0, coincidendo in
questo caso il punto O col punto G.

Sia, per esempio, un sistema di punti 4, B, C etc. aggravali da
pesi tutti eguali tra loro : le rette AG, BG, CG etc. che da siffatti
punti vanno al centro G di gravita-del sistema, avranno una risul-
tante nulla. E tali sono le rette che dai vertici di un triangolo o di
una piramide triangolare vanno al centro di graviti del triangolo o
della piramide (43).
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3.° Che, per la nota formola onde la retta risultante si esprime
in funzione delle componenti (App. 12), si ha

.0g' = 04" + 25 04.0b cos. (a0b)
ossia

(a) F0G" = £/*.04" + 2x//'.04.0B cos.(A0B) .
Ma i triangoli AOB, A0C, AOD etc., BOC, BOD etc., COD etc. danno
204.0B cos. (40B) = bia + 0B’ ——4_4—1}2 ,
2Q4.0C cos. (40C) = 04" + 0C' — 4C",

204.0D c0s.(40D) = 04" + OD' —4D" ,
elc. ete.

Ora se, nell’ equazione (a), ai primi membri di queste relazioni si
sostituiscano (ad occhio) i secondi, cercando nel medesimo tempo il
coefficiente totale di 0A®, si scoprird che questo coefficiente &

f(f+f +f +etc)=Ff,

—— R |
e si conchiuderi che il coefficiente totale di OB &= Ff', di OC
.¢=F.f" etc.; e che, per conseguente, I’equazione (a) equivale alla

(0) F.06" = Fzf.04" — sff.4B" .

formola dovnta a Lagrange. .
Coroll. Se il sistema eonsista in m punti 4, B, C, D ctc. aggra-
vati da pesi uguali tra loro, la formola (b) diviene

(e) m%.06" = ms04’ — TAB" ;

e questa, sc il punto arbitrario O si fa coincidere col centro di gra-
vita G del sistema, si muta nella

(d) . mEGB’ = ‘.‘A"a .

2 G A DY
LA LTS
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Supponiamo, per esempio, che il punto G sia il ccmro di gra-
vita di un triangolo ABC: sarh
3(GA" + GB" + GC') = AB" + AC" + BC".
Se nella, (c) il punto O si faccia coincidere col verticé A4 nascera

964" :2(A_B’+Ez) —BC.

Tnoltre, poiché una delle tre rette GA, GB, GC si puo riguar-
dare come uguale ed opposta alla risultante delle altre due, avremo
pure

GA’= GB* + GC" + 2&7!.@cos.(BGC) ,
donde

4B’ 4+ AC" — sRC .

26_3.&_0-003.(BGC) =64 —GB'—6C" = 9

Applicazioni analoghe potrebhero farsi nella piramide triangolare
rispetto alle distanze tra i quattro vertici 4, B, C, D ed il centro di
gravitd G della piramide.

k\\ i~z /’t -
D Il



CAPO 11

Leggi onde le coppie si trasformamo ,
si compongone ed equilibrano.

§ 1.° Definizioni. Coppia: suo braccio di leva, momento ed asse.

52. Una Coppia (P, — P) consiste (come gia si & definito 12)
nell” azione simultanea di due forze parallele, eguali e contrarie
(AP, BP) (fig.2), azione che si dee riguardare come uma forza
complessa di un genere speciale, siccome quella che mon pud esser
distrutta o tenuta in equilibrio da una semplice forza. R

Si chiama braccio di leva di una coppia (P, — P) la di-
stanza perpendicolare (fig. 2) tra le direzioni delle due forze della
coppia AP, BP. | momento di una coppia ¢ il prodotto del
valor comune di queste forze pel braccio di leva, P.AB, momento
che serve di misura (come appresso si fara chiaro) alla intensita
dell’ azion della coppia.

Asse della coppia. Dal punto di mezzo C del braccio di le-
va AB (fig. 18) si conducano sull’ una e sull’ altra faccia del piano
della coppia (AP, BP) le perpendicolari CM, CM', numericamente
uguali, ciascuna, al momento della coppia (CM = P.AB); e que-
ste perpendicolari si riguardino come due Osservatori antipodi coi
piedi in C e colle facce rivolte dalla medesima parte, talché alla
destra dell’ uno corrisponda la sinistra dell’ altro. Immaginiamo ades-
80 che il braccio di leva AB, supposto mobile intorno al suo pun-
to di mezzo C, prenda un moto di rotazione sotto 1'azion della cop-
pia (P, —P). E manifesto che questa rotazione si fari necessaria-
mente dalla destra alla sinistra dell’ una delle due perpendicolari
CM, CM', e dalla sinistra alla destra dell’ altra. Noi chiameremo as-
se della coppia quella delle due perpendicolari CM, CM', intorno a
cui il braicio di leva AB va rotando dalla destra alla sintstra.
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X’ asse di una coppia (P,—P) ¢ adunque una retta che
sorge a perpendicolo sul piano della coppia, eguale. numericamente
al suo momento, e che , considerata come una persona coi piedi
sul mezzo .del braccio di leva, vedrebbe rotare intorno a sé dal-
1a destra alla simistra gueslo braccio di leva, mosso dal-
U azion della coppia.

L' asse della coppia rappresenta quindi tulti gli elementi es-
senziali che sono a considerarsi in una coppia: colla perpendi-
colarita ne rappresenta il piano; colla lunghexzza , il momento;
e colla direziome, il senso della rotazione del braccio di leva.

N. B. Nella trasformazione ed equivalenza delle coppie si suppone
sempre, benché non si avverta, che ogni braccio di leva sia inva-
riabilmente connesso col sistema rigido a cui sono applicate Ie forze.

§ 2.° Leggi per la trasformazione di una coppia
in altre equivalenti.

Due coppie- si dicono equivalenti, se possono surrogarsi I'una
all’ altra senz’ alterare lo stato del sistema a cui sono applicate.

53. Prop. Due coppie (4P, BP), (A'P', BP)
saranno equivalenti, se le forze dell’ una rivolte in verso contrario
‘fanno equilibrio a quelle dell’ alira.

Infatti se le forze della seconda coppia si rivolgono in verso con-
trario, nascerd la terza coppia (P'A', P'B') evidentemente in equili-
brio colla seconda, ed acconcia per ipotesi a far equilibrio colla pri-
ma. Essendo adunque in nostro arbitrio di considerare piuttosto 1'uno
che I altro di tali equilibrii, & palese che la prima coppia equivale
alla seconda. . "

54. Meor. Una coppia essendo applicata ad un sistema rigido,
¢ lecito, senza punto alterarne Ueffetto,

1.° Trasportarla parallclamante a 8¢ stessa dove si voglza, 0
nel suo piano, od in ogm altro paano parallelo, ’

2.° E girarla, come 8¢ vorra, in questo piano;

3.* E quivi trasformarla in un’ altra coppia (Q, — Q) dello
stesso senso ¢ Ui egqual momento.

Dim. La dimostrazione di ciascuna di queste tre proposizioni
riducesi a mettere in evidenza che la coppia considerata nel-sccon-
do stato, ove sia applicata in senso contrario, fa equilibrio colla
coppia considerata nel primo stato.
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1.° La coppia (P, — P ) si trasporti parallelamente a s8¢ stessa
dalla posizione (AP, BP) in un’altra posizione qualsivoglia (4A'P', B'P')
(fig- 19). 1 due bracci di leva AB, A'B', essendo paralleli ed eguali,
determinano un parallelogrammo le cui diagonali AB', 4'B si taglia-
no a vicenda nel loro punto di mezzo C.

Cio posto, io dico che la coppia (A'P', B'P'), applicata in senso
contrario sicché diventi (P'A’, P'B'), fa equilibrio colla coppia
(AP, BP). Infatti, ove le forze uguali di queste due coppie si di-
stribuiscano ne’ due gruppi ,

(4P, PD'), (BP, P4'),

si vede che le forze del primo grappo, essendo parallele, eguali e
dello stesso senso, si compongono in una risultante = P + P', che
passa pel punto di mezzo C di AB'; e si vede, per la stessa ragio-
ne, che le forze del secondo gruppo si compongono in una risultan-
te uguale e direttamente opposta alla risultante precedente. E cosi
& reso manifesto 1’ equilibrio tra le due coppie (4P, BP), (P'A', P'B),
e rimane dimostrata la prima proposizione. ,

2.* La coppia (AP, BP) si giri e si volti come si vorrd nel suo
piano, e divenuta (A'P', B'P') si trasporti parallelamente a sé stes-
sa cosi che i bracci di leva AB, A'B’ abbiano in comune il loro pun-
to di mezzo C (fig. 20). Siano D ed E i punti dove rispettivamen-
e s’ incontrano le direzioni delle due forze AP ed A'P', e quelle
delle altre due forze BP, B'P'. Considerando i triangoli rettangoli
CAD ¢ CA'D, CBE e CB'E, ne’ quali

AC = CB = A'C = CF',

apparira che i punti D ed E si trovano entrambi sulla reita bi-
settricc degli angoli opposti al vertice ACA', BCE', retta che & pur
biseltrice degli angoli ADA', BEB'.

Cié posto, io dico che la coppia (4'P', B'P'), applicata in senso
contrario sicché diventi (P'A’, P'B'), fa equilibrio colla coppia
(AP, BP). Infaiti, ove le forze uguali di queste due coppie si di-
stribuiscano ne’ due gruppi

(4P, P'A'), (BP, P'B'),

si vede che le due forze del primo grappo, supposte applicate nel
punto D ove concorrono le loro direzioni, si compongono in una ri-

sultante dirctta secondo CD, biscitrice dell’ angolo delle due forze;
]
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e si vede ancora, che le due forze del stcondo gruppo si compongo-
no in un’ altra risultante, uguale e direttamente opposta alla risul-
tante precedente. E cosi é reso manifesto I’ equilibrio delle due cop-
pie (AP, BP), (P'A', P'B’), e rimane dimostrata la seconda pro-
posizione.

3.° Le due coppie (P, — P), (Q, — Q) dello stesso senso e
di egual momento, essendo sopra un piano, si dispongano co-
si che il braccio di leva BC della seconda sia nel prolungamento
del bracgio di leva AB della prima (fig. 21). La supposta eguaglian-
za de’ momenti P.AB, Q.BC delle due coppie (4P, BP) (BQ, CQ)
somministra la proporzione

P _ Q _ P+Q
M BC T 4B T ~ 4c

Cid posto, io dico che la coppia (BQ, CQ), applicata in sen-
8o contrario sicché diventi (QB, QC), fa equilibrio colla coppia
(AP, BP). Infatti, ove le forze di queste due coppie si distribuisca-
no ne’ due grappi )

(4P, QC), (@B, BP),

si vede che le forze del primo gruppo, essendo parallele e dirette per
_ lo stesso verso, si compongono in una risultante = P <+ Q, che pas-
serd per B, punto che solo ha la proprietd di soddisfare alla propor-
zione (1); e si vede ancora, che le forze del secondo gruppo si com-
pongono in un’ altra risultante, ugnale e diretlamente opposta alla
precedente. Cosi ¢ reso manifesto 1’ equilibrio tra le due coppie
(AP, BP), (0B, QC), e cosi rimane dimostrata la terza ed nliti-
ma proposizione del teorcma.

Coroll. 1. La coppia, in ogni sua trasformaxione, mantiepc 1'as-
se parallelo ed uguale a sé stesso, e diretto nel medesimo senso.
Quindi pud dirsi che, a quella guisa che il punto di applicazione
di una forza si puo trasportare da un punto ad un altro qualunque
della direzion della forza, cosi I'asse di una coppia puod venir tras-
portato parallelamente a sé stesso in qunal luogo si voglia dello spa-
zio, per ivi rappresentare la coppia rispetto al suo piano, al momen-
to ed al senso della rotazione. In generale: Affinche due coppie
siano equivalenti, & necessario e sufficiente che abbiano paralleli ed
eguali gli assi, e diretti nel medesimo senso.
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Coroll. II. Sia ¥ il valore del momente di una coppia (4P, BP),
cioé sia

PAB=V.

Per mezzo di questa relazione, dato il momento V, ed una delle
due quantita P, _Ib;, si potrd subito determinar I’altra, essendo

|4

P="%"

4
AB= 5.

Dunque: E sempre possibile di sostituire ad una coppia di noto
momento ¥, un’ altra coppia equivalente di cui sia dato il braccio
di leva AB, o di cui sia dato il valor comune P delle dune forze
contrarie.

§ 3.® Legge per la quale le coppie, situale nel medesimo piano
od in piani paralleli, si comporgono in una sola.

§5. Meor. Le coppie, situate nel medesimo piano od in piant
paralleli, si compongono in una coppia unica, il cui momento ¢é
uguale alle somma de’moments delle coppie componenti.

Dim. Siano date in piani paralleli, ovvero (cio che torna lo
stesso) in un medesimo piano, pilt coppie co’ momenti rispettivi

PAB, PAB, P'.A'B", etc.

To dico, che la loro azione simuitanea equivale a quella di una cop-
pia unica, di cui il momento M & dato dall’equazione:

M=PAB 4+ P AB «+ P"A"B" + etc.

nella quale cooviene avvertire che, se si riguardano come positivi
i momenti delle coppie il cni asse & diretto in un senso, si debbo-
no riguardare come negativi i momenti di quelle il cui asse & di-
retto in senso contrario. »
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Le coppie date si trasformino in alirettante coppie equivalenti

collo stesso braccio di leva CD, e siano per esempio ( fig. 22)

(cQ, bQ), (CQ', DQ'), (CQ", DQ") etc.

denotando per Q, Q', Q" etc. le forze corrispondenti, talché si abbia

0.CD = P.AB, Q'.CD = P.A'F , etc.

E chiaro che queste nuove coppie formeranno, come apparisce dal-
la figura, una coppia unica di cui ana delle forze &

Q + Q0 + Q" + ete.

ed il momento M é = (Q + Q' + Q" + etc.).(,TIi Or questo mo-
mento equivale alla somma de’ momenti

Q-CD + Q'.CD + Q".CD + etc. ,

somma che, per costruzione, & ugunale alla somma de’'momenti delle
coppie date. 1l teorema ¢ adunqne dimostrato.

Scolto. Ove si rifletta che gli assi delle coppie ne rappresentano
i momenti in grandezza ed in segno (53), si comprenderd che il
teorema precedente si pud anche esprimer cosi :

« Le coppie con assi paralleli si compongono in una coppia umi-
ca, il cui asse & uguale alla somma degli assi delle coppie compo-
nenti ». La qual proposizione & il compendio di quest’altra:

« Le coppie con assi paralleli si compongono in una coppia ri-
sultante, il cui asse & uguale alla somma degli assi diretti in un
senso, meno la somma degli assi diretti in senso contrario, e si di-
rige nel senso degli assi che formano la somma piu grande. »

YA
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§ 4°. Legge per la quale le coppie, situate in piani comunque -
inclinati tra loro, si compongono in una sola. Somiglianza tra le
leggi delle coppic e le leggi delle semplict forze.

56. Teor. Dus coppie, aventi per assi ¢ lati di un parallelo-
grammo, si compongono in una coppia risultante, che ha per
asse la diagonale del parallelogrammo.

Dim. Le coppie date (P, — P), (P, — P’) siano sitnate nei
piani z0a, z0b che si segano secondo la retta Oz ( fig. 23). In que-
sti piani le due coppie si potranno sempre trasformare in modo, che
restino soddisfatte le tre seguenti condizioni :

1°. Che in ciascuna di esse il valor comune delle forze sia egua-
le all’ unith (P=1, PP =1);

2¢. Che in ciascuna di esse 1a forza positiva sia diretta secondo 0z;

3%. E che perd, in entrambe, i bracci di leva Oa, Ob riescano per-
pendicolari in O alla stessa linea Oz. '

Cid posto, sopra le due rette Oa, Ob prese per lati si compia il
parallelogrammo Oacb, e 1a coppia (P, — P’) situata nel piano z0b
s’ immagini trasportata parallelamente a sé stessa, finché il suo brac-
cio di leva Ob venga a coincidere coll’ opposto lato ac del parallelo-
grammo. Dopo questo trasporto, si distruggeranno nel punto a le
doe forze uguali ed opposte aP, aP’, e resterd mel sistema la sola
coppia

(opr, c?),

sitnata nel piano zOc, e di cui tanto il braccio di leva, quanto il
momento, & rappresentato dalla diagonale Oc del parallelogrammo,
Cosi, in questo parallelogrammo, i lati rappresentano le coppie com-
ponenti, e la diagonale la coppia risultante.

Se ora si faccia girare il parallelogrammo Oacb dalta destra alla
sinistra di Oz per un angolo retto, ¢ manifesto che le tre rette Oa,
0b, Oc, divenute perpendicolari ai piani (z0a, 200, 20c) delle tre
eoppie, saranno gli assi delle coppie medesime, rappresentandone
colle perpendicolaritd i piani, colle lunghezze i momenti, e colle di-
rezioni il senso delle rotazioni de’ rispettivi bracci di leva.

57. In un sistema di coppie, se si compone successivamente la ri-
sultante delle coppie gid considerate con una di quelle che restamo ,
si otterra I’ evidenza delle seguenti proposizioni :
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12, Tre coppie, aventi per assi a, b, ¢ i lati Oa, Ob, Oc di un
parallelepipedo, si compongono in una coppia risultante, che ha per
asse d la diagonale Od del parallelepipedo.

2¢, In generale : Date piu coppie per mezzo de’ loro assi a, b, ¢,
d, e, eltc., se si trasportano questi assi parallelamente a sé stessi e
si conducono ad avere in comune I’ origine O, talché diventino
Oa, 0b, Qc, Od, Oe, etc. ; la risultante OG di queste rette sard l'asq
se¢ della coppia risultante.

Scolio. E adunque manifesto che le coppie, rappresentate che sia-
no dai loro assi, si compongono, decompongeno’ed equilibrano a
quel modo che si fa delle semplici forze; coll’ unico divario che, men-
tre il punto di applicazion di una forza si pud solo trasportare da
un puuto ad un altro della direzion della forza, 1’ asse di una cop-
pia si pud trasportare parallelamente a sé stesso in qual luogo si
voglia dello spazio, per ivi rappresentare la coppia ne’ suoi tre ele-
menti essenziali: piano, momento, e senso della rotazione del brac-
cio di leva.

TR



CAFO 1V.

Leggi per le forze applicate ad un

sistema rigido.

§ 1.° Legge onde le forze applicate ad un sistema rigido si ri-
ducono ad una sola forza e ad una sola coppia. Condizioni dell’e-

quilibrio e dell*equivalenza delle forze.

68. Una forza f essendo applicata in un punto A di un sistema rigi-_

do, se in un altro punto qualsivoglia Osi applichino due forze oppo- '

ste Of, Of' (fig. 24), parallele ed eguali alla prima Af, & chiaro
che queste due forze si distruggono tra loro, o chg lo stato del si-
stema non & cangiato. Ma ora, invece della semplice forza f appli-
cata in 4, possiamo considerare la stessa forza applicata in O e la

coppia (f, — f), ossia (4f, Of), il cui momento & = f.4B, essendo

AB la distanza che corre perpendicolare tra de direzioni delle forze
Af, Of. Se, per maggior chiarezza, si trasporta questa coppia altrove
in un piano qualungue parallelo al suo (cio che & permesso (564) ),
non resterd nel punto O che la forza Of, parallela ed eguale alla
forza Af, e che puo riguardarsi come questa medesima forza che si
e recata parallelamente a sé slessa da 4 in O, percorrende colla
sua direzione il cammino AB.

Possiamo dire adunque che: Una forza f, applicata ad un siste-
ma rigido, pud esser (rasportata parallelamente a sé stessa da uno
ad wun aliro punto qualsivoglia del sistemn, purché si aggtunge la
cappia ([, — f) che nasce da questa traslazione, e che ha per
momenlo il prodotto della forza f pel cammino percorso dalla sua
direzione.

N. B. Quando le forze si diranno trasportate da un punto ad
un altro, sottintendasi sempre: parallelamente a sé stesse, e di pil
che il nuovo punto di applicazione sia invariabilmente connesso col
primo, .
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59. Le forze f, f, [ etc., applicate ad un sistema rigido, se si
trasportano tutte in un medesimo punto O (punto che diremo centro
di riduzione.), & manifesto :

1°. Che quivi si potranno comporre in nuna sola forza OF, e che
tutte le coppie, nate dalla traslazione delle forze, si potranno anch’es-
se comporre in una sola coppia G, il cui asse OG (54) sard in genme-
rale inclinato ad OF (fig. 25);

2°. E che, se si sposta il centro O di riduzione fuori della retta
OF, la forza risultanie F non fa che muoversi parallelamente a sé
stessa, generando nel suo cammino una nuova coppia, che fa cangia-
re la coppia risultanie G.

In queste operazioni si contiene evidentemente la legge per la qua-
le: Le forze applicate ad un sistema rigido si possono ridur sem-
pre ad una sola forza F, che passi per un punto O dato ad arbi-
trio, ¢ ad una sola coppia G, 1l cui asse OG varia in generale al-
lo spostarsi del centro di riduzione.

La forza OF si chiama la risultante generale del sistema, es-
sendo sempre la stessa per ogni centro di riduzione, ma la sua azio-
ne costante si dee accoppiare coll’ azione della coppia risultante G
che varia da centro a centro.

60. Una coppia non polendo esser tenuta in equilibrio da una
semplice forza, ¢ chiaro che non potrd sussister I’ equilibrio tra le
forze applicate ad un sistema rigido e libero, salvoché¢ la forza ri-
sultante F e la coppia risultante G uon si annullino ciascuna da sé,
ovungue sia preso il centro O di riduzione.

Di qua la condizion generale dell’ equilibrio: « Affinché pit for-
ze st faceiano equiltbrio sopra un sistema rigido e libero, si ri-
chiede che, trasportate in un punto qualsivoglia dello spazio, si
equilibrino tra loro, ¢ che inoltre si equilibrino tra loro le coppie
nate da stmile traslazione. »

61. Dme classi d1 forze applicate ad un sistema si' dicono equi-
valentl, se le forze dell’una classe possono surrogarsi a quelle
dell’ alira senz’ alterare lo stato del sistema.

Coroll. I. Se due classi di forze (P, V', P" etc.), (s O, 0" etc.),
applicate ai punti di un sistema rigido e libero, sono equivalenti, le
forze deH’una classe rivolte in senso opposto faramno equilibrio a
quelle dell’ altra classe. E viceversa: le due classi saranno equivalen~
ti, se le forze dell’ unz rivolte in contrario fanno equilibrio a quelle
dell’ altra.

Infatti se intendiamo applicata una terza classe di forze

(=0, — 0, — 0" ec)

eguali ed opposte a quelle della seconda classe, .sara in nostro
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arbitrio di considerar le nuove forze sia in equilibrio con quelle del-
la seconda classe, sia con quelle della prima.

Coroll. II. Se due classi di forze somo equivalenti soprl un
sistema rigido e libero, trasportate le forze in .un punto qualsivoglia
O, dovranno quivi riuscire identiche tanto le forze risultanti F, F
delle due classi, quanto le loro coppie risultanti G, G'.

Infatti applicando in senso cootrario le forze di una delle due
classi, per esempio della seconda, dovri nascer I’ equilibrio nel pun-
1o O tra le forze risultanti F, — F', e le coppie risultanti G, — G';
e quest’equilibrio & impossibile, se non siano eguali e in direzione op-
posta si le forze F, — F', e si gli assi delle coppie G, — G'.

Coroll. II1. Siccome una forza, che si trasporti in un punto
qnalsivoglia, produce nella traslazione uma coppia il cui piano &
sempre parallelo alla direzion della forza, cosi apparisce manifesta
la veritd della seguente proposizione :

« Affinché le forze appl:cato ad un sistema rigido e libero eqm—
valgano ad una forza unica, ai richiede che, trasportate in un
punto qualunque, la loro risultante abbia una direzione paral-
1ela al piano della coppie risultante, e perd perpendicelare
all’ asse di essa coppia. »

62. Ridotte che siano le forze ad una sola forza F e ad una cop-
pia G, si potrd sempre cosi disporre la coppia, che una delle sue
forze si componga con F: ed allora si avranno due forze, le quali
non potranno essere in un medesimo piano, salvo che non siano
riducibili ad una forza unica. Dunque:

1°. Tutte le forze applicate ad un sistema rigido possono sem-
pre ridursi a due sole;

2°. Due forze, non situate in un medesimo piano, non possono
equivalere ad una forza unica.

83. Scolio. Allorché piu forze sono in equilibrio sopra un siste-
ma rigido e libero, per iscoprirne piit facilmente le relazioni giova
talvolta separarle in due classi, e rendere equivalenti queste classi
col voigere in contrario le forze di una di esse.

64. N. B. Quando in appresso una coppia verra indicata per mez-
zo di una reta, s’ intenda per questa retta I asse della coppia, c
quando la lettera che denota la coppia, per esempio G, si pone sot-
to le lince mgonomelrlche come sen.(FG), s intenda per G I’ asse
della coppia.
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§ 2°. Asse centrale, ossia luogo de’contri di ridusione, in cut
il piano della coppia risultante riesce perpendicolare alla direzione
della forza risultante. Tutti gli altri centri di riduzione sono
disposti in ordine stmmetrico intorno all’ asse centrale.

65. Problema. Dato un’ sistema di pit forze, ridurlo cos}
ad una forza ¢ ad una coppia, che il piano della coppia riesca
perpendicolare alla direzion della forza.

Soluz. Preso per centro di riduzion delle forze un punto qual-
sivoglia O (fig. 26), sia OF la forza risultante F, ed OG la coppia
risultante G. La retta OG si decomponga in due componenti rettan-
golari (K, b), la prima delle quali OK sia sulla retta OF, e I'al-
tra Ob, perpendicolare ad OF, si prolunghi in 0b' = — 0b. Sard

K = Gcos.(FG) , b= Gsen.(FG) .

Poiché alla coppia OG possiamo sostituire le coppie componenti
OK, Ob, per risolvere il problema hastera trasportare la forza OF
in modo, che ne nasca una coppia Ob' eguale e contraria alla coppia
Ob. A questo fine si conduca per O una retta

— 0Ob __ Gaen(FG)
0f=—%=—"%

perpendicolare al piano FOG, ed inalzata da quella parte del piano
in cui OC (se fosse una persona coi piedi in O e colla fronte rivol-
ta verso I’ apertura dell“angolo FOG ) vedrebhe il lato OF a destra.
La coppia, che nasce trasportando la forza F in C, avrd evidente-
mente per asse Ob' = — F.OC, e perd distruggera la coppia Ob.
Preso adunque il punto C per centro di riduzione, tutte le forze
del sistema saranno ridotte alla forza F, o CF, ed alla coppia K il
cui piano & perpendicolare alla direzion della forza F.

Si vede cosi qnal sia la legge da osservarsi per arrivare alla so-
luzione immediata del problema :

Conviene dapprima ridurre il dato sistema di forze ad una
sola forza OF e ad una sola coppia OG in un punto O preso ad
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arbitrio ; poi da O inalzare sul piano dell’ angolo (FG) la perpen-
dicolare

) oc = Gunl.?(FG) ,

¢ pel punto C cosl determinato condurre una reita indefinita CF
parallela alla direzion della forza F: qualunque sia il punto di
questa retta che si prenda per centro di riduzione, il piano della
coppia risultante sard perpendicolare alla direzione delle forza ri-
sultante.

a) La retta CF, che ha la proprietd di passare per totti i centri
di riduzione ne’ quali il piano della coppia risultante K & perpendi-
colare alla direzione della forza risultante F, si chiama Asse cemn-
trale delle coppie.

66. Coroll. Quando il sistema delle forze equivale ad una forza
unica, 1a retta secondo cui agisce questa forza ¢ I'asse centrale. Im-
perocche |’ asse OG della coppia risultante (fig. 26), dovendo esse-
re in questo caso perpendicolare alla direzione della forza risultante
OF (61, II1), si confonderd con Ob, ¢ perd (essendo K=0) se la
forza F si trasporta da O in C, non si avrd in C che la sola forza
F, distruggendosi le due coppie 0b, Ob'.

67. Problema. Risolvere il problema inverso del precedente, vale
a dire: Ridotte le forze del sistema ad una forza F e ad una cop-

_pia K il cui piano sia perpendicolare alla direzion della forza,
passare ad un’ altra riduzione in un punto qualsivoglia O, sepa-
rato dall’ asse centrale per U intervallo CO = p.

Soluz. La forza F, trasportata da C in O (fig. 26), fa nascer la
coppia 0b = F.p, la quale, ove si componga colla coppia data K,
produrra la coppia risnltante OG. E tra le componenti rettangolari
OK, Ob ¢ la loro risultaate OG si avranne le relazioni cognite:

K = Gcos.(FG), tang.(FG) = p. —i— )
F.p = Gsen.(FG) , P =K+ p*F.

Per queste formole si fa manifesto :

1°. Che quando il centro O di riduzione si fa uscire dall’ asse
cenlrale ¢ se ne allontana indefinitaments, la coppia risultante G
esce in corrispondenza dello mtato minimeo K, ¢ cresce indefiné-
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tamente ; ma tl suo asse OG, proiettato che sia sulla direzione del-
la forza risultante F, torna sempre (nella proiezione) ad esser cid
che era al punto di partenza, cioté = K.

2°. Che ne’ centri O di riduzione situali ad egual distanza p
dall’ asse centrale, U'asse OG della coppia risultante (sempre per-
pendicolare alla retta p) ha dappertutto la stessa lunghezza, ed é
ugualmente inclinato alla direzione della forza risultante F.

Ed ecco introdotto un po’ di lume per entro al concelto deltle ri-
duzioni equivalenti (F, G) delle forze. Noi le vediamo distribuite
in ordine simmetrico intorno all’asse centrale; e, nello specchio del-
le formole che le nniscono, seguiamo per cosi dire coll’occhio il va-
riare delle loro immagini, di mano in mano che dall’ asse centrale
si vanno allontanando.

§ 3% Principio generale per determinare le pressioni e trazioni
de’ punti fissi in wun sistema rigido equilibrato.
Applicazioni ai gravi.

68. L’cquilibrio di un sistema ritenuto da punti fissi, pué sem-
pre ridursi all’equilibrio. di un sistema interamente libero, sostituen-
do alle pressiont e trazioni che soffrono i punti fissi, altrettante for-
ze uguali e contrarie. E ne segue che (63):

Quando un sistema rigido, ritenuto da wno o pik punti fissi,
ripoga in equilibrio, le pressiomi ¢ tramiomi de’ punts fissi
formano una classe di forze equivalente alla classe dells forze
applicate al sistema. Cosi :

1°. Se non avvi che un solo punto fisso O, la pressione o tra-
zione di questo punto sard eguale alla forza unica F a cui debbono
equivalere tutte le forze applicate, forza che dee passire per O.

2°. Se il sistema é girevole sopra due cardini M, N, e le forze
applicate siano ridotte in M alla forza F ed alla coppia G, il piano
della coppia G dovrd passare per la linea de’ cardini, affinché pos-
sa trasformarsi in una coppia di pressioni (p, — p), applicate in M
ed in N perpendicolarmente alla linea de’ cardini MN = c. Per de-
terminare il valor comune p di queste pressioni si avrd p.c =G,
donde '

pP=—;

c
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ed il senso in cui tende a girare la coppia G, fara conoscere il sen-
so della coppia (p, — p), ¢ pero il senso della pressione p sopra
ciascuno de’ due cardini.

Applicazioni ai gravi.

69. Un grave, sospeso o sostenuto comunque da um punto fisso,
rimarrd in equilibrio se 1a verticale condotta pel centro di gravitd
passa per quel punto, e viceversa. La trazione o pressione del pun-
to sard eguale al peso del grave.

70. Data una porta sostenuta in equilibrio da due cardini M, N
in linea verticale, essa grava di tutto il suo peso P 14 linea de’cardi-
ni, ed oltre a ¢io il cardine superiore & tratto infuori, e I’ inferio-
re & sospinto in dentro, entrambi con forza

d
y = P. —c'

dove ¢ & Ia retta che unisce i cardini, e d & la distanza che corre
tra questa reita ed il centro di gravita G della porta.

Per ottener 1’ evidenza di quesli risultati, basta trasportar la I'or-
za P (che rappresenta il peso della porta) dal centro di gravita G
fino alla linea de’ cardini, tener conto della coppia P.d che ne na-
sce, e poi girare e trasformar questa coppia in un’altra = p.c, che
abbia le sue forze orizzontali (p, — p) applicate ai cardini.

Si noti che i due cardini debbono sostenere insieme il peso P
della porta, senza che, in generale, sia determinata la parte di peso
che grava ciascuno di essi. Nella realitd perd, la natura stessa delle
cose dee sempre offrire una soluzione particolare, variando la solu-
zione al variare delle circostanze.

a) Quando i due cardini M, N (fig. 27) sono a distanze inegua-
li d, D dalla verticale che passa pel centro di gravita G, la linea
¢ de’ cardini ¢ spinta in gin secondo la sua direzione

con for.a—-Pl/[l—( ) ]

ed il cardine superiore & tratto infuori

D
con forza = P. - °



46

e 1’ inferiore e sospinto indentro

d
con forza = P. -

essendo la direzione di queste forze perpendicolare alla finea dei
cardini.

Infatti se si trasporta il peso P dal centro di gravitd G in uno
de’ cardini, per esempio nel superiore M, e se la coppia = P.d che
nasce dal trasporto si trasforma in un' altra = p.c avente per brac-
cio di leva la linea ¢ de' catdini, e se infine si decompone la for-
za P nelle due rettangolari Pcos.(cP), Psen.(cP) di cui la prima &
diretta secondo la linea c; apparird immantinente che la linca dei
cardini & spinta in gil con forza = Pcos.(cP), e che il cardine su-

periore & tratto infuori con forza = P sen.(cP) + P.—;i- , ¢ che l'in-

Lo o . ; d
feriore ¢ sospinto indentro con forza —= P. - D’altra parte, la pro-

iezione orizzontale della linea ¢ essendo = D — d, si ha

sen.(cP) = —DT—d- , cosl(cl’) = |/[l —_ (D : d)‘] .

71. Un grave posato su d’ un piano sari in equilibrio, se il pia- I

no & orizzontale, e se di pih la verticale calata dal centro di gra-
vith G cade entro la base circoscritta dalle rette che congiungono i
punti di appoggio. Mancando la prima condizione, il corpo strisce-
ra radendo il piano; mancando la seconda, rotera intorno a quello
fra gli appoggi, verso cui cade la perpendicolare calata dal centro
di gravit. (11 primo fatto si spiega decomponendo il peso P del cor-
po in due forze, I' una perpendicolare e I’ altra parallela al piano.
Si spiega il secondo fatto, immaginando trasportato il peso P dal cen-
tro di gravitd G all’ appoggio indicato, e tenendo conto della cop-
pia che ne nasce’).

72. 1l grave preme il piano orizzontale su cui riposa con tuito
il suo peso. Se gli appoggi sono due ovvero tre non posti in linea
reita, si determina facilmente qual parte del peso gravi ciascuno de-
gli appoggi: negli altri casi il problema & indeterminato (40).

73. Una travé AB del peso P si appoggi coll’ estremo A sopra
un piano verticale e coll’ altro B sopra un piano orizzontale, fer-
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mata in B da un ostacolo che le impedisce di strisciar lungo il pia-
no. In questo stato il fulcro B é premuto verticalmente da tutto il
peso della trave, esso poi ed il punto 4 sono spinti orizzontalmen-
te in direzioni opposte , entrambi con forza

p:Pa_ tan.p ,

dove a & la lunghezza della trave, b la distanza tra il punto A4 ed
il centro di gravita G, e ¢ I’ angolo che la trave fa col piano ver-
ticale.

Si ottengono questi risnltati trasportando il peso P dal centro G
nel punto B, tenendo conto della coppia

P.(a — b )sen.o

che ne nasce, e poi girando e trasformando questa coppia in un’ al-
tra = p.acos. ¢ cosi, che abbia le sue_forze orizzontali (p, — p) ap-
plicate ai punti 4, B, di cui la distanza verticale & = acos.0 .

74. Un grave del peso P, posando sugli appoggi 4, B (fig. 28),
reggesi in equilibrio tra due piani inclinati alla verticale cogli ango-
li «, 8. Le perpendicolari ai fani ne punti 4, B s’ incontreranno
in un punto D della verticale ¥G condotta pel centro G di gravitd
del corpo, e chiamato C 1’ angolo de’ due piani, le pressioni a, b
contro gli appoggi 4, B si avranno dalla proporzionalitd (20 ):

a _ b _ P
cos.8 ~ cos.a — sen.C '

75. Se la verticale G nou passa per 1" intersezione D delle per-
pendicolari AD, BD, ma piu verso I’ un degli appoggi, per esempio
verso A, il punto B del corpo tendera ad alzarsi ove non sia trat-
tenulo da opportuno ritegno. Il che si fa chiaro trasportando da G
in D il peso P, e poi trasformando la coppia che ne nasce cosi, che
le forze della nuova coppia (p, — p) siano applicate ne’ punti 4, B
con direzioni normali al piano CA.

76. Se il corpo si appoggia sui piani C4, CB, non gia in un
punto solo, ma in pin punu, o in una base estesa, per esempio sul-
le basi Im, I'n’, basta per I'equilibrio che la verticale GV passi per
entro al parallelogrammo compreso dalle perpendlcolarl erette sui
due piani ne’ termini delle basi Im, I'm'.
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§ 4°. Formole per la composizione delle coppie, e per la ridu-

zione delle forze applicate ad un sistema rigido.

I. Una medesima legge governa la composizione delle coppic e
la composizione delle aree. /Momento di rotazione di una forza

tntorno ad un asse.

77. Data una coppia (f, — [) col braccio di leva k, & chiaro
che il suo momento ( = f.h ) si puo rignardare come rappresentato
da un parallelogrammo S, avente per base una delle forze f ¢ per
eltezza il braccio di leva h. Cid posto, apparisce che la legge della
composizion delle coppie per mezzo de’ loro assi, ¢ identica a quella
della composizione de’ parallelogrammi che le rappresentano ( Vedi
U Appendice, 34 e 36), e che percid .si potranno applicare alle cop-
pie le formole relative alla composizione e decomposizione delle aree.

78. Essendo O I’ origine di tre assi rettangolari x, y, z (fig. 29),
una forza f rappresentata dalla retta eg e composta delle tre P, Q, R
nel senso di x, y, z, sia applicata nel punto e di ceordinate «, 8, 7 ;
sia A la perpendicolare Ok tirata sulla direzione della forza eg , ed
Oe =ce.

Se in O applichiamo due forze opposte Of, Of eguali tra loro e
ad eg, ¢ wanifesto che alla forza data = eg potremo sostituire il si-
stema equivalente, composto della forza Gf e della coppia (Of, eg).
Ora il momento S (==f.h ) e I’ asse s di questa coppia & rappresen-
tato dail’area ¢ dall'asse del parallelogrammo che ha per lati Oe,Of
e che & = efsen.(ef) = f.h. Decomponendo adungue questa coppia §
in tre 4, B, C parallele ai piani yz, zz, ay, avremo ( App.,39):

. A:ikﬂ—Qr, B=Pr—Ra, C=Q«—PB.

Supponiamo che il sistema rigido, animato dalla sola forza f ap-
Plicata in e, sia volubile sopra due cardini sitnati snll’ asse Ozx. La
forza f trasportata mel cardine O, e le due coppie B, C i cui piani
" passano per I’asse Ox, sono cvidentemente impedite e distrutte dalla
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reazione de’ cardini ; onde & che 1" azion della forza f nel punto e
per far girare il sistema sard equivalente all’ azione della sola cop-
pia A, il cui piano & perpendicolare alla linea de’ cardini Oz. Sot-
to quesio punto di vista, 1a ‘coppia A & detta ¢! momento di rota-
zione della forza f intorno all’ asse Ox.

Questo momento della forza f intorno all’ asse Ox si esprime an-
cora per fsen.(fr).p, ciot per un prodotto di due fattori, di cui il
primo & la proiezione della forza f sul piano yz , proiezione

= f.cos.(yz, ) = [sen.(fz) ,

ed il sccondo ¢ la'distanza p di questa proiezione dall’ asse Ox. In-
fatti la coppia A & rappresentata sul piano yz da un parallelogram-
mo i cui lati sono le proiezioni de’ lati del parallelogrammo Oegf
( fig. 29). Ma la proiezione del lato eg = [ sul piano yz & = fsen.(fx),
e se questo lato del parallelogrammo A si prende per base , la sua
Aistanza p dal punto O ne sara 1" altezza, e si avra :

A= [sen.(fx).p.

I momenti di rotazione della forza f intorno agli assi y, z si tro-
verebbero in egual modo :

B=fsen.(fy).g, C=[sen(fz).r,

dove ¢ ed r segnano le distanze che corrono da ciascuno degli assi
y e z alla proiezione della forza f sui piani 2z, xy. In generale :

79. 1| momento di rotazione di una forza f intorno ad
un asse qualsivoglia si esprime col prodotto di due fattori, di cui
U uno é la protezione della forza sopra un piano perpendicolare
all’ asse , ¢ U eltro & la distanza di questa proiezione dall’ asse
medesimo.

80. Coroll. Allorché un sistema rigido , volubile intorno ad un
asse , emtra in movimento sotto I'azion di piu forze f, f7, f" etc., la
causa del moto puo ridursi ad una sola forza il cui momento sia
eguale all’ eccesso onde 1a somma de’momenti deile forze che tendo-
no a far girare il sislema in un senso, supera la somma de’ mo-
menti che tendono a farlo girare in senso contrario. Ed invero tutti
questi momenti rappresentano 1'azione di coppie situate in piani pa-
ralleli , perpendicolari all’ assc data, coppie che cquivalgono ad una
coppia unica eguale alla loro somma (55).
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I1. Formole per la riduzione di tutie le forze, applicate ad un
sistema rigido, ad una forza F ¢ ad una coppia G.

81. Siano f, f', " etc. le forze applicate al sistema rigido nei
punti

(av 8 7), (a', ﬁ'v 7’) ’ (a”, 3”; 7") etc. ,

ed abbiano ( parallele agli assi rettangolari x, y, z) le componenti
rispettive 4

(P, O, R), (P,0Q,K), (P,Q"R")etc

Le forze f, f', f" etc, si trasportino parallelamente a sé stesse in
un punto preso ad arbitrio nello spazio, e quivi si compongano in
una sola forza F, e le coppie che nascono da questo trasporto , in

una coppia sola.
Denotando per X, ¥, Z le componenti di F parallele ai tre assi

. Oz, Oy, Oz, avremo :

X=¢z=pP,
Y =%0,
Z=ER; P =X*+1*4+2%

ed & chiaro che queste componenti saranno sempre le medesime, al
pari di F, ovunque si prenda il centro di riduzione.

La coppia risultante G cangiando allo spostarsi del centro di ri-
duzione, sapponiamo successivamente che questo sia preso prima nel-
la origine O delle coordinate , ¢ poscia in un punto qualsivoglia
(x, y, z) dello spazio. :

Nel primo caso , se denotiamo per L, M, N le componenti di G
parallele ai piani yz, zx, zy, avremo per la legge della composizio-
ne delle coppie parallele

L=X(RE— @) .
M = £(Pr — Ra) ,
N=3Qx—PB): G =L*4+ M*4 N*.
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Nel secondo caso , se si denotano per

Gl’ Ll' "l’ Nl'

cio che ('liventano le'quantiul G,L,M,N nel centro di riduzione
(x,9, %), avremo

L, = E(Rg — Qy) — (yER — zEQ) ,
M, = £(Py — Ra) — (2P — zXIR),
N,=¥(Qs — P8) — (2TQ — yTP);

ossia , fatte le sostituzioni ,

Li=L—(Zy—Yz),
M=M—(Xz—2x),
N=N—(Yz—Xy); G*=L>2+M* +NS2;

per le quali formole si vede, che ciascuna delle tre coppie L,, M,, N,
€ una funzione (di primo grado), di due sole delle tre coodinate va-
riabili z, y, z del centro di riduzione, e che & funzione di quelle
due coordinate che sono parallele al piano della coppia.

82. Coroll. Se le tre ultime equazioni si moltiplicano rispettiva-
mente per X, ¥, Z, e poi si sommano i prodolti, nasce la relazione

LX4+MY+NZ=LX~+ MY+ NZ

equivalente a ( Append. 11)
F.G,c0s.(FG,) = F.Gcos.(FG) ,

donde
G cos.(FG,) = Gceos.(FG) .

Quest’ equazione ci fa manifesto quello che gid si & trovato per al-
tra via, cioé che : « Allo spostarsi del centro di riduzione (z, y, 2),
quantunque 1’ asse G, della coppia risultante vada cangiando dire-
zione e grandezza , nondimeno la sna proiezione sopra la direzione
della forza risultante F ¢ dappertutto la medesima (67). » Denoteremo
per K questa proiezione costante , talché sia G cos.(FG) = K.
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HI. Formole per le qudli si determina il luogo di tutti i centri
di riduzione, dove il piano della coppia risultante G, riesce perpen-
dicolare alla direzione della forza risultante F. Dell’ equivalenza
delle forze ad una sola.

83. Problema. Determinare il luogo de’ centri di riduzione
(z, y, z) dove la direzione della forza risultants F riesce perpen-
dicolare al piano della coppia risultante, e perd parallela all’ asse
G, di essa coppia. :

Soluz. Le due rette F, G, dovendo esser parallele nella fatta

Al

supposizione, il rapporto che ¢ tra esse = —g , sard pur quello del-
4

le loro proiezioni omologhe (Append. 4). Si avrd dunque

z

=1T‘.

X—
L =

R~

Questa proporzionalitd, che equivale a due equazioni di primo grado
fra le coordinate (z, y, z), dimostra che il luogo cercato & una li-
nea retta. :

Procuriamo di dare all’ equazione di questa retta una forma piat

semplice. Dalla preporzione W= 2z si trae YN, =ZM,, ossia (81):
[} 4

¥[N— (Yz— Xy) | = Z[M — (Xz — Z2)],
e quindi
FN—ZM =(T*+ 2%)x — X(Yy + Z3) .
Ed essendo X? 4~ Y3« Z*=F2, e perd Y? o 2> = F* — X?, con-

chinderemo la prima delle tre formole seguenti, e dalla prima per
ragion di simmetria le altre due

YN — ZM = Pz — X(Xz + Yy + 2z,
ZL— XN=Fy— Y Xz + Yy + 2z),
XM —YL=F%z—Z(Xz+ Yy +2z2) .
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Denotiamo per a, b, ¢ le coordinate i cui valori sono dati dalle tre
equazioni : . :

Fq = YN — ZM, F*b = ZL — XN, F?%¢c = XM — YL.
Le formole precedenti daranno

Xz 4+Yy4-2z _ x—a _ y—b _ z—¢
) - x T Y Tz

La proporzionalita

r—a __ y—>b zZ—c

X = r Z

rappresenta una retta indefinita, condotta dal punto (a, b, ¢) paral-
lelamente 2lia direzione della forza F (Append. 19), retta che si &
chiamata asse centrale.

Per costruire il punto (a, b, c) si osservi che, segnata con p la
risultante delle a, b, ¢, la retta F"p sara la risaltante delle F?a, F*b, F*c
‘espresse da’ binomii -

. ¥N—ZM, ZL— XN, XM —YL.

Ma questi binomii esprimono pure (nel senso di x, y, z) le compo-
nenti dell’ asse del parallelogramme = FG sen.( FG) avente per lati
contigui le due rette F, G (Append. 39 e 41). Si avra dunque

Gsen.(FG)

Fp = FGsen.(FG), ¢ p= 7

Cid posto, si fa chiaro che la retta: p, dalla’cui estremitd (a,%, c) si
ha da condurre I’ asse centrale, deve inalzarsi a perpendicolo sul
‘Gsen.(FG) '

piano dell’angolo (FG), ed essere = 7
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Ed eccoci arrivati con metodo analitico alla costruzione geome-
trica dell’ asse centrale, ed alle formole

Fp=Gsen(FG), K= Gcos.(FG)

gid trovate pil direttamente ed intuitivamente (65 ¢ 67).

84. Coroll. Quando le forze f, f', f' etc. applicate al sistema ri-
gido equivalgono ad uma sola forza F, questa agird secondo I’asse
centrale, in cui il valor minimo K della coppia risultante G, dovrd
riuscire = 0. In questo caso adunque sari

Geos.(FG) = K=0,
donde ¥

) 4
cos. (FG) = LX+‘;G+NZ =0.

L' equazione
LX 4+~ MY 4-NZ=0

significa che : « Per la equivalenza di tutte le forze f,.f', f* etc. ad
una sola si richiede che, trasportate queste in un punto 'qualsivo-
glia O, ivi la direzione della forza risultante F riesca perpendicola-
re all’ asse della coppia risultante G. »

Cio verificandosi, la retta secondo cui agisce la forza equivalen-
te F si fard nota per la proporzione

r—a _ y—b __ z—c¢

X I 3 z '

essendo il punto (a, b, ¢) determinato dalle:

a b ¢ 1

S N—ZM — ZL— XN — XM—¥L — P’

e la reita p, composta delle tre a, b, ¢, essendo determinata da

p=%=[/(a'+b’+c’).



56

1V. Formole per I’ equilibrio di un sistema rigido e libero ,
proprieta generali dell’equilibrio de’ sistems
di forma variabile.

85. Affinché¢ pia forze f, f', " ete. di qualsiveglia direzione
(L, m,n), (I,m, a'), (I"',m", n") etc. (28), applicate ai punti
(a,8.9), (& 8,9), (a" 8" 3") etc. di un sistema rigido
e libero, si facciano equilibrio, sappiamo esser necessario e suffi-
ciente che rendano soddisfatte le due equazioni (60) :

F=0, 6=0;

le quali, essendo P==If, Q=mf, R=nf, etc., equivalgono
alle sei

(a) {0:}:lf=2mf=z:nf;

0==xf(ng — my) = Epfsen.(fz),
) 0==xf(ly — na) = Xqfsen.(fy),
0 =7x%f(ma — IB) = Erfsen.(fz).

Questi due gruppi (d) e (b) di equazioni significano che: Per 'l'oqui-
librio di un sistema rigido e libero 8i richiede .

1°. Che la somma delle forze, stimate secondo tre assi coordina-
ti, risulti equale a zero rispetto a ciascuno di questi assi ;

2°. Che la somma de’momenti di rotazions di tutte le forze, in-
torno a tre assi coordinati, risulti eguale a-zero intorno a ciascu-
no di questi assi.

Delle quali equazioni le prime tre si dicono comdisioni del-
¥ equilibrie di traslaziome s ¢ le tre rimanenti, condi-
siomni dell’equilibrio di rotasiomes perché esprimono ezian-
dio ( come vedremo in seguito ) che il sistema non pud concepire
alcun moto né di traslazione, né di rotazione.
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86. Coroll. Quando le forze f, ', f"" etc. sono tulte parallele tra
loro, e si riguardano come esprimenti.numeri negativi quelle oppo-
ste alla direzione (I, m, n), allora delle sei equazioni (a e b) le
prime tre si riducono alla sola '

=0,

essendo

BIf =IXf, EImf=mEf, Enf=nif;
e le tre ultime (b) si riduqono alla doppia properzione

e _ 36 _ Efr

1 — —_— ’

m n

conforme a cio che si era trovato per altra via (50).

87. Scolio. Le condizioni dell’ equilibrio de’ sistemi rigidi e li-
beri costituiscono le proprieta gemerali dell’ equilibrio ,
dovendosi ritrovare nell’ equilibrio di tuti i sistemi possibili, di for-
ma comungue variabile. Infaiti , se pil forze si fanno attualmente
equilibrio sopra un sistema di forma variabile , & evidente che 1'equi-
librio non cesserd supponendo che il sistema sia reso ad un tratto

invariabile, o che venga per cosi dire a farsi, rigido ¢ solido per sé
medesimo. o ’
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- CAFPO V.

Dell’ equilibrio de’sistemi di forma variabile.

e XD § CE————

88. Allorché un sistema animato da forze ¢ di figura variahile,
i punti di applicazione non essendo pin invariabilmente connessi tra
loro, viene a mancare la condizione essenziale per la quale era le-
cito di trasportar le forze, e di sostituire alla loro azione, per quan-
to si volesse complessa, I' azione equivalente di una sola forza e di
una sola coppia (59). In questo caso adunque, oltre le condizioni
che assicurano I’ equilibrio di un sistema rigido (87), altre se ne
richiedono, le quali si sogliono scoprire facendo uso del seguente:
" Primecipio. « Un sistema di figura variabile sard in equilibrio
» se, decomposto in sistemi rigidi parziali (che talvolta potranno
» consistere in semplici punti), ciascuno di questi sistemi parziali si
» regga in equilibrio da sé¢ sotte 1’ azione di tutie le forze agenti su
» di esso, compresevi quelle che nascono da’ suoi legami coll’ intero
» sistema. »

§ 1% Dell’ equilibrio di un punto M scorrevole sopra

une data superficie. -

89. Teor. Un punto materiale M collocato sopra una superfi-
tie resistente vi stard in equilibrio , se le forze che lo sollecitano
8i riducano ad una forza F, che sia normale alla superficie, ¢
che di pid spinga il punto contro la medesima. E viceversa.

Dim. Se la superficie resistente € un piano, & manifesto che la
forza F, siccome normale e perd simmetrica rispetto al piano, non
puo aver ragione di eccitare intorno a sé piuttosto in una direzione

8
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che in un’ altra il moto del punto M; dovra dunque ridursi ad una
semplice pressione, cio¢ ad una forza il cui effetto & interamente
distrutto dalla resistenza del piano. E lo stesso avverrebbe se la su-
perficie fosse curva , potendosi intendere sostituita dal piano che la
tocca nel punto M.

Vieeversa : Se un punto M sollecitato da forze riposa in equili-
brio sopra uma superficie resistente, la risultante F delle forze agird
normalmente contro la superficie. Imperocché se fosse obliqua , po-
trebbe risolversi in due 1’una normale e I'altra tangenziale : la pri-
ma sarebbe distrutta dalla resistenza della superficie, ma la seconda
non incontrando ostacolo (si fa astrazione dall’attrito) farebbe muo-
vere il punto M.

90. Coroll. I. Siano z, y, z le coordinate rettangolari del punto
M sulla superficie dell’ equazione

N(z y,z)=0,

e P, Q, R le compenenti della forza F paraliele alle z, y, z : nel
caso di equilibrio si avranno le relazioni

P _ Q0 _ R _F
@ N SN TN T
dz dy Tdz

=VAE) (5~ (@]

Infatti sappiamo (4pp. 61) che, conducendo nel punto z y z una

dN dN dN .
retta n composta delle tre e 7!’— ' 7 parallele agli assi coor-

" dinali, questa retta n & normale alla superficie N, e perd parallela

alla forza F.

Viceversa : Se sussistono Ie relazioni (a), la forza F sard norma-
le alla superficie N, ed, ove spinga contro di essa, vi terrd in equi-
librio il punte M.

91. Coroll. II. Se il punto M ¢& in equilibrio sulla curva
N(x, y) =0, sari

2 N\ 2
r_0_r o V[E+GE]
dN TGN — 0 ¢ = z y
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§ 2°. Dell’ equilibrio del poligono funicolare: 1°. in generalc ; 2.°
quando le forze dividono per metd gli angoli ; 3°. ¢ quando sono
porallele o pesi. Figura del poligono. Poligono composto di lati
rigidi addossati gli uni agli altre.

92. Problema. Trovare le condizioni dell'equilibrio del poli-
gono funicolare fABC....F (fig. 30), cioé di un sistema di punts
che, essendo legati tra loro da fili flessibils e inestendibili, sono
tratti rispettivamente da forze date. '

Soluziome. L'equilibrio di ogni vertice, quale B, richiede che
vi si equilibrino tre forze, cioé la forza applicata f” e quelle che
vengono dalle tensioni de’ lati comtigui BA, BC. Queste tre forze
dovranno esser dunque in un medesimo piano, e ciascuna esser pro-
porzionale al seno dell’ angolo compreso tra le direzioni delle al-
tre due (20). E V'equilibrio di ciascun lato richiede, che sia teso mel-
le sue estremitd da forze uguali e contrarie, 1’ intensitd delle quali
misura la tensione del lato.

Denotiamo per a, b, ¢, d,....¢ i lati successivi del poligono che
supporremo aperlo, per f, F le forze che tirano i capi estremi a, ¢;
e per f', f", ", etc. le forze applicate ai vertici intermedii 4, B, C
elc., ossia (ab), (bc), (cd) ete.

Per tradurre in formole I’ equilibrio del poligono bastera decom-
porre ognuna di queste forze intermedie in due, direlte secondo i lati
dell’angolo cui ¢ applicata (proiettandola sopra ciascuno di essi, es-
sendo I’ altro dirigente ) , e poi esprimere che ogni lato & in equi-
librio da sé per le forze da cui & teso. Nasceranno 1’ equazioni :

=0, etc.

[+ sen.(bf') _ —o, f,aen.(af) o sen.(cf")

sen.(ba) sen. (ab) * 1 en. (cd)

equivalenti alle
,sen.(f'a) __ ., sen(f"c)
b f sen.(ad) — f sen.(bc)
M —r=r (fb’ , sen. (") _ . sen.(f"d)
sen.(ab) * ( sen.(bc) =f sen.(cd) ’

etc. = ete.
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nelle quali gli angoli sotto i seni, per es. (f'd), misurano il deviar
che fanno 1’ una dall’ altra le direzioni che vi sono segnate; onde i
simboli (ab), (bc), etc. denotano gli angoli esterni supplementi de-
gli angoli interni 4, B elc. del poligono.

93. Coroll. Se il poligono riducasi ai due lati a, b fissi ne’ loro
capi, le loro tensioni sarapno

, sen.(f'D) fl sen.(f'a)
I —end Vosend
Suppongasi ora, che la direzione della forza f’ tagli per meta 1I'an-
golo A delle due funi @, b : esse funi saranno tese ugualmente, e
sard la tensione .

- __f

~ "2cos. 34 ~ 2sen.j(ab)

a causa di
sen.(f'a) = gen.(f'd) —sen. 44, e di sen. A == 2sen.; Acos.} 4.

E viceversa : Se le due parti della fune siano tese ugualmente,
la direzion della forza f' dovrad divider per meta 1'angolo 4. Cosi,
per esempio, se il punto A di applicazione fosse scorrevole a modo
di anello, le due parti della fune (comunicando liberamente tra lo-
ro) sarebbero tese ugualmente, e pero la direzion della forza f' do-
vrebbe divider per metd 1' angolo A.

94. 1. Meor. Se nel poligono funicolare fABC....F (fig. 31) le
forze f', f", " ete. dividono per meta gli angoli interni A, B, C
etc. a cut sono applicate, ogni lato sard teso egualmente, ed il va-
lor comune T di questa tensione, stimata nel senso in cui si per-
corre il perimetro del poligono, sara :

r_ - _r

T=—f= — — = ele.
! 2co0s. 54 2c0s. LB ete

v ¢i0 che torna lo stesso :

o _ f
& r= f‘_hm.g(ab) T 2sen.1(be)

= etc.

vale a dire : il valore della tension costante del poligono ¢ uguale
al quoto che st ottiene; dividendo una forza qualsivoglia applica-
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ta ad un vertice pel doppio coseno della meta dell’ angolo interno,
oveero pel doppio seno della meta dell’ angolo esterno corrispondente.

Dim. Poiché ognuna delle forze applicate ai vertici divide per
meta I’ angolo corrispondente, le sue¢ componenti dirette secondo i
lati dell’ angolo saranne egoali, ¢ per conseguente saranno tutte egua-
1i tra loro le forze onde sono tesi e tenuti in equilibrio i lati conse-
cativi. Quindi le formole (1) che rappresentano le tensioni de’ lati,
si muteranno nelle proposte (93).

95. Il. Teor. Quando le forze applicate agli angoli sono pe-
sd (o0, cid che torna lo slesso, quando sono parallele), altora: 1°.
il poligono sarda tuito compreso in un medesimo piano verticale ;
2¢. E sc la tensione di ogni lato si decompone in due forze, U'una
orizzontale O ¢ lalira verticale, la tensione orizzontale sa-

ra costante , ed il suo valore (segnata con z la direzion verticale)
sara :

sen.(za)sen.(zb)

—_ N - » sen.(zb)sen.(zc) _
@) O=—feenGay=—C 0 =1 —enppey —
N & _ r

T cot.(za) —cot.(zb)  cot.(zb)—cot.(zc) =ete.

Bim. 1°. Nel piano in coi sono i due lati a, b e la forza f'
dovrad pure trovarsi la seconda forza f”, che per ipotesi & parallela
ad f'. Ed in questo piano cadrd eziandio il terzo lato ¢, e quindi
la terza forza f, e cosi fino all' uitimo.

2¢. Se I’ equazioni (1) del n°®. 92 si moltiplicano rispettivamente
per

sen.(za) , sen.(zb) , sen.(zc), etc.

( con che si ottengono le componenti orizzontali di simili tensioni )
si vedra subito, che il secondo membro ¢i ciascheduna di esse divie-
ne identico al primo di quella che segne, e cosi compariranno sotto

la prima delle forme proposte (3), dalla quale si passera alla secon-
da forma osservando essere

sen.(ad) = sen.(az ~+ zb) = sen.(zb)cos.(za) — sen.(za)cos.(zb),
e per conseguente

sen.(za)sen.(zb) __ 1
sen.(ab) T cot.(za) — cot.(zb) °
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« Per ottenere adunque la tensvone orizzontale O, costante in
tutta U'esténsion del poligono earico di pest, basta moltiplicare un
peso qualunque applicato ad un vertice pe’ seni degli angoli che &
latd adiacenti fanno colla verticale, ¢ poscia dividere il prodotto
pel seno dell’angolo corrispondente ; ovvero: basta divider quel peso
per la differenza delle - cotangenti degli angoli che i lati adiacents
fanno colla verticale. » : »

96. Coroll. Denoliamo per s un lato qualunque di questo-poligo-
no, per-T la sua tensione amsoluta, ¢ per O ¢ V le componenti
orizzontale ¢ verticale della stessa tensione : sard

O = Tsen.(z8) , V = Tcos.(z3),

e per conseguente
0

= e———, V=0.cot(z3),
T son. (=) V = O.cot.(z3)

donde, essendo O costante, si raccoglie che:

Nel poligono carico di pesi (al quale si pud anche riferire una
catena sospesa a due punti fissi ) :

1°. La tension assoluta é mimima nel punto infimo, o nel
lato orizzontale se vi é, ed appresso va crescendo nella proporzio-
ne in cui diminuisce ¢l seno dell’ angolp (z8) onde ¢ lats ascenden-
ti 8’ inclinano alla verticale ; 2°. E la tenston verticale va crescen-
do proporzionalmente alla cotangente della stesso .angolo.

97. 1lI. Teor. Nel poligone carico di pesi le direzions de’ lati
estrems @, q 8" incontrano sulla verticale .che passa pel. cemtro di
gravita de’ pesi, ed ¢ valori T,, T, delle forze che li tendono, sono :

)

sen.(zq) o, sen.(az)
T gendaq) T T sendaq)

denotando P la somma di tutti i pesi applicati ai vertici.

" Dim. Supponiamo che il poligono divenga rigido senza che si
turbi I’ equilibrio. In questo caso il sistema puo ridursi a tre sole
forze, cioé alle forze che tendono i capi estremi a, g del poligono,
ed alla forza P risultante de’ pesi, la cui direzione verticale passa
pel loro centro di gravitd. E siccome queste tre forze non possono
essere in equilibrio senza che le loro direzioni concorrano in un me-
desimo punto, cosi le prime due dovranno incontrarsi sulla direzion
verticale della terza P, 14 quale, ove sia decomposta secondo cote-
ste direzioni di a, q, dard subito le due formole proposte.
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Coroll. 1. E da queste s’ inferisce che, se 1’ angolo (ag) onde la
direzione dell’ ultimo capo g della fune devia dalla direzione del
primo capo a, ¢ molto piccolo, le tensioni di questi capi saranno
grandissime in paragone del peso totale P della fune. Quindi: Non
v’ ha tensione che basti a stendere una corda pesante in linea ret-
ta non verticale.

Coroll. II. Se ciascuna delle due tensioni estreme T,, T, si de-
cemponga in due forze (0,, ¥,), (0,, ¥,) I'una orizzontale ¢ I’ al-
tra verticale, essendo queste forze in equilibrio col peso P, si do-
vra avere

Vi+V,=P, O, +0,=0,

e pero 0=0,=—0,.

98. Nell’ equilibrio del poligono funicolare la temsiome df
um Ratoe pud riguardarsi come une forza di reazmiome che
spiega la sua energla con due sforzi wuguali ed opposti, pe’ quali
tiene in equilibrio separatamente le due parti del poligono situats
al di l& e al di qua di esso lato. E siccome I' equilibrio non cessa
se si rende rigido il poligono, cosi & manifesta la seguente :

Proposizione. La tensione di un lato del poligono funicola-
re, stimata nel senso in cui se ne percorre tl contormo, é tguale
ed opposta alla risultante di tutte le forze applicate al poligono
dalla sua origine sino al lato che si considera.

99. Prob. 1. Dati ¢ lati a, b, ¢,..q e le forze f, f', [",.... F
che If devono tendere, costruir la figura sotto cui &i disporrd il
poligono funicolare nello stato di equilibrio.

Solus. Il lato a dovrd avere una direzione opposta a quella
della forza f, il lato b una direzione opposta alla risultante delle
prime due forze f, f', il lato ¢ una direzione opposta alla risultante
delle prime tre forze f, f*, f", e cosi di seguito fino all’ ultimo lato
g (98). La forza F che tira questo lato dovra essere uguale ed oppo-
sta alla risultante di tutte le altre forze.

100. Coroll. I. Apparisce di qui che le forze, che tengono in
equilibrio il poligono funicolare, non debbono soddisfare che ad una
sola condizione, ed & che : trasportate parallelamente a sé stesse
in un medesimo punto, tvi si facciano ethbrw

101. Coroll. II. Riferito il poligono a tre assi reuangolarl, ‘sia s
il lato che unisce i due vertici consecutivi zyz, «'y'z', ¢ T la sua

——
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tensione : sara

—T TP 0 IR

— -— ——
— ’ ?

(a) s f—x" yY—y  T—=z

T* = (SP)* + (EQ)* + (ZR),

dove TP, £(Q, IR sono le somme delle forze f, f', f' etc. applicate

al poligono dalla sna origine fino al lato s e stimate paralielamente

alle coordinate x, y, z. Infatti coteste formole esprimono che la ri-

sultante delle tre forze TP, £Q, IR, siccome ugugle ed opposta alla

tensione del lato s (98), ¢ = — T, ed esprimono inoltre che le ret-

te parallele s, — T sono proporzionali alle loro proiezioni omologhe.
Quindi si avra puore °

cos.(xs) = =2 =

cos.(ys) = +—L =

cos. (z8) = — : =

Le formole (a), facendo conoscere i vertici consecutivi del poligo-
no, si possono riguardare come [l'equaziont del suo perimetro.

102. Problema lI. I capi estremi a, g del poligono essendo
attaccati a due punti fissi, ed essendo date le forze f', ', f" ete.
da applicarsi ai vertici degli angoli 4, B, C etc., determinare la
figura del poligono in equilibrio.

Soluz. Per risolvere questo problema basta determinare la forza
[ che equivale alla reazione del primo punto fisso; poiché, trovata
questa forza in grandezza e in direzione, la costruzione del poligo-
no si compie precisamente come nel problema che precede. A questo
fine osserviamo, che la retta che unisce i due punti fissi dee riuscire
contermina alla linea poligona di cui sono date le lunghezze de’ la-
tie, b, c....q, ¢ che per conseguente le proiezioni «, 8, 7 di essa
retta sopra tre assi rettangolari dovranno riuscire uguali alle proie-
zioni omologhe della suddetta linea poligona (App. 10. scol. I1.). Si
avrd dunque

‘@ == acos.(za) + bcos.(xb) =+ ccos.(zc).... +qcos.(xq) ,
B = acos.(ya) + bcos.(yb) + ccos.(yc).... + qcos.(yg) ,
¥ == acos.(za) -+ b cos.(zb) <+ ccos.(zc).... 4~ g cos.(zq) »
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dove i.valori de’ coseni si debbono ricavare dalle formole

z z b R
cos.(xs) :;:PT , c08.(ys) = :%, , €08.(28) = ——RI-' y o)

supponendo che il lato s rappresenti successivamente i lati a, b, c,...q.
Ma in quest’ espressioni non entrano come incognite che le sole
componenti P, Q, R della prima forza f, essendo date per ipotesi
tutte le altre forze f', f", f" etc. in grandezza e in direzione. Dun-
que le tre equazioni (c) potranno farci scoprire i valori di queste tre
incegnite P, O, R, ed appresso la figura del poligono.

103. Scolio. Le formole ottenute sin qui intorno al poligono fu-
nicolare servono pure a determinare a quali condizioni e sotio qual
figura & tenuto in equilibrio un poligono composto di lati rigidi e
semplicemente addossati I'uno all'altro; né avvi altro divario se non
questo , che cio che si € chiamato tensione de’ lati, si dovra chia-
mare pressiome o spinta. .

Per esempio, se le forze f', [, etc. consistessero in pesi, il po-
ligovo di lati rigidi e addossati I’ uno all’ altro dovrebbe sorgere in
un piano verticale, colla concaviti verso il basso, offerendo la stes-
sa figura, ma posta a rovescio , dell’ analogo poligono funicolare.
Questo poligono rigido, oltre esser carico negli angoli, potrebbe es-
serlo ancora in uno o pia punti de’ lati; perché, risolvendo ciascuno
di questi nuovi pesi in due applicati alle estremita del lato corris-
pondente, si ricade nel caso del poligono aggravato mne’ soli vertici.

Se i lati del poligono consistono in verghe rigide congiunte a
cerniera negli angoli, in guisa che gli angoli possano aprirsi o ser-
rarsi senza che i termini de’ lati mutino distanza, & manifesto che
la figura sollo eni questo poligono si mette in equilibrio, potrd es-
sere indilferentemente quella dell’ analoge poligono, sia di lati fles-
sibili e inestendibili, sia ‘di lati rigidi e addossati I’ yno all’altro.
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§ 3°. Della figura di equilibrio della curva funicolare ¢ sue
proprieta: caso in cui' la fune & incurvata da forze normali.

104. Meor. La curva funicolare in equilibrio si pud riguarda-
re come un poligono infinitilatero, tirato ne’ suot vertici da for-
ze date.

Dim. Supponiamo che la curva s sia sollecitata dalla forza f la
quale, nel passare da un punto ad un altro, varii insensibilmente
&’ intensitd e direzione. Questa forza, nel tratto infinitesimo di ogni
elemento ds, si potrd considerare come operante con azioni uguali e
parallele che si comporranno in un’ azione unica risultante = fds ,
applicata al centro di gravitd di ds. Cosi, tutti gli elementi ds della
curva potendosi supporre animati ciascuno da una forza unica ap-
plicata ai loro punti di mezzo, si fa manifesto che la curva stessa
si polra riguardare come un poligono mﬁmulalero sollecitato in tut-

-1i i suoi vertici da forze date.

105. Coroll. I. E dalla teoria del poligono funicolare in equili-
brio si raccoglierd : 1°. Che la forza fds, che anima un elemento
qualunque della carva funicolare, ¢ contenuta nel piano determinato
da’ due latercoli conmtigui al suo punto di applicazione, ossia in
quello che si é chiamato piano osculatore di essa curva ; 2° E che
la tensione T dell’ elemento ds, diretta secondo il medesimo, &
nguale ed opposta alla risultante di tutte le forze fds applicate ai di-
versi elementi ds della curva, dalla sna origine fino all’ elemento
ds che si considera (98).

106. Coroll. II. Riferendo adunqne la curva a tre assi rettango-
lari, si avrd

() — T _ fPds _ fQds __ [Rds
ds ~— dr ~ dy T . dz '
(2 T* = (fPds)*+ (/Qds)* + (fRds)* ,

dove fPds, fQds, [Rds denotano le somme delle forze elementari
fds applicate alla curva, dalla sua origine fino all’ elemento ds che
si considera, e stimate parallelamente alle coordinate z, y, 2z

Coteste formole esprimono infatti che la risultante delle tre forze
f Pds , J0ds , f Rds , siccome ‘uguale ed opposta alla tensione del-
I’ elemento ds , ¢ = — T, e che le rette parallele — T, ds sono
proporzionali alle loro proiezioni omologhe (101).
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107. Coroll. III. Dalle {1) si ricava

, . dz _ dy _ JE_ .
Oy fPds=—T17, Jods=—T, [Rs=—T 7

e queste, differenziate, generano le segmenti
dz
Pis+d(137)=0,
n dy .
(1 Qds +-dy T-2)=0,
ds

. d
. ras +a( 7%) =0,
ds
afte q‘nali si puo anche arrivare immediatamente esprimendo I' equi-
librio dell’ elemento ds sotto le azioni delle tre’ forze che agiscono su
di esso, vale a dire della forza fds, e delle tensioni che ne tirano

I’ estremitd in senso opposto. Per esempio, queste tre forze stimate
secondo 1’ asse x sono

dx dx dx
pds, —7 9% 79z ( ﬂ),
T4 Ta+i\Ty)

1a cui somma eguagliata a zero offre appunto la prima delle (f)".
E poi chiaro che dalle (1)" si risale, integrando, alle (1)'.
Scolio. Dallo sviluppo delle (1)” si trae

P=— —:'— cos.(xr) — d—T-cos.(xs) ,

ds

T dr
0=— - cos.(yr) — % cos.(ys) ,

T ar
R=~— - cos.(zr) — e cos.(zs) ,

e quindi
fcos.(sf) =— % )
) T
f8eﬂ.(‘f) —— "—rv- »

essemdo r il raggio osculatore.

—— -
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Da quest’ ultime relazioni apparisce che :

« L'azione, onde la tensione -T in ciascun elemento ds della cur-
va controbilancia 1' azione della forza sollecitante f, si compone di
due azioni dirette nel piano osculatore , ' una tangenziale ed

ar

T
= rall e I’ altra normale alla curva ed = - »
8

ar - .
108. Coroll. IV. Dalla fcos.(sf) =—7-f- si raccoglie

— dT = fds cos.(sf) = Pdx + Qdy + Rdz ,
vale a dire : °
« La variazione che subisce la tensione, nel passare dal principio
al termine di un elemento ds, & uguale alla forza f che anima I'ele-
mento , stimata secondo la direzione dello stesso. »

109. Teor. Nell’ equilibrio di un filo flessibile incurvato da
forze mormali s 1° la tensione é coslante in tulta U estensione
del filo ; 2°. ¢ U’ intensits della forza normale varia da un punto
all’-altro in ragion inversa del raggio osculatore r corrispondente.

Dim. Infatti essendo in questo caso cos.(sf) =0, sen.(sf) =1,
sar

dT =0, donde -T = costante ;

ed ' f=—TT:

dove il segno (—) significa che la forza normale f dee avere una
direzione opposta a quella del raggio r che va dalla curva al centro
di curvatura, o, in altri termini, significa che le forze f, nell’in-
curvare il fllo flessibile, .debbono agire dalla parte concava alla
convessa.

Altra dimostrazione. 11 filo incurvato da forze normali pué ri-
guardarsi come un poligono infinitilatero in cui le forze applicate ai
vertici dividono per mezzo gli angoli corrispondenti. Ma si & trova-
to che in simile poligono (94) la tensione & costante, e che &

essendo ds I’angolo esterno, ossia 1’ angolo di contingenza. Dunque
sard

) _ fds _ T
—T= costante:wzfr, ed f._-——r-.
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110. Coroll. Se un filo flessibile circondotio ad una superficie
curva resistente & tirato nelle sue esiremitd da’ due forze, meilo stato
di equilibrio : 1° le due forze dovranno essere uguali; 2° il filo sara
tatto teso egualmente ; 3° la pressione ch’esso fa sopra ciascun punto
della superficie sard inversamente proporzionale al raggio r di cur-
vatura; 4° ed infine il piano osculatore della curva sard normale in
ogni punto alla superficie.

Imperocché la resistenza che la superficie abbracciata oppone al-
la pressione del filo ¢ da per tutto una forza normale al filo, a
quel modo che la pressione & normale alla superficie. Siamo dun-
que nel caso di un filo incurvato da forze che son normali al filo
ed alla superficie, donde segue che il piano osculatore della curva
sard normale in ogni punto alla superficie.

Scolio. La linea pid breve che si possa condurre da un pun-
to ad un altro di una superficie curva (linea chiamata geo-
desica ), essendo rappresentata da un filo tese per quanto puo
esserlo tra i due punti, ha la proprieta che il suo piano osculatore
¢ normale dappertutto alla superficie.

§ 4% Della figura di equilibrio di una catena che pende da
due punti fissi, cioé della Catemaria, sia omogenea,
sia eterogenea. Folte.

111. Quesito. Si domanda U’ equazionc della Catemaria ,
cioe della curva di equilibrio di un filo flessibile e pesante che pen-
de da due punti fissi A, B (fig. 31).

Risposta. La catenaria, polendosi riguardare come un poligo-
no infinitilatero carico .di pesi, & tutta compresa nel piano verticale
che passa pei due punti di sospensione 4, B (95). In questo piano
e nel punto infimo O della curva s’ intendano coordinati due assi
Ox , Oy, il primo orizzontale ed il secondo wversicale e diretto
all’ insu.

Se il filo & omogenco e di grossezza uniforme:

1°. L’ equazion differenziale della catenaria sard

(a) ady = gdz ,

dove a & una costante proporzienale alla tensione orizzontale , ed s
¢ la lunghezza dell’arco che dal punto O va al punto (z, y).
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2°. E I’ integrazione della (a) condace ad un’equazione finita la
quale, secondoché si voglia tra’le variabili z ed y, od = ed s, od
y ed s, si potrd mettere sotte la forma

®) s= ST F ),
s =1/ (20y+ y?).

3°. Per determinare la costante @ si ha I’ equazion trascendente

(c) | . a(cﬁ —G—E‘) = [/(l’— n’).

dove ! & la lunghezza data della catenaria, ed m ed n sono le pro-
iezioni orizzontale e verticale della retta Che unisce i due punti di
sospensione 4, B. .

4.° 11 punto infimo O si determina per mezzo delle sue distanze
a, B orizzontale e verticale dal punto B, cioé¢ da uno de’ punti fis-
si di sospensione, e queste distanze sono

a—'-i— m -+ al l+”)
- 2 ( T2/

@ ¢
o © -—2) :

>
i

IR

—_
i.

Dimostrazione.

Sia f il peso dell’ uniti di lunghezza del filo s : fds sard il pe-
80 dell’ elemento ds, di cui le componenti orizzontale e verticale pa-
rallele agli assi Ox, Oy saranno

Pds =0, Qds=— fds;
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e le formole (1)”, ch’esprimono I’ equilibrio di un elemento qualsi- .
voglia ds della curva funicolave, cio¢ le .

£)=s. auei(r2)-
Pds-o-d(T?;- =0, gir+d(73L)=0,

si muteranno nelle

dx _ ) dyy\ _
d(r—d‘—)_o, 4d(TF = fis .

la prima di queste, integrata, diviene ,

dx .
T =

~

(essendo a una costante da determinarsi ), e significa che: la ten-

sione orizzontale é costante per tutta la lunghezza della cdtenaria.
La seconda, integrata tra i limiti s = 0 ed s qualsivoglia, diviene

dy __
T3 =P

e significa che: la tenston verticale cresce, a partire dal punto in-
fimo O, proporzionalmente alla lunghezza s dell’ arco.
Dividendo 1’ una per l’altra coteste equazioni, si ottiene

dx __ a
dy — s’
donde
(8)) ) ady = sd.‘z;

che & I’ equazion differenziale proposta tra le variabili z, y, s,. le
quali d' altra parte sono pur vincolate dall’ equazione

ds? = da? 4 dy3.
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Se da esse eliminiamo dy, risulta

ds_ax\/(‘*~)

€ per conseguente
(2) dx = -

ds
V()

Per integrar quest’equ'azione, ed arrivare in appresso il pit pron-
tamente possibile ai risultati proposti (b), (c), (d), posto

i=) =1,
faremo uso delle seguenti note relazioni (Vedi I' Appendice)

. 1 6 —0
tome:—i—(e +e ),
(4) donde 6 —1

A 1,6 —6 —itang. i6 = —(—
——'80”49:——2—0 [ ), \O -1

nelle quali le linee trigonometriche dell’arco immaginario 6 si deb-
bono riguardare come simboli delle funzioni di 6 rappresentate dai
secondi membri, funzioni che godono di tutte le proprietd delle li-
nee trigonométriche degli archi reali.

Cio avvertito, se la (2) si scrive sotto la forma

d_

T V-ET

e poi s'integra da (=0, s=20) fino ad = ed s qualunque, si

s . 12 18 . 18 i . e
avra subito — = arc.sen. — , ossia — = sen. — , € quindi
a a a a

i
3 = S —
(3) ) ia sen. —
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Sostituendo nella (1) questo valore di s, si ottiene

L) = — sen. ia-:—.dir—,

che integrata dal punto (z =0, y=0) fino al punto (x, y) si
muta nella

4) y:a(cos.—'—a-:-—l)-
a
Infine dalle (3) e (4) ricavando i valori di sen. '% ) co:.i:—c- , ed

inalzandoli a quadrato , si deduce

2
(1_..%)2_‘—:1, donde s=|/(2sy + y*).

al
Quest’ equazione tra s ed y, e le due precedenti tra a2 ed y, e tra
x ed s [avuto riguardo alle (4) ] non sono altro che I’ equazioni ().

Passiamo ora a determinare la costante incognita a, e la posi-
zione del punto infimo O rispetto ad uno de’ due punti fissi 4, B.

Denotiamo per (—e=,, 8,), (=, B) le coordinate rispeitive di
cotesli punti fissi (fig. 31), e per S,, S i due archi 40, OB. Es-
sendo | la lunghezza della catenaria A0 + OB, ed m ed n le pro-
iezioni della retta 4B sugli assi Ox, Oy, avremo

S,+8=!l, ada,=m, B—B,=n.

Ma le (3) e (4) danno

S:—aa’u»._':, ( _.—.a(cos. —"«—l ),
a a

. ta fa
S,:—-auen.T‘, l p‘=a(cos.7‘—— l),’

onde le S+ 8, =1, 8—48,= n, si convertono nelle

. 12 !.a;
— ai [(sen. — 4+ gen.——) =1,
a a

" %,
alcos. — — cos.—)==n,
a a

10
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le quali, avato riguardo alla 4 =~ a, = m, ed alle seguenti relazioni
trigonometriche ‘

sen.p-sen.g=  2sen.3(p =+ q) cos.k(p — q) ,
€os.p — cos. g == — 2sen.§(p + q) sen.§(p — q),

diventano

. m f(a — a‘) =1
2a1sen. % €08.: % =i,

im (2 —a)
2a fen. 20 sen. -»T——_n .

Ora, se di queste si prende la differenza de’ quadrati, si trova

im
— 4a? sen.d 5 =013—n,
donde

—-2aisen.—;% =1(P—n),

equazione equivalente alla (c). E se si prende il quoziente, si trova

. fla—a) n
itang. % =T
che , falto « — a, = y4 , equivale a
ot —1 :-“—, donde ¢* = I+ n ,
u l l—n
&+ 1

ed
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Finalmente le & 4 4, = m, a — &, = u, ¢ la (4), somministrano

a= f(m-+u), ﬁ:a(cos.-—ii-—i).

equazioni equivalenti alle (d).

112. Scolio. Nella soluzione del problema antecedente si & suppo-
sto che la Catenaria omogenea, nel punto in cui cessa di scen-
dere per cominciare a salire, cioz nel suo punto infimo O abbia
una direzione orizzontale, essendo questo il caso piu ordinario. Se
fosse altrimenti, se per esempio dal fondo del filo pendesse un peso
particolare, oppure se l1a Catenaria fosse tesa in modo che il punto
pil basso fosse I' uno A de’ punti di sospensione (fig. 32), in que-
sto punto infimo A4 la tensione verticale, espressa dalla

dy _
T o = Tcen.(a:f) ,

non sarebbe pilt eguale a zero; e per conseguenza se 1’ arco s si
conta a partire da A, integrando 1' equazioni

a(r%‘”—):o, d(r.;.i =fds,

si avra

dz d
T—d—.——_'fa, T—d‘y-zf(b-o-c),

dove la quantitd fb, costante dell’ integrazione, esprime cid che di-
venta la tensione verticale per s =0. Eliminando T da coteste equa-
zioni, si ha

ady = (b + s)dzx,
la gnale si riduce alla forma di prima ponendo

e =b 4 5:
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Quindi se immaginiamo prolungata la nostra catenaria B4 (fig. 32)
al di sotto del punto piu basso 4 per 1’ intervallo 40 =—5,
nel punto O la direzione di essa sard orizzontale, poiché in questo
punto I' equazione

ady = (b + 40).dz, equivale a % =0,

donde tang.(xs) = —2:7 =0

Se adunque intendiamo che I’ origine delle coordinate sia posta
nel detto punto O, la soluzione del nuovo problema sara ricondotta
per intero a quella che precede.

113. Scolio II. Allorché mel filo il peso non varia in proporzio-
ne della lunghezza s, I'equilibrio di un suo elemento della lunghez-
za ds sard espresso come prima dalle due formole

d(T‘%):o, d(T%’;’- = fds,

dove fds rappresenta il peso del nominato elemento, ma qui il coef-
ficiente f mon & piu costante, ma variabile da puato a punto.
L’ integrazione di coteste equazioni dara

dr __ dy __
T =a, rw_ffd:,

esprimendo a la tensione orizzontale che & costante per tuita la cur-
va. Eliminando T, nasce la

ady = dxffds ,

equazion generale di qualsivoglia catenaria.

Per esempio, nelle Catene di ferro da cui pendomo i ponti sos-
pesi, la componente verticale ffds della tensione si pud ritenere che
cresca, a partire dal pumto infimo O, nmella proporzione in cui va
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crescendo, non Ja lunghezza s della caléma, ma la sua proiezione x
sull’ orizzonte. Quindi posio ffds = px , sard

ady = pxdz , donde x*= —2-;- Y,

vale a dire : la catenaria sard una parabola simmelrica intorno al-
1" asse verticale y.

114. Volte. Le formole precedenti servono pure a rappresentare
la figura di equilibrio delle Volte considerate siccome sistemi di la-
tercoli rigidi, appoggiati 1’ un contro I’ altro, e reggentisi per lo
scambievol contrasto. Cosi, se I'azion delle forze applicate & quella
della gravita, la figura della Volta sard una catenaria posta a ro-
vescio.

§ 5% Della figura di equilibrio delle superficie di rivoluzione ;
‘caso delle forze parallele. Testuggini ¢ Cupole.

N. B. In una superficie di rivoluzione si dicono meridiant le li-
nee i cui piani passano per 1" asse di rotazione, e paralleli le linee
circolari i cui piani sono perpendicolari allo stesso asse.

115. Quesito. Dalla periferia di un circolo orizzontale pende equi-
librato un velo flessibile e inestendibile (fg. 33), la cui superficie
si puo riguardar come generata dal rotare di una curva intorno ad
en asse centrale Ox, ed ogni punto della superficie a cui corrispon-
dono le coordinate 2, y della curva generatrice & animato da due
forze P, ( parallele ad z, y, e funzioni di queste variabili. Si do-
manda 1' equazione della curva generatrice.

Risposta. 1°. Se la superficie di rivoluzione non sia intera, ma
un’ unghia isolata compresa tra due meridiani, la curva generatri-
ce dovra soddisfare all’ equazione -

dyfPyds — dz fQyds = 0,
e la legge , onde varia la tensione lungo un meridiano, sard

— d(Ty) = y(Pdz + Qdy). .o
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2°. Se la superficie di rivoluzione & intera, la curva generatrice
quandoe non soddisfaccia- alla prima dovri seddisfare alla seconda
delle due condizioni :

dyfPyds — dzfQyds = 0, = <0.

In”questo caso, oltre la tensione del velo nel senso de’ meridia-
ni, esisterd un’ altra tensione nel senso de’ paralleli, la quale sard
uniforme per ciascheduno di essi, ma potrd variare nel passare dal-
1’ uno all’ altro.

Dimostrazione.

1.° L’ unghia infinitesima U compresa sulla superficie da due
meridiani successivi, devianti 1’ un dall’ altro coll’ angolo de, si
consideri in eqliilibrio da sé sotto I’ azion delle forze P, Q; ed in
particolare a partire dal punto m (&, y) si consideri sull’ unghia U
I’ equilibrio del trapezio dU compreso tra gli archi mn, m's’ (fig. 33)
di due paralleli. Sard mn = yde, e fatto mm' = ds, I'area
del trapezio sard -

;;.mzda.yds.

" Le forze P, Q che agiscono in tutti i‘punti di questo trapezio,
potendo aversi come costanti, si comporranno nelle forze risultanti

de Pyds, deQyds ,

applicate al centro di gravitd del trapezio.

Similmente , 1a tensione T che agisce al puato m mella direzio-
ne di ds, esercita azioni uguali e parallele in tutti i punti dilmn ;
queste azioni parallele si comporranno quindi in un’ azione unica

T.mn = do.Ty,

applicata nel punto di mezzo di mn.
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Si vede adunque, che le forze agenti sull’ unghia U si pessono
tatte supporre applicate al meridiano che divide per mezzo 1’ unghia
U, il qual meridiano si potrd percid riguardare come una curve
funicolare di cui la tensione nel punto (x, y), espressa da de.Ty,

€ uguale alla risultante delle forze | . ., PP

d F
\doijda y defQyds,

essendo do costante in tutta la lunghezza dell’ unghia U.

Le formole generali trovate per la curva funicolare (106) qui
diventano

0 —Ty _ [Pyds _ [Oyds
- ds T Tde T dy ’

Pyd3+d(iy:—?)=0.
2
Quds +- d( Ty %): 0;

3) — d(Ty) = y(Pdx + Qdy).

E dalle (1) si ricava
(4) dyfPyds — dxfQyds = 0.

Ora & chiaro che la (4) e la (3) contengono cid che ¢ detto nella
prima parte della nostra tesi intorno all’ equilibrio dell’unghia isolata.

2°. Supponiamo in secondo luogo che la superficie di rivoluzione
sia intera, cosicché, segando il velo con un piano perpendicolare
all’ asse (z) di rotazione, la sezione sia sempre um circolo intero.
Io dico che potremo aver I’equilibrio, non solo quando si verifica la
prima, ma eziandio quando si verifica la seconda delle due seguen-
ti condizioni :

. dy [Pyds — dzfQyds = 0, = <O.
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Infatti denotiamo per F la risultante delle forze fPyds, [Qyds
applicate all’ unghia U dal vertice O della superﬂole (fig. 33) fino
all’ elemento dU = (mn').

Si avra in generale ( Vedi I’ App n.° 16)

(a) dyfPyds — dz [Qyds = Fds .sen.(Fs) ;

e questa formola (a) riuscira negativa, se I’angolo (Fs) sard negati-
vo, cioé se si aprird in senso contrario all’ angolo (zy) , e pero se
nel punto m 14 forza F (che nel caso dell’ unghia isolata doveva
esger ivi tangente) si diriga e spinga dal di dentro al di fuori del-
la superficie. Ove cio avvenga . tulti gli elementi dU di una mede-
sima zona compresa tra due paralleli consecutivi tenderanno a por-
tarsi all’ infuori ed a gonfiare il velo con forze uguali, ed a questi
sforzi ( simmetrici intorno all’ asse Ox ) resisterd la zona , siccome
incapace di allargarsi, sopponendosi in ogni punto incapace di esten-
dersi per messun verso. Si vede cosi, che una curva pud essere ac-
concia a generare colla sua rotazione la superficie equilibrata di un
velo, non solo quando la sua equazione rende uguale a zero la for-
mola (¢), ma ben anche quando la rende negativa. E si vede di
pii che , decomponendo la forza F in due, I’ una tangente al me-
ridiano e I'altra normalé all’ elemento dU, la prima sara la misura
della tensione del velo nel senso del meridiano, e la seconda pro-
durra la tensione del velo nel senso del parallelo corrispondente (109).

116. Teorema. La condizion gererale delle curve che, compiendo
un’ intera rotazione intorno ad un asse verticale Oz, possono gene-
rare la superficie equilibrata di un velo pesante, &

dy[yfds — adz = 0, oppure = < 0.

Dim. Consideriamo dapprima un’unghia isolata U. Nell’equazioni
da: ' dy
Pyds + d Y =0, Qyds=+d Ty—d—; =0

che esprimono I’ equilibrio dell’clemento dU , se si suppone "che
quest’ elemento sia sollecitato dalla sola gravita, sara

Pyds = — yfds, Quds =0,

dove la quantitd yfds & proporzionale al peso di dU.
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Integrando le due equazioni

,d(Ty—‘fE-) = yfds , d(Ty%) =o,

ed eliminando T, si trova
dy [yfds — adz = 0

essendo la costante a proporzionale alla tensione orizzontale.
Ora, designata per F la risultante delle forze espresse da fyfds,
a, si avrd la formola

(ay dy[yfds —adz = Fds.sen.(Fs) ,

dalla quale si deduce col discorso gia fatto la veritd dell’ enunciato
teorema.

117. Scolio. Quando la curva generatrice della superficie di ri-
voluzione non rende la formola (a) né = 0, né < 0, ma bensi > 0,
si dee conchiudere che I’ azione della forza F, cadendo sull’elemen-
1o dU, lo spinge verso I'asse interno Ox. Se la superficie di rivolu-
zione ¢& intera, si potrd reggere in equilibrio anche in questo caso
purché si concepisca non piu flessibile, ma costrutta @’ infinite fac-
cette rigide, addossate le une alle altre a modo di testuggine. Infat-
ti, cido essendo, gli elementi di una medesima zona tendendo tutti
con egual forza e¢ simmetricamente a portarsi verso I’ asse interiore
Oz s’ impedirebbero a vicenda, e si sosterrebbero in equilibrio per
lo scambievol contrasto.

Da qui le due proposizioni scguenti:

. 1°. La condizion generale delle curve che, compiendo un’ intera ro-
tazione intorno ad un asse, possono produrre la superficie equilibrata
di una Testuggine, é

dy [Pyds — dz[(Qyds = 0, oppure > 0.

22, La condizion generale dclle curve che rotando intorno ad un
asse possono produrre la superficie equilibrata di una cupola pesante, &

dyfyfds — ado = 0, oppure > 0.
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§ 6° Della figura di equilibrio di una lamina elastica inarcata
da forze date, in generale. E quando é incastrata in' un de’ capi
1°. orizzontalmente ; 2°. verticalmente.

L’ elasticita puo rignardarsi come una forza di reazione per
la quale un corpo elastico, che ha cangiato di forma sotto 1’ azione
di una o pia forze, tende naturalmente a rimettersi da sé nello sta-
to di prima.

118. Problema. Una lamina elastica AL (fig. 34), omogenea, ret-
tilinea e di uniforme grossezza, ¢ inarcata secondo AmB da forze
date le cui direzioni son tutte contenute nel piano (z, y) della cur-
va. Si domanda ' equazione di questa curva di equilibrio.

Soluzione. A partire da un. punto qualunque m(z, y) della cur-
va AmB consideriamo due elementi consecutivi

mw' = ds, m'm" = d' = ds «+ d%.

Sia do I' angolo di contingenza onde il secondo elemento ds’' devia
dalla direzione del primo ds , ed r il raggio di curvatura mel punto
(2, y): sard (V. App. n°. 63)

do:::is-.
r

L'elasticita della curva nel punio m', in forza di cui i duve ele-
menti contigui ds, ds' tendono a girare intorno al lor punto comp-
ne m' per rimettersi in linea retta, si suppone variare in proporzio-
ne dell’ angolo di contingenza dg, ossia in proporzione della curva-

tura ( = %) , € quindi si rappresenta con

E

r

essendo E una quantitd costante per una medesima lastra , ma che
puod esser diversa per lastre diverse.
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.. E
Questa elasticita ( = —r—) pud dunque aversi come una forza
di reaxzione thp spiega la sua energla con due coppic ungua-
1l ¢ comtrarie per le quali tiene in equilibrio di rotazione, se-
paratamente, le due parti della curva situate al di ls e al di qua
del punto m che si considera.

Cio posto, tutte le forze che agiscono sull’arco della curva AmB,
compreso tra il punto m (z , y) ed una dell’ estremita della carva,
per esempio A, si trasportino parallelamente a sé stesse nel punto
m, talché si riducano quivi ad una sola forza F e ad una sola cop-
pia G. La coppia G essendo tenuta in equilibrio dalla coppia di ela-

- E .
sticitd ( = —;) , 8i avrd
E o
.-::—r. = G, e quindi =t d% = dG;
dove al primo membro si € apposto il segno ==, perché le due quan-
litd -% , G avendo gid un scgno determinato, in virtd delle con-

venzioni fondamentali, quando si eguagliano 1’ una all’ altra ne’casi
particolari, convien fare in modo che il loro segno sia identico.

Siano X, ¥ le componenti della .forza F date dalle formole
X=/[Pds, Y= /fQds.

Se la forza F applicata nel punto m(xz, y) si trasporta parallela-
mente a sé stessa nel punto

m(e'=ax+dr, y =y dy)

preso per nuovo centro di riduzion delle forze, nascerd la coppia
elementare &8y’ A P

~

dG = Y(z — 2') — X(y— y') = Xdy — Ydz.



84
Conchiudiamo adunque che per determinare la curva di equili-
brio della lamina elastica si pud partire dall’ una o dall’ altra delle
due equazioni seguenti.
s/ = £ =G.
Cor
(2)
id% = dy/Pds — dxfQds .

Scolio. La curvatura della lastra nel punto (z, y) si detcrmina
per mezzo dell! equazione (dpp. 59)

= dxd*y — dyd’z ,

la qnale si pud scrivere ancora solto le forme

1
1 dy __ Iddx

r dz  ds ——-d—y ds

Applicazions.

119. 12, Essendo la lamina incaslrata nel termine A in una posi-
zione orizzontale AL (fig. 34 ), e poscia incurvata in AmB da una
forza F applicata all’ altro termine B, si domanda 1' equazion della
curva AmB.

Soluzione. Coordinati in 4 i due assi 4z, Ay il primo verlicale
ed il secondo orizzontale, siano a, b le coordinate del punto B, ed
X, — Y le componenti della forza F. Trasportando questa forza dal
punto (a, b) nel punto (x, y), nascerd la coppia

G=—¥(a—x)—X(b—y)

tenuta in equilibrio dalla forza di elasticita, la cui espressione -y

¢ qui di sua natura negativa, essendo negalivo 1’ angolo di contin-
genza dé quando da A4 si va verso B. Dunque

—E
r

== +0—yX.
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Coroll. I. Se la lastra sia incurvala da un peso F pendente dal-
I’ estremitd B, sard X = F, Y = 0, e per conseguente

—E
—;—:F(b——y);

. 1 St
onde I’ incurvarsi ( = 7) della lastra in ciascun punto (z, y) sa-

ra proporzionale alla distanza orizzontale (b — y) di esso punto
dal termine B.
1

dr L .
dydTIT , I’ eqaazion precedente si can-

1 .
Ad - sostituendo —

gia nella

dz
E'd-d? =F(b—y)dy,

che integrata dal punto (zx =0, y =0), dove %a:‘_ = 0, fino ad
un punto qualsivoglia (x, y) diventa

= -3y,

non pii integrabile in termini finiti.

Coroll. II. Allorché la lastra & pochissimo incurvata dal peso F,
cosicché possa farsi ds == dy , I’ ullima equazione integrata di nuo-
vo dara '

. 6Bz = F3b — gy,
onde la curva di equilibrio sara una parabola cubica.

120. 2=. La lamina elastica 4B (fig. 35) sia piantata verlicalmen-
te ed incurvata pel carico di un peso F postovi in cima. Trovar
I’ equazione di questa curva.

Soluzione. Essendo gli assi Az, Ay, verticale ed orizzontale ,
sara X = F, Y = 0; onde, se la forza F si trasporta dal punto
A(x = 0, y = 0) nel punto m(x, y), nascera la coppia

G =Y¥0—z)— X(0—y)=Fy,
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cquilibrata dalla forza di elasticiti = — --. Sard dunque

=Fy.

i

E
r

. . 1. dy ;
t , —_ ——d-==2, avr
Sosti uendo.qul ad - il suo valore T g, v avremo

1 ,dy __ F
=i =8y

Coroll. 1. Supponendo 1a lastra pochissimo incurvata talché possa

farsi ds = dr, se molliplichiamo cotesta eyuazione per 2dy, ot

terremo

~

(@) =— e K

Sia f il valor massimo di y. E chiaro che nel punto in cui y
prende il valor massimo-f; ivi la direzion della curva sard vertica-

le, e perd sara

9y = tang.(zs) = 0.

dz

Cio posto, I’ equazione (1) integrata da y = f fino ad y qualun-
que , si muta nella

() =F oy,

e qnindi_nella
g iy
d.:c[/ F SR S—
Ve
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la quale, integrata di nuovo dal punto (a: = 0 y = 0) fino al
punto (z, y), diventa

Yy y= faen.(w[/%),

equazione della curva de’ seni, o della sinussoide, carva che scrpeg-
gia sinuosamente con onde simmetriche intorno all’asse Ax (fig. 36),

f . E
attraversandolo ad intervalli uguali tra loro e a a'|/ T Al ter-

mine di ciascuno di quest’ intervalli corrisponde il valor massimo

(:fV%—) di

d .
?Z_ - tang,(.t‘) -— fl/—%.cal.( zl/%) ]

mentre il valor massimo f di y corrisponde al punto medio di cia-
scun’ onda.

Cordll. II. La lastira AmB (fig. 35) sia della lunghezza I. Se si
voglia inarcare in modo che la corda AB abbia un dato valore
a = gl' (dove g & un numero frazionario), si dovra gravare in ci-
ma col peso

—_— %z =
(2) F—'E_a_‘—E?l_‘-’

purché tuttavia la quantita £~ % risulli uma frazion piccolissi-

ma. Infatti essendo (y =0, x = a) le coordinate del punto B,
avremo in questo punto

fscn.( a [/%) =0.

Ora per soddisfare a quest’ equazione ed al proposto quesito con-
vien porre

F
a[/—E;-z

essendo o la semicirconferenza di raggio = 1, donde la (2).
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Dalla formola (2) apparisce che il peso F corrispondente a g =1
non & ancora bastante ad incurvare la lastra, e che in appresso ,
crescendo per gradi il peso F, la lastra comincia ad incurvarsi, e
s’ incurva sempre pit diminnendo la corda a, finché, cessando di es-

Al

T I.
ser piccolissimo il valor massimo |/ ra di tang.(xs) , la curva

cessa di essere rappresentata dalla (1)'.

N. B. Se la forza di elasticitd non variasse nella semplice pro-

. : 1 . -

porzione della curvatura ( =—) , per trovare la curva di equili-
r/

brio si dovrebbe partire da nna delle due equazioni
E=G, dE =.dzfQds — dy [Pds,

riguardando Ja quantita E come una funzione da determinarsi se-
condo la natura della lastra.

R
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CAPO VI

De’ centri di gravita.

§. 1. Corpo; massa ¢ volume; corpo omogenco e sua densils ;
peso_assoluto ¢ peso specifico; centro di gravitd
de’ corps, ¢ metodo per trovarlo.

121. Corpo & 1'aggregato di pil elementi materiali non divisi
che da piccolissimi intervalli. La somma degli elementi materiali
che coslituiscono il corpo, ¢ la sua massa; gl'intervalli che li divi-
dono si chiaman pori; lo spazio occupato dalla massa e da pori &
il volume.

Un corpo & omogeneo se gli elementi materiali di esso sono ag-
gregati tra loro con legge uniforme intorno a ciascun punto. La den-
sita D di un corpo omogeneo & una quantila che segue la ragion
composta diretta della massa M del corpo ed inversa del volume ¥,

onde si ha (V. App., del principio di proporzione) D:%’ .

Il peso assoluto di un corpo & rappresentato dalla risultante di
tutte le forze di gravitd che animano ciascuno de’ suoi elementi. Le
forze di gravit potendosi, in un dato luogo della terra, riguardare
come parallele, e di pii come eguali per elementi uguali, il peso P
di vn corpo segue !a ragion composta della massa M e dell’ inten-
sitd g della gravitd, talché si ha P = gM.

La gravita specifica o, meglio, il peso specifico G di un corpo
omogeneo, segue la ragion composta diretta del peso assoluto P ed
inversa del volnme ¥, e quindi si esprime per G = —?— .

Le tre formole

tra le cinque quantita M, ¥, D, P, G che sono da considerare in
ogni corpo, si stabiliscono e si dimostrano rigorosamente applicandc

loro i criterii delle quantita proporzionali.
12
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Centro di gravité di un corpo & il centro delle forze parallele
di gravitd che animano ciascuno de’ suoi elementi. Il peso del corpo
puod intendersi riunito e raccolto mel centro di gravita.

Centro di gravita di un sistema di pid corpi & il centro de’pe-
si de’ corpi componenti il sistema. Ognuno di questi pesi deve inten-
dersi riunito nel centro di gravitd del rispettivo corpo.

Il centro di gravitd puéd trovarsi meccanicamente sospendendo il
grave, o qualche suo modello, per due punti diversi. La intersezio-
ne delle verticali che passano pe’ punti di sospensione, sard il cen-
tro di gravitd. Si trova poi geometricamente coi wmetodi insegnati
per trovare il centro delle forze parallele.

Si suole ancora cercare il centro di gravitd delle quantitd estese
(linee, superficte, volumi) supponendone gli elementi gravi ed
omogenei. :

§. 2°. Centro di gravitd nelle figure simmetriche. Centri di gravita
del triangolo e di qualsivoglia poligono ; del prisma e del cilindro;
- della piramide, del cono, e di qualsivoglia poliedro.

122. Due punti sono in simmetria o simmetrici intorno a un
centro, se la retta che li unisce & divisa in parti uguali dal centro.
Un’ estensione di qualsivoglia specie & simmetrica intorno ad un
centro, se i punti del suo contorno siano due a due simmetrici in-
torno al centro. Tale & il circolo e la sfera. e tale & il parallelo-
grammo ed il parallelepipedo rispetto al punto ove si tagliano le
diagonali.

Un’ estensione & simmetrica intorno ad un asse 0 ad un piano ,
se 1 punti del suo contorno siano due a due situali ad egual distan-
za dall’ asse o dal piano e sopra una retta perpendicolare al me-
desimo.

I centro di gravita di un’ estensione simmetrica intorno ad un
punto, un asse, un ‘piano, é in quel punto, in quell’ asse, in
quel piano; non potendo esservi ragione perché risieda altrove piut-
tosto da una parte che dall’ altra. Cosi il centro di graviti di una
retta & nel sno punto di mezzo, quello di un parallelogrammeo e di
un parallelepipedo & nella intersezione delle diagonali.
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123. 1l centro di gravita di un triangolo ABC (fig. 37) ¢ ai
dus terzi di ogni retta che da uno de’ vertici va al mezzo dell’ op-
posto lato: esso coincide col centro di tre pesi uguah applicati ai
vertics.

Dim. Unito il vertice 4 col patto m, mezzo dell’ opposto lato
BC, inscriviamo nel triangolo ABC una serie indefinita di parallelo-
grsmmi, ciascono de’quali presenti parallele al lato BC le sue basi,
e paralleli alla retta Am i suoi lati. Sard sulla retta Am il centro
di gravila di ciascuno di cotesti parallelogrammi, e perd il centro
della superficie costituita dalla loro somma, e quindi anché il cen-
tro del triangolo ABC, limite di siffatta somma. Cosi il centro del-
I’ area del triangolo ABC dovendosi trovare su ciascuna delle rette
che dai vertici vanno al mezzo degli opposti lati, sard nella loro in-
tersezione , la quale s’ incontra ai due terzi di ognuna di esse (43),
ed & pure il centro di gravit di tre pesi nguali applicati ai vertici.

Coroll. Di qui pud trovarsi il centro di gravitd di un poligono
qualunque, potendosi ogni poligono risolvere in triangoli.’

124. Il centro di gravita del volume del prisma e del cilindro
¢ nel mezzo della retta che unisce ¢ centri di gravita delle bast
parallele.

Dim. Immaginiamo decomposto il prisma in una serie indefini-
ta di parallelepipedi cogli spigoli laterali paralleli ed eguali a quelli
del prisma. Tutti questi parallelepipedi hanno il lor centro.di gravi-
th sopra la sezione fatta mel prisma ad egual distanza dalle basi, e
di pih somo proporzionali alle aree da essi occupate in siffatta sezio-
ne. Si vede adunque, paseando al limite, che il centro di gravitd
del prisma si dee confondere col centro di gravitd di tale sezione,
ossia col mezzo della retta che unisce i centri di gravita delle basi
parallele.

E lo stesso & nel cilindro, siccome limite de’ prismi inscritti e
circoscritti.

125. Il centro di gravita del volume della pcramulc triangolare
ABCD é ai tre quarti di ogni retta che da uno de’ vertici va al
centro dell’ opposta facctu e perd coincide col centro di quattro
pesi uguali applicati ai vertici (43).

Dim. Unito il vertice 4 col punto m centro di gramé dell’ op-
posta faccia , inscriviamo nella piramide ABCD una serie indefinita
di prismi, ciascuno de’quali presenti parallele alla faccia BCD le sue
basi, e paralleli alla retta Am i suoi spigoli laterali. Sard sulla ret-
ta Am il centro di ciascuno di cotesti prismi, e perd il centro del
volame costituito dalla loro somma , e quindi anche il centro della
piramide, limite di siffatta somma. Cosi il centro della piramide, do-
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vendosi trovare su ciascuna delle rette che dai vertici vanno ai cen-
tri delle opposte facce, sard nella loro intersezione la quale s’ incontra
ai tre quarti di ognuna di esse (43).

Il centro di gravita del volume della piramide a base poligona
¢ at tre quarti della retta che dal vertice va al centro della base.

Dim. Riguardiamo la piramide proposta come I' aggregato delle
piramidi triangolari aventi seco 1o stesso vertice , e per basi i trian-
goli in che si decompone la base poligona. Queste piramidi compo-
nenti hanno tutte il lor centro di gravita sopra la sezione fatta pa-
rallelaménte alla base, nella piramide totale, ai tre quarti dell’altez-
za contando dal vertice, e di piu sono proporzionali ai triangoli
ne’ quali dividono siffatta sezione. Dunque il centro di questa sezio-
ne (che & ai tre quarti della retta che dal vertice va al centro della
base poligona ) sara il centro di gravitd dell’aggregato di simili pi-
ramidi, ossia della piramide proposta.

Il como, limite delle piramidi inscritte e circoscritte, ka 1l cen-
tro ai tre quarti della retta che dal vertice va al centro di gravits
della base. .

Di qui pud trovarsi il centro di gravita di un poliedro qualun-
que , potendosi ogni poliedro risolvere in piramidi.

§. 3°. Formole generali per determinare il centro di gravitd
dell’ estensioni geometriche.

126. Teorema. Le formole generali che servono a determina-
re il centro di gravita (=, 8, 7) di una linea s, di una superficie
S, e di un volume V, sono

( 8o = Xxds , Sa == TxdS , Va = TxdV,
(a) 38 = Tyds , S8 = TydS , l V8 = Tydv,
l 8y = Tzds ; Sy = xzdS, ¥y = XTzdV ,

nelle quali I'estensione si concepisce divisa negli elementi ds, dS, dV
da tre serie di piani rispettivamente paralleli ai piani coordinati
yz, 2z, XYy ; «, Yy, % sono le coordinate del centro di gravita di
ciascuno di cotesti elementi; ed il simbolo £ equivale ad un integra-
le semplice f, doppio [/, triplo [ff sécondoché 1’ elemento che
lo segue ¢ un infinitesimo di primo, di secondo o di terz’ ordine.
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Dim. Ove i punti dell’ estensione si concepiscano animati dalle
forze parallele ed uguali della gravitd, vedreme chiaramente che le
formole riportate non sono altro che semplici applicazioni del teore-
ma : In un sistema di forze parallele il momento della risultante &
vguale alla somma de’ momenti omologhi delle componenti (45). »

127. 1l qual teorema nel caso presente si pud tradurre in questi
termini : « Il momento di un’ estensione & uguale alla somma ded
momenti omologhi delle sue parti ; purché s’ intenda per momento
di un’ estensione rispetto ad un piano o ad un asse , il prodotto
della stessa eslensione per la distanza che corre dal suo centro di
gravita al piano od all’ asse.

E ne segue che laddove sara — 0 questa distanza, ivi sard ugua-
le a zero la somma de’ momenti omologhi delle parti di essa esten-
sione. Cosi, se il centro di gravita dell’ estensione ¥ & preso per
origine delle coordinate, sard

TzdV = 0, TydV =0, TzdV = 0.

128. Quando la curva s & piana, e la superficie S é un’area 4,
il centro di gravitd di s e di A si avrd dalle formole

sa = Tzds , Aa = Tzdd ,
®) { $8 = Tyds ; { Ag = Tydd ;

nelle quali I’ estensione si concepisce divisa negli elementi ds, d4
per mezzo di due serie di linee rispettivamente parallele agli assi,
Oz , Oy, coordinati nel piano dell’ estensione che si considera.

Scolio. Come nella misura delle linee, delle superficie e de’volu-
mi, cosi nella ricerca de’ centri di gravitd giova in molti casi so-
stituire alle coordinate rettilinee z, y, z che si trovano sotto gl’ in-
tegrali , altre coordinate , ed in -particolare le coordinate polari o
sferiche (r, 6, @) .

129. Meor. Nella ricerca sia delle misura, sia de' centri di
gravita dell’ estensione considerata nel piano , il passaggio dalle
coordinate reltilinee (z, y) alle coordinate polari (r, @) si ope-
ra per mezzo delle formole :

( a4 = rdvrde ,

x = rcos.o, 2
| ds = 1/ (dr* + r*da?)= 4o

Y = rseno;

Y
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dove n denota la perpendicolare On ( fig. 38 ) abbassata dal polo O
sulla retta nM che tocca la curva s nel punto M(z, y). (Qui I'e-
stensione si concepisce divisa in elementi da due serie di linee che
si tagliano ad angolo retto: le linee della prima serie sono rette di-
vergenti da O e che variano di posizione al variare di o ; quelle del-
la seconda serie sono linee circolari descritte dal centro O e che va-
riano di grandezza col raggio r).

»im. Essendo r il raggio OM che va al punto (z, y), o I'an-
golo (xr), si ba primieramente (4pp. 22)

T = Trcos.e, Yy == rseneo.

Facciamo adesso variare successivamente ciascuna delle due coordi-
nate polari @, r, conservando |’ altra costante. Per queste variazio-
ni successive do, dr, il punto M descrivera in corrispondenza due
linee ds, , dr perpendicolari tra loro, essendo la prima un arco de-
scritto col raggio r ed = rdo , e la seconda una variazione in lun-
ghezza del raggio r.

Cid posto: 1° I’ area 4 si pud evidentemente concepir divisa in
parallelogrammi d34 , di cui 1" espression generale &

d*4A = ds,dr = rdrde , essendo ds, = rde.

2.° La linea ds che unisce i due punti (o, r), (¢ 4 do, r<+ dr)
potendosi riguardare come la risultante delle due linee rettangolari
¢dr, ds,), sari data dall' equazione

ds = |/ (dr* + ride?).

3° Inoltre, se ds si riguarda come un elemento MM della cur-
va' s, si avrd '

ds, = dscos.(rn) ;

perché le due rette r == OM , » = On sonc perpendicolari alle di-
rezioni delle due linee ds, , ds, ed il loro angolo & ugunale a quel-

lo di queste linee. Ora il triangolo OnM da cos.(rn) =-2-: dunque

— ds, .

= cos.(rn) — n da..
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130. Meor. Nella ricerca, sia della misura , sia de' centri di
gravitd dell’ estensione considerata nello spazio, il passaggio dalle
coordinate rettilinee &, y, z alle coordinate polari (r, @, 6) si
opera per mezzo delle formole :

T = rcos.o, ds = |/ [dr* + r}(do* + ds’sen.%)] ,

1-3
= rsen.ocos.f, d?S — — dedosen.o,
y n
% = rsen.os0n.6 ; d3YV = ridrdedo sen.o ,

dove n denota la perpendicolare On (fig. 38) abbassata dal polo O
sul piano che tocca la superficic S nel punto M(z, y, z).

( Qui I’ estensione si concepisce divisa in elementi da tre serie di
superficie che si tagliano ad angolo retto : le superficie della prima
serie sono piani meridiani divergenti da Ox e che variano di posi-
zione al variare dell’ angolo 6 ; le superficie della seconda serie sono
superficie di coni retti che hanno Ox per asse comune, ¢ che varia-
no di apertura al variare di @, finalmente quelle della terza serie sono
superficie sferiche descritte dal centro O e che variano col raggio r).

Dim. Essendo r il raggio OM che va al punto (z, y, ), @
I’ angolo (zr), ¢ I' angolo che il meridiano mobile (Ox, r) fa col
meridiano fisso (Ox, y), si ha in primo luogo (4pp. 22)

T rcos.0, Y =rsen.gcos.d, z=rsenosen.p .

Facciamo adesso variare successivamente ciascuna delle tre coordina-
te polari @, 6, r conservando costanti le altre due. Per queste va-
riazioni successive do, do, dr, il punto M descrivera in corrispon-
denza tre linee ds,, ds,, dr perpendicolari tra loro, essendo la pri-
ma un arco descritto dal raggio r nel meridiano (Ox, r), la secon-
da un arco descritto da M sul parallelo del raggio = rsen.e , ¢ la
terza una variazione in lunghezza del raggio r ; onde si avra

ds, = rdo , ds, = rsen.0.do .

Cio posto: 1° la linea ds che unisce i due punti (r, @, ¢),

(r +~dr, o+ do, ¢ + ds), potendosi riguardare come risaltante
delle tre lince dr, ds,, ds, rettangolari , sard data dall’ eqnazione

ds® = dr?® 4 r¥(de? + ds%sen.20);
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20, 11 volume ¥ si pud concepir diviso in parallelepipedi , la cui
espression generale &

A3V = drds ds, = rdrdedoe sen.o ;

3°. Finalmente per trovar I’ elemento della superficie § in fun-
zione di (r, @, 9), s’ immagini la sfera che avendo il centro in O
passa pel punto M(z, y, z) di §; poi, a partire da questo punto ,
si consideri sopra S quell’ area elementare d*S che cade sulla detta
sfera colla proiezione ds,ds,. Sard (4pp. 28)

ds,ds, = d*Scos.(rn),

perché le due rette r = OM , n = On (fig- 38) sono perpendicola-
ri ai piani che in M toccano la sfera e la superficie S, ed il loro
angolo & uguale a quello di questi piani tangenti (App. 24). Ma il

triangolo OnM da cos.(nr) = %— ; dunque :

3
d? ::—d—sis’— = L dedosen.o .
cos.(nr) n

§. 4° Applicazioni. Centro di gravita dell’ arco , del

s

segmento , e del settore di un circolo.

131. Nel circolo dell’ equazione

z + y* = o, donde xdr 4~ ydy = 0,

V" asse Ox (fig. 39) divida per wetd I’ arco LAM = s, ¢ per con-
seguenza il corrispondente segmento ‘LAML e settore LOMAL. 11 cen-
tro di gravitd di siffatte estensioni sard sull’ asse Ox (122), e perd
basterd determinarne I’ ascissa «. Cio posto :
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1°. 1l centro di gravitd dell’ arco s = LAM si avra dalle formole

ds =/ (dz* + dy?), sa = fxds,

le quali, sostituendo dz = — _y;dg_/ , diventano

d‘:a—;—, 8¢=afdy.

Ora, integrando quest’ ulima da PL=—y, finoa PM =y, si
otticne

u:aj:dy:aiy, e perd s:2y::a:a,

vale a dire : L'arco circolare ha il suo centro di gravits sul rag-
gio che lo divide per mezzo, e la sua distanza dal centro del cir-
colo & quarta proporzionale dopo l'arco , la corda ed il raggtio.

2°. 11 centro di graviti del segmento A — LAML (se si osserva
che la d*4 = dxdy, integrata rispetlo ad y tra i limii — vy, ¥,
produce d4 = 2ydx) si avra dalle formole

dA =2ydz , Aa=frdd = 2f x.ydz.

Sostituendo in quest’ ultima dzr = — ydy_ , ed osservando che (in
z

virth della 23 <+ y* = a?) al limite z = a corrisponde y =0, si
ottiene ’

° 2 (2y)®
- 3 -yl -7
da = 2’ ydy._ 3 Yy = 13

donde

. 2w
124 °

vale a dire : Un segmento di circolo ha il suo centro di gravita sul
raggio che lo divide per mezzo, e la sua distanza dal centro del

|
circolo ¢ = T del cubo della corda (2y), diviso per I area del

segmenlo.
13
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3°. 1l centro di gravitd del settore A—LOMAL (qui giova 'uso
delle coordinate polari) si avra dalle formole

d*4 = rdrde, Aa= [frcos.o d®A = [fr*drdecos.o ,

le quali integrate successivamente tra i limiti (r=0, r=a), (—e, @),
( osservando che s = a.20, y = asen. @) si mutano nelle

A= , Aa = %a‘:cn.a: %a‘. 2y,

donde
s:2y::-§a:a,

vale a dire : Un setlore di circolo ha il suo centro di gravitd sul
raggio che lo divide per mezzo, e la sua distanza: dal centro del

circolo é quarta proporzionale dopo U arco, la corda ed § %—-

del raggio.

Centro di gravita del trapezio rettilineo e
del trapezio parabolico.

132. Quesito. Un trapezio rettilineo 4 & terminato dalle basi pa-
rallele y, , y,; & ¢ la retta che ne unisce i punti di mezzo e che
pero passa pel centro di gravitd del trapezio (123). Si domanda
I’ ascissa « di questo centro contata sopra h a partire dalla base y,.

=l'__ Yo + 2y,

Risposta. Si trova «=- el

Dim. Osserviamo dapprima che una sezione y, fatta nel trapezio

parallelamente alle basi e corrispondente all’ ascissa x, & rappresen-
tata dalla formola

O] y=a -+ br.
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Imperocche I’ equazioni de’ lati del trapezio sono della forma

y=ma4nr, y"=m <+ 2z,

e se i punti (z,y'), (2, y") di questi lati, corrispondenti alla stes-
sa ascissa « , si uniscono colla retla y, si avra (4pp. 19 ) :

y=y' —y =o' —m4 (0 —n)x,

equazione della forma (t).
Osserviamo ancora che nella (1) ad 2 =0, x = &, corrisponde

Yo =6, y, = a <+ bh.

Cio posto, il centro di gravita del trapezio si avea dalla

Ae = jJ' xdAd ,
°
ponendovi
dA = ydzrsen.(ry), donde 4= sen.(a:y)_[ *ydz .

Se, negli integrali fydr, [wydx, si sostituisce y = a =~ bz, si ot-
tiene

h? A
SPydz = ah + b——2—= —2-(y.+y.),
[ )

N L N
.f-’b‘!l =ag+b = o2 e+ 2) -
Dunque
_ [ zd4 _ b oy,
&= A 3 Yo + Yo '
€ per conseguente
A - a h— a

3(y.+3l.) - !I.*2!h = 2!/.*?. '
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133. Quesito. Un trapezio & circoscritto da dae lalf parabolici
rappresentati dall’ equazioni ,

g =mnz+pz, Y =m' +n'z+pr?,

¢ dalle basi y,, y, parallele all’asse Oy e corrispondenti alle ascis-
se £ = 0, x = 2h : inoltre all’ ascissa = h, corrisponde la se-
zione y, parallela alle basi.

Si domanda I'area A.e |’ ascissa « del centro di gravitd di que-
sto trapezio in funzione delle quantitd &, yo, Y¢» Y, -

Risposta. Si trova

__ 2hsen.(zy) (v

4 5 + 4y, +Y,),
— 3 4y + 2y,
@ — ™ e
Yo+4Y,+ Ys

Dim. Cominciamo dall’ osservare che una sezione vy, fatta in co-
testo trapezio paralielamente alle basi e corrispondente all'ascissa x,
& rappresentata dalla formola

(1) y=a <+ bx + cx?,

il che si dichiara come nel quesito precedente.
Cio posto, I’ area 4 ¢ I’ ascissa « del suo centro di gravitd si
avranno dalle

A = sen.(zy) [* ydo, Ae = [* zdd,
° [}
sostituendovi il valore di y. Ora, compiuta 1'integrazione, si ottiene

Sydz = —;— (30.11:-0-?»b—‘%—n +cx'),

1 z? zt
rxyde = ———( — 3 ———)
{‘ xydzx 3 3a 3 + bz + 3¢ A
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e per consegucnte

— h 2
_{“ydx_ -3—(6a+6bh+8cla),

k]
/szdz.:"T(ea-.-m-o- 12ch%) .
[}

Si polrebbero eliminare di qui i ire coefficienti a, b, ¢ per mezzo di
¢id che diviene la (1) quando vi si fa

(z=0,y=y,), (x=h,y=y,), (z=2, y=y,),

ossia per le tre relazioni
.y.=a, Y, ==a + bh + ch?, y,:a-o—ébh-c—lch’.
Tuttavia , senza cercare i valori di a, bh, ch? in funzione di
(Yo» Yu» ¥a) » si vede, che la seconda di queste moltiplicata per 4
se si somma colle altre due produce
Yo -+ 4y, < Yy, = 6a 4+ 6bh 4+ 8ch?,
e s¢ si somma coll’ ultima moltiplicata per 2, da
4y, + 2y, = 6a + 8bh 4 12ch? .

Per queste sostituzioni arriviamo subito alle formole proposte.

Scolio. Le formole relative al trapezio parabolico, sussistendo qua-
lenque sia il valore del coefficiente ¢, valgono anche per c =0, ¢

conseguentemente pel trapezio rettilineo. Ed infatti, avendosi in
questo caso 2y, = y, <+ vy, , le formole citate si mutano nelle

2h y,+2y,

A=haen(@y) (Yo +42), =gt
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§. 5% Centri di gravita nelle fig,ure di rivoluzione, o si tratti di
superficie, o si tratti di volumi. Teorema di Guldino.

134. Sia ¥ un solido di rivoluzione intorno all'asse Oz , vale a
dire , un solido la cui superficie S sia stata generata dal rotare, in-
torno all’asse Oz , di una curva s(z, y) = 0.

1°. La superficie S si potrd immaginare divisa in una infinitd di
parallelogrammi dai meridiani e dai paralleli consecutivi , parallelo-
grammi aventi per espression generale

d*S = ds.ydo,
dove ds & 1’ arco della curva s generatrice , corrispondente all’ or-
dinata y; ydé & ’arco perpendicolare al precedente, e compreso tra
due meridiani devianti I' un dall’ altro coll’ angolo dé.

Il centro di gravitd di una calotta o zona di questa superficie ,
dovendosi trovare sull’ asse Oz, si fard noto per opera delle formole

S=[fds.yds, Sz=ffzd*S,

le quali integrate rispetto a 6 tra i limiti (6 =0, ¢=2%x)
diventano :

S=2xfyds, Sa=2mfxyds.
Y

Avremo adunque

= SfxdS _ faxyds
TS5 T fyd
Esempio. La curva generatrice s sia il cerchio z* + y*=a*,
e si voglia il centro di gravitd della zona sferica, la cui altezza con-
tata sull'asse Ox sia k. Sostituendo ds = a il , risultera
Yy

-{ zdx _ (x+h)P?—ad __ ko
=+h - 2% STy
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vale a dire: Il centro di gravita di una zona, e perd anche di una
calotta sferica , & nel mezzo della sua altezza h.

2° 1l volume V si puod concepire come un aggregato di paralle-
lepipedi compresi tra i meridiani consecutivi, ed aventi per espres-
sion generale ’

a3V = ydo.d*4,
dove d*4 = dzxdy ¢ un elemento dell’ area A della curva generatri-
ce situato alla distanza y dall’ asse di rotazione, estendendosi que-
sta distanza y dall’asse, in cui ¢ = 0, fino alla curva s.
Il centro di gravita di uno strato di questo solido compreso tra

i piani di due paralleli, dovendosi trovare sull’ asse Ox , sarid dato
dalle formole

V = [f[fyded*4 , Va= [ffxd*V.

che, integrale rispetlo ad y e rispetto a ¢ tra i limiti (6 =0, ¢=2x),
si convertono nelle

V= zfy*dx , Vaz==%[xy’dz .
L’ ascissa « del centro di gravita di ¥ sard dunque

_ Jyrzds
= Tydx

Esempio I. L’arco s che, girando intorno ad Oz, gemera la su-
perficie laterale dello strato ¥, appartenga alla curva dell’ equazione

1] b’ 2
y =F(2aa::a:),

cioé appartenga ad un’ ellisse o ad un’ iperbola.
Sostituendo questo valore di y*, ed integrando tra i limiti (x=0, x),
si trova
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Laonde; se ¥ & un segmento di sfera o di ellissoide, sara

8a'— 3z

_ =z
B ow— T —————
4 3a—2zx’

e se ¢ un segmento d’ iperboloide , sard

_z 8a+3x___m[__2_ ____m__]___x[i_ a ]
=% Bawa L3 TG T TG 0l
. 2 .3 N
valore sempre compreso ira i -—edi — dell'ascissa x.

3 4

2 .
Infine, per a = o0, risulta « = 3 x, che & 1’ascissa del cen-

tro di gravitd di un segmento di paraboloide.

Esempio II. 11 volume ¥ consista in un settore o cono sferico ,
simmetrico intorno all’asse Ox, e col vertice in O, centro della sfe-
ra di raggio a. Nelle formole

V = fffydedid, Va=[fzd®V,

giova di passare dalle coordinate rettilinee alle coordinate polari, so-
stituendo

x=rcos.e, y=rseno, d34=drrde,

dove r & la distanza dell’elemento d24 dal centre O, e che si esten-
de fino ad » = a. Sara

V = [ff r*drde do sen.0 = — [/ r*dr déd(cos. o),

Va = fffr*drdsde sen.acos.0 = — fffd (1;_) déd Lf)’ '
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Eseguendo la triplice integrazione tra i limiti rispettivi

(r=0,r=ga),(0=0, 6=27), (#=0,0), '

si ottiene
2 . a*
V= —E-a'u‘(l —c05.9), Va =Tx(l — co0s.%) ,
e quindi
3
«= (a + acos.e) .

136. Teorema di Guidimo. « Una superficie S generata
dalla rotazione di una linea piana s intorno ad un asse, é uguale
alla linea stessa moltiplicata pel viaggio del suo centro di gravita. »

« Un solido V generato dalla rotazione di un' area A intorno

ad un asse , ¢ uguale all’ area stessa moltiplicata pel viaggio del

suo cenlro di gravits. » .
Dimostrasione. Si ¢ veduto che la superficie S ed il solido

¥V , generati nel modo indicato, si possono riguardare come aggre-
gati di elementi espressi dalle formole :
d*S = ds.yds , d*V =.d*4.ydé .
Or queste integrate rispetto a ¢ tra i limiti (6 =10, ¢ ), diventano
S =ofyds, V=10ffyd4.

Ma, pel principio de’ momenti (127), si ha

8= fyds, Ag= [fyd*4,

essendo g la distanza che corre tra I’ asse Oz di rotazione ed il cen-
tro di gravita sia dell’ arco s, sia dell’ area 4. Dunque

S=138, V=A80.

Qui I'arco circolare'86 rappresenta il viaggio percorso dal centro

di gravita sia della linea s , sia dell’ area 4 .
14
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Coroll.'Se il piano della linea s, o dell’area 4, si muova per ro-
tazioni infinitesime applicandosi successivamente alle facce di una su-
perficie sviluppabile, & palese che anche per questa specie di movi-
mento sussisterd il teorema di Guldino, cioé : « L’ estensione gene-
rata sard eguale all’estension gencratrice moltiplicata pel viaggio
del suo centro di gravita.

Scolio. Quando I’estensione, girante intorno ad un asse, ¢ divisa
in due parli da quesl’ asse , I’ eslension gemerata per siffatta rota-
zione sard divisa dall’asse in due parti di segno contrario; essendo-
ché se I’ arco yde & positivo per I' una delle due parti dell’ esten-
sion generatrice , sard negativo per 1’ altra.

Laonde , ove I’ estensione girante abbia il centro di gravitd sul-
I’ asse di rotazione , le due parti dell’ estension generata comprese
tra i due piani meridiani che si tagliano su quest’ asse , saranno
eguali.

§. 8%, Centro di gravitd di una superficie S di cui sia data
I’ equazione N(xz,y, z)=0.

136. Teorema. Il centro di gravita (a«, B, 7) della superficie S
di cui & data I’ equazione N(x, y,2) = 0, si ottiene dalle for-
mole (126)

(1) Sa = ffzdS, S8=[fydS, Sr = [fzd’S,
quando a d%S siasi sostituito uno qualunque de’ tre valori seguenti
n n . — _!l__
@dde, d*s _z—ﬁdzdx , d38= d—l_vd:cdy ’
dz dy dz

=@+ @)~ @]

dove ¢ a notare che il d2S segna un elemento diverso in ciascuna di
coteste espressioni , siccome appartenente ad una delle tre diverse
maniere di divider la superficie S, per mezzo di piani paralleli ai
piani coordinati zy, yz, zx combinati due a due.

2 d'S =

essendo
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Dimostrazione. A partire dal punto M si consideri sulla superfi-
cie S quell’ elemento d*S a cui corrisponde nel piano yz la proie-
zione dydz : si avrd dalla teoria delle proiezioni

dydz = d*Scos.(xn) ,

essendo I’ angolo de’ piani delle aree d°S, dydz eguale a quello
de’ loro assi n, 2. Ma (4ppend. 61)
cos.(xn) = L(ﬂ

n \dz

Fatta la sostituzione , risulta la prima delle formole proposte: (2).
In modo analogo’ si stabiliscono le altre due. )
Esempio. La superficie S appartenga alla sfera dell’equazione

N==j@+y+2z2—a?)=0, donde z*y*-+z°=a?

Sara
dN _ N _ N

== H=Y @

=%; Aa2a,

e le formole (1) e (2) daranno

a=al-[%y—di g=a ﬂ;ﬁ.‘”_, y = a-ﬂ:iy_.

’

Denotiamo per 4, B, C gl integrali (fdydz, [fdzdz, ffdady che
rappresentano le proiezioni della superficie S sui piani diametrale
yz, zx, xy. Sard

éslcs

a= 4 8= d —
._.a-—s—, —_0 s) r=a

vale a dire: La distanza del centro di gravita di una superficie
sferica S ad un piano diametrale, & una quarta proporzionale ad
essa superficie, alla sua proiezione sul piano, ed al raggio del-
la sfera.
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§. 7°. Volume e centro di gravitd di alcuni solidi a basi
parallele : tronco di piramide e di cono.

137. Meor. In un solido terminato da basi parallele X, , X, ,
se U area X di ciascuna sezione parallela alle basi dipende dalla
distanza x all’ una di esse X, per mezzo di una funzione di se-
condo grado

X=a 4 bz + cx*,

tl volume V ¢ Uascissa a del centro di gravita del solido si avran-
no dall’ equazions :
4X, + 2X,

- P —
(1) V= 6 (X, +~ X, + 4X,), c._hx._._x’_._‘x‘ )

dove X, & la sezione equidistante dalle bhasi X,, X,, e corrispon-
dente ad 2 = h ; p & la distanza perpendicolare tra le stesse basi,
ossia I’ altezza del solido, ed & p = 2h sen.(zX).

Dim. Se il solido ¥ si concepisce diviso in elementi
d¥ = X.dxsen.(zX)

per mezzo delle sezioni X parallele alle basi (125), la soluzion del
quesito si ridurrd all’ integrazion delle formole

V = fXdzsen.(zX) , Va=fzdV,

la quale, sostituendo il valore di X, si eseguisce come mel trapezio
parabolico (133), e conduce subito alle (1).

Coroll. Quando i ceniri di gravitd di tutte le sezioni X sono in
linea retta, il centro di gravitd del solido ¥ sard su questa retta,
che si potrd prendere per asse x. Tale é il caso di un tronco di pi-
ramide. di ellissoide, d’ iperboloide ¢ di paraboloide.
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138. Weor. Il volume V ed sl centro di gravitd di un tronco
di piramide a basi parallele X, , X, , si hanno dalle formole

_ 2h X +3X,+2X,X,
T 4 X =X, XX,

@2 v =—§- Xe+X,+/ X, X,), a

Dim. Cominciamo dal mostrare che il tronco di piramide. non &
che un caso particolare del solido considerato nel teorema preceden-
te. Siccome in una piramide le aree delle sezioni parallele sono pro-
porzionali ai quadrati delle loro distanze dal vertice, cosi una se-
zione X paraliela alle basi X,, X, del tronco ¥, si potrd esprime-
re per

X = m¥z, + 2)°*,

dove z, ed x, <+ = sono le distanze tra le sezioni X,, X ed il ver-
tice della piramide di cui fa parte il tronco ¥, contate sulla retitla
2h che unisce i centri di gravita di X,, X,. Quest’ espressione del-
la sezione X cade quindi sotto la'forma X = a ~+ bz =+ cz?.

Ora ad £ =0, = h, = 2h dovendo corrispondere X, X,, X,,
si avra

VX, =mz,, |V X,=m(z,+h), | X, =m(z, + 2h), .
donde 2/X, = |/X, «+ |/X,, e per conseguente
41X, = X, + X, + 2/ XX, ,
X, + 4X, + X, = 2X, « X, + |/ X,X,),
4X, + 2X, = X, 4+ 3X, + 2|/ X,X, .
Ove si abbia rigunardo a queste relazioni, si vedra che le (1) si can-

giano nelle (2).
Scolio. Il teorema contenuto nella formola

v=L @ +1,+41),

vale anche per X = a 4 bx - c¢z® <~ dz?, come apparisce dalla sua
stessa dimostrazione (133). Se ne ha pure una dimostrazione nel Com-
pendio di calcolo sublime del Brunacci, tom. 2.° pag. 67, an. 1811,
e perd mon si pud atribuire al Sig. Sarrus (Vedi Terquem, Annales
de Mathematiques, tom. VII, p. 241).
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§. 8.% Metodo approssimativo di Simpson per la misura delle aree
e de’ solidi, ¢ per la ricerca de’ loro centri di gravita.

139. Quesito. Determinare per approssimazione il centro di gra-
vitd ed il valore ‘di ua’ area A4 circoscritta da una linea di cui non
si conosce |’ equazione (fig. 40).

Risposta. Si faceéiano nell’area A4 molte sezioni y,, ¥, ¥y, Ys.---9sp
a brevi ed eguali intervalli A; e le linee che sul contorno di A4 sono
intércette tra sezione e sezione si riguardino come archi parabolict.
E chiaro che la somma de’ trapezii parabolici (133) che si vengone
formando nel modo indicato avra per limite 1' area 4, a cui si an-
drd avvicinando con tanto magglore approssimazione, quanto pid nu-
merosi e pil soltili saraono i trapezii.

Cio posto, il valore A dell’ area e 1’ ascissa « del suo centro di
gramb contata a partire dalla sezlonc Yo , saranno (qui gli assi
@, y si suppongono rettangolari) %

h
A= 3 (Yo <+ 4y, == 2y, = 4y;g....ot 4y, + y,,) ,

)
h!
Aa= 3 (o.y,-o- 1 .4y.+2.2y,+3.4y,....+(2p—l)4y,},_‘+2py.’) .

Dim. Rappresentiamo per

Ay, Ayy Ay Agpy
le aree de’trapesii compresi tra le sezioni d’ indice pari
Yor Ys» Ys s Yap—ar Yap >
corrispondenti alle ascisse

xy=0, x,=2h, z,=4h, etc. ;

€ per ay , =, , @, etc. le ascisse de’ centri di gravitd di siffatte aree.
Avremo per approssimazione

@ A= 4y + 4 + A4+
{ A‘: = (Aﬂ‘)o + (4a)y + (da)y oo + (da)gpy i

dove per abbreviare si & messo (4a), invece di 4, e, .
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Ora il valore ed il centro di grami del trapezio pambohco Ay,
si ricavano dalle (133)

k
4,,= 3 (!In"“yamﬂ -+ ?Ian-c—a) ’

$Yants + 2Yi4a

=20k 4+ h
oo an + 4yan+a -+ !I;»+. ’

donde
h? ’
(4a),, = 5 (2ny,, + 4(2n - 1)y, + (20 + 2)y,,,....) .
In quest’ espressioni di 4,,, (4a),, facciamo successivamente

n=0,=1,=2,=3,..=p—1,
avremo

h

4, ='3_ (Yo + 4y, +v,),
h

Aa=“’(!/a"?4ys + %),

4,= —-(y.-o-4y.+y.) etc.

h’
(4a), = 5 0.y, ~ 1.4y, +2y,),
hl
(Aa)s = -3~(2y,+ 3.4y, + 4y,), etc.,

e per queste sostituzioni le (2) si trasformeranno subito nelle (1).

140. Se invece de’ trapezii parabolici si volessero considerare i
rettilinei compresi tra le sezioni consecutive dell’area 4, si avreb-
bero le formole

A=h(y, 4+ Y, +yg ... +Yp_, + ,

yo""!_/!_)
2

b

3p—1
Aa=h? (y‘+2y,+ 3yy+ ..+ (p—1)y,_ + = y“"'( P )yp)

alle quali si arriva in modo analogo al precedente dopo di aver tro-
vato le formole generali (132)

h3
b=, U =L [@rr g @Dy

ed (da),_,+(4a), = l;: [(3n—2)y,,_, +6ny, + (3n+2)y,,+.] .
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Da quest’ ultima apparisce che, nella serie che esprime il valore ap-
prossimato di Ae, tutti i termini intermedii tra il primo y, e I’ ul-
timo (3p — 1)y, sono rappresentati dal termine generale 6ny..

Scolio. Allorché I'area 4 non & simmetrica intorno ad alcun as-
se, per determinarne il centro di gravitd convien cercare la distan-
za di esso da un altro asse, distanza che si otterrd per approssima-
~ zione dalle stesse formole, applicandole ad un nuovo sistema di se-
* zioni parallele.

Lo stesso metodo di approssimazione vale eziandio per de-
terminare il volume ed il centro di gravitd di un solido qualsivoglia,
solché ad 4 e ad y. si sostituisca V ed X, (137).

141. In generale, le formole di Simpson servono a determinare
per approssimazione il valor degl’ integrali j'yd&: . [yxdz tra limiti
dati di x. Cosi, per esempio, tra i limiti =0, z=2ph, si
avrebbe

hl
Sydr = -3—(y. + 4y, + 2y, + 4y, 42y, e AYs 1Y),

TR
Syxdr = —:"(o.y.+l .4y.+2.2y,+3.4y,...+(2p—1).4y,,_,+2pyv).

SO X
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LIBRO SEGONDO

DINAMICA.

Preliminari : Dinamica , sua definizione. Movimento de’ corpi
composto di traslazioni e rotazioni. Moti di traslazione ,
successivi, simultanei, e lore composizione.
Tratettoria di un punto.

142. La dinamicea & la scienza che ha per oggetlo i moti di
traslazione ¢ di rotaziome considerati nelle loro proprieta o
nelle loro cagioni, sta che si tratti del movimento di un corpo so-
lo, sia che si tratti di un sistema di corpi. 1 corpi della natura,
movendosi nello spazio, sogliono avere l'una e I’ altra specie di mo-
to. Cosi mentre la terra gira con moto di rotazione intorno al suo
asse, donde nasce il diurno alternarsi del giorno e della notte, 1'as-
se della terra cammina intorno al sole con moto di traslazione, de-
scrivendo con ciascuno de’ suoi punti un’orbita ellittica il cui piano
€ obliquo all’ asse, donde nasce 1’ annno avvicendarsi delle stagioni
(si fa astrazione dai piccoli moli di precessione e di nutazione del-
I’ asse ).

143. Si dice che una figura F subisce una traslazione rappre-
sentata da una retta OA (fig. 41), allorché ciascun punto della fi-
gura descrive una linea parallela ed eguale alla retta OA, e del me-
desimo senso. Da questa definizione si raccoglie :

1¢. Che qnando una fignra dee subire pin traslazioni successive
(OA, AB, BC, CD), la figara in tatta la successione di questi mo-
li sard parallela a sé stessa, ed a cid che era nella posizione ini-
ziale ; ed inoltre il moto totale della figura sard rappresentato dalla
linea poligona descritta da uno qualungue de’suoi punti, per esem-
pio, dal centro di gravita;

2°. Che ii passaggio da un luogo ad un altro per mezzo di piu
traslazioni successive, rappresentate dai lati di una linea poligona,
puo essere effettuato per mezzo di una (raslazione unica, rappre-
sentata dalla retta che va, dalla origine al termine della linea poli-
gona, retta che si puo chiamare la traslazione risultante del-
le date traslazioni;

15
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3°. Che il moto di traslazione di una figura pud avvenire, non
solamente secondo una linea poligona, ma eziandio secondo una li-
nea curva, potendo riguardarsi la curva come una linea poligona di
lati infinitesimi.

Scolio. D’ ora innanzi studieremo il moto di traslazione di umn
corpo nel moto di uno de’ snoi punti, ed in particolare nel moto del
suo centro di gravitd. Inoltre supporremo concentrata in questo pun-
to la massa m del corpo, massa che, per abbreviare, si fard = 1.
La linea che il punto va descrivendo, si chiama traiettoria del
punto.

144. Si dice che una figura subisce due trasiazioni simul-
tamnee rappresentate dai lati Oa, Ob di un parallelogrammo
(fig. 42), se nel tempo che la figura subisce una delle due trasla-
ni, per esempio Oa , la retta Oa insieme colla figura subisce 1’al-
tra traslazione Ob ; donde segue che, al compiersi delle due trasla-
ztoni Oa, Ob, la figura si trovera al termine della diagonale Ou
del parallelogrammeo.

In modo analogo si debbono intendere le traslazions simultance
rappresentate da piu rette Oa, Ob, Oc etc.; al compiersi di tutte
queste traslazioni relative, qualunque sia I’ ordine onde si conce-
piscano effettuarsi, la figura si troverd nel luogo dove termina la
linea risultante delle rette nominate.

145. Da qui apparisce : .

1°, Che un pumto imerte (ciot un punto materiale indifferen-
te al moto ed alla quiete ) pud subire simultancamente pii trasle-
ziont senza che I’ una sia all’ alira d’ impedimento ,. compiendosi
ciascuna traslazione come se le altre non esistessero ;

2°. Che, quando si conoscono le leggi secondo le quali si vanno
effettuando le diverse traslazioni simultanee di un punto M, potre-
mo ad ogn’ istante determinare il luogo dove trovasi il punto M nel-
la sna traiettoria. Per esempio, immaginiamo che il punto M si tro-
vi in un dato istante nel punto (=, 8% ») e che, scorso il tempo ¢,
sia passato nel punto (z, y, z) : & chiaro che noi conosceremmo ad
ogn’ istante la posizione di M, se le traslazioni simultanee espresse
dalle tre rette

x—a, Yy—4g, 3—,,

fossero date ciascuma in funzione del tempo ¢.
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SEZIONE 1.

DEL MOTO DI UN PUNTO.

——hE——

CAPO I

Del moto rettilineo.

§. 1. Moto unmniforme s sua velocita. Velocita simultanee di un
punto ¢ loro composizione. Velocitd prodotta dall’azion continua di
una forza d’ intensita costante. Forze istantanee e loro misura.

148. 1l moto si dice wumiforme od equabile guando agli
uguali e successivi intervalli in cui ad arbitrio st concepisca divi-
so il tempo , corrispondono sempre uguali gls spazit percorsi. In
caso diverso, il moto & varto.

Prop. l. Lz velocita u del moto uniforme & una quantitd
che nasce dal paragonare lo spazio percorso s col tempo t impic-
gato a percorrerlo, ¢ si determina per la formola

®
I
o=
.

essendo chiaro che la velocith ¢ doppia, tripla, etc. sia quando in
un dato tempo lo spazio percorso ¢ doppio, triplo elc.; sia quando
un dato spazio & percorso nella meta , nel terzo etc. del tempo
(4pp. 12) .
Si ha dunque
s = ut:

vale a dire : Nel moto uniforme , lo spazio é uguale al prodotto
della velocita pel tempo; e l1a wvelocitd é una quantita rap-
presentata dallo spazio percorso mell’unita di tempo.
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147. Un punto M si dice enimato da pid velocita simultance
a, b, ¢ etc., rappresentale da altrettante reite Oa, Ob, Qc elc., se
nell’ unita di tempo subisce con moto uniforme tutte le traslazions
relative , rappresentale dalle stesse rette (144).

Prop. II. Un punto M animato da pit velocild simultanee
a, b, ¢ etc., rappresentate da altrettante rette Oa, Ob, Oc etc., st
muore come se fosse antmato da una velocitd unica u , rappresen-
tata dalla risultante Ou delle stesse rette (fig. 43).

Dim. Al termine del tempo ¢ il punto M avra subi}o con moto
uniforme le traslazioni relative a.t, b.t, c.t etc., rappresentate dal-
le rette Oa.t, Ob.t, Oc.t etc., e pero si troverd all’ estremita della
risultante di queste rette (144), l1a quale é = Ou.t. Dovendo cid ac-
cadere qualunque sia il tempo ¢, si vede chiaramente che il punto
M si muove in linea retta nella direzione Ou e colla velocitd u.

148. Prop. lll. La coesistenza di pii moti in un punto iner-
te non pud alterare I’ effetto relativo dell’ azion di una forza
sullo stesso punto.

Dim. Cio si fa chiaro dal considerare che il punto inerte & ca-
pace di seguire simultaneamente e in tutte le direzioni possibili i di-
versi moti che gli s’ imprimono, compiendo esattamente ciascun mo-
to come se gli altri non esistessero (145): i moti impressi non fanno
che sovrapporsi ira loro senza impedirsi I’ un 1’altro. Questa veritd
¢ ampiamente confermata dall’ esperienza.

149. Prop. IV. La velocits w che si genera nel tempo t per
l'azion continua di una forza g d’ intensita costante ( qual sareb-
be 1a gravita ), ¢ .

v = gt,

vale a dire, ¢ uguale al prodotto della forza pel tempo

Dim. E manifesto’ che l1a velocitd u che dee acquistare un punto
materiale, si fard doppia, tripla, quadrupla etc. se, ritenuto costan-
te il tempo, si applichi al punto una forza doppia, tripla, quadru-
pla etc., ovvero, se la forza costante applicata al punto facciasi agi-
re per un tempo doppio, triplo, quadruplo ete. Or la velocitd u, sot-
1o queste condizioni, & proporzionale al prodotto della forza pel
tempo ( App. 73). .

Coroll. Una forza d'intensita costante ha per misura la velocitd
che da essa nasce nell’ unitd di tempo.

Il moto di un punto animato da una forza d’ intensita costante ,
¢ molo equabilmente variato.
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150. Si dicono istantamee quelle forze che, spiegando un’azio-
ne di brevissima durata e pressoché istantanea , tuttavia sono vale-
voli a produrre una velocitd finita. Le forze istantanee si misurano
dalla gquantita di moto che producono.

- La quantita di moteo di un corpo é uguale al prodotto del-
la massa del corpo per la velocits comune alle sue parlicclre: cosi
se m & la massa, w la velocitd , ¢ Q la quantita di moto, sard

= mu.

2. Meto vario. Il moto vario, per ogni tratto infinitesimo, si pud
riizner come uniforme, ed ogni forza come costante. Distinzione
tra forza motrice ¢ forza d’ inerzia di un punto; reazione
equale ed opposta all’ azione. Relazioni tra i quattro ele-
menti del moto rettilineo (s, u, t, ¢).

151. Teor. Il moto vario, nella durata di un tempo inf-
nitesimo , si pud riguardare come uniforme, e I'azione di una for-
za variabile come costante, talché si ha

ds = udt,
du = odt,

dove u e ¢ sono, allo spirar del tempo ¢, i valori della velocita e
dell’'azion della forza onde, nell’ istante dt, & percorso lo spazio ds
ed é generata la velocitd du.

Dim. Si noti dapprima che le quantitd w e ¢, variando conti-
nnamente col tempo t, sono funzioni di esso tempo , onde pud farsi

u=u(t), 4 -+=du—u(tsdt);
e =0(t), ¢ 4 do == o(t+dt);

denotandosi per &t un accrescimento finito qualsivoglia del tempo ?.
Cio posto :

1°. Sia 4s lo spazio percorso con moto vario mentre la velocita «
passa dallo stato u(f) allo stato.u(t -~ 41). Questo spazio ds se si
voglia percorrere con moto uniforme nel tempo Jt, bisognerd che
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cio faceiasi evidentemente con una velocita sntermedia tra la mini-
ma ¢ la massima di quelle rappresentate da u nel passare dallo
stato u4(f) allo stalo u(t - Jt), velocitd che perd si potrd espri-
mere per

u(t =+ 64t),

intendendo per ¢ un numero incognito compreso tra 0 ed 1. Si avrd
quindi rigorosamente

ds -
— = u(t -+ 6Jt) .
= =u )

Se ora immaginiamo che il tempo 4t diminuisca e converga verso
1" evanescenza, si vedra essere

48
lim, — =
m. — u(?) ,

donde , per la definizion degl’ infinitesimi ( App. 43) , si deduce

ds = udt.

2° Similmente , se la velocitd finita Ju si voglia far nascere ,
nel tempo ¢, da un’ azion continua 4’ intensitd costante , bisogne-~
ra che siffatta intensitd sia intermedia tra la minima e la massima
di quelle rappresentate dalla forza ¢ nel passare dallo stato o(f) al-
lo stato ®( ¢t 4~ 4t ), intensitd che percid si potra esprimere per

¢(t + 6dt),

essendo anche qui ¢ un numero incognito compreso tra 0 ed 1. Sa-
ra dunque :

du du
— =t t), im. — =
" o(t + 6dt) , lim - o(t) »

e per conseguenza du = odt.
162. Coroll. I. Dalla du = odt si ricava

_ du
*=ar
Benché mnel moto di un punto materiale e libero le quantitd ¢ e

du . . . .
q slano sempre numericamente uguali tra loro , tuttavia hanno un

significato molto differente che importa avvertire e ricordare.



119

La quantita o rappresents la forza in quanto che é eausa o
fonte continua di asiome ( qual sarebbe la gravitd ), ¢ Ig
du
“dt
la causa, e si ¢ incorporata per cosi dire coll® imerzia del
punto materiale. La prima quantitd si chiama forza metri-
ce, ¢ la seconda si pué chiamare forza d°inersia.

quantita rappresenta U'azione stessa in quanto che 8 uscita dal-

d . .
La forza d’ inerzia & adunque espressa da _dtt‘ , cioé dalla deri-

tala della velocita u , presa rispetto al tempo ¢. Da questa distin-
zione scalurisce il seguente principio fondamentale della Dinamica :
« Nel moto di un punto materiale ¢ libero la forza motrice é sem-
pre uguale, in grandezza ¢ in direzione, alla forza d'inerzia. »

Allorché la massa del punto materiale non si fa =, ma inve-
ce si rappresenta per m, la forza motrice e la forza d’ inerzia del
punto saranno espresse da (dppen. 73)

om m du
! dt -’

La forza ¢ che moltiplica la massa m si suol anche chiamare forza
. . : . ., du
sollecitante od acceleratrice, ed accelerazione la quantita at -

163. Coroll. II. 1l punto materiale, nell’ atto che dalla forza ¢

. . duy . .
riceve 1’ azione (=m7i?) » s1 diporta con essa forza come se gid

fosse animato da due azioni opposte ( m—:':» y —m %’:—) ed egua-

li a quella che sta per ricevere ; onde pud dirsi che all’ azione

du . . .
(: m _dT) della forza ¢ il punto materiale corrisponde colla rea-

. d ‘
ztone (::.— m ;;:) eguale ed opposta all’azione. Di qui I’ evidenza

del principio : Nel moto di un punto materiale, !’azione della for-
za molrice é ad ogn’ istante contrabbilanciata dalla reazione del
punto , ¢ questa reazione ¢ uguale ed opposta alla forza d'inerzia.

164. Coroll. I1. Se la forza ¢ ha una direzione opposta a quella
del moto ( come in un grave scagliato in alto verticalmente ) , si do-
vra nell’ equazione du = od! scrivere — ¢ in luogo di ¢. Cosi l'ac-
celerarsi o il ritardarsi del moto vario sard espresso da,

du == = odt .
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1556. Coroll. IV. Quando lo spazio s & dato in funzione del tem-

po t, sara
__ds 0= du __ ds
Y=’ YT 4 = dp°
cioé le derivate prima e seconda dello spazio (-- d’
P P at’ i
senteranno i valori attnali della velocitd u e della forza ¢. Da que-

) rappre-

st’ osservazione s’ inferisce :
1°. Che il moto equabile ¢ in generale rappresentato dal-

I’ equazione

s = a <+ bt,

. . ds
perché ne risulta u == a = b = costante ;

2%, Che il moto equabilmente variato ¢ rappresentato in

generale dall’ equazione

s=a+bt4ct?,

- d*s
perché ne risulta la forza ¢ = «Tt;= 2¢ == coslante.

Scolio.” I qualtro elementi del moto rettilineo
s,u,t,o
essendo vincolatli dalle due equazioni

ds == udt, du = odt,

giovera cercage , ne’ casi particolari, la soluzione del seguente pro-
blema :
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« Determinare ciascuno de’ quattro elementi del moto (s, u, ¢, o)
in funzione di dus qualungue de’ ire rimanenti. » Per condurre
con ordine questa soluzione, si cercherd dapprima un’equazione per
ciascuna combinazione ternaria de’ suddeiti quattro elementi, ciod
per le combinazioni seguenti :

(u,0,t), (s,0,), (s5,u,0), (5,u,0).

Si olterrauno cosi quattro equazioni. Cid fatto, ogni elemento tro-
vandosi in tre di queste equazioni si potrd esprimere per mezzo di
ciascuna combinazione binaria de’ tre elementi che restano, e si
avranno dedici formole che rappresenteranno la soluzione completa
del problema.

3°. Moto equabilmente accelerato ed equabilments ritardato; sue
leggi, ed applicazione alla gravits.

158. Il moto si dice equabilmente accelerato od equa-
bilmente ritardato , allorché la velocita cresce o diminuisce

3

per gradi uguali in tempi uguali ; la qual definizione & compresa
nella doppia equazione

dy = == gdt,

in cui I' azione g della forza ¢ si suppone costante.
Per risolvere , rispetto a queste due specie di moto, il problema
accennato qui sopra, cominciamo dall’ integrar I' equazioni

du = == gdt, ds = udt,

contando il tempo t e lo spazio s a partire dall’ istante in cui la ve-
locitd u & =c, talché per

#=c¢, siabbia t =0, s=0;
otterremo .
t
u=¢c=xgt, c=(2c:1:yt)—§.
16
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Per mezzo di queste due equazioni fondamentali, usando ove occorre
1" eliminazione, si trovano subito le quattro equazioni relative alle
combinazioni ternarie de’ quattro elementi (s, 4, t, g) :

u=c=xgt, senza s,

-::(2c:l:gt)—;—, senza u,

’
t
8§ = (% =+ c)-z-, senza g,

u® — ¢t

=2

, senza t ;

dalle quali si deduce immediatamente I’ espressione di ciascuma delle
quattro quantitd «, s, g, ¢ per merzo delle combinazioni binarie
delle tre rimaunenti , e si ottengono le dodici formole :

= c:l:gt:—f—‘-—-c:[/[c’:l:hs];

t t U2 — ¢*
s_(2c:l:yt)-3-—(u+c)-§_——:l—:v,
_ %—cC __ g 8—ct __ wW—c?
I == T =x¢ T %’

_ %—c _ 2 s 2 __ 2
t= *g —u-o-c’t:b?t-—:t:g

Leggi del moto equabilments accelerato.

157. Supponiamo che il molo equabilmente accelerato cominci
senza velocitd iniziale , o che si abbia ¢ = 0. Le formole relative
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a questo meoto diventano

“=9‘=”‘?“=l/2gs,
s:—g-t’=;—‘=—;;—,
—_ % 2 _
S=7FT v =3
t:—!=—2—3-= 35

9 L 9

L'equazioni s = -% r, s= —'; si sogliono tradarre nelle seguen-

4 proposizioni : « Nel mote equabilmente accelerato, lo spazio che
si vien percorrendo a partir dalla quiete cresce proporzionalmente al
quadrato del tempo ; e lo spazio descrilto in un tempo dato & la
meta di quello che in pari tempo si descriverebbe con meto equabi-
le se si conservasse la velocitd acquistata » . o/tsfumedet bt ionin !

Coucepiamo diviso il tempo ¢ in n intervalli saccessivi ed ugnali
a t,, ¢ denotiamo per s, lo spazio percorso nel tempo nf,. Sard

5 = g 2, &= -:— (nty)* = n. -g* 2,

2

donde
8, = n%, , Sty = (0 =+ 1)2g,,

€ per conseguenza
Surg — 8 = (20 < 1)s, .

Ponendo qui successivamente # =0, =1, =2, =3, elc. risulta
s,=1.8,, 8 —8,=23.8,, 8, — s, =05.3,, 8, — 3, = 1.5, elc.

vale a dire: « Nel moto equabilmente accelerato gli spazii percorsi
in wvguali e successivi intervalli di tempo, a partir dalla quiete, stan-
no tra loro come i numeri impari = 1:3:5:7 :etc. »
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Scolio I. Dopo Galileo, coll’esperienza si dimostra che a queste leggi

ubbidiscono i gravi nel loro cadere in linea verticale, rimossa che sia
la resistenza dell’ aria; e che, in un minuto secondo, lo spazio per-
corso a partir dalla quiete da un grave cadente ¢, a Parigi, di

metri 4,90448 = piedi parig. 15,1 incirca.

L’ azione ¢ della gravitd & adunque costante per un dato luogo, e
per aver la misura della sva intensitd hasta sostituire nella formola

2
=5 = ‘;i, t=1", s:= 4, 90448 .

Si ha dunque sotto 'la latitudine di Parigi
g = 9,80896 , .

vale a dire : « La gravita, siccome rappresentata dal numero 9,80896,
¢ incirca dieci volte pia grande di quella forza che si prende per
unitd di misura , e che in nn minuto secondo ¢& capace di produrre

la velocita di un metro. »
Scolio II. La velocitd (s ==/ 2¢s) che acquista un grave, caden-

do con moto equabilmente accelerato dall’ altezza &, si dice veloci-
3

ta dovuta all’ altezza s ; e viceversa, 1’ altezza (s = —g-y-) da cul

deve cadere un grave per acquistare una data velocitd u, si dice
altezza dovuta a questa velocita.

Leggi del moto equabilmente ritardato.

158. Supponiamo che il moto equabilmente ritardato cominci col-
la velocita iniziale == c¢. Le formole relative a questo moto saram-

no (156) :
2s
u:c-—gt:—t——-c:[/[c'—zgs],

. t t f’—‘“.
s_(zc-—gl)?_(c-o-u)? _T,

g Ctm U

o
B



125

Sia S lo spazio percorso e T la durata del moto fino all’ estin-
zione della velocitd u. Ponendo u = 0, si avra

2
¢ r=2"X.

§= —
2g 9

.

Ma la durata T del moto , come quella di ogni cosa che comincia
¢ finisce, ¢ divisa da ogni istante in due parti : nella durata passa-
ta ¢ e nella durata che rimane t,; e lo stesso dicasi dello spazio S,
che si compone dello spazio s percorso e dello spazio s, che rimane
a percorrere. Si avrd dunqnue

ty=T—t=—, 8, =8S—s = —,

29

donde

u =gt , :,=-§-t,‘=———

vale a dire: « Nel moto equabilmente ritardato 1a velocita diminuisce
in proporzione del tempo che rimane fino all’ estinzione del moto ;
e lo spazio che rimane a descriversi finché dura il moto , va dimi-
nuendo come il quadrato di questa durata, ed & la metd di quello
spazio che in pari tempo si descriverebbe con moto equabile se si
conservasse la velocitd attnale. »

. . ut . .
Scolio. L’ equazione s = —g— = -5 regolando in senso inver-

so i due moti equabilmente accelerato ed equabitmente ritardato,
rende manifesto che nn grave lanciato in alto verticalmente (facendo
astrazione dalla resistenza dell’ aria) dee avere in ogni puuto del suo
salire quella velocitd che, in appresso discendendo, torneri ad acqui-
slare nel medesimo punto.
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4°. Moto verticale de’gravi ne’fluidi omogenei: moto
discendente ¢ moto ascendente.

159. Un grave moventesi in un mezzo fluido & sotto I’azion con-
tinua di due specie di forze: le forze della gravitd che traggono in
basso tutti i punti materiali, e le forze di pressione del fluido contro
la superficie del corpo, pressioni di cui doppio & I’ effetto, statico e
dinamico.

L'effetto statico delle pressioni sta in questo, che il corpo immer-
so nel fluido perde una parte del suo peso, eguale al peso del fluido
di cui prende il luogo. (Qui il fluido si supporrd omogeneo, ¢ per g
s'intenderd non la gravitd assoluta ma la relativa , cioé la gravitd
quale si conviene al peso diminuito del corpo.)

L' effetio dinamico delle pressioni del luido contro il corpo in
moto consiste nel produrre una resistenza, che fa ostacolo in direzio-
ne opposta a quella del moto, e che cresce colla velocita del moto.
Questa resistenza si suol supporre proporzionale, in pari circostanze,
al quadrato della velocitd w, e perd si rappresenta per gk*u?. Il
coefficiente gk* dipende dalla figura del corpo e dal rapporlo del suo
peso specifico a quello del fluido; onde & lo stesso per uno stesso
corpo e per uno stesso fluido, ma cangia ne’ diversi corpi e ne' mez-
zi diversi secondo le leggi che s’insegnano nell’ idraulica.

160. Quesito I. Scendendo un grave dalla quiete attraverso um

fluido omogeneo, cercasi la relazione tra la velocitd, il tempo, e
lo spazio.

Risposta. Se dapprima cercasi la relazione tra la velocita u ed
il tempo t, ed appresso la relazione tra lo spazio s, il tempo e la
velocitd, si trova

.= 1 gk —1 — { —
§ —k o'9"‘-o-l ( o'ﬂ"‘-o-l)
( 8§ = — Iog 3 efkt - Pkt } = log. !
i zgl.- 1 — ks

dalla prima delle quali apparisce che la velocita u del' grave cadente
non pud mai oltrepassare, e né anche aggiungere il limite 4 = -k—
cui perd si viene sempre pilt avvicinando, cosicché il moto si rende
sensibilmente uniforme dopo un tempo tanto pii breve quanto
¢ maggiore il coefficiente gk® della resistenza.



127

Dimostrazione. La gravith relativa (= g) che accelera il moto,
¢ la resistenza del mezzo ( = gk®u?) che lo ritarda, operando in
senso contrario secondo la stessa verticale, si compongono nella for-
za unica

e = g(1 — k%

Cio posto : 1°. dall’ equazione du = edt si trae ~ _

d.ku

oMt =

la quale, fatto i=|/ —1, si pud scrivere sotto la forma

d(ikw)

t'gkdl = m .

Se questa si paragona colla relazione nota

d.tan.o

de =l +tan.?6’

e 8’ integra cosi che a t =0 corrisponda u =0, si converte nella
tkw = tan.(igkt) ,
ossia, moltiplicata per ':k_" , nella

1 . Lo 1 —isen.(ight)
(1) = =i taa.(tgkt)_—k—. cos.(ight)

?

donde

. 1
cos.(ight) = l/—l-—__—kv .
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2°, Dalla e«iuazione;ds = udt si ricava

s = 1 — sen.(ight). d(tgkt)
= gk’ cos.( igkt)

—~ d.log.cos.(igkt)

la quale integrata cosi che a t = 0 corrisponda s = 0, diventa

1
— k32’

1 . _ 1
(2) s —"-g_ls—“- log.cOf.(tgkt) = log. 1

Or quest’ equazmm (1) e (2), se ai simboli — itan. (igkt), cos. (tykt)
si sostituiscono i loro valori comspondenn (Append. 74, c), si tras-
formano subito nelle proposte.

161. Quesito II. Salemdo un grave verlicalmente attraverso um
fluido omogeneo , ed essendo ¢ Ja veloclté di prolezlone si cerca la
relazione tra la velocitd u, il tempo ¢, e lo spazio s.

Risposta. Si trova

ke — tan. (gkt)
1 <+ kctan.(gkt)

1
=%

I 1 -+ k3c?
k 9 L

s == ?— loy [cos. (gkt) -+ kcsen. (ykt)] =

dalle quali, se si fa 4 = 0, si viene a conoscere quanta & la in-

tera salita S, e quanto il tempo T che impiega il mobile a toccar-
ne la sommita :

‘ 1
2,2
S= 2gk,log(l+kc), T——gk arctankc

Dimostrazione. Qui la gravitd relativa e la resistenza del mezzo,
cospirando insieme per ritardare il moto, si compongono nella forza

P = —1\g(l)-‘c-‘-k’u’) .
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Cio posto : 1°. dall’ equazione du = odt si trae

— d.ku
Al ey
che integrata somministra
|
(1) % = — tan.(a — gkt) ,

k

e quindi
. 1
cos.( a — gt) :‘/W ’

dove la costante a dell’ integrazione dovendosi determinare in modo
che a ¢t =0 corrisponda ¥ = ¢, sara

1
tan.a = ke, e cos.a =‘/i_:k°7'
2°. Dall’ equazione ds == ud! si ricava

hE .:cn.(a — gkt).d(gkt) __

1 N .
ds = yk' 608,(a — yk‘) — —ng.log.cos.(a — gkt)

la qoale integrata cosi che a t = 0 corrisponda s = 0, diventa

1 cos.(a—gkt) 1 14-k*%?
@ $= e log. cos.a T 2gk? log- 5 + Kt

Ora, se nelle (1) e (2) alle funzioni tan.(a — gkt), cos.(a — gkt) si
sostituiscono i loro sviluppi, si vedranno subito comparire le formo-
le proposte.

17
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CAPO il

Del moto curvilineo mello spasio.

D S

1. Nel moto curvilineo le sei quantita (x, y, 2, 8, u, ) 3¢ deb-
bono considerare come funzions del tempo t. La forza d’ inerzia .
quando il moto & libero nello spazio, & sempre uguale in grandez-
%a ¢ in direzione alla forza motrice : essa si compone della forza

. d . 3
tangenziale == 7—':— , € della forza centripeta = —'-:—-. Proprietd del-
U area variabile A descritta dal raggio OM , tvettore del punto M
che st muove in un piano.

162. Un punto materiale M, sotto I'azion continua di una forza
f operante con certa legge, si muova liberamente nello spazio. E ma-
‘nifesto che , ad ogni istante successivo del tempo ¢, tutto sard de-
terminato nel moto di questo punto : ¢ la lunghezza s del cammino
percorso sulla traiettoria a partire da un’ epoca data ; e le coordi-
nate z, y, z del luogo in che trovasi attnalmente il punto ; e la ve-
locitd u ; e I’ intensitd della forza f. Cosi ciascuna di queste sei
quantitd

z, ¥y, £, 5, 4, [

si dee riguardare come funzione del tempo 1.

Scolio. Giova qui ricordare che , supposti gli assi Oz , Oy, Oz
rettangolari :

La direzione della traiettoria s in un punto qualunque M (z, y, 3)
si fa nota per le formole (4dpp. 56)

dy dz
r c0s.(38) = - -

cos.(xs) = cd , cos.(ys) = &

ds
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E la direzione del raggio osculatore r che dal punto M va al centrs
di carvatura, per le (4dpp. 56)

_r d=z - r dy _r  dz
cos.(zr) = -a;-dh-‘—- y o cos(yr) = 7;"?7 , cos.zr) = —d—‘-d—d—‘ ,
donde
dr _ ds dy ds dz __ ds
da—;— = cos.(zr) , da—‘— = Tcoc.(yr), dﬁ = -—r—coc.(zr) .

Indicheremo per I 1a forza d’inerzia del punto materiale in mo-
to, per f la forza motrice, e per P, Q, R le sue componenti paral-
lele agli assi Ox, Oy, Oz .

163. Teorema I. Nel mofo curvilineo di un punio M libero
nello spazio, la forza motrice f é sempre uguale in grandezza ¢
tn direzione alla forza d'inerzia I.

Dim. 1l moto ds, onde il mobile va dal punto (x, y, z) al pun-
to (x +dz, y=+dy, z + dz) della traietioria, si pud decompor-
re ne’ tre moti simultanei dx, dy, dz paralleli ai tre assi coordina-
ti Oz, Oy, Oz (144). Ora, se a ciascuno di questi tre moti rettilinei
si applicano le due equazioni fondamentali del moto rettilineo

% _ﬂ‘—-di’)
("'dt’ *=dt ~ as)
si awra
_dz _dy _ dz
(@) b= Q=3 R=gmy

le quali significano che le componenti della forza motrice f sono e-
guali in ogn’ istante alle componenti omologhe della forza d’inerzia
1, e che pero si ha f = I

Coroll. L’ equazioni generali del moto di un punto M libero nel-
lo spazio sono-dunque le (a) , equivalenti alle

— dy _ dz __
=Pdt, dp=Qdt, dy =Rit.

(a) d- i
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Allorché quest’ eqnazioni possono integrarsi , si verranmo a seoprire
tutte le circostanze del moto corrispondente. Infatti per una prima
integrazione si avranoo le tre velocitd parziali (—d—"i gy E—z)
dt ' dt’ dt
dalla composizione delle quali risulta la velocitd assolula del mobile

ds . . .
“=Tﬂ . Per una seconda integrazione , avremo le coordinate

x,y, z espresse per t, e cosi sapremo il luogo del mobile ad
ogn’ istante. Finalmente eliminando ¢, rimarranno due equazioni
tra z, y, z che saranno quelle della traiettoria descritta dal mobile.

164. Teorema II. Nel moto curvilineo di un punto M, la
forza d’ inerzia I st compone ad ogn’ istante di due forze , I’ una
direlta secondo la tangente, e U altra diretta al centro di curvatu-

du
ra : la componente tangensziale ¢ = @ la componente cen-

uﬁ

Dim. Se si differenzii e poi si divida per dt la identitd
da _ do do _ dr
dt " ds dt . ds’
si ottiene

dz __du dz _ u dz _ du
a8 T dtds dt ds T dt

cos.(xs) + 7“[ . -‘? cos. (zr),

ossia
L 2
Pz d—”coc.(zs) -+ -':— cos.(xr).

ar T dt

Di qui, per ragion di simmetria ,

d*z _ du u?
96 =0 cos.(zs) Tcoc.(.zr) ,
dy du u*
T cos.(ys) Tcoc.(yr) )

d*z

du u?
\ w7 €0s.(28) -4~ - cos. (2r) .
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Ora, ove si abbia riguardo alla proprietd fondamentale della risul-
tante, quest’ equazioni significano che la forza d’ inerzia I, risul-
&z dy dz
T TORM T
la risnltante di due forze tangensiale e centripeta , espresse da
du w?

a’ r

A questa conclusione si arriva pure col seguente discorso.

Il punto mobile che, al principio dell’ arco ds = MM (fig. 44)
ha la velocitd u ¢ la direzione della tangente in M, dopo il tempo
dt arriva al termine di ds colla velocitd (u <+~ du) e colla direzione
deila tangente in M’ che devia dalla precedente coll’ angolo di con-
tingenza = dg. Cid posto, se in M' la velocitd (u <+ du) si decom-
pone in due parallele alle rette MT, MC, che in M rappresentano la
tangente e il raggio osculatore r, le componenti saranno

tante delle tre , si pud riguardare eziandio come

(u <+ du)cos.do, (u -+ du)sen.ds,

le qoali , trascarando gl’' infinitesimi di ordine superiore al primo ,
si ridacono a

u <+ du, udozu-d—:.

Le velocild acquistate dal mobile nell’ istante dt secondo le direzioni
. . .o u
tangenziale MT e centripeta MC sono quindi du, ™ ds , e (queste

divise per dt danno le componenti tangenziale e centripeta della
forza d’ inerzia I:

du u? ‘de

—

—_— —_——y —
a’ r de ’

vale a dire : La forza tangenziale d’inerzia & uguale alla derivata
della velocitd , presa rispetto al tempo ¢;
« E la forza centripeta d’inerzia & uguale al quadrato della ve-
locitd diviso pel raggio di curvatura ; ovvero : é uguale al prodotlo
. de . . .
delle due velocita u , TR onde il punio mobile tende simultanea-
mente a camminare e a cangiar direzione. »
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a) Coroll. I. La direzione della forza 4’ inerzia I essendo ad
ogn’ istante contenuta nel piano osculatore della traiettoria, anche la
direzione della forza motrice f, quando il mobile sia libero ed iso-
lato , sard sempre conteruta in questo piano (163). ¢ si avrad

(] % = fcos.(sf) , 1:— = f:;».(cf) )

equazioni equivalenti alle (a).

b) Coroll. 1I. Un punto M, che si muota in connessione con un
sistema , si potré riguardare come affatio libero ed isolato se al
sistema s’ intenda sostituila una forza motrice f che, ad ogn’istan-
te, sia equale in grandezza e in direzione alla forza d' inerzia
dello stesso punto M.

165. Teor. 1. Quando il raggio OM = r, vetlore del punto M,
8t muove in un piano, U’ area A che da esso si vien descrivendo
(fig. 45) gode delle due propriets contenute nelle seguenti equaziont

a4 _ dy dz\ _  rsen.(rs)
5 it -y dt) 3
d*A__ a’y d*z r sen.(rl)
( Pt ( P d:=)—" 2

vale a dire : La derivata prima dell’area A, presa rispetio al
tempo, & uguale alla metd del momento, intorno ad O, della veloct-
ta u del punto M.

E la derivata seconda di A ¢ uguale alla mets del mo-
mento della forza d’ inerzia di M. ’

Dim. Sia d4 I’ area che il raggio vettore OM = r descrive nel
tempo d¢, mentre passa dal punto (z, y) al punto (z + dz, y+ dy)
per I' angolo ds. Sard (4pp. 16)

2d4 = r*do = xdy — ydx = rds.sen.(rs) ,

e dividendo per dt

dA dy

dz
:ll = — == u.r gen.(rs),

dt dt
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dove u:‘-‘—‘ ¢ la velocitd composta delle due dy ed avente

dt Tdt’ At
la direzione della traiettoria s nel punto M(z,y).
Se di quest’equazione si prende la derivata rispetto a t, si ottiene

d24 d’y —
2?}-;_ 7l Ay dt’ Lrsen.(r]) .

Coroll. Allorché il punto M & libero nello spazio, ‘alla forza
4’ inerzia I si potrd sostituire nelle formole la forza motrice f, e si

o 04 = . 2D (g3

Scolto. Le due relazioni

a4 —u reen.(rs) d*A -1 rsen.(rl)
de — 7 2 e T T 2

tra I’ area A descritta da OM ed i momenti della velocitd e della
forza d' inerzia del punto M, sono analoghe alle due relazioni

ds d3s

—

w=v wm=0

che nel moto rettilineo sussistono tra lo spazio s percorso e la ve-
locitd e la forza 4’ inerzia del mobile.

2. Proprietd generali del moto curvilineo che si fa sotto l'azion
di una forza centrale; ed in particolare guando la traisttoria
é una sezione conica. Applicazione al sistema del mondo.

Nel moto curvilineo la forza motrice si chiama cemtrale quan-
do la sua direzione passa costantemente per un punto fisso, o
centro.
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166. Meorema. Se¢ un punfo M si muova soito ' azion di
una forza diretta sempre ad un centro O, la traiettoria sarad tut-
ta in un piano, e le aree descritte dal raggio vettore OM saranno
proporzionali ai tempi. E viceversa.

Dim. 1°. Se si considera il piano determinato dal centro O di
azione, e dalla direzione dell’ impulso iniziale sul punto M, si vede
essere affatto impossibile che il punto M esca fuori di questo piano,
non essendovi ragione per cui n’esca fuori piuttosto da un lato che
dall’ altro.

2°. Poiché la forza f s’ indirizza sempre al punto O come il rag-

ren. (r/_')_ sara sen.(rf) = 0, e per

gio OM = r, nella dt =T

conseguenza

d‘f‘i 0,

la quale, integratla due volte cosi che a t =0 corrisponda 4 =0,
somministra

A=ct,

dove la costante ¢ & uguale all’ area descritta dal raggio vettore r
nell’ unita di tempo, oltre di essere ugunale alla meta del momento,
intorno ad O, della velocita u del punto M.

Viceversa : Se questo valore di A4 si sostituisce nell’equazione

a4 _ _ reen.(rf)
aw =

risulta sen.(rf) = 0, vale a dire: « Se la traiettoria del punto M
¢ in un piano, ¢ le aree descritte dal raggio vettore OM sono pro-
porzionali ai tempi, la direzion della forza motrice  passa sem-
pre pel punto O.

167. Coroll. Dalla relazione A == ct si deduce d4 = edt, ed
essendo

2d4 = rids = xdy — ydx = r ds.sen.(rs) ,
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—_ Y dz _
sard 20 =7y ——= =Yy == ursen.(rs),

€ per consegucnza

r’ds - 2c
dt = % un.(r:)_..—r—"—-.

168. Questito. Movendosi il punto M sotto 1'azion di una forza
diretta ad un centro O, esprimere per mezzo delle coordinale polari
(¢, OM = r) la velocita u, 1a sna direzione [ cos.(rs), sen.(rs)]
e la forza centrale f.

Risposta.
/ 2c
1 / -
o . (d r)" sen(rs) = el
BeE \w )
d—
d.u? r
( [f=— 537 cot.(rs) =—r—

Dimostrazione. Per ottenere gli esposti risultati basta ricor-
rere alle formole

9 du
, fcos.(fs) = S

ed al triangolo rettangolo MmM' (fig. 45) i cui lati sono ds, dr, rde.
Questo triangolo da

.

[, rds
sen.(rs) = et

d
ds? = r2ds? 4 dr?, . cot.(rs) = -7‘% .

cos.(rs) = —flf ,

18




138

e quindi, ove si goardi alla identita dr = — r’d—i , si raccoglie
r

. son.(rs) = —f% )

1
400 T 2 -
ds cot(r=—r_T
ds

.lnoltre, se supponiamo (per fissar le idee) che la forza f attrag-
ga il punto M verso il centro O, e che perd abbia una direzione
opposta a quella del raggio vettore OM = r, sara (App. 8)

¢03.(f8) = — cos.(rs) = — %:; .

du .
Per queste relazioni, I’ equazione fcos.(fs) = —':— diventa

d
du d.u?
fdr = — ds W'—'—“d“——"? ,
donde
d.u?
f=— 2dr

Scolio. Questa formola, essendosi costruita mella supposizione che
la forza f sia positiva quando esercita sul punto M un’azione attrat-
tiva verso il centro O, dovrd dare per f un valor negativo nel caso
contrario. Laonde , nelle applicazioni, il punto O si dovrd riguar-

" dare come centro di attraziome o come.cemntro di ripul-
siomne secondoché il valore di f dato da cotesta formola risnliera
positivo o negativo.

169. Teor. Se un punto M si muove descrivendo una sezione co-
nica sotto l'azion di una forza sempre diretta ad un foco della se-
zione, U’ intensita di questa forza andra variando in ragion reciproca
del quadrato della distanza da esso foco. E viceversa : Se un punto
M ¢ attratto verso un centro O in ragion inversa del quadrato della
distanza, la traielloria sard una sezione conica che avrd per foco
il punto O.
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Bim. L’ equazion polare delle sezioni coniche é

1 1
— = —1 .6
() ; 7 (1 4 ecos.0)
dove O ¢ un foco della sezione (fig. 45), ¢ & I' angolo onde il rag-
gio vettore OM = r devia da quella delle sue posizioni in cui ba il
valor piul piccolo

P = X a(l —e?) ¢ il semiparametro; a ¢ la metd di quel diametro
che passa pei fochi; ¢ & il coefficiente dell’ eccentricitd = ea ; e
secondoché riesca

la sezione conica ¢ un’ ellisse, una parabola, od una iperbola : per
e = 0 I’ ellisse diviene un circolo del raggio r—p =a.

1°. Dalla (1) si ricava

2 2
¢ quindi la formola —:-c-; = — o ( ___"_) si cangia nella

]
-ch u? = (1 4~ ecos.6)*+ ¢%sen’. 6

2
= 201 + ¢cos.0) — (1 — ¢*) -.-:72;:%,
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donde , fatto

si conchinde

w2
E T r a’

e questa fa palese che la velocita w del punto M diminuisce al
crescere della distanza r dal centro di azione , e che pero & massi-
ma la dove la distanza & minima.

. . . d(u?) . .
Sostituendo questo valore di u* mella f = — a8 ottiene
k
==

per la quale si scopre che « la intensitd della forza centrale scema
nella proporzione in cui cresce il quadrato della distanza r dal cen-
tro di azione. »

2°. Viceversas Se un corpo, essendo in M (r, 0), riceve
ad un tratto la velocita u secondo wuna direzione delerminata
MM' [ cos.(rs), sen.(rs) ]| (fig- 45), e poi si muora sotlo l'azion

della forza = - diretta al centro O, la traietioria sard una se-

zione conica che arrd un foco nel punto O.

Per dimostrarlo si osservi che la via che il mobile dee seguire &
nella realitd pienamente determinata, e che perd ove si faccia vede-
re |’ esistenza di una sezione conica che, avendo un foco in O cen-

. k . . T
tro dell’ attrazione =" soddisfaccia alle proposte condizioni del

moto iniziale, questa conica sard la vera traicttoria. Imperocché nel-

I'entrare che fard il mobile a descriver siffilta ecurva, avia in M la

velocita u secondo la direzione [cos.(rs) . sen.(rs)], e di piu si tro-
, . . k

verd solto ' altrazion conlinua della forza = = emanante dal cen-~

tro O, conforme a cid che si richiede nel problema.
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Ora, supponendosi date nel punto M di partenza le quantitd

k,r,u, sen(rs), cotrs),

si puéd subito determinare la sezione conica di cui si tralta, e quan-
to alla sua natura e grandezza cercando i valori di p, e, e quanto
alla direzione della linea de’ fochi cercando i valori di cos.0, sen.d
relativi al punto M. Infatti dalle formole gid stabilite si raccoglie

1 __ 2 u?
2¢c = rusen.(rs) , ( T ET T
4c? —_ P
P= l TEIEL
t
1 1 r re
d —_— . (fr$) = —r —- = —sen. 0,
e dalle = ? (1 == ecos.9), cot.(rs) T3
abbiamo
cos. ) = l’—(l - 1—) , senb = L cot.(rs) .
e\r P er

’

Ecco adunque trovati i valori di p, e, 0 pe’ quali rimane compiuta-
mente delerminala la sczione conica che dee soddisfare a tutte le
condizioni del problema.

Coroll. Nel punto M (r, 8) sia h I’ altezza dovuta alla velocitd
u di proiezione, civé I' altezza per la quale un corpo, snimato da

- k . . .
una gravild g = o dovrebbe discendere per acquistare la veloci~

14 », talché si abbia

=% T
T2 T 2k
2k u? 2 1
D M H e = —_—
Sard u? = o h , e I'equazione = = - dard

rﬁ
h=r=x—;
:2a
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onde per I’ ellisse sard A < r, per I’ iperbola h > », per la para-
bola h = r (a cagione dia = o0 ), e pel circolo (essendo ¢ = 0,
\ r .
r=—a) sara h = 5 cot.(rs) = 0 ; vale a dire : « Se un corpo,
che & attratto verso un centro fisso O in ragion inversa del quadra-
to della distanza , vien lanciato nello spazio con una data velocita
w, la traicttoria sard una delle tre sezioni coniche avente un foco
nel centro di attrazione; ed in parlicolare sard un’ellisse, od una
parabola, od unm’ iperbola , secondoché I' altezza h dovuta alla velo-

citd iniziale w ( supposta la gravita g = 73 ) riesca inferiore, o egua-

le, o superiore alla distanza iniziale r dal centro di attrazione. Ché
se quest’ altezza h risulti ugnale alla metd della distanza iniziale r,
e se di piu la direzione della velocita iniziale sia perpendicolare ad
essa distanza , la traiettoria sard un circolo. »

170. Scolio I. La proposizione : « Se un corpo si ruove sotto
I’ attrazione Ji una forza centrale inversamente proporzionale al qua-
drato della distanza dal centro, la traiettoria & una sezione conica
di cui il centro di azione & uno de’ fochi : » pud dimostrarsi diret-
tamente per mezzo dell’ equazioni generali del moto

dr __ dy _
dZt— = dt.fcos.(xf) , d_d_t- = dt.fsen.(zf) ,

combinate colla doppia espressione del principio delle aree

r3df = xdy — ydzx = 2cdt .
Infatti , coordinati in O due assi rettangolari Oz, Oy, si ha

cos.(zf) = — cos.(zr) , sen.(zf)= — sen.(2zr),

e se si chiama 0 I’ angolo (xr) , e si sostitnisce

dy  ,_ k
===, =5

4
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I equaziohi del moto diventano

d :;;t = — 2% cos.0d9, d—%’:‘ = — %unﬂdo ,
ed integrate si mutano nelle
dx k dy k
o S 0 - AL .
=% (sen.0 4= a) , = % (cos.0 + 8) ;

¢ queste sostituite nella formola delle aree

dy dz

dt Y=ar =2,

x

(essendo x = rcos.9, y = rsen.b) producono

3
r(l 4~ asen.f 4= Bcos.f) = —7:— ,

equazione che appartiene ad una seziome conica avente il foco nel

punto O.

171. Scolio II. Quando il centro dell'attrazione — —;k,— ¢ al foco

di un’ellisse di semiassi a, b, il coefficiente

4c2

k= —,

che rappresenta I’ intensits della forza f all’ units di distanza dal
centro di azione, si pud esprimere sotto un’ altra forma per mezzo
delle note formole
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Imperocché se si suppone che il raggio vettore r impieghi il tempo
T a deseriver tutta |’ area 4 = absr dell’ ellisse, si avrd

A _ze
=TT T
e quindi
4ec* __ 4m? a?b? dopd a®
P ™ b = I
a
Dunque -
a3
k= 4972 F

Applicazione al sistema del mondo.

172. Le leggi del molo de’ pianeti intorno al sole si dicono legge
di Keplero dal nome dell’ astronomo illustre che primo le scopri,
ricavandole da una serie lunghissima di osservazioni. Queste leggi
sono le tre contenute nelle proposizioni che seguono , e si riferisco-
no al moto del centro di gravila de’ pianeti.

Legge 1. « I pianeti si muorono in curve -piane, ¢ ¢ loro
raggi vettori OM descrivono, intorno al centro O del sole, aree A
proporzionali ai tempi t: %

A=ct.

Legge 2°. « Le traieftorie de’ pianeti, chiamate oxrbite, sono
ellissi di cui il sole occupa uno de’ fochi : »

.
’

1
- = %(l-ﬁ-ccos.o),‘ e<1.

Legge 3°. I quadrati de’ tempi periodici T, T,, T,, etc. del-
le rivoluzioni de’ piancti intorno al sole sono tra loro come i cubs
de’ grandi assi 2a, 2a,, 2a, etc. delle loro orbite : »

a® e a?

——= == = = elC.

T2~ T2

ol
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173. Partendo da queste- tre leggi, Newton fu condotto per ma-

no della scienza a riguardare il centro del sole come il foco di una
forza attrattiva che si estende all’ infinito per ogni verso, tirando
a sé i corpi in ragion inversa del quadrato della loro distanza.

Ed & cio che, alla luce de’ premessi teoremi, possiamo di pre-
sente comprendere anche noi. Infatti sappiamo: 1°. Che, posta la
prima legge di Keplero, la forza f onde i pianeti sono ritenuti nel-
le orbite loro, dev’ essere costantemente diretta verso il centro del
sole; 2°. Che questa forza, posta la seconda legge, deve attrarre
ciascun pianeta in ragion inversa del quadrato della sua distanza
dal sole; 3°. E che infine questa forza (f: ;’:—) , posta la terza
legge e per consegnenza .

3 3
k=49r’—;7=4x’ ;,‘-,-zetc. R
[

opera colla stessa attrazione sunlla materia di tutti i pianeti, non
variando il valore di k da un pianeta all’ aliro: cosicché se i pia-
neti fossero condotti ad egual distanza r dal sole e poscia abban-

. . _— k
donati a s¢ medesimi, trovandosi animati dalla stessa forza f= -

cadrebbero tutti in tempi ugunali per uguali spazii, ed i loro pesi
sarebbero ad ogni istante proporzionali alle loro masse.

Newton estese in appresso le leggi di Keplero ai moti delle co-
mete intorno al sole, ed ai moti dei satelliti intorno ai loro pia-
neti; e passando di osservazione in oOsservazione, e d’ induzione in
induzione pose in chiaro che, come i corpi terrestri si vedono gra-
vitare verso il centro della terra, cosi gravitano i pianeti verso il
sole, cosi le lune o i satelliti verso i loro pianeti; e cosi una me-
desima gravitazione universale collega tra loro i diversi corpi del
crealo, onde avviene che tutti siatiraggano mutuamente in ragion
diretta delle masse ed inversa de’ quadrati delle distanze.

19
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3% Via de'gravi proietti nello spazio facendo astrazione dalla
resistenza del mezzo. Formole per determinare tutte le circostanze
del moto : vertice della traiettoria; ampiezza del tiro; angolo di
elevazione per colpire un dato scopo; punti che sono dentro o fuo-
ri della portata del tiro; limite minimo della forza d’impulso per
arrivare ad un dato scopo.

174. Problema. 1. Essendo un grave lanciato da O nella dire-
zione OT ( fig. 46) colla velocitd ¢, determinare le leggi e tutte le
circostanze del moto, facendo astrazione dalla resistenza del mezzo.

Soluzione. Nel piano verticale che contiene OT prendiamo due
assi Oz, Oy, il primo orizzontale, ed il secondo verticale e diretto
all’ insit, o in senso contrario della gravitd. Sia o I'angolo di ele-
vazione del tiro 2£OT; ccos.6, csen.® saranno i valori iniziali delle

velocitd parziali %’ —‘:—z onde si muove il proietto. Infine sia
. V]
h = _c_. ,
%

I’ altezza dovuta alla velocitd ¢.
Le tre equazioni del moto curvilineo

dx dy dz
— = Pdt, = , d—= ,
d & d T Qdt & Rdt

si riducono nel nosiro caso alle dge

dd-f=0, ddy

at -d—‘-=v—gd‘,

non agendo sul mobile altra forza che la gravith g = — Q, ed al
principio del moto essendo evidentemente
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Ora, per una prima integrazione, coteste due equazioni damno le
velocita parziali °

o dy

—=ccos.0, —-=csend—gt,

dt

e per una seconda integrazione danno le coordinate x, y espresse
per t:

@ =ctcos.?, y= ctsen.? ——-g—- e,

¢ cosi conosciamo il luogo del mobile ad ogn’ istante.

Eliminando t = L, e ¢®=2gh, nasce I’ equazione della
€e0s.9

trasettoria :

wﬁ
y ==ztan.§ — ————,
4h cos.?8

che & una parabola. .
11 tempo che impiega il mobile per salire al vertice della traiet-

. . . dy .. ,
toria, cioé al punto dove la velocitd verticale #’ diviene = 0, ¢

csen. . .
t = p 6 , € le coordinate del vertice sono :

c3 e
&= —sen.0 cos.0 = __sen. 26 — hsen.20 ,
g 29

—f—z—un’a—h'cm’ﬂ— h (1 — cos.20)
y= % 0= S= . .

La portata orizzontale, o I’ ampiezza @ del tiro, & I’ intervallo
orizzontale compreso tra i punti pe' quali y = 0 . La portata oriz-

. . 2
zontale si compie dunque nel tempo t:.-Tc sen.0, ed &

a = 4hsen.0 cos.0 = 2h sen.29 |
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Da quest’ espressione apparisce : 1.° Che si ha la massima am-
pimza del tiro quando I'angolo ¢ di elevazione & semiretto, ed al-
lora @ = 2h; 2°. E che si hanno ampiezze uguali con due tiri 'uno
de’ quali di tanto ecceda 1'angolo semiretto di quanto ¥ altro ne

manca.

Problema 11. Data la velocita ¢ di proiezione, si domanda qual
dev’ essere 1’ elevazione § del tiro affinché il proictto colpisca um

dato scopo (z, v).

Soluzione. Qui supponendosi note le coordinate z, y dello sco-
po, il valore di 4 si avra dall' equazione della traiettoria, ossia (a

1
i | — = 3
cagione di vy R 1 4~ tan.?g) dalla

x?
= —_ 3
y = ztan.§ ah (I 4+ tan6) .,

che si puo scriver cosi :

(ztan.0)* — 4h(xtan.0) = — 4hy — 22,
e che risolata somministra

ztan.o = 2k = [4h(h — y) — 2*] .

Qnesti due valori di tan.6 saranno disuguali, uguali, od immagina-
rii secondoché risulti:

dh(h—y)—a*>0, =0, <0O.

Cid posto, immaginiamo descritta 1a parabola che corrisponde al-
I’ equazione

4h(h — y) — 22 =0, ossia z* = 4dh(h —y),

e ch(f per conscguenza ha il paramelro = 4h, il foco nel punto @
del tiro, ed il vertice al di sopra di O per un’altezza = .
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Un punto M cadra al di fuori o al di dentro di questa parabo-
la, secondeché le coordinate z, y di esso punto rendano 1'espressione

dh(h—y)—a* <0, >0.

Se adunque si fa girar questa parabola intorno all'asse verlicale Oy
sicché generi la superficie chiusa di una Volta, tutti i puwti esterni
alla Volta saranno fuori della portata del tiro, ed ogni punto in-
terno potra esser colpito dando al tiro due angoli diversi di elevazio-
ne, angoli che si ridurranno ad un solo quando lo scopo M si trovi
precisamente sulla Volta.

In generale: perché un dato scopo (z, y) possa venir colpito,
I’ altezza h dovuta alla velocitd ¢ dell’ impulso dee soddisfare alla
relazione

A — dhy — 2> 0, =0,

donde si trae

s Z(e-m),

con che si fa noto il limite inferiore della forza ¢ &’ impulso per
arrivare al segno proposto.

Scolio. Se prendiamo per asse y la retta OT che rappresenta la
direzione del tiro ( fig. 47), e per asse z'la verticale condotta per
O nel senso della gravitd g, I’ equazioni del moto saranno

d.’l:__ dy
dd_l—ydt’ d-a;—o,

le quali, per una prima integrazione, danno le velocitd parziali

de _ . 4y _
a =% =

e per una seconda integrazione danno le coordinate z, y espresse
per t :

|

ed eliminando ¢ = y €* == 2gh , nasce I’ equazione della traiet-

4hx . .

e

toria parabolica y*?
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.

4°. Via de’ gravi proietli in un mezzo resistente. Il ramo di-
scendente della traiettoria tende a divenir verticale; luogo del mo-
bile ad ogn’ istante; altezza ed ampiezza del tiro ; assintoto vertsi-

cale. Caso in cui I’ angolo di elevazione & piccolissimo.

175. Problema I. Un grave essendo dal punto O tirato nella di-
rezione OT colla velocild ¢ in un mezzo resistente (fig. 48), si do-
. manda la traiettoria, e |’ altezza ed ampiezza del tiro.

Soluzione. Nel punto O e nel piano verticale che contiene OT
siano coordinali gli assi Oz, Oy, il primo orizzontale, ed il secondo
verticale e diretto all'insi. Sia ¢ I’angolo zOT di elevazione del ti-

ro; ccos.f, csen.g saranno i valori iniziali delle due velocith —— ,

dt
d . . . . .
—d%l- ond’ & animato il proietto nel senso orizzontale e verticale. Sia

3
h I’ altezza dovuta alla velocitd ¢, talché si abbia A = ;—g . Infine

sia gR la resistenza del mezzo la quale, facendo ostacolo in senso
opposto alla direzione del moto ds, avrd le componenti espresse per

Cio posto, il proietto sard sollecitato ne’ due sensi orizzontale e
verlicale dalle forze :

dz dy
P = — —_— —_———— A

¢ le due equazioni generali del moto

dx dy

d 7t——Pdt-'_-o, th —Qdt=0,
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prenderanno la forma .

dx dx
d-‘i‘—-o-gka—'.dtt: 0,

(1)

dy dy =

E poiché I’ordinata y di ogni punto della traiettoria ¢ funzione del-
la corrispondente ascissa x , sard

dy = pdz ,
dy dx .. .
donde =Py quindi
dy _ ,dx dz
dy

Per quest’ espressioni di dy e di d TR la seconda delle (f) si can-
gia in
dx dz dx
P (d—d—‘—-o-gRE dl) -+ dpz-a-gdt_.o ,

mercé della quale le (1) si ridacono alle seguenti

dz dzx
o dﬁ-c-gkmdt.—o,

q .
dpd;f-+ydt=0.

Adottiamo adesso I’ ipotesi che la resistenza gR sia proporzionale

al quadrato della velocita u = -g: , cioé poniamo

or = ghuy =g (k52)’,
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¢ per abbreviare si faccia

— [ —-_”__ﬂ :
n = 2¢k*; sard gR= 2(‘“) .

Le (1) equivarranno alle

dx n dzx

A4 = Dy —

at — 2 dt’
dp _ (ﬂ“
iz — 9 da:) .

Cerchiamo &’ integrare successivamente ciascuna di quest’ equazioni.
Dalla prima si ricava

()

L n . dr dr_ dx
L -i—dl_d-zt—.a‘_dlbg-z[ N

ed integrando cosi che ad s=0 corrisponda —%‘f— =ccos.9, si olliene

" e=10g. %% log.ccos.o =1 (‘i'f- o)
—28— g- d‘ — oy.c 08. —Oy. d‘ : CCO8. )

donde, passando dal logaritmo al numero,

L c30;¥ i‘-)"-- all
e oo "Ndz/ T 2ghcosis ’

essendo ¢? = 2gh.

Da questo valore di X apparisce, che la velocitd orizzontale del

proietio diminuisce continuamente al crescer dello spazio s percorso,
e che alla fine dee convergere verso lo zero. E ne conseguita:
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1°. Che il moto del proieito sul ramo discendente della traiettoria
tenderd di pid in pid a divenir verticale, e per conseguente uni-
forme (160) ; 2°. E che perd cotesto ramo discendente avri un as-
sintoto verticale.

Per integrare la b (d‘ : soslituiamo in essa il valo-
gr iz — ~ I\az) s
. fde\? .
re di (H) trovato qui sopra : avremo

(]

dp — c.l
@ Az = " Theord
la quale, moltiplicata per I’ identitd dz| /(1 + p*) = ds, diventa

: n nds
5 doL/ (1 w4 p?) — — O -nas
®) P l/( ) 2nhcost.o

L' integrazione per parti da

JSap l/(l+p’) =p1/ (1+p)—f V}(’I?P')

—_ a (1 +p%dp dp
-I’l/(l +p )_f V“_._Pa) "'f l/(“"?') '

donde
2/dpl/ (1+p") = pl/ (14+p") + fv(;?_,_l,—.) ;

e d’altra parte si ha (Api:. 74)

dp
IVF-W: log.[p + |/ (1+p")] .
Cosi dalla' (5) integrata , mutato il segno , nasce

®  C—p U —log [prl (1+p?)] = — o

nhcos3.d

dove C ¢ la costante dell’ integrazione.
20
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Se poniamo per abbreviare

P=p/ (1 +p) +loglp+ 1/ (t+p) ],
I' equazione (8) assumerd le forme pit semplici

1

6)’ e = nh(C— P s, s
()] ( Jcost.0, ¢ T C—Peor ¥’

e la (4), eliminando s, diverrd

dp ___» — .
= —;(C"—P)-——!I"'(C—P) ,

donde

gk*dr = c— __‘_";,. =—dp(C~— P)".

Se a questa relaziope trh x e p aggiungiamo le relazioni

dy = pdzx (d ) , ossia gdi*=—dxdp,

’da:

otterremo le quantitd ¢, x, y, espresse tutte in funzione di p nelle
formole :

S gkdt =—dp(c—P) ¥,
gk*dx = — dp(C—P)—*,
gk*dy = —pdp(C—P)™* .

(4)

Per determinar la costante C, denotiamo per p,, P,, cio che
diventano le quantitd P, P all’ origine O del moto, quando si ha
s = 0. Il valore di C sx dedurra dalla formola (6)'

¢’ = nh(C — P)cos® ¢,



ponendovi s =0, P==P,; ¢ si avri
La quantita

rappresentando nel punto (x, y) la tangente dell’angolo (xs) che la
direzione della traiettoria fa coll’ orizzonte, comincia col valore

P, = tan.p ;

poi scema continnamente insieme coll’ angolo (xs) mel ramo ascem~
dente della traiettoria ( fig. 48) ; svanisce alla sommitd ; ed appres-
50 , nel ramo discendente , si tramutz in negativa e ba per limite
tan.(— 90" ) == — 00,

L’ equazioni (A4) contengono la soluzione del problema. Impe-
rocché per mezzo d’ integrazioni approssimate conducono a scopri-
re , ad ogui istante del tempo ¢, dapprima il valore di p, e quin-
di il loogo (z, y) del proietto e la sua velocua( z , Z:/) . Se ne
prendiamo gl’ integrali definiti tra i limiti di p—=p,, p =0, si
avranno le coordinate del vertice della traiettoria sotto la forma

1 1
=5 [Pape—r—, y= o J7 pdp(c—P).

Per avere I’ ampiezza a del tiro convien cercare primieramente qual
sia il valore di p nel punto dove il ramo discendente taglia I'asse x
e dov' & y = 0. Chiamato p, questo valore , esso si dovrd dedurre
dall’ equazione trascendente

R
S pdplc—Pt =0,
-p‘
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¢ poscia si avrd

% P dpic — py.

..p‘

a =

Finalmente I’ ascissa relativa al punto, ove ' asse = & tagliato
dall’ assintoto verticale , sara :

L P ap(c— Py

9k Z

T =

Scolio. Si dimostra pur facilmente che il ramo ascendente, ove
s’ intenda prolungato indefinitamente al di 14 dell’origine O, ha un
assintoto rettilineo inclinato all’' orizzonte.

Probleina II. Determinare la traiettoria de’ proietti ne’ mezzi re-
sistenti quando I'angolo ¢ di elevazione & piccolissimo.

Soluzione. In questo caso si pud ottenere , con approssimazione
sufficiente, I’equazione in x, y di quella parte della traiettoria che
¢ situata al di sopra di Oz. Infatti, per tutta questa parte, la di-
rezione della traiettoria essendo in ogni punto quasi orizzontale,
la quantitd p & piccolissima, e si ha prossimamente

. . ds =dzx, ed s=ux;

con che I’ equazione (4) si muta nella seguente :

~

dp _ddy _ —e=

dz — dz® — 2hcoso0

Integrando due volte di seguito, e determinando gl’ integrali cosi

che ad £ == 0, corrisponda y =0, ¢ -%’ =tan.9,
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si trova dapprima

- enT

p:ﬂ-—=um.0+~——;
dz 2nh cos®.6

e poscia
1 o4 nx — e~

LY T wtans - e —

Si avranno le coordinate del vertice della traiettoria ponendo p = 0;
e 1’ ampiezza a del tiro ponendo y = 0.
Inoltre dall’ equazione gdt® = — dzdp, e dal valor precedente
.dp . .
di ——, si ricava

dz

7 =
dt = ——e:f‘f— , € quindi t= —2(0__L .
[/2gll cos.0 1/291‘ 7 c0s.0
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CAPO IIIL

PDel moto sopra una data superficie
e sopra una data curva.

1. Questo moto 83 pud considerar come libero se alla superficie data
s’intende sostituita una forza equale ed opposta alla pressione. La

\

pressione non altera la forza tangenziale %‘—:— Valore della veloci-

td u nel moto di un grave. Se il moto & uniforme, la traictloria
¢ una linea geodesica. La velocita u ¢ la curvatura della traietto-
ria cessano d' influire sulla pressione contro la superficie, quando
la superficie & piana. Equazions relative al moto per uns data
curva piana. !

.

176. Nel moto sopra una data superficie, la pressione k del mo-
bile non pué esser diretta che secondo la perpendicolare alla stessa
superficie : perché se fosse obliqna potrebbe risolversi in due I’ una
normale e I’ alira tangenziale, e quest’ ultima non farebbe pressio-
ne, il che & contro I’ ipotesi.

Se la superficie, sopra cui si fa il moto, & rappresentata dal-
I’ equazione N(z, y, z) = 0, la direzione della pressione k nel pun-
to (z, y, z) sard rappresentata dall’ equazioni

1
cos.(zn) = -3— :—iv » c08.(yn) :—: % , cos.(zn) = ol

essendo

= [(@ ()~ @]

Infatti sappiamo (4ppend. 61) che, se mel punto (z, y, z) della
superficie N si conduce una retta n che cada sugli assi Oz, Oy, Oz
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dN d dN

i’ d;v ) questa retta dee riuscire perpendi-
colare alla superficie, ed & poi in mnostro arbitrio di fare in modo
(cangiando all’ uopo il segno dell’ equazione N == 0) che la retta
n sia diretta nel medesimo verso che la pressione k.

colle proiezioni —

177. Teor. Un punto M che si muova sopra una data superficie
pud considerarsi come libero nello spazio soilo 1’azione di una for-
z2a F composta“di due altre forze (f, — k), delle quali la prima f
¢ la forza reale che sollecita il mobile, e la seconda — k & uguale
ed opposta alla pressione del mobile contro la superficie.

Dim. Per intender cid, basta osservare che il moto del punto M si
rimarrd il medesimo se, rimossa la sottoposta saperficie, si applichi
al punto in ogni istante d¢ una forza eguale e contraria alla pres-
sione k (si fa astrazione dall attrito).

Cid posto : 1°. Se le forze si decompongano ciascuna in tre pa-
rallele agli assi, I’ equazioni generali del moto sopra la super-
ficie N = 0 saranno

d? a2
P — k cos.(xn) =Ii_t:‘£ y Q — kcos.(yn) = dﬂz, R—k cos.(zn) = T f ;

2°. E se le forze si decompongano ciascuna in due secondo le dire-
zioni tangenziale e centripceta [ove si rifletta che I'angolo (sn) &
retto, € kcos.(sn) = 0] si avraono le due equazioni

feos.(fs) = % y  feos.(fr) — kcos.(nr) =-.~-'§ ,

nelle quali r denota il raggio osculatore, e gli angoli (sf), (fr), (nr)
sono dati dalle formole

[ds cos.(sf) = Pdz + Qdy + Rdz,

ds dz dy dz
f—r-co:.(f;) = Pd-a'— -+ de -+ R(}Ts,

ds _dN jdz AN dy 4N .ds
R';CO.(’“') —d—-’td :+—d§dz;+dzdds’

tatte espressioni di uno stesso teorema nmoto ( App. 11).
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178. Coroll. 1. Dall’ equazione fcos.(sf) = %: si deduce che:
« Nel moto di un punto per una data superficie, la pressione*k
non altera la forza tangemziale. » Quest’ equazione moltiplicata
per ds diviene .

ds u?
fdscos.(sf) = d“?—i = udq = d?,
dove ds cos.(sf) rappresenta il cammino che nell’ istante d¢ ha per-
corso il ‘mobile secondo la direzione della forza f. Se si denota per
dh questo cammino, onde si abbia

dh = dscos (sf),
sara

u? ut
Cosi, se la forza f sia quella della graviti =.== g, avremo

ul

valendo il segno superiore quando il mobile discende, e 1’ inferiore
quando sale. Di qui la seguente notabile proposizione:

« Quandp il mobile & sollecitato dalla sola gravita, per qualun-
que linea esso discenda o risalga, avrd in ciascun punto quella ve-
locita medesima che avrebbe, se fosse disceso o risalito verticalmente
per uguale altezza. »

179. Coroll. II. Percht il moto riesca uniforme, si richiede
evidentemente che la forza motrice f agisca sempre in direzion per-
pendicolare alla superficie, e che perd si abbia

du _ ¥
-—‘.—0, F_f—k_—r-.

e poiché la direzione della forza F si deve sempre trovare nel piano
osculatore della traicttoria, questo piano sard da per tutto perpendi-
colare alla stessa superficie, e per conseguenza la traiettoria sara una
linea geodesica (110). Dunque:



161

« Se il moto per una superficie curva é uniforme, la traiettoria
sard una linea geodesica, e 1'azien della forza motrice sari o nulla
o sempre normale alla superficie: e viceversa. »

180. La formola generale che da la pressione k, si ottiene pro-

ijettando sulla retta n, pormale alla superficie N, i due sistemi equi-
2

d .
valenti di forze (f, — k), ( -&'—: , l'- ); con che si ha
“l
= fcos.(fn) — - cos.(rn) ,

equazione in cui gid conosciamo I' espressione di cos.(rn), mentre
I’espressione di cos.(fn) si avra dalla

dN
dz ’

dN

fncos.(fn) =P iz + Q % -+ R

Dal valore di k apparisce che: « Quando il mobile corre per una
superficie curva, la pressione k varia da punto a punto, non solo con
quella componente, delia forza f che & normale alla superficie, ma
eziandio colla velocitd %, e colla curvatura. »

181. Coroll. Se la superficie N ¢ un piano, sard
k=fcos.(fn), ed F={fsen.(fn),

perché, essendo la traiettoria in questo piano, I’ angolo (rn) riesce
di 90°, ¢ la forza F composta delle tre [fcos.(fn) , fsen.(fn), —k]
si riduce evidentemente alla sola fsen. (fn). Dunque :

« Allorché il moto avviene sopra un piano, la pressione & sem-
pre uguale a quella componente della forza motrice, che ¢ normale
al piano, ed il mobile cammina come se fosse libero sotto 1’ azione
dell’ alira componente parallela al piano. »

182. Supponizmo che la superficie N si riduca alla curva piana
N(z,y) =0, e che la pressione k sia positiva quando si fa sul
convesso della curva, ossia quando & direita come il raggio oscula-
tore r verso il cemiro di curvatura, onde riesca

cor.(fk) = cos.(fn) = cos.(fr), cos.(nr) = 1.
21
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lofine supponiamo che I’angolo retto (s») sia positivo andando dalla
direzione s della traiettoria al raggio osculatore r. Cid posto:

1°. L’ equazioni del moto sulla curva piana saranno:

. 3
P — kcos.(zn) = g‘; , Q— ksen.(zn) = &y

T

dove
. U dN_ 7 . dx dy
cos. = — . = —_— = —=——
0s.(xn) sen.(Ts) o d:d ER o
sen.(zn) = cos. (a‘:):-i— N =" 4 -‘-lg—‘i ;

R ndy” ds ds ds’
2°. La forza tangenziale d’inerzia sara

du__ — pdr dy_l( dN dN y
q=feor =P +0gm=(Par—0g )

3% E la pressione k sara )

w? t( . dN dN- ?
k= fcos.(fn) —--;:—;—(PE-’-QE )—-::,'-

——————— —

2. Discesa de’ gravi pe’ piani inclinati, ¢ sua relazione colla

discesa vertscale. 1

183. Teor. Ove si faccia astrazione dalle resistenze, il moto
di un grave sopra un piano inclinato all’ orizzonte si compie se-~
condo le stesse leggi che nello spazio: « Se rettilineo, il moto & equa-
bilmente variato; se curvilineo , il moto & parabolico, composto di
due moti rettilinei, I'uno uniforme e 1'aliro equabilmente variato. »
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Dim. Pel punto O donde s'inizia il moto del grave, s’ intenda-
no condotti nel piano inclinato (fig. 49) due assi: Oy orizzontale,
ed Ox perpendicolare ad Oy e diretto in basso. Inoltre la gravitd
g del mobile si concepisca decomposta in due ¢', k, I'una parallela
¢ l'altra perpendicolare al piano, onde sia

g = gcos. (xg), k= gsen.(zg).

La prima ¢’ di queste forze si adopera a spingere il grave lungo il
piano, e.a farlo discendere per la linea retta Ox perpendicolare alla
comun sezione del piano coll’ orizzonte; ¢ la seconda forza k espri-
me la pression costante de! mobile contro il piano (181). L'equazio-
ni del moto saranno

dz dy
dﬁ? =g dt, d?i} = 0,

per le quali si rende manifesta la veritd del teorema.

Coroll. 1. Integrando due volte 1’ equazione d %z. 'dt , eosi

r dx .
che a {=0 corrisponda ¥ == — = 9, ed =0, raccogliesi

di
3
“=9't, z:-g'-‘2=2ig,9

vale a dire: « Un grave posato sopra un piano inclinato discende, con
moto equabilmente accelerato, per la linea retta perpendicolare alla
comun sezione del piano coll’orizzonte. »

Coroll. II. Siano v ed « le velocitk acquistate, ed s ed =z
gli spazii percorsi in egual tempo t da due gravi, cadenti I'uno per
la verticale OB § V'altro pel piano inclinato 04 (fig. 49). OA sia la
lunghezza del piano, OB Ulaltezza, AB la base, e C il piede d¢lla
perpendicolare condoita da B sul piano O4. Sard

vo=gt, {czggi‘

(
lu:g't, ..t:ig’l‘;
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¢ quindi
1 __04_ 0B

-9
—g_' co:.(mg) 0B~ oc’

ele
&Ib

vale a dire: » Le velocitd acquistate e gli spazii percorsi in egual
tempo da due gravi, cadenti 'uno per la verticale OB e I'altro pel
piano inclinato O4, sono tra loro come la lunghezza OA del piano
all’altezza OB, cosicché mentre il primo discende per tutta 1'altez-
ga OB, !’ aliro arviva al punto C ove cade la perpendicolare con-
dotta da B sul piano OB. »

Coroll. III. Tutte le corde OC, 0OC' (fig. 50) di un circolo che
partono dall’ una dell’ estremitd di ua diametro verticale OB, sono
percorse nello stesso tempo; nel tempo in cui il grave, liberamente
cadendo, percorrerebbe quel diametro.

3. Discesa de’gravi per la cicloide : questa curva sola é tautocrona,
¢ sola & brachistocrona.

184. Nella cicloide 40B dell’ equazione
8= 2azx,

I' asse Ox sia verticale, I’ origine O delle coordinate z, y e del-
I’ arco s sia il punto infimo della curva, ed OD = ia il diametro
del circolo generatore. Le direzioni della tangente e del raggio oscu~
latore r nel punto (z, y), scendendo da 4 in O, si avranno dal-
1’ equazioni

(coc(m)_—z_‘:._ .1;5,

<

(sm.(.m) = —— (1 — __)
c0s.(2r) = — sen.(zs) :[/(l-— ) =4 d d.z

sen.(zr) = cos.(z8) = ---l/--z.:—l H
ed
r = | (a* — 2az) = |/ (a* — 5%) .
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185. Quesito. Dal punto (z =h, y=4) della cicloide 40B
( fig- 51 ) essendo un grave abbandonato a sé stesso, e scendendo
pel concavo di essa curva verso il punto infimo O, si domanda la
velocitd w del mobile in qualunque punto M(x, y), la sua pressio-
ne k contro la eurva, ed il tempo ¢ corrispondente.

Risposta.

‘a+2h—4x

u=|"29h—x), k=— |/(a“ 2am)’ &= hcos2.t [/-Z— .

Soluzione. 1°. Poicheé la velocitd che acquista il grave nel passa-
re dal punto (R, ) al punto (z, y), & quella medesima che avreb-
be acquistato se fosse sceso verticalmente per eguale altezza h — a,
cosi avremo

w=2Mh—z), ed u=)"29(h—=z).

*
2°. Trovata la velocitd u, la pressione k si deduce dalla formola
generale

2
k = gcos.(9r) — —t— )

dove

cos.(gr) = — cos.(zr) = ~ |/(l - ——) i r =} (e — 2az).

Fatte le sostituzioni e riduziomi, risulta

a+2h-——4x

-9 ‘/(an

Essendo in ogni caso a > 22, A>2x, e perd a4+ 2h > 4z, la
pressione k ( siccome sempre negativa) mon cessa mai di farsi dal
concavo al convesso della curva (182).
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3°. 11 tempo ¢ della discesa dal punto (k, 8) al punto (z, y)

_ . ds . .
si ricava dall’ equazione d¢ = — o’ sostituendovi

d::d:q/%, ed u=p 2h—x).

E si ha
a —dx
dt=)/ = " _
=V =
ossia
/I = — 0= ‘
AT DT
4 Y
Se poniamo
Ak 27 — h )
x — -5 = —2—z, donde z=—=—- h—-: d:c_-—z—dz,
si‘nvri

2dt[/%— = [ﬁ—d-z_z.‘.) = d.arc.cos.3 ;

ed integrando cosi , che per t = 0 risulti x = A, otterremo

~2x—h _ g
== ~»-»_cos.(2t[/-a—),

donde

=4 9)_ rost. 113
a:....-?(l -+ cos.2t]” ) = hcos .tl/T.

Coroll. Facendo 2 = 0, si avra il tempo totale della discesa dal
punto (A, 8) fino al punto infimo O (z =0, y =0), e sard

eos. t[/—%—- =0= coc.—’—;- , e quindi

x a
t = — -_—
2 l/g .
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Questo valore di ¢, essendo affatto indipendente dal sito (k, 8) di
partenza, fa palese la singolarissima proprietd della cicloide, ehe da
qualunque punto della sua circonferenza si abbandoni il grave, es-
so arriva al punto infimo nello stesso tempo. Per questa proprietd
la cicloide si dice tautocrona.

Ed & da notare che arrivato il grave al punto infimo colla velo-
cita dovuta all’ altezza della digscesa, salird in appresso in tempo
eguale per un arco eguale , e poi tornera a discendere e a risalire;
ed, in questo moto perpetuo di oscillazione, passerd sempre con egua-
li velocitd ne’ punti situati ad egual livello. .

186. Teor. Non avvi altra curva piana che la cicloide, a cui ap-
partenga la proprietd di esser tautocrona.

Dim. Cerchiamo qual sia la curva s per la quale, scendendo un
grave dal punto (k, 8) al punto O (z =0, (y=0), il tempo ¢
della discesa sia affalto indipendente dall’ altezza hA.

Qualunque possa esser questa linea, la sua lunghezza s dee cer-.
tamente crescere e scemare coll’ ascissa verticale x, e peré essere
una funzione di x. Si faccia dunque

s = s(x),

— ds —ds
u —|/2g(h— x)

¢ nell’ equazione dt = si sostltulsca

ds = ¢'(z)dz,

adoperando con Lagrange le notazioni

, ds d?
8 (@) p—ry —I-z- , ‘"(3) —_— E .

1l tempo t della discesa dal punto (h, 8) al punto (0, 0) sard
espresso dalla formola

=y A o d(adz
==L vhe—a T vat—ay
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oppure, se s8i fa z = hg (dove ad =z =k corrisponde z = 1), dal-
la formela

v dzs'(hz) )k
Fal Vay

E quesia somministra

- 1 o [2hzs"(hz) +§'(hz) Jdz
r v A VA (P

_ 8 1 o(kz)dz 1 /.; _o(z)dx
=L Vi = /iy L V-

ove per abbreviare si & fatto
o(z) = 25" (x) + ¢'(x) .

Ora, affinché il tempo ¢ non dipenda affatto dall’altezza k della di-
scesa , si richiede che la sua derivala presa rispetto ad h risulti

uguale a zero, cioé si richiede che sia %— =0, e pero

o(z)dx

_.f ———————V(h_w) =0.

Ma quest’ integrale definito non pud esser nullo per qualsivoglia va-
lore di kA, ove non sia ¢(z) = 0, perché altrimenti potremmo pren-
der % cosi piccolo che, nel variare che fa & tra i limiti 0 ed 4, la
funzione o(x) serbasse il medesimo segno; ed allora cotesto integra-
le, componendosi di elementi tutti del medesimo segno, non potrebbe
riuscire = 0.

L’ equazione adunque della curva cercata si dee ricavare da
o(x) = 0, ossia da

dds ds

—— ] (] — Bhadhl fntid
0 = 2z (:v)-o-s(a)_za:h, +
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Or da qui si raccoglie successivamente

d££:~d{= dx

dz dz . 2z’

1
’

d.log.:i = d.log.(z) L= d.leg. (%)i ;

a
dc:d{tl/z—a?,

a
2
grando di nuovo cosi che ad x == 0 corrisponda s = 0, nasce

dove si pud riguardare come la costante dell’ integrazione. Inte-

s=} 2z,

equazion della cicloide di cui il punto infimo & nell’origine O delle
coordinate.

La proprietd di esser tautocrona non appartiene adunque ad al-
fra curva piana che alla cicloide; e, quanto alle curve a doppia
curvatura, appartiene a quelle che si formerebbero piegando la ci-
cloide sopra un cilindro verticale, sebbene non siano le sole.

187. Probl. Trovare la linea OMA (fig. 52) per la quale un gra-
ve possa scendere nel tempo il pia breve possibile da un punto da-
to O (0, 0) ad un altro punto pur dato 4 (a, 8).

Soluz. Supposto 1'asse Ox verticale e diretto all’ ingiti, un gra-
ve disceso da O al punto M(z, y) avrd acquistato la velocitd
=} 2gx, e I’ elemento del tempo sard

ds __ dx)/(1+p? dy

lt = — = — = .

dt " V2% , dove p -

Quindi il tempo ¢ della discesa da O in A (a, 8), si esprimera per
SR (E )

% V 292 '

22
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Facciamo variare di un tratto infinitesimo la forma della linea OoM4,

cosicché all’ascissa OP==x corrisponda, non pii I'ordinata PM — v,
ma I'ordinata PM' = y+dy, ed il tempo della discesa per 1a nuo-
va curva OM'A divenga ¢ -~ J¢. Dalla teoria de’ massimi e de’mini-
mi si raccoglie che, se il tempo ¢ & un minimo nella discesa per
la linea OMA, operando un cambiamento infinitesimo nella forma di
questa linea, la variazione di ¢ sard un infinitesimo di ordine su-
periore al primo, e che in conseguenza pud farsi ¢t =0 .

Si avrd dunque, differenziando rispetto alla sola y ed indicando
la nuova differenziazione col simbolo 4,

s 24 (1Y) _ adza)/(1+pY)_ .« dzpip
o‘a.f V 29z _{ V 29z "'.f IV 2gx(l+p*)
—_ pddy pddy
_4 IV 2g2(1-+p%) —fl/ 29x(1+p*)’

essendo d(dy) = d(y <+ dy) — Jy = ¢dy, ossia ddy = ddy .

Integriamo per parti rispetto al fattore ddy; si ottiene

A__ Py
0= l/2yz(l+p')] 172yw(1 +p?) )‘y

La prima parte di quest’ espressione equivale a zero, rappresenlan-
do la differenza de’ valori che essa prende me’ punti O ed A4, ed in
quesli due punti (siccome fissi) non potendo variare 1’ ordinata y,
si_ha dy = 0. Rimane adunque

i i) LR

Ma quest’ integrale definito non puo riuscir nullo, qualunque sia la
variazione dy di ogni ordinata y intermedia tra O ed A, salvocheé
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non sia nullo il coefficiente di 2y. Si avrd pertanto I’ equazione

atam) =
V/ 2ga(1 + p?)
di cui I’ integrale si pud scrivere come segue :

. o
Vze(t+p) — V2R’

rignardando la quantiti R come la costante incognita dell’ integra-
zione.

Quest’ equazione, ove si risolva rispetto a p, somministra dap-
prima 2Rp® = x(1+-p?), e poscia

d x
@ =% =V m—a

equazione di una cicloide che ha per base la retta orizzontale Oy
condotta dal piu elevato de’ due punti 0,4 nel loro piano verticale.

E adunque provato che un grave, se si vuol che discenda da un
punto ad unm altro nel tempo minimo, si dee far cadere per un ar-
co cicloidale.

Se si voglia il raggio incognito R del cerchio generatore della
cicloide (a), si descriva sulla base Oy, dalla parte inferiore e con
un cerchio di raggio arbitrario R,, una cicloide ausiliare ehe taglie-
ra la retta O4 in qualche punto B, cosicché si fard noto il rapporto

04 __
o8 — "

1l raggio cercato sard R = nR,. Infatti essendo «, 8 le coordinate
del punte 4, quelle del punto’ B saramno z, =4:;- Y= -é—,

avendosi

_04_ = _ 8

—oB T x, Yo
4

n
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Ora , se nell’ cquazion della cicloide or costruita, cio¢ se nella

W\ y T
drx, 2R, — x,’

d x
si pone x, = —:7— y Yo = -;L ’ nascerﬁ E—z= l/m.—;—w ; equa-

zione di una seconda cicloide la quale‘passeré certamente pel pun-
B AR

Y w )
to‘(——, —), ossia B. —
a\n ' n

A |
,d.,‘ a2 R O RN

[

Scolip. La cicloide, per la singolar proprietd di offrire ai gravi
la linea della piu breve discesa, si dice brachistocrona. Nel dimo-
strare questa proprietd si & supposto che la discesa debba farsi nel
piano verticale determinato dai due punti O, 4. Per prevare che
questa supppsizione & conforme alla veritd, s’ immagini condotio pcl
punto O un terzo asse Oz perpendicolare al piano verticale (Ox, Oy)
gid considerato: 1' espression pil generale dell’ elemento ds della
linea cercata sard

dy __dx

ds = dz)/ (1 + p* + ¢, dove p= o (=7

Ora, qualunque sia la natura della linea, affinché sia percorsa nel
tempo minimo, si troverd (rinnovando il ragionamento fatlo qui
sopra) I’ equazione :

{ad(t/a?(l —£ P+~ q‘))ay + f.ad(l/w(l +qp’ + ¢ )Jz =0,

che dovrd sussistere rimanendo indeterminate le due variazioni
dy, 9z. Quindi eguagliando a zero i coefficienti di dy, Jz, ed inte-
grandoli si ottiene

P q
=a, =1}
Vel 4+pag) = " Vol = p + qY)

_'.n."’ » If‘~; ‘o

(SRS
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Se dalla s, di quest’ equazioni moltiplicata per ¢ si sotirae la se-
conda moltiplicata per p, nasce

ag — bp = 0, ossia adz — bdy = 0 ;

equazione di un piano verticale. La linea di cuni si tratta é adon-
que contenuta in simile piano.

4. Discesa de’ gravi per archi circolari: relazione tra U’ altezza
della caduta e la velocitd u, la pressione k, e il tempo t.

Giova dapprima notare che I' equazione

v = 2rx — x*

del circolo, ove si differenzi e si abbia riguardo alla relazione

2
ds = dz |/ (1 +Z—1;) , dd nascita alle seguenti

¢ che inoltre, se I’ equazione

g Gz _ __dz
r Ty T J(erz—x%)

8’ integra in modo che alle ascisse 2 =0, x = 2r, corrispondano
gli archi s =0, s=rx, risulta .

o dz o dz
Ve = = Vie—o
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188. Probl. I. Nel circolo dell’equazione Yy = 2rx — 2%, essen-
do I’ asse Oz un diametro verticale ed O il punto infimo (fg. 53),
un grave & abbandonato a sé stesso dal punto (x="h, y=4) e
scende in basso per la periferia: quanta sard nel punto (z, y) la
sua velocitd u, e quale e quanta la sua pressione & ?

Risposta

=2k —2zx),

@ k:—%(r+2h—3x)=%(3w—-r—2h).

Dim. La prima formola & evidente per s¢ medesima, esprimendo
che la velocitd » del grave & sempre uguale a quella che ¢ dovuta
all’ altezza verticale (R — x) della sua discesa.

Quanto alla seconda formola, se si voglia vedere come ad essa
. . u? .
riducasi la formola generale k= gcos.(gr) — ra basta comside-

rare che nel punto (x, y) la direzione del grave discendente ¢ data
dalle relazioni .

dz dy _ r—=x
co0s.(28) = — ik sen.(rs) = — BT 5
e che pero si ha
€0s.(gr) = — cos.(zr) = sen.(xs) = — L -: z '

¢ quindi

2 2
k = gcos.(9r) — Lr = - —i—-(r—-z)—- Ty (h—z)

=—-—§—(r+2h—3m).

Da questa formola si rileva :

1°. Che al di sotto del diametro orizzontale AB (fig. 53), es-
sendo r +- 2k > 3z, la pressione k & sempre negativa, e perd @
sempre diretta dal concavo al convesso dell’ arco (182).

e o T -
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2°. Che al di sopra del diametro AB potendosi fare

r=r+4+2, h=ra+h,

dove A’ denota I' altezza del punto 'di partenza al di sopra di 4B,
sara

k=9 (32 —aw).
r

E ne segue che la pressione k , al di sopra del diametro orizzonta-
le AB, comincerd ad agire dal comvesso al concavo, ma la sua
forza andra continuamente scemando fino al punto in cui risulti

32 — 24 =0, od 2 = —:—h’.

Arrivato a questo punto, il grave fogge via per la tangente colla
velocita dovuta all’ altezza della discesa ( = —;— h’) , descrivendo

nello spazio una parabola.

Scolio. E da notare che le due formole (a) rappresentano la ve-
locith e la pressione mel moto circolare, anche quando il grave en-
tra in giro con una data velocitd, purché s’ intenda accresciuta la
quantita k dell’ altezza dovuta a questa velocitd iniziale. Cosi, se il
grave M fosse connesso col centro C per mezzo di un raggio CM in-
flessibile ed inestendibile, e se fosse A > 2r, il moto circolare sa-
rebbe continuo, e k rappresenterebbe la forza variabile onde il rag-
gio CM sarebbe tratto (e talor premuto) dal grave M.

189, Probl. II. Scendendo un grave per un arco circolare dal
punto (k, 8) fino al punto infimo O, qual sara il tempo ¢ della
discesa ?

Risposta.

t::},[/-;—.{*m.(l—%-%. {'é/
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. . ds . -
Dim. Se nell’equazione dt = - si sostituisce

— rdx
U= a—m =~ V(1

ed u=| 2k —x), si ottiene

dt_“/ [/(;xd.—wx’) (l - %)-5 ’

la quale, integrata cosi che a t = 0 corrisponda I’ ascissa z = %,
si muta subito nella proposta.

~Coroll. 1. Se V'altezza h della discesa & piccolissima rispetto al

diametro 2r, onde possa farsi (l — —) =1, sard

dx b r
il/ fh l/(hx__xa) ——2—— l/? )

vale a dire : « Quando un grave oscilla per un arco circolare di un
picciol numero di gradi, il tempo dell’ oscillazione puo ritenersi
come indipendente dall’ ampiezza dell’ arco. »

Coroll. II. 1l tempo ¢ della discesa per un arco di qualsivoglia
numero di gradi ¢ dato dalla formola

() t= —l/ g (2)2 z?’,+(‘,%§)’ %) +(;4i§)2(% ’-o-etc.

-~

Per dimostrarla, convien dapprima sviluppare il binomio ( 1— %)-’

secondo la serie Newtoniana

m-4=-n T + m = 2n
2n 74 3n

(‘1—-q)-?=l+%qT,+ q Ty +elc. ,
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dove T, , T,, T, etc. denotano i valori del primo termine, del se-

condo, del terzo etc. (T,=1, —_— qT etc.), e si avra

q zyi_ 1 = _1~_3(£’<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>