This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=rGs9500xdd0C&ie=ISO-8859-1&output=pdf




29'
388,

600005500G















NOTIONS

ELEMENTAIRES

DE STATIQUE.



Se vend aussi a Bompravx,
Chez GASSIOT fils ainé, Fossés de 'Intendance, n°® 61.

IMPRIMERTE DE HUSARD-COURCIER,
rue da Jardines, n° 12.



- NOTIONS

ELEMENTAIRES

DE STATIQUE

estinies

AUX JEUNES GENS QUI SE PREPARENT POUR L’ECOLE POLYTECHNIQUE,
OU QUI SUIVENT LES COURS DE L’ECOLE MILITAIRE DE ST.-CYR.

PAR J.-B. BIOT,

Membre de I’Académie des Sciences et du Bureau des Longitudes,
Professeur de Physique mathématique au Collége de France, et
’Astronomie a4 [a Faculté des Sciences de Paris ; Inspecteur des
coles militaires; Membre des Sociétés royales de Londres et
d’ﬁdimhoutg; de ’Académie impériale de Saint-Pétersbourg ;
des Académies royales de Stockholm, Turin, Munich, Lucques,
Berlin, Naples, Catane et Palerme; Membre bonoraire de PUni-
versité de Wilna, de P’Institution royale de Londres, de la So-
ciété philosopbi%u% de Cambridge, Astronomique de Londres,
des Antiquaires d’Ecosse, de la Société pour Pavancement des
Sciences naturelles de Marbourg, de la Société Helveétique des
Sciences naturelles, de la Société de Médecine d’Aberdeen,qu‘lf.‘téo-
rologic;ue de Londtes; de la Sociéié Italicnne résidante 3 Modene,
ct de I’Académie américaine des Sciences ct Arts de Boston."

Parva sed apta.

- PARIS,
BACHELIER , SUCCESSEUR DE M** V* COURCIER,

LIBRATRE POUR LES MATHEMATIQUES,
QUAI DES AUGUSTINS, nN° 55

ET A BRUXELLES,
A LA LIBRAIRIE PARISIENNE, RUE DE LA MADELEINE, N° 438.

1829.

355,






TABLE
DES MATIERES.

CHAPITRE PREMIER.

Notions préliminaires sur la constitution physique des
corps matériels.....o.o..cuen. eeeeee.. page 1

CHAPITRE 1II.

Notions du repos , du mouvement. Idée abstraite des
_ Jorces , maniire de les définir et d’exprimer leurs
TappOrts .ot oo . vu.. R tessctennn 9

CHAPITRE III

De Véquilibre produit par la cogpi)sizion de plusieurs
JSorces appliquées & un méme point matériel. ... 16

CHAPITRE IV. -

Composition de deux forces paralléles appliquées aux
extrémités d’une droite rigide et agissant dans le
méme sens....... Cereeeeeieiiaaaaes vee.. 25

CHAPITRE V.

Composition de deux forces paralléles appliquées aux
extrémités d’une droite rigide et agissant dans des
8€ns Opposes ... .v..u. .. ettt e 38












NOTIONS

ELEMENTAIRES

DE STATIQUE.



ij AVANT-PROPOS.
ni¢re logique, sans décomposer, par la pen-
sée, les corps dans leurs élémens matériels,
et rappeler les caractéres sensibles de la maté-
rialité. Passez-vous aux appareils dé transmis-
sion des forces, cest-a-dire aux machines ?
‘Vous ne pouvez parler de levners, de ponhes ,
de cordes, de plans inclinés, de vis, sans ra
peler en méme temps les bénomenes de flexi-
bilité, de résistance, d’extensibilité , de frot-
tement, qui, dans les applicatious, modl fient et
limitent les conséquences purement mathé-
matiques de la combinaison des forcgs. Que
sera—ce si vous devez entrer dans la recherche
des régles de I'Hydrostatique et des lois du
‘mouvement? Vous y passerez toute la Physique
en revue, de la mani¢re la plus fructueuse
comme la plus intéressante, pulsque tous. les
résultats que les experiences fournissent €tant
ainsi analysés, se revétiront de_la rigueur des
idées abstraites, et se fixeront par des nombres.
En me represe ntant ces avantagés et regret-
tantde voir qu'’ils fussent si peu introduits daps
lenSeignement élémentaire, j'ai été conduit a
penser que cela pourrait bien étre résulté de
leur nature mixte, qul‘ pour'leé fhire ressortir
dans un Cours, exlge du professeur beaucoup
plusde connaissances en Pl ysigue expérimen-
tile): de. connaissances trés précises et méme
trés profohdes, que n'ont ordmallrement occa-
siot d"én'dcquétirles personnes auxquelles Pen-
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seignement de la Statique ‘est communément
confié danslesétablissamens d'ingtruction. Aloxs
le professeur expliquant anx ¢l¢ves la Statique
abstraite,, sus la forme mathdmatique que jes
géometres lui ont dounge dans Jes traités spér
claux de cette scienca, can’est, poyr ainsi dive,
qu'une continuation des Caurs dg Mathémati~
ques pures, dans laguelle Papplication des ré-

sultats abstraits aux réalités physiques échappe
au ne pent offrir aucune netteté, Cette liaison
méme devient alors upe difficulié de plus pour
les ¢léves, et une difficulté en puse perte, puis- -
qu’elle ne pourrait leur devenir utile qu'a Yaide
d’uneprécisionde connaissances physiquasqu ils
n/ont pas pu acquérir antérieurement , eussent-
ila méme suivi déja un Caurs de Physique ex-
périmentale; oar, sans notions p:eases de Sta-
tigue , un tel Cours ne peut parler qu'aux yeux.
La canséquence ast dang qu'il fautque ces deux
enseagnemena sosent unis et menés de front,
au moins dans ce quils ont de commun. Cest
ee que jai tach¢ de faire dans le petit ougrage
gu'on va lire.

Jo'ai composé par extréme désir que javais
. de voir Fenseignement élémeuntaire de la Sta-
tique 9'établir solidement dans I'Ecalede Saint-
Cyr, avec tous les avantages ei toute Iutilité
que je lui concols. Yai di, em covséquence, -
me borner a ce que les études admises dans cet
établissement exigeaient. Cest aussi autant, ou



iv AVANT-PROPOS.

méme beaucoup plus, que ce qnel on demande
de Statique pour I'admission i I'Ecole Poly-
technique. S’il arrivait que les idées qui m’ont
gulde fussent approuvées par les professeurs,

je pourrais, dans une edltlon subsequente ’

étendre cet Essai aux premiéres notions de l’Hy-

drostatique et des lois du mouvement, en sui-

vant toujours la méme méthode d’union entre

les abstractions et les réalités.

En cherchant a établir cette liaison pour la
Statique élémentaire, j'ai d’ailleurs emprunté,
dans les traités spéciaux de cette science, les
méthodes de démonstration qui m’ont paru les
plus claires et les plus directes. Sous ce double
rapport, j’ai cru devoir suivre complétement
la théorie des couples, inventée il y a long-
temps par M. Poinsot, et appliquée. par lui
d’une maniére si lumiyeuse dans ses ouv ages.
Le systéme de forces qu’il a ainsi caractérisé se
reproduisant sans cesse dans les problémes
d’équilibre et du mouvement, la spécialisation
de ges propriétés statiques, a, pour ces pro-
blémes, le méme avantage qu'offrent les régles
algébriques pour résoudre une équation posée;
et elle a, de plus, comme il I’a fait voir, le mé-
rite de donner un sens physique réel a4 des ré-
sultats qui, jusqu’alors, ne présentaient qu'une
expression abstraite de calcul.

Nointel , 15 octobre 1828.
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CHAPITRE PREMIER.
Notions prélimindires.

1. Lxs géométres considerent 'dtenduz comme indés
finie en trois dimensions, longueur, largeur et profon~
deur, et ils appellent corps géométriques des portions
finies de cette étendue, limitées par des plans, lignes
et surfaces. Comme cette limitation est purement idéale,
rien n’empéche que I’étendue géométrique ne soit tra-
versée en tous sens par de pareils corps, et alors on
dit que les lignes ou surfaces se coupent, ou que -les
solides se pénétrent, dans les points de I'espace qui
leur sont communus.

Les corps physiques réels, tels que la nature nous
les présente, partagent avec les corps géométriques les
propriétés de l'étendue; mais ils en different essen-
tiellement par Pimpossibilité d’exister simultanément '
dans les mémes points de Pespace, propriété que Pon
appelle Vimpénéerabilité. L'étendue et P'impénétrabilité
sont deux propriétés qui constituent, pour nous, les corps
naturels, parce qu'elles suffisent pour nous annoncer

1
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et pour nous prouver leur existence, extérieure a nous
mémes.

2. Nousne pouvons gxercer aucune action physique,
nous ne pouvons faire aucun mouvement propre dans
Pespace qui nous environne, sans éprouver la réalité de
ces définitions. Javance mon bras dans Pobscurité; il
rencontre un obstacle qui Pempéche de s’étendre. Ma
main, promenée sur cet obstacle, trouve qu’il est
limité; qu’il finit 4 certains endroits, commence a
d’autres, et qu’autour de Iui Pespace est libre; j’en
conclus que cet obstacle existe ou parait exister hors
de moi, dans une certaine portion de l'espace de la-
quelle son existence m’exclut. D’apreés cela, je Pappelle
un corps. Le premier de ces phénomenes, la limitation,
est lecaractére: de J’étendue figurée , C'est-a-dire douée
d’une forme. Le second, Pexclusion des autres corps, est
le caractére que'ondésignesousle nom &’impénétrabilité.
La notion premitre de celui- ci nous est donnée, comme
je viens de le dire, par la sensation du tact. L’observa-
tion nous apprend ensuite que les corps, dont Pexistence
actuelle nous exclut de certains points de Pespace, s'en
excluent aussi mutuellement. Enfin, le raisonnement,
guidé par ces faits, nous découvre que la méme pro-
priété subsiste encore dans des circonstances ot l’épreuve
du tact serait infiniment trop grossiére pour servir & la
reconnaitre; nous nous élevons ainsi & cette idée gé-
nérale : Pimpénétrabilité consiste en ce que deux por-
tions distinctes de matiére ne peuvent jamais s’identifier

Pune dans Pautre, de maniére a coexister dans les
mémes points de lespace.

L’exemple suivant présentera tous les pas que fait
notre esprit pour arriver i cette généralisation. L’obs-
tacle que notre main rencontre, et dont Pexistence se
manifeste a nous par I'exclusion qu’il nous donne , est
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je suppose, une masse d’eau glacée. Dans ce cas, nous
reconnaissons immédiatement sa matérialité par le tact.
Maintenant, voila que cette glace vient & se fondre et
a se résoudre en eau liquide. Alors, si nous essayons
d’y plonger la main, elle nous fait place et s'ouvre
devant nous sans résistance apparente. Serait-elle donc
devenue pénétrable? Oui, sans doute, si nous consi-
dérons son ensemble, qui a cessé de faire un tout
compacte, mais nullement si nous considérons ses par-
ties; car, lorsque le vase qui la contient est terminé
par un col étroit, on voit le niveau s’élever dans ce
col, quand on pénetre la masse de P'eau, en y plon-
geant le doigt ou tout autre corps. Les parties de 'ean
ne se laissent donc pas réellement pénétrer dauns cette
expérience; elles sont seulement déplacées par le corps
qui les pousse, et sont transportées ailleurs. Cela est si
vrai, qu'au lieu de céder, elles résisteront, et d’une
maniére presque invincible, si on leur 8te la possibilité
de s'échapper, comme on peut le faire en renfermant
Feau dans un vase cylindrique et s'efforgant &’y faire
pénétrer un piston qui remplisse exactement toute la
section du cylindre. Maintenant, ghauffez cette méme
eau jusqu’a-la faire bouillir; elle se convertira en va-
peurs, qui seront un air transparent , impalpable, dont
les parties seront si petites que vous ne les verres plus,
et si légéres, que le tact ne pourra vous en donner la
moindre sensation , ‘tant elles se déplaceront avec fa-
cilité devant les corps que vous tenterez de plonger
parmi elles; mais elles ne seront pas, pour cela, de-
venues individuellement plus pénétrables; car, si vous
les enfermez encore, comme tout & Pheure, dans un
cylindre, elles résisteront a la compression simultanée;
et, plutét que de se laisser pénétrer par le piston qui
les pousse, ou de se pénétrer elles-mémes, elles se

I..
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rapprocheront seulement les unes des autres, jusqu’a
se rassembler de nouveau en un liquide, malgré la
grande force d’éxpansion qui leur est donnée par la
chaleur. !

Notre esprit reconnait donc encore ici la méme pro-
priété que le tact nous rendait sensible lorsque les
parties de Peau formaient un torps solide par leur
réunion.

Mais ce n’est pas la, a beaucoup prés, le dernier
terme d’abstraction ou nous puissions la suivre. Nous
sommes obligés d’admettre Pimpénétrahilité, dans des
circonstances tellement délicates, et de P'attribuer & des
parcelles de matidre si subtiles, que notre imaginationt
peut & peine aller & les concevoir. L'expérience nous
tonduit ainsi A reconnaitre que tous les corps-natu-
rels d’une étendue sensible consistent dans l’assemblage
d’une multitude intinie de particules matérielles qui
sont individuellement étendues et impénétrables, La
seule diversité du mode d’agrégation de ces particules
Tait quele systtme entier, ou le corps qu'elles com-
posent, est accidentellement solide, ou Ziguide, ou ga~
zeux; et de la résultent également les autres propriétés
physiques accidentelles, par exemple, les degrés divers
de dureté, de mollesse, d'élasticité, etc.

3. Dans tous les 'phénomenes que les corps matériels
ainsi constitués nous présentent, les molécules qui les
coinposent se comportent comme autant de masses
inertes, c’est—a-dire dépourvues de toute espice de
spontanéité; elles peuvent étre mues, déplacées, arré-
tées par des causes extérieures étrangeres a elles-mémes;
mais jamais uous n’y découvrons aucune trace d’une vo-
Ionté propre et libre. Si la bille qui roule sur le tapis
&’uan billard, en vertu de Pimpulsion qu'on lui a don-
née, ralentit peu & peu la vitesse de son mouvement,
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et enfin s'arréte, Cest. uniquement par la continuelle
résistance que lui opposent les aspérités du drap sur
lequel elle frotte, et les molécules de Pair & ‘travers
leqnel elle se meut. Rendez le drap plus doux,la méme
impulsion fera mouvoir plus long~temps la bille; subs-
tituez~y un plan de marbre poli et des bandes formées
par des fils métalliques tendus, dont Pélasticité soit plus
parfaite, la durée du mouvement deviendra incompa=
rablement plus grande, ce qui indique qu’elle serait
indéfinie, si les obstacles élaient tout-a-fait 6tés. La
pierre que nous lancons du haut d’une tour, et qui,
sollicitée en méme temps par celte impulsion. et- par
la pesanteur, va tomber & une certaine distance, use
de méme progressivement sa vitesse horizontale, en
la partageant avec les molécules d’air qu’elle choque,
et les refoulant les unes sur les autres. Mais concevez
que cet air n’existat point, el que la force de Pimpul-
ston fit assez énergique .pour éloigner la pierre de la
terre, par son mouvement tangentiel,-autant que la.pe-
santeur tend & la faire descendre.a chaque instant, la
pierre alors décrirait un cercle autour de la terre; et ,
comme rien ne Parréterait dans son cours, elle circu=
lerait ainsi, éternellement. C'est la en effet ce qui arrive
3 la lune, que nous savons se mouvoir dans lesvide au-
tour de la. terre; et nous voyons également se porpé-
tuer les mouvemens des autres corps planétaires qui
parcourent de méme un espace dépourvu de toute ma-
titre résistante. Tout nous porte donc & croire que la
matiére ne peut, par elle-méme, se donner ni s'éter
le mouvement ou le repos; et qu’une fois dans lun
ou Pautre de ces états, elle y persévérerait éternelle-
ment, si aucune cause étramgére ue venait agir spr
elle. Cette indifférence, ce défaut de spontanéité, a
zegu le nom d’inertie. Une seule classe de corps semble
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y faire exception, ce sont ceux des étres que l'on
appelle animés , qui se meuvent ou sarrétent par
Peffet d’une volonté intérieure ; mais, dans ceux-la en-
core, les molécules matérielles qui composent leurs
parties, et leurs parties mémes, sont absolument inertes.
Clest leur ensemble qui posséde la qualité d’étre animé;
séparées, elles ne vivent plus et rentrent dans les lois
ordinaires de tous les autres corps.

Nous sommes dans une obscurité absolue sur la
cause de cette différence, et nous ignorons compléte-
ment ce qui détermine Pétat de vie ; mais, voyant dans
toutes les autres circonstances la matitre dépourvue
de spontanéité, et reconnaissant que, méme dans les
étres vivans, elle perd encore cette faculté par la mort

et le sommeil, nous sommes conduits a la regarder
comme étrangére 4 son essence, et ramenant ce cas
aux lois ordinaires, nous concevons la volonté des étres
animés comme Pacte d’un principe intérieur et imma-
tériel qui réside en eus. A la vérité, nous ne pouvons
pas dire dans laquelle de leurs parties ce principe ré-
side, ni en quoi il consiste; eucore moins comment ,
immatériel , il peut agr sur lamatiére. Mais, pour peu
que nous ayons réfléchi sur nous-mémes, et que nous
ayons observé avec quelque attention les ceuvres dela
nature, ces obscurités, malheureusement trop ordi-
naires, ol nous laisse Pimperfection de nos connais-
" sances, ne doivent jamais étre pour nous le fondement
d’une objection contre Pessence des choses que mous
sommes toujours réduits & ignorer. Ainsi nous agis-
sons philosophiquement , dans cette circonstance comme
dans toute autre, en nous rapprochant des analogies et
en faisant dépendre le mouvement des corps animés
d’une cause étrangtre & leur matitre, puisque nous
trouvons la matitre inerte dans tous les autres cas ot
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nous pouvons Péprouver. On apporte encore, dans les
écoles de Philosophie, une autre raison pour attribuer
la spontanéité a un principe immatériel; c’est que la
volonté, par la nature méme de ses actes, ne peut
émaner que d'un étre simple, et par conséquent, ne
peut pas appartenir & un étre essentiellement composé,
ou au moins divisible et décomposable, comme la ma-
titre; mais ce motif métaphysique sortant de nos
considérations ordinaires, nous nous borneronsa I’énon-
cer. Pour toutes les recherches expérimentales, il nous
suffira d’admettre Pimmatérialité du principe de la
volonté comme une distinction fondée sur P’analogie,
et Yinertie de la matiére comme une propriété géné-
rale dans I’état actuel de Punivers.

4. L’expérience fait encore découvrir dans la maticre
plusieurs autres propriétés également contingentes,
c'est-i-dire qui semblent n’étre pas ahsolument indis-
pensables pour que les corps matériels se manifestent
a nos sens, maisdont cependant la connaissance est trés
importante, parce qt’on les trouve toujours unies avec
les conditions primitives de la matérialité; de sorte
qu'elles peuvent suppléer a ces conditions, dans un
grand mombre de circonstances ol il devient impos-
sible de les observer. Telle est, par exemple, la pe-
santeur. Parmi les corps naturels dont on peut cons-
tater la matérialité, on n’en trouve ahsolument aucun
qui ne soit pesant , c’est-a-dire qui ne tende & tomber
vers la terre, quand: on I’abandonne a lui-méme. Puis
donc que ces deux propriétés, la matérialité et la
pesanteur, paraissent s'accompagner toujours, la pré-
sence de I'une nous suffit pour juger, par induction, que
Pautre existe. Ainsi, quoique nous ne puissions ni voir
Bi toucher l'air, comme nous voyons et touchons les
autres corps, cependant mous pouvons juger que c’est
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une substance matérielle, parce qu’il est pesant, coér-
cible dans des vases, et qu'il produit beaucoup d’autres
phénomeénes, tous pareils 3 ceux qu'un fluide pesant
doit produire. L’examen approfondi de ces propriétés
nous apprend ensuite qu’il existe des espéces d’air
trds diverses, qui sont tous autant de substances essen-
tiellement distinctes les unes des autres, par les actions
qu’ils font éprouver aux autres corps, et par celles que
ceuxvci exercent sur eus,
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CHAPITRE II.
Notions du repos, du mouvement. Idée abstraite des
Jforces, maniére de les définir et d’exprimer leurs
rapports.

5. Les molécules matérielles qui composent les corps
étant envisagées dans l’état inerte, et comme unique-
" ment susceptibles d’obéir avec une compléte indiffé~
Tence aux causes extérieures qui peuvent les solliciter,
il en résulte, dans les phénoménes que leur agréga-
tion présente, certaines conditions nécessuires, qui
gappliquent a tous les corps, indépendamment de la
nature chimique de leurs parties constituantes, comme
étant de simples conséquences de leur matérialité. Telles
sont les lois générales de Péquilibre et du mouvement
que Pon déduit en effet mathématiquement de la seule
propriété de Pinertie. L’enseignement offert ici aux
éleves a seulement pour objet une trés petite partie
et la plus simple de cette déduction; mais il est néces-
saire de leur en donner une idée générale, pour qu'ils
puissent comprendre le but et les applications pratiques
de la limitation a laquelle nous voulons nous borner.

6. Cet exposé ne peut se faire avec la rigueur géomé-
trique, si Pon ne fixe d’abord avec précision certaines
notions fondamentales qui y reviennent sans cesse, telles
que celles de repos, mouvement, force. Nous avons, il est
vrai, déja employé ces expressions comme faisant par-
tie de I'usage ordinaire; il devient a présent nécessaire
.de lear donner, pour toujours, un sens fixe et assuré,

‘.-
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Commengons par définir le lieu oui les phénoménes se
produisent. Pour cela, concevons un espace sans bornes,
immatériel , immuable, et dont toutes les parties, sem~
blables entre elles, soient librement pénétrables & la
matiére. Qu'’il existe ou non, dans la nature, un pareil
espace, peu nous importe; il figure seulement pour
nous Pétendue abstraite et indéfinie. Placons-y les mo-
lécules, élémens matériels des corps, et considérons d’a-
bord en elles le seul fait de leur existence. Ce simple fait
sera susceptible de deux modifications distinctes; il se
pourra que la méme molécule persiste invariablement
dans son lieu actuel, ou que, par I'influence de causes
extérieures, elle le quitte pour passer dans quelque autre
partie de espace. Le premier de ces deux états consti=
tue le repos absolu, lg second le mouvement.

Mais nous pouvons concevoir encore que deux ou
plusieurs molécules soient déplacées simultanément
d’un mouvement commun, en gardant, Pune a.'égard
de Pautre , leurs positions respectives. Alors, si on les
considére dans leurs rapports avec Pespace immuable,
elles seront réellement en mouvement absolu; mais si
on les considére uniquement dans leurs rapports mu-
tuels, ceux-ci resteront les mémes que si le groupe en-
tier était demeuré en repos; et, s'il existait sur Pune.
d’elles un étre intelligent qui observit toutes les au-
tres, il ne pourrait, d’aprés cette observation seule,
décider si le systtme total se meut ou ne se meut pas.
Cette permanence de relations, au milieu d’'un mou-
vement commun, s'exprime par la dénomination de
repos relatif. Tel serait le cas de plusieurs corps que
Pon concevrait posés dans un bateau abandonné au
cours d’une rivitre tranquille. Tel est encore le cas de
tous les corps terrestres lorsqu'ils restent invariable-
ment fixés au méme point du sol. 1ls sont en repos
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entre eux ; mais la terre, qui tourne journellement sur
elle-méme, leur imprime une rotation commune, et en
méme temps elle les emporte tous dans son orbite au-
tour du soleil, lequel emporte peut-étre 2 son tour la
terre et tout le cortége des planttes vers quelque cons-
tellation éloignée. Le repos relatif est donc vraisem-
blablement le seul qui existe en effet dans ce systéme;
C’est du moins le seul que nous puissions étre assurés I’y
observer.

Ceci nous conduit a faire une spécification analogue
pour le mouvement, et a distinguer les mouvemens ab-
solus des corps, considérés relativement & I'espace im-
muable, d’avec les changemens de position relative qui
peuvent survenir entre eux. Ces derniers se nommeront
donc des mouvemens relatifs, soit que celai des corps
du systeme auquel on les rapporte se trouve lui-méme en
mouvement ou en repos. Par exemple, les variations
de position des astres, telles que nous les apercevons
de la surface terrestre, ne sont pas des mouvemens ab-
solus, mais relatifs , parce que la terre, 4 laquelle nous
les rapportons comme 4 un centre fixe, a réellement
un mouvement de rotation diurne, et un mouvement
annuel de circulation autour du soleil. Méme lorsque,
par le calcul, nous arrivons a conclure de ces observa-
tions les mouvemens réels des astres, tels qu'on les
verrait du centre da soleil, nous ne pouvons, pas en-
core affirmer que ce soient la des mouvemens absolus,
puisqu’il se peut que le soleil et tout notre systéme
planétaire se déplacent ensemble dans espace.

7. D’aprés Pidée que Pexpérience nous a donnée de
Pinertie, nous devons envisager P'état de mouvement
et celui de repos comme dé simples accidens de la ma-
tiere, qu'elle ne peut pas se donner elle - méme, et
qu’elle ne peut pas changer une fois qu'elie les a recus,

i
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Conséquemment , lorsque nous la voyons passer d’um
de ces états a 'autre , nous devons concevoir ce change-
ment comme produit et déterminé par Paction de causes
extérieures. Ces causes, quelles quelles puissent étre,
se désignent généralement par le nom de forces. La na-
ture nous en offre une infinité, qui sont, au moins en
apparence, de différentes espéces; telles sont les forces
produites par les muscles et les organes des animaux
vivans, dont Pexercice dépend, pour un grand nombre,
uniquement de leur volonté ; telles sont encore celles
que produisent les agens physiques, comme I'expansion
des corps par la chaleur, léur condensation par le re-
froidissement, etc. Il y en a d’autres qui semblent
inhérentes & certains corps, ou dépendantes de cer—
taines modifications momentanées qu’on leur imprime;
telle est, par exemple, Pattraction mutuelle de Pai-
mant et du fer, ou celle qui sexerce entre les corps
électrisés. Ce sont encore des forces du méme genre
qui produisent la chute des corps vers la terre, les affi-
nités chimiques, et la tendance des planétes vers le so-
leil. On ignore absolument la nature intime de ce
genre de forces, et Pon ne saurait décider si elles sont
étrangéres 4 la maticre , ou propres et attachées a son
essence ; néanmoins il est utile et philosophique de les
en séparer par la pensée , afin de n’avoir plus a considé~
rer dans la nature physique que des masses inertes sol-
licitées par des causes de mouvement.

8. En outre, si nous observons d'abord des. corps
qui aient un volume sensible, leurs mouvemens ne
seront pas, en général, des effets simples, mais ils se-
ront les résultats composés de toutes les forces qui
agissent simultanément sur leurs divers points. On voit
donc. que, pour analyser P'action méme des forces, il
faut nous débarrasser de cette complication : et cest ce
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gue nous ferons, en considérant d’abord simplement
une seule force agissant sur un point matériel dont
nous supposerons le volume ‘infiniment petit.

9. Dans ce cas, on caractérise et Pon définit chaque
force d’aprés les circonstances particuliéres a son mode
d’action. 1l faut d’abord assigner le point matériel au-
quel elle est appliquée, et la direction suivant laquelle
elle Sexerce. On doit considérer ensuite que toutes les
- forces n’ent pas tin égal pouvoir, puisque nous voyons
que le méme corps, poussé, choqué, ou en général
sollicité par elles, de la méme maniére, en est iné-
palement affecté. Ainsi, il est évident, par exemple,
que Pimpulsion produite contre une muraille par un
bouiet que lance une pitce de 24, a une autre puis-
sance que le choc d’une balle de paume lancée par la
raquette d’un joueur. Il faut donc, pour définir chaque
force, assigner son énergie relative, ou, suivant Pex-
pression technique, son intensité. A cet effet, on con-
goit arbitrairement une certaine force dont on prend
Pintensité pour unité, et Pon -exprime ‘par 1 celle de
toute force égale a celle la, Cest-a-dire qui, éutnt ap--
pliquée en sens contraire au méme point matériel, dé-
truirall exactement Ueffort de la premiére, et main-
tiendrait ainsi ce point en repos. On congoit ensuite
deux ou plusieurs forces pareilles agissant ensemble,
et dans un méme sens, sur un péme point matériel;
et Pon dit que la force composée qui en résulte a
une intensité doublg » triple, quadruple, ou, en gé-
néral, multiple de lm premiére , selon le nombre de
Jorces dont elle est formée; de sorte que les intensités se
trouvent exprimées par ces nombres mémes; ou, si Fon
veut, on peut aussi les représenter par des lignes droites
de diverses grandeurs, proportionnelles aux nombres

qui les expriment.

]
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CHAPITRE III.

De Péquilibre produit par la composition de plusieurs
Jorces appliquées & un méme point matériel.

10. Lorsqu’une seule force est appliquée 4 un point
‘matériel libre, il est évident que ce point, en vertu
de son inertie, doit se mouvoir suivant la direction de
la force et sur son prolongement. Mais lorsque plu-
sieurs forces agissent simultanément sur un méme
point matériel, ou sur -un systtme de pareils points,
il se présente deux cas qu'il est nécessaire de distin-
guer. Il est possnble que l’enseOle des forces agls-
santes commumque des mouvemens au systéme; mais
il peut arriver aussi que leurs efforts s’entre-détrui-
sent, et alors l¢ systtme demeurera en repos. Le repos
ainsi produit par la compensation de plusieurs forces
actives , se désigne sous le nom d’équilibre, pour le
distinguer du repos inerte produit par l'absence de
. toute force motrice, quoique ces deux états ne diffe-
rent en rien, qnant aux apparences.

L’état d’équilibre étant particulier et unique parmi
tous les mouvemens possibles, on congoit qu'il exige
entre les directions des forces, leurs intensités et les
positions de leurs points d’application, certaines rela-
tions spéciales , sans lesquelles il n’aurait pas lieu. Ces
relations se nomment les tonditions d’équilibre, et leur
recherche est objet d’une branche des Mathématiques
que Pon appelle la Statique; C’est celle dont nous allons
nous occuper.
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L’énoncé qui précéde semble ne Sappliquer qu’a dés
corps tout-a-fait libres dans espace. Cependant on peut
concevoir, on peut méme remarquer expérimentale-
ment, beaucoup de cas d’équilibre dans lesquels les corps
sont assujettis a certaines conditions par lesquelles leur
liberté est limitée , comme, par exemple, & ne pouvoir
que tourner autour d’un point ou.d’un axe fixes, ou a
s'appuyer constamment sur une surface mdéﬁmment ré-
sistante et impénétrable. Mais ces particularités plus
compliquées en apparence, peuvent toujours étre ra-
menées & la simplicité des corps libres, en représentant
par des forces spéciales, et convenablement appliqades,
les réactions des obstacles anxquels les corps sont assu-
jettis. Ainsi, lorsqu’une bille sphérique pesante se tient
en équilibre sur le tapis horizontal d’un billard, on peut
substituer par la pensée, 4 la résistance de @ plan, une
force verticale, contraire et égale au poidsde la bille,
qui en compense & chaque instant leffet. Au moyen
. d’une substitution analogue , mais plus ou moins facile,

on n’a jamais & rechercher les conditions d’équilibre
qu'entre des corps complétement libres dans Pespace.

. Par le méme motif de simplification, quoique tous les
corps qui s'observent dans la nature soient pesans, on
leur Ote par la pensée la pesanteur, que P'on considére
‘comme une force distincte qui exerce, ainsi que toute
autre, son influence dans les conditions de leur équi-
libre; et:alors on n’a plus 4 considérer tous les corps que
comme des systémes matériels inertes et sans poids.

- Ces principes posés,, nous allons examiner successive-
ment plusieurs cas d’équilibre trés simples, et, pour ainsi
dire,évidens par eux-mémes, qui nous conduiront gra-
duellement aux cas plus composés.

11. Soit un point matériel A, fig. 1™ et 2°, sollicité
uniquement par deux forces ‘égales et contraires, que

2
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nous représenterons par les droites égales AP, AQ, pla-
<cées sur un méme prolongement (g). Ce point sera évi-
demment en équilibre; car, en vertu de la complete sy-
métrie des actions qui le sollicitent, il n’y a aucune
raison pour qu'il se meuve dans un sens plutét que dans
un autre, vers P plutét que vers Q. Ceci est également
vrai, soit que les.forces AP, AQ, tirent toutes deux le
point A, comme la figure. »** Pindique par le sens des
flaches appliquées aux directions des forces, ou le pous-
sent, comme le représente la figure 2.

Pour abréger les énoncés, nous désignerons désormais
les forces AP, AQ, ou toute autre quelconque, par les
lettres P, Q,... représentant les nombres qui expri-
ment les rapports de ces forces a la force particuliére
prise pour unité (g).

- 12. Laxg$me raison de symétrie démontre également

que Péquilibre aura lieu si les deux forces P et Q, suppo-
sées toujours égales et de directions contraires, sont ap-
pliquées simultanément aux deux extrémités d’une droite
rigide et inextensible AB, fig. 3 et 4, de manitre que
leur direction coincide avec celle de cette droite; ¢ar il
n’y a aucune raison pour quela droite AB, ainsi sol-
licitée, se meuve vers P plutét que vers Q.

Ce raisonnement ne s’appliquerait plus, si les deux
forces, en conservant d’ailleurs tous leurs autres carae-
teres d’opposition et d’égalité, n’étaient pas appliquées
suivant la direction méme de la droite rigide AB, mais
obliquement & cette droite, comme le représentent les
figures 5 et 6; car alors 'effort de P sur A n’étant pas
directement égal et contraire & celui de Q sur B, la con-
dition de symétrie permettrait a la droite AB d’obéir &
Paction de I'une et P’autre force, en tournant autour de
son centre G, qui seul resterait en repos.

33. Il importe de remarquer qu’a la rigueur une pa-
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reille droite, complétement rigide et inextenmsible,
n’existe point dans la nature, quoique la conception
mathématique en soit souvent utile pour simplifier et fa-
ciliter lesraisonnemens. Toutes les molécules de matitre
qui composent chaque corps naturel y sont seulement
retenues dans un état de proximité plus ou moins intime,
en vertu de forces physiques qui agissent entre elles, et
non pas dansun état immédiatde contiguité. Ainsi, en

tirant ou poussant ces particulespar de nouvelles forces *

suffisamment énergiques, on doit pouvoir généralement
les séparer davantage ou lesrapprocher. Cest, en eﬂ'et,

qui a lien; car il 0’y a aucun corps naturel gui ne soit
compresslble et extensible, méme ceux qui, comme le
fer et la pierre la plus dure, résistent le plus émergi-~
quement a tout changement d’état. Mais, siPexpérience
ne présente aucun corps ou cette résistance soit com-
pléte, la pensée peut en concevoir, sauf & introdaire
dans les applications réelles les mod:ﬁcatlons particu-
liéres que nécessite cette abstraction. Alnsl, en Stathne,
on appelle corps solides, des systemes de particules ma-

v

térielles de forme queloonqne, lides mv?n-mblemeni ]es _

.......

encore a y faire les modifications eonvenables, silon veut'

les appliquera des corps physiques réels. Cest ce qui est”
souvent fort difficile & faire avec rigueur, et 'on n’y

parvient d’ordinaire que par des approximations, de,

Pexactitude desquelles il faut souvent se défier. Mms

les lois d’équlhbre trouvées pour les corps ngoureuse- o

ment salides, p'en sont pas moins trés utiles en elles-

mémes , parce qu elles offrent la limite de celles qui "
doivent avoir lieu dans le cas des corps lmparfaltement :

solides que la nature nous présente.
14. A Paide d’ane conception pareille, on démontre
2..

;’.. :
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gu’une force appliquée & un point matériel peut étre
considérée comme appliquée d tout autre point quel-
conque prw sur sa direction, pouwu que ce point soit-lic
au premier point d@’application par une droite rigide et
inextensible.

En effet, soit, fig. 7, A ce premier point, etAPouPla
force donnée; ayantpnsunautrepomtA quelconque sur
sa direction, joignez-leavec A, et considérez AA’ comme
une droite rigide et inextensible de longueur constante.
Cela fait , appliguez  Pextrémité A’ deux forces con-
traires 4+ P, — P, égales entre elles et a la force P, et
agissant suivant la direction de AA’. Le point A de la
droite rigide se trouvera encore sollicité de la méme ma- .
niére qu'auparavant ; car l'effet absolu des deux forees
auxiliaires 4 P, — P, appliquées en A’, est nul de lui-
méme, puisque cesdeux forces s entre~détru|sent et ainsi
leur introduction dans Je systtme ne change rien aux
pbenoménes réels de mouvement et d’équilibre. Mais,
. si Pon considére séparément les forces P appliquée
au point A, e¢ —P au point A', la droite AA’ se
trouvera en équilibre entre elles comme dans le § 12.
On,peut denc supprimer ces deux forces; et il ne reste
plus que la force 4 P appliquée au point A’, laquelle

n'est autre chose que la force primitive P transpodée
et appliquée au point A’ de sa direction.

Pour que Pintroduction de la droite rigide ne change
rien aux conditions du probleme, il faut évidemment
admettre qu'elle est une pure matitre impénétrable,
exempte de toute force propre, par exemple, qu'elle est
tout-a-fait dépourvue de pesanteur; c'est ce qui devra
toujours étre convenu quand nous ferons usage de pa-
reilles conceptions.

Tout le raisonnement qui précéde serait encore vrai,
si le point A, au lieu d’dtre libre, faisait partie d’un
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systéme matériel quelconque. Ainsi, dans ce cas géné-
ral, on peut encore changer & volonté les points d’ap-
plication de toutes les forces, et les porter sur d’autres
points quelconques de leurs directions respectives,
pourva que ces nouveaux points soient liés aux pre-
miers par autant de droites abstraites, rigides et in-
extensibles. Gette condition indispensable devra donc
toujours étre sous-entendue, quand mnous supposerons
un pareil transport; et ainsi nous pourrons nous dis-
penser de la répéter & chaque fois textuellement:

15. Considérons maintenant un. point matériel ‘A ,
fig. 8, sollicité 4 la fois par deux forces P et Q, agis-
sant dans un méme sens. Si on représente ces forces
par les droites AP, PQ, proportionnelles & leurs inten-
sités respectives, conformément aux conventionsdu § 9,
je dis que le pomt A se trouvera sollicité comme il le
serait par une seule force AQ égale 4 la somme P4-Q
des deux précédentes » et agissant dans’ la méme di-
rection. -

En effet, prolongez QA: du cbté opposé au pomt As;
puis, sur ce prolongement, appliques une force unique
Q ou AQ/, opposée aux précédentes et égale a leur
somme , Test-a-dire & AQ ou P4Q : il est évident
- que le point A sera réduit a Pétat d’équilibre; car la
portion P de AQ détruira la portion correspondante
de Q, et le reste de.celle-ci sera détruit par la force Q.
Ainsi le systéme des deux forces P et Q est équivalent
a la seule force P-4-Q, qui agirait sur le méme point
qu’elles et suivant la méme direction.

16. Réciproquement, si le point A est sollicité a la
fois par deux farces P et Q agissant en sens coatraire,
fig. g, il se trouve dans-le méme état que &'il était
sollicité par une seule force P—Q aglssant dans le
seus de la plus grande P.
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En effet, concevons la force P décomposée en
deux autres P— Q et + Q; celle-ci détruira la
force AQ dirigée en sens contraire; et ainsi il ne res-
tera que la force P — Q agissant dans le sens de la
plus grande P.

17. Lorsqu’une seule force se trouve ainsi équiva-
lepte & deux ou plusieurs autres agissant simultané-
meat sur un méme point matériel, on lappelle leur
résultante; et celles dont elle résulte sont appelées ses
composantes. :

A TPaide du méme raisonnement, employé dans les
deux paragraphes précédens, on peut prouver que,
. 8 un point maiériel est sollicité par un nombre quel-
conque de forces agissant suivant la méme direction
et dans le méme sens, ces forces ont une résultante
égale a leur somme ; et, si la direction seule des forces
est commune , leurs sens d’action étant divers, il y
aura d’abord deus résultantes partielles pour les forces
qui agissent dans chaque sens, puis une seule résul-
tante ‘totale égale a la différence de celles-ci et agis-
sant dans le sens de la plus grande somme.

18. Soient maintenant deux forces P et Q agissant
encore sur un méme point matériel, mais suivant des
directions inclihdes Vune a FPautre, fig. 10, je dis
gw'elles auront encore une résultante unigue.

" Car, si elles ne se fomt pas mutuellement équilibre,
leur effort commun ne pourra que pousser ou tirer le
point A dans un-certain sens unique, puisque ce point ne
peut prendre qu'un seul chemin a la fois. Plagons sur
cette direction une force R équivalente a Peffort simul-
tané des deux autres, mais agissant en sens contraire,
ce que nous exprimerons, pour abréger, en I'écrivant
—R. On doit nécessairement admettre la possibilité
d’une telle opération, puisque I'on congoit des forces de
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toutes grandeurs, depuis zéro ]usqu ’A Pinfini. 11 est clair
que le point A se trouvera ainsi.arrété et réduit i
PPéquilibre. Cette force —R, prise en sens contraire,

-ou devenant -~ R, sera donc la résultante des deux
autres, dans le sens que nous avons attaché & cette ex-
pression § 17. Le cas ol les deux forces composantes
se feraient -équilibre d’elles-mémes n’est pas une ex-
ception & ce raisonnement; il répond seulement & une
résultante nulle en intensité.

19. La résultante R, dont nous venons de prouver
Pexistence, doit en outre se trouver dirigée-dans le plan
PAQ mené par les deux composantes dont elle dérive;
car chacune de celles~ci ayant son action propre dirigée-
dans ce plan’, il n’y a aucune raison pour que leur action
simultanée soit dirigée hors du plan, pluwt au-dessus
qu’au-dessous ; d’olril suit, qu'étant -unique, elle s’y
trouvera comprise.

20. Si les deux forces composantes P et Q sont égales
entre elles en intensité, fig. 11, la résultante R de-
vra, par la raison de symétrie, partager I'angle qu’elles
comprennent en deux parties égales; car il n’y a aucun
motif pour qu'elle Sapproche de Pune plutét que de
Pautre composante.

21. Maintenant, sans changer les directions de P et
de Q, concevez que ces forces deviennent inégales,
fig. 12, et soit, par exemple, Qplusgrande que P. Alors
vous pouves, par la pensée, décomposer Q en deux parties
P et Q—P; la premidre, étant égale A P, se compo-
sera avec elfe suivant une résultante AR ou R, qui di-
visera Pangle PAQ en deux parties égales; de sorte qu'’il
ne restera plus a composer que R avec Q — P. Opérant
de méme sur celle-ci, on en tirera une nouvelle ré-
sultante R’, et une nouvelle composante (Q —P) —R,
ou R—(Q—P), selon que 'une de ces deux quan-
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tités surpassera l'autre ; mais, dans tous les cas, }a now-
velle résultante R’ divisera en deux parties égales
Pangle RAQ, et par conséquent elle se rapprochera
davantage de la nouvelle composante. En poursuivant
ce raisonnement , on parviendra, de plus en plus, a ré-
duire par bissection Pangle compris entre les compo-
posantes successives' que on devra combiner ensemble;
de sorte que les efforts de celles-ci approcheront de plus
en plus de s'exercer suivant une méme direction; et
par conséquent, la résultante totale différera de moins
en moins de leur somme. Or, comme toutes ces bis-
sections se trouvent toujours comprises dans Fangle
"PAQ, il 'ensuit que la résultante définitive , de laquelle
on approche ainsi sans cesse, devra aussi étre comprise
dans cet angle et tomber entre les divections AP, AQ.

22. Telles sont les propositions élémentaires sur la
composition des forces, dont on découvre, pour ainsi
dire, la vérité & priori. On ne peut aller plas loin
sans des démonstrations spéciales, que nous allons ex-
poser suivant leur ordre de déduction le plus facile.
Ces démonstrations se rappartent aux trois cas suivans
qui embrassent toute la statique des corps solides.

1°. Deux forces paralléles appliquées aux extrémités
d’une _droite rigide, et agissant dans le méme sens.

2° Deux forces paralléles appliquées aux-extrémités
@&'une droite rigide , et agissant en sens contraire.

3°. Deusx forces non paralléles appliquées simultané-
ment suivant des direotions quelconquea 2 & un méme
point matériel,
" L’examen de ces trois questions fondamentales sera
Pobjet des chapltres suivans.
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CHAPITRE 1V.

Composition de deux Jorces paralldles appliquées aux.
extrémités d’une droite rigide et agissant dans le

méme sens.

‘ruforiME 1.

. 33. Lorsque deux forces P et Q, ayant des intensités

guelconques, agissent suivant des directions paralléles,

et de méme sens, aux deux extrémités d’une droite ri- -
gide AB, fig. 13, ces deux forces ont une résultante

qui leur est paralléle , égale a leur somme , et dont le

point d’application G, situé entre A et B, divise la

*droite AB en parties réciproques aux intensités des

Jorces P et Q.

Pour prouver les deux premitres parties de la pro-
position, appliquez aux points A et B deux nouvelles
forces Met N, dont les intensités absolues soient aussi
quelconques, mais égales entre elles, de sens contraire,
et dirigées suivant AB; de sorte qu'elles tendent a
‘écarter Pun de Tautre les points A et B. Leffet propre
de ces deux- forces sur la droite AB sera nul, puis-
quelles se font mutuellement équilibre, en vertu
de sa rigidité § 12; par conséquent, P'état de cette
droite ne sera pas changé; et ainsi I'on pourra,
au lieu des deux forces primitives P et Q, considérer
le systtme des quatre forces P, M, Q, N, comme
agissant simultanément sur elle. Or, les deux forces M
et P étant concourantes et appliquées au méme point
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A , ont une résultante qui est aussi appliquée en A
et dirigée dans langle MAP, § 18, 21. De méme,
les deux forces concourantes N et Q ont une résul-
tante qui est aussi appliquée en B et dirigée dans
Pangle NBQ. Quoique nous ne sachions pas encore
Jormer ces résultantes partielles, nous avons prouvé
qu'elles existent. Désignons leurs intensités par S, T,
et leurs directions par SA, TB; il est facile de voir
que ces directions prolongées iront se couper mutuel-
lement en un certain point D.situé au-dela de AB, car
elles sont comprises dans un méme plan, qui est celui
des deux forces et de la droite AB; et en outre, d’aprés
le sens que nous avons donné & M et &4 N, les angles
SAB, TBA, pris ensemble, font une somme plus
grande que deux angles droits. '

Cela posé, considérons les deux forces partielles
S, T, comme appliquées en D & leur point commun
d’intersection, ce qui est permis, pourvu qué nous unis-
sions ce point avec A et B, par des droites rigides § 14.
Alors elles auront une résultante commune qui devra
étre aussi celle des deux forces P et Q-, i cause de Péqui-
valence des deux systémes. Or, cette résultante devant
étre appliquée en D et comprise dans Pangle ADB, il
est visible qu’elle ira couper la droite AB en un cer-
tain point qui sera compris éntre A et B, et auquel
on pourra la supposer appliquée.

Maintenant, pour trouver la direction de cette ré-
sultante, et son intensité, menez par le point ‘D une
droite DG paralltle aux forces données Pet Q, et une
autre droite M'DN’, paralitle & AB : puis, défaisant
en D ce quevous aviez fait en A et B, résolvez cha-
cune des réstltantes partielles- S et T dans ses deux
composantes primitives M et P, Q et N, ce qui. sera
certainement possible, puisque toutes les circonstances
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de direction el d’angles, relatives & ces forces, sont les
mémes en D qu'elles étaient en A et B. Alors vous
aurez, sur la direction M'DN’, les deux forces égales
et contraires M, N, qui se détruiront encore; et il
restera sur la direction DC les deux forces primitives
P, Q, qui, étant de méme sens, s’ajouteront Pune a
Pautre ; leur somme P+-Q, ou R, sera donc la ré-
sultante des deux forces primitivement proposées , et
de plus, elle leur sera paralléle.

24. Reste maintenant & découvrir son point d’appli-
cation C. ‘

Cela est facile quand les deux forces Pet Q sont égales
entre elles, fig. 14. En effet, pour ce cas, pregez les
forces M et N égales aux forces P et Q elles-mémes :
cela est permis, puisque ces forces auxiliaires se dé—
truisant toujours P'une par P'autre, le choix particulier
de leur intensité ne change rien 3 la démonstration.
Mais alors, les deux composantes M et P se trouvant

égales entre elles; leur résultante S divisera Pangle de
lears directions MAP en deux parties égales MAS,
SAP; et comme la résultante générale DR est paralléle
a AP Pangle ADR ou ADC sera aussi égal 4 SAP, de
sorte que le triangle DCA sera isosctle, et donnera DC
égal & CA. Par une cause toute parelle, le triangle DCB
sera aussi isosctle et donnera DC égal A CB; conséquem-
ment CBet CA seront égaux; et ainsi le point C ot s’ap-
plique la résultante des deux forces, sera situé au milien
de la drdite AB.

25. Concevez maintenant quau lieu de deux forces
égalesPetQ apphquées aux deux extrémités de la droite
AB, ily enait un nombre quelconque, P, Q’; P*,Q’; etc.,
fig. 5 , pareillement égales entre elles, et appliquées par
paires a des distances égales du milieu C de cette ligne
aux points A’, B; A", B"; etc. Chaque paire de ces forces
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pourra étre composée comme tout & Pheure en une ré~
sultante paralléle, égale a leur somme, et appliquée au
méme point C; et la somme de ces résultantes, égale
a la somme totale des forces, sera leur résultante totale
qui passera aussi par le méme point.

26. Réciproquement, toute force R appliquée au mi-
fieu C d'une droite rigide AB, fig. 14, pourra étre décom-
_posée en deux forces P et Q, appliquées aux extrémités
de cette méme droite, paralltles entre elles et a R, et
respectivement égales a ; R. Car, si I'on prolonge la di-
rection de R d’une quantité CD égale a CA ou 4 CB, on
pourra, sans changer I'effet de cette force sur ladroite,
la supposer appliquée en D, et en outre lui adjoindre
en D deux forces opposées M'N’, toutes deux égalesa LR

-et paralléles  la droite AB. Alors, si I'on décompose par
la persée R en deux parties égales, la force M’ ou % R et
I'une de ces moitiés se composeront en une résultante S
qui passera par le point A a cause de Pégalité de ces
composantes; et 'autre moitié composée avec N’ donnera
une autre résultante partielle T qui, en vertu d’une
raison semblable, passera par le point D. Maintenant
si Pon résout de nouveau les forces S et T en A et B
dansleurs composantes primitives,on retrouvera d’abord
les deux forces M, N ou ; R, égalesentre elles, opposées
Pune a Pautre et agissant suivant AB; plus les denx
autres composantes P, Q, ou i R, paralltles a R. Les
premiéres s'entre-détruiront évidemment , ainsi il ne
restera que les deux dernitres, qui, appliquées en A et
B, équivaudront ala force unique R appliquée au milien
de AB. Le méme raisonnement généralisé permetirait
de résoudrela force unique R appliquée au milieu de AB,
en un nombre quelconque # de forces paralléles, égales

entre elles et & % , ayant leurs points d’appliéation dis-



DF. STATIQUE. 29

ribués par paires sur AB, a distances égales du mi-
lieu C.

2. Revenant de la au cas général de la fig. 13, 0h
les forces paralléles P, Q, qui sollicitent les extrémités
de la droite AB, sont inégales et quelconques, mais
agissent toujours dans le méme sens, on en peut dé-
duire la:position du point d’application C de leur ré-
sultante : pour cela, nous commencerons par supposer
les deux forces P et Q commensurables entre elles, nous
les prendrons ensuite quelconques.

Si les forces P et Q sont commensurables, elles se-
‘ront entre elles comme deux nombres entiers m et n,
de sorte que Pon aura

P_m
Q™ =’
d’ou l'on tire P = 2,
am . 2n

c'est-a-dire que la 2m* partie.de P est égale & la 2n°
-partie de Q.

Cela posé, divisons la droite d’application AB, fig. 16,
en deux parties AH, HB qui soient directement propor-
tionnelles aux forces P et Q; on aura ainsi

AH- P _m

2AH
conséquemment 7 = -

Cest-d dire que la 2m* partie de 2AH est égale i la 2n°
partie de 2HB. Pour construire 2AH et 2HB, nous
prolongeronsla droite AB i ses deux extrémitésde quan-
tités AG, BK, respectivement égales aux parties AH ,
HB : alors on aura
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GH _ HE ‘

. am an’
Maintenant, divisez GH en 2m parties égales ; vous pou-
vez, d’aprésle § 26, remplacer la force unique P par
un pareil nombre de composantes paralléles, toutes

. . P .
égales entre elles et & —, lesquelles seront appliquées

en chaque point milieu des divisions de GH. De méme,
divisant HK en 2n parties, vous pourrez remplacer Q par

an composantes paralléles égales a 2Q—n et appliquées aux

points milieux de ces divisions. Or puisque, par les don-
ées du probleme, —— égal tes élé

nées du probleme, — égale _~, ces composantes élé-

mentaires sont égales entre elles sur toute la longueur
GK ; et de plus, le nombre des divisions égales ausquelles
elless’appliquent étant pair, elles se trouvent distribuées
également sur cetteligne de part et d’autre de son milieu,
que nous désignerons par C. Elles se composeront, donc
toutes en une résultante unique, égale 3 leur somme
ou 3 P+4-Q, laquelle s’appliquera au point C; de sorte que
tout se réduit maintenant & déterminer ce point par la
condition que GC égale CK.

_Or cela est trés facile : car puisque GA = AH et
HB =BK, il s'ensuit que GK = 2AB: donc GC, moi-
tié de GK, égale AB; donc, puisque AC est commun,
CB = GA = AH; on démontrera de méme que
AC = BK =BH. Or on a par construetion

—

’

Qe

on aura donc aussi

S[=R:=

I
ol
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cest a-dire que le pointgd’application C, de la résul-
tante totale des forces paralléles P, Q, divise la droite
AB en parties réciproguement proportionnelles & ces
Sorees. La derniére partiec du théoréme se trouve
ainsi démontrée, mais seulément pour le cas ot les for-
ces P et Q sont commmensurables. Toutefois il est

_facile d’étendre la démonstration A la supposition d’un
rapport quelconque entre elles. .

28. Pour cela, il faut remarquer que, si deux forces
PetQ d’mtensltés quelcongues, mais parallles, et agis-
sant dans le méme sens aux deux extrémités d’uneméme
droite AB, fig. 17, ont leur résultante appliquée en C
sur cette droite ,que 'on augmente 'une d’elles Q, par
exemple, d’une quantité queloonque,positive d, la résul-
tante nouvelle se rapprochera du point B ol1 Q est appli-
quée; et au contraire lorsque Pon diminuera Q, elle

s’éloignera de ce point.

En effet,lorsque Q se change en Q + d, on peut
d’abord composer P avec la portion Qde Q'+ d, ce qui
donne la résultante P 4 Q ou R appliquée au point C
par hypothése ; etil reste encore & composer cette résul-
tante R avec la forced appliquée en B, ce qui portele
point d’application de la résultante totale entre C et B.

Si au contraire Q devient Q —d, il faut que la résul-
tante nouvelle s'éloigne de Q et passe entre C et A ; car,
sielle tombait entre C et B, parexemple,en C',on n’aurait
qu’a augmenter Q —d de d, et il faudrait, par ce qui pré-
céde, que la nouvelle résultante P4-Q—d < 2 ou
P 4 Q tombét entre C et B; mais au contraire elle doit
tomber au point C par hypothése, ce qui rend la supp-
sition impossible.

29. Maintenant donnons a P et Q des intensités quel-
conques, toujours avec la condition d’étre paraliéles et
d’agir dans le méme sens. Alors, sur la droite d’appli-
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cation AB, fig. 18, prenez gn point C qui divise la
droite en parties réciproquement proportionnelles  ces
forces, de sorte que Pon ait
P_ BC
QT AC’

je dm que la résultante des deux forces P et Q passera
par ce point, comme dans le cas ou elles seraient com-
mensurables ; car, ¢'il en est autrement, il faudra que
cette résultante ait son point d’application entre Cet A,
ouentre CetB puuqu ’il doit &tre sur la droite AB (23),
or ces deux suppositions sont \mposslbles

En effet, supposons-le d’abord entre C et A, par
exemple, en C'. Alors divisez AB en un nombre quelcon-
que de parties égales, toutes moindres que CC’; il tom-
bera au moins un point-de division dans cet intervalle.
Soit I ce point; les longueurs Al, BI étant commen-
surables, on pourra le considérer comme le point d*ap-
plication de la résultante de deux forces paralltles et
agissant .dans le méme sens , dont P'dne serait la force P
. elle-méme et 'autre une force Q appliquée en B, telle
que Pon edt

Al
Q' — BI’ ol Q =P. ;: ’

mais, d’aprés la condition qui détermine le point C,ona
AC ' AC
P ﬁ > d’od Q P.— BC
De li résulte Q plus grand que Q’; car, dans la frac-
tion B_‘C:' s le numérateur AC surpasse Al et le dénomi-

nateur BC est moindre que BI. Mais Q étant plus grand
que Q', la résultante des deux forces P et Q doit avoir
son point d’application plus prés de B que le point I;
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or, elle Paurait au contraire plus loin §'il était en C':
donc cette derniére supposition est impossible.

On démontrera de ]a méme manitre que la résultante
des deux forces P et Q ne peut pas avoir son point d’appli-
cation entre C et B; seulement , dans cette supposition,
la force Q se trouverait moindre que la force commensu-
rable Q' a laquelle on la compare.

La résultante des deux forces paralltles et de méme
sens P et Q ne pouvant tomber ni 2 droite du point G,
ni a gauche, et devant pourtant tomber entre A et B,
il faut nécessairement qu’elle passe par le-point C,
méme , déterminé par la condition

Q __ AC
P~ BC’

ce q.acb'éve de démontrer la dernitre partie du théo-
réme énoncé dansle § 23.

. THEOREME I

29. Si, en conservant i la résultante R son méme
point d’application et'son intensité , on P'applique a la
droite AB, en sens contraire, fig. 19, cette force —R
ou — (P 4 Q) suffira seule pour maintenir la droite
AB en équilibre contre Deffort simultané des deux
forces P et Q.. ’ e )

Car, en analysant cet effort dans le § 23, nous
avons vu qu'il équivaut a Paction d’une force résul—
tante unique P--Q passant par le point G, paral-
Iele aus deux composantes P, Q, et dirigée dans
le méme sens qu'elles. Donc, puisque la force —R
est calculée et placée de manitre & détruire cette ré-
sultante, il sensuit qu'elle suffit pour maintenir la

3
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droite AB en équilibre contre Peffort simultané des
deux forces P et Q.

THEOREME IILI.

30. Toute force R appliquée a un point C d’une
droite AB, fig. 20, peut étre décomposée en deux
forces P et Q, paralltles 3 R, de méme sens, et ap-
pliquées aux deux extrémités de lu droite AB.

En effet, d’apres le § 23, deux forces pareilles équi-
valent a une sedle R égale 4 leur somme et appliquée
en un point C assujetti a la relation

P_BC
Q  AC’
de la on tire
P+Q_BCHAC P+Q_BC+4Ag
- BC ’ Q AC °

ou, puisque P Q doit étre égal a R et BC+4 AC
a AB,

R__AB R__AB

P~ BC Q AC
Tout est connu dans la premidre de ces égalités,
excepté P, et tout Pest aussi dansla seconde, excepté Q;
elles serviront donc & déterminer les déux composantes.
Si, au contraire, P et Q étaient donnés, ainsi que
AB, ces deux egalltes détermineraient BC et AC,
c’est-é-dire la position du point C, auquel sapplique-
rait la résultante R, ou P + Q, qui leur est équivalente.

COROLLATRES.

31. Les résultats auxquels nous venons de parvenir
peuvent se mettre sous ‘une forme algébrique trés simple
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et tres élégante, clul en facilite singuliérement les ap-
plications numériques. Pour cela, choisissons arbi-
trairement un point quelconque O, fig. 21, sur le
prolongement de la droite AB, aux extrémités de la-
quelle les deux forces P et Q sont appliquées; puis,
représentant leur résultante par R, nous aurons,
d’aprés ce qui précede,

R=P+4Q.
Multipliant les deux membres de cette égalité par
0G, il v1endra
R.OC ="P.0C + Q.0C;
remplacez OCG par OA -+ AC dans le terme en P,
et par OB — CB dans le terme en Q,.vous aurez
R.OC="P.0A +Q.0B+ P.AC—Q.BC;

mais , d’aprés le théoréme fondamental I, la quanhte
P. AC Q.BC est nulle d’elle-méme; il reste donc

simplement
R.OC=P.0A + Q.OB.

Pour exprimer ce résultat d’une maniére qui en rap-
pelle facilement Pinterprétation, méme sans le secours:
des figures, nous représenterons respectivement par X,
X,, X, les distances des points d’application des trois
forces P, Q, R, au point O prisarbitrairement pour ori-
gine sur laligne AB; et la relation précédente deviendra

RX, =PX,+QX; (1
il faudra tou]ours y joindre
R=P+0Q (2

A Taide de deux ces équations, il n'est aucune ques-
3.
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tion sur les rapports des composantes P et Q avec leur
résultanté, qui ne puisse étre immédiatement ré-
solue.

Supposons, par exemple, que Pon donne la résul-
tante R, avec son point d’application C, déterminé par
les distances CA —=p, CB=gq, et que 'on demande
de trouver les composantes P et Q, qui, étant appli-
quées aux points A et B, doivent lui étre équivalentes.
Dans ce cas, on aura '

X, —X,=p, X,—X,=g, dob X,—X,=p+g;

et déterminant P et Q en R, a Paide de Yélimina-
tion entre les équations (1) et (2), il viendra,

po R o B
P+q p+gq

qui sont précisément les premiers résultats du théo-
reme 111

Si, au contraire, les composantes P et Q sont don-
nées individuellement comme dérivées de la résul-
tante R, et que Pon demande seulement d’assigner les
points A et B auxquels il faut les appliquer, pour que
leur effort simultané soit équivalent a celui de’ cette
résultante, alors les distances X,—X,, X,— X,, ou
AC, BC seront les quantités inconnues; et en les dé-
signant, pour abréger, par p et ¢, comme nous ’avons
fait tout & ’heure, on aura

X, —X,=p, X, —X,=gqg.

Tirez de la premitre X,, de la seconde X,, et subs-
tituez-les dans Péquation (1) ; tous les termes affectés
de X, se détruiront d’eux-mémes, en vertu Péqua-
tion (2) , et il restera simplement

Qg —Pp=o,
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c'est-a-dire que les distances AC, BC, prises autour
de la résultante, doivent &tre réciproques aux forces
P et Q. Ce résultat est précisément la troisitme partie
du théoréme I. Cette relation seule ne suffit pas pour
déterminer complétement les distances p et g, puis-
quelle assigne uniquement le rapport qui doit exister
entre elles. Si donc on ne se donne pas dautre par-
ticularité, les forces P et Q pourront étre placées au-
tour du point C, dans une infinité de positions diffé-
rentes, qui toutes satisferont & la condition commune
que leur effort simultané sur la ligne AB soit équi-
valent & celui de la force unique R; du moins en sup-
posant que leurs points d’application sur les prolonge-
mens de AB soient rigidément liés & cette droite.

Mais cette indétermination cessera si Pon astreint
ces forces a quelque autre condition nouvelle. Veut-
on, par exemple, que la distance AB, entre leurs points
d’application, soit donnée et égale & une longueur a;
on aura, d’aprés cette condition, p + ¢ =a, et cette
relation, combinée avec la précédente, donnéra

= _Q = re__Pa

ce qui est la seconde partie du théaréme III. On peut
varier indéfiniment les applications des formules (1)
et (2); mais les précédentes suffisent pour montrer
Pusage que 'on en peut faire, aifisi que la manitrg
dont il faut interpréter leurs indications.
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CHAPITRE V.

Composition de deus Jorces paralliles appliquées aus
. extrémitds d’une droite rigide , et agissant dans des
sens opposés. '
THEOREME 1.

32. Deux forces quelconques P et Q, fig. 22, paralléles
et de sens contraires , étant appliquées aux extrémités
d’une droite AB, 1°. ont une résultante lorsqu’elles ne
sont pas égales, et cette résultante doit étre appliquée au

rolongement de la ligne AB, hors ‘des points A et B
gu c6té de la plus grande des deux forces ; 2° elle est
paralltle aux forces P et Q et égale & leur différence.

3°. Lorsque les deux forces P et Q, paralleles et de sens
contraires, sont égales, elles n’ont plus de résultante; et
alors on ne peut pas, & Paide d’une force unique, faire
équilibre a leur effort simultané.

Pour prouver les deux premitres propositions, sup-

sons d’abord les forces P, Q, inégales, et soit P la plus
grande. Celle-ci étant équivalente 8 P—Q + Q,on
peut, d’aprésle théor'gme 111, § 30, la considérer comme
la résultante de deux forces paralltles et de méme sens
qu’elle, dont 'une Q ou BQ’ serait appliquée au point
B, et Pautre P—Q ou CR serait appliquée de Pautre
c6té de A en un point C tel qu'on eit

P—Q _ AB
Q — AC’

ce qui donne
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AB.Q
P—Q’

en sorte que le point’C se troave complétement déter-
miné par cette expression. Les deux forces QetP —Q,
ainsi disposées, peuvent dome étre substituées a la
force unique P, pourvu que le prolongement AC soit
supposé rigide ainsi que AB. Mais alors, BQ' étant égale
a BQ et appliquée au méme point en sens contraire,
ces deux forces se font mutuellement équilibre : de sorte
que la force CR ou P — Q reste seule dgissante. Ainsi la
droite AB se trouve sollicitée par le systeme des deux
forces P et Q ; comme elle le serait par”la force unique
P~ Q,0u CR appliquée au point C de son prolpngement.

Par conséquent cette force P — Q peut étre appeléé la
résultante des deux autres; et 'on voit qu'elle s'écartera
tou)ours de ABdu cdié de Ia plus grande, puisque celle-
ci doit toujours se trouver placée entre les deux points
d’application des composantes par lesquelles on la rém-
place,

Si, en conservant 2 la résultante P —Q son méme
p’oint d’application’, et son intensité, on. I'applique auw
prolorigement de la droite AB en sens contraire, fig. 23 ;
cette force — R ou — (P —Q) suffira seule pour main-
tenir la droite AB en équilibre contre Peffort simultané
des deux forces P et Q, puisqu'elle suffit pour détruire
la force 4R ou -P—Q qui est équivalente a cet effort.-

33. Le raisonnement et la construction dont nous:
venons de faire usage cessent d’étreé applicables lorsque
les deux forces P et Q sont égales entre elled, fig. 24;
car alors P ou AP ne peut plus &tre considérs comme
la résultante de devk forces, dontl’'une appliquée en B
seratt égale & elle~-mémre. C'est aussi ¢e que nous montre
le calcul établi sur le cas générak de I'inégalité des deux-

AC=
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forces ; car il assigne des conditions physiquement
inexécutables dans le cas particulier ot P = Q.En
effet, par cette supposition, les expressions de la résul-
tante et de la distance AC deviennent

_AB.Q
R=P—Q=o, AC= <

Ceci indique que la seconde composante de AP devrait
étre nulle et placée sur le prolongement de BA a une
distance infinie; conditions qui ne sauraient avoir au-
cune application physique réelle. On doit donc en con-
clure que, dans le cas particulier de P'égalité des deux
forces paralleles agissant en sens contraires, leur réduc-
tion & une seule est physiquement impossible ; et par
conséquent on ne peut pas leur faire équilibre avec une
seule force, quelque valeur qu’on lui donne, et de
quelque maniére qu’on veuille Pappliquer.

Toutefois ce résultat est:trop singulier’et trop impor-
tant pour ne pas en chercher une démonstration directe:
car il pourrait laisser quelque doute si nous en avions,
pour unique preuve, que le raisonnement qui nous a
réussi en général se trouve en défaut dans ce cas parti-
culier. La démonstration suivante leve a cet égard
toute incertitude.

Supposons que les deux forces P et Q, paralltles,
égales et de.sens contraires, fig. 25, puissent étre tenues
en équilibre par une cerlaine force uuique R, appliquée
en un certain point Cde la droite AB, et agissant suivant
la direction quelcenque CR, située dansle plan des deux
forces ou hors de ce plan. Alors, par la raison de symé-
trie, il devra étre également possible d’établir aussi I'équi-
libre au moyen d’une force C'R’ ou R, égale a R, appli-
quée au point G’ symétrique avec C, et dirigée paralle-
lement a R, dans le sens C'R’ opposé a CR.
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Concevez qu'ayant appliqué cette seconde résultante,
vous la détruisiez aussitét par une force égale et con-
traire C'R” appliquée au méme point C’ et dirigée dans
le sens opposé. Maintenant, puisque , par ‘supposition ,
Péquilibre existait entre les trois forces P,Q, et R ap—
pliquée en G, il existera encore-entre ces mémes forces
et les deux dernitres appliquées en C', puisque celles-ci
se détruisent individuellement. Mais, en considérant le
systéme des cinq forces sous un autre aspeet, il est facile
de voir que cet équilibre est impossible; car la force
C'R'faisant individuellement équilibre aux forces AP,BQ,
il faudrait que les deux autres forces restantes CR, C'R"
se fissent aussi mutuellement équilibre entre elles, ce
qui est impossible, puisqu’elles sont paralleles et di-
rigées dans le méme sens. Conséquemment, Ihypothése
dont nous sommes partis est absurde ; Cest-a—dire que
Pon ne peut phs faire équilibre aux forces P et'Q, a
Yaide d’une seule force paralléle ou non a Pune d’elles,
dans le cas oli la symétrie de leurs actions subsiste, c’est-
a-dire lorsqu’elles sont égales et de sens opposés.

Maintenant, si Fon ‘veut comprendre comment il
se fait que, dans ce cas, la réduction des deux forces
P et Q a une seule est impossible, il n’y qua essayer
de leur appliquer, fig. 26, le mode de composition
empleyé dans le cas général, § 23, fig. 13. Car alors,
quand on a appliqué les forces auxiliaires opposées et
égales AM, BN, la symétrie de la figure fait que les
résultantes’ partielles AS, BT, deviennent nécessaire-
ment paralltles entre elles; d’ol1 il suit que Pon ne
peut plus les composer en une seule;, puisque Fon ne
peut plus, comme dans le cas général, les réunir a
leur point de concours: On voit , en outre, quelles sont
égales et de sens contraires, comme les forces primitives
dont ellesdérivent, ce qui reproduit la méme difficulté.
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34. Ce systtme de deux forces paralléles, égales ct
desens contraires, appliquées aux extrémités d’unedroite
rigide, se présente sans cesse dans les problémes de
Statique; c’est pourquoi il est utile d’en fixer particu-
lierement les propriétés, et de les désigner par une
' dénomination spéciale. M. Poinsot, qui en a le pre-
mier fait remarquer Pusage, lui a donné celle de
couple , que nous adopterons.

Mais, pour simplifier autant que possible le carac-
tére d’un tel systeme de forces, nous le dégagerons de
Pidée variable d’obliquité des forces sur la droite rigide
a laquelle elles sont appliquées. Car soient AB, fig. 29,
cette droite, et AP, BQ, les forces égales qui consti-
tuent le couple; si, du point O, milieu de AB, on
méne la droite A’'OB’ perpendiculaire aux directions
des deux forces, qu'elle coupe en A’ et B, on pourra
transporter par la pensée le point d’application de la
force P, de A en A’, et celui de la force Q, de B en B,
et rien ne sera changé au systéme; c'est-a-dire que les
deux forces P et Q, appliquées aux extrémités de la
droite AB, avec leur obliquité actuelle, équivaudront
aux deax mémes forces appliquées perpendiculaire-
ment aux extrémités de la droite rigide A’B’, consi-
dérée comme invariablement unie a4 la précédente.
Chaque couple oblique pouvant ainsi étre transformé
en un couple perpendiculaire, nous ne considérerons
désormais que ces derniers; et ainsi nous entendrons
toujours par le mot couple le'systéme de deux Jforces,
égales et de sens contraires, appliquées perpendicu-
lairement aux extrémitds d’une droite rigide de lon-
gueur donnée. Nous examinerons plus loin, d’une
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maniére spéciale, les propriétés . statiques dont jouit
un pareil systéme.

35. Tous les résultats auxquels nous venons de par-
venir sur la composition des forges paralléles dirigées
en sens contraires, peuvent étre également rassemblés
en une seule formule parfaitement analogue a celle
que nous avous trouvée § 31, pour les forces dirigées
dans un méme sens. 1l suffit de rapporter,, comme nous
Pavons fail alors, les positions des trois points d’ap-
plication ‘A, B, C, fig. 28, a une prigine commune
O prise & volonté sur le prolongement de la droite
AB; de manitre qu'ils se trouvent tous trois du méme.
e0té de cette origine ; puis, reppésentant, comme ci-
dessus, les deux- composantes par P et Q, et leur ré-
' sultante par R, nous aurons, d’aprés leur opposition,
en supposant P la plus grande,

R=P—Q, doilontire, P=R+4Q;
multipliant les deux membres par OA, il viendra
P.OA = R.0A 4 Q.0A.

Maintenant, remplacez OA par- OC+4-CA dans le
terme en R, et par OB—BA dans le terme en Q,
Yous aurez

P.OA = R.OC + Q.OB + R.CA —Q.BA.

Or, la quantité R.CA —Q.BA est nulle, puisque,
d’apres notre construction du § 32, R.et Q" ou Q
sont les deux composantes de la force P. Supprimant
donc ces termes et dégageant le terme en R, il reste

ROC =P.0A — Q.0B,
ou, en adoptant la notation du § 31,

R.X,=P.X,— Q.X,, )
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-~

a quoi il faut ajouter -
R=P—Q, (2)

ce qui exprime toutes les reldtions que les forces P
et Q, paralléles et de sens contraires, doivent avoir
entre elles ot avec leur résultante R.

36. Ces formules sont parfaitement analogues a celles
que nous avons trouvées dans le § 31, pour les forces
paralltles dirigées dans un méme sens. Elles en dif-
ferent uniquement par le signe des termes relatifs
a la force Q, lesquels sont devenus ici négatifs au lieu
de positifs qu’ils étaient alors, précisément comme
cela serait arrivé si Q avait changé de signe. Cette
seule inversion dusigne de la force Q suffit donc pour
exprimer Pinversion de direction que nous lui avons
attribuée. Ainsi, en profitant de cette remarque, nous
pouvons considérer tous les résultats relatifs a la com-
position des forces paralléles, comme renfermés géné-
ralement dans les premiéres forinules du § 31,

R.X,=P.X, +Q.X,, (1)
R=P+4Q, )

que nous avons d’abord trouvées pour les forces diri-
gées dans un méme sens, pourva que nous convenions
de changer le signe de celles de ces forces auxquelles
nous voudrons donner une direction contraire a celle
que leur attribue la figure 21, sur laquelle ces for-
mules sont établies. Ceci est un exemple de la géné-
ralité. d’application que les expressions algébriques
peuvent embrasser , par le seul jeu des signes des quan-
tités qu’elles renferment.

Une simple modification de ce genre suffirait, par
exemple, pour exprimer que Porigine arbitraire O,
au lieu d’étre située hors des points B, A, C, comme
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les figures 21 et 28 le supposent, serait au countraire
située entre eux, comme le représente lafigure 29,
ot elle est comprise entre A et‘C. Dans ce cas, la dis-
tance OA ou X, , des fig. 21 et 28, aprés avoir diminué
jusqu’a devenir tout-a-fait nulle, devrait étre considérée
comme devenue négative, tandis que X,, X, continue-
raient de rester positifs. On aurait donc, par cette seule
modification, pour les forces dirigées dans un méme sens,

RX, = —PX, + QX,,
R=P +Q;
et en effet, ce sont la les résultatsauxquels on arriverait
directement, si Pon établissait les formules sur le cas
spécial de la figure 29, en représentant OA par +X,.

Car, en multipliant R par OC, comme nous avons
toujours commencé par le faire, on aurait d’abord

R.OC=P.0OC+Q.OC.

Remplagant OC dans le terme en P par AC — AQ et
dans le terme en Q par OB—BC, il viendrait en effec-
tuant la multiplication

R.OC= —P.AO0 +-Q.0OB+4P.AC—Q.BC;
mais la partie P. AC — Q. BC est nulle d’elle-méme,
d’aprés la loi fondamentale de la composition des forces

paralltles dirigées 'dans un méme sens; en la suppri-
mant, il reste

R.OC = —P.AO+Q.OB;
Cest-a-dire, d’aprés notre notation accoutumée,
K.X,=—P.X,4QX,,

précisément comme nous Pavons trouvé par le seul chan-
gement de signe de X, dans les premitres formules.

-
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Nous avons effectué ici matériellement cette épreuve,
pour ne laisser aucun doute sur la 1égitimité des résul-
tats auxquels les seuleés modifications ainsi introduites
dans les sigues des forces, ou des longueurs, pourront
nous conduire , lorsque nous aurons occasion d’en faire
usage.
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CHAPITRE VI.

Composition de deux forces concourantes , appliquées
simultanément & un méme point matériel.

THEOREME.

37. Lorsque deux forces quelconques P et Q sont
appliquées simultanément & un méme point matériel M,
fig 30, si Pon prend sur les directions de ces forces,
des longueurs- MP, MQ, qui leur soient proportion-
nelles, qui par conséquent, § g, puissent servir a repré-
senter leurs intensités, et que Yon construise sur ces
deux longueurs un parallélogramme MPQR ,

1°. La résultante des deux forces P et Q sera dirigée
suivant la diagonale MR du parallélogramme MPQR ; -

2°. Son intensité sera représeniée par la longueur
méme de cette diagonale.

D’abord nous avons vu que la résultante des deux
forces P et Q doit étre dans leur plan, § 19; en outre
elle doit passer par le point M, puisqu’elle est supposée
solliciter ce point exactement comme le ferait I'aétion
simultanée des deux forces P et Q.

Je dis maintenant quelle doit aussi passer par le
point R, extrémité de la diagonale MR.

Pour le faire voir, prolongez le c6té PR, et sur son
prolongement, prenez RG == RQ; puis, achevez le lo-
sange RQGH dont vous considérerez les sommets comme
joints par des droites rigides au parallélogramme MPQR.
Cela fait, appliquez aux points G et H deux nouvelles
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forces Q',Q", égales entre elles, égales aussi a la force Q,
et agissant, dans des sens contraires, suivant la direction
de la droite GH. L’introduction de ces nouvelles forces
ne produira aucun changement dans Paction des pre-
mitres, puisqu’elles se font mutuellement équilibre et
-qu’ainsi leur effort propre est nul. Conséquemment, la
résultante des quatre forces P, Q, Q’, Q’, sera encore la
méme que celle des deux forces primitives P et Q. Or,
si Pon congoit la force Q, appliquée au point H dg son
prolongement , ce qui est permis § 14, puisque nous
avons suppos¢ MQH une droite rigide, il y auraen H
deux forces Q, Q", concourantes et égales entre elles;
par conséquent , § 20,la résultante S de ces deux forces,
passant par le point H, divisera Pangle QHG en deux
parties égales; d’ot il est aisé de conclure qu’elle ira
aboutir au sommet opposé du losange en R. Considérons
maintenant P et Q'. Ces deux derniéres forces sont ps-
ralléles et agissent dans le méme sens; de plus, sil'on
transporte le point dapplication de la premitre de M en
P, ce qui est permis, puisqué MP est supposée une droite
rigide, elles se trouveront appliquées aux extrémités
d’une méme droite également rigide PG, de sorte que
le point d’application de leur résultante T divisera cette
droite en parties qui leur seront inversement propor-
tionnelles. Or d’apres cela, je dis que cette’ résultante
passe au point R; car puisque RG=RQ=PM =Pet
que RP = MQ = Q = Q’, il est visible 'on a
P__RG
[ |
Mais nous venons de voir que la résuitante S des deux
forces Q et Q" passe aussi par le méme point R : doncla

résultante commune de S et T passera également par
ce point. Or cette résultante définitive est celle des
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quatre forces P,Q,Q,Q", et elle est identique avee celle
des deux"forces P et Q; donc la fésultante .des deux’
. forces P e} Q rpasse pag h,pomt R; et puisqu’eHe passe
aussi nécessairement au point'M Papplication des deux
forces, elle se trouvera dirigéa‘suivant la dlagonele MR,
ce qui est la premiéré partle du théoréme.

38. 11 smit dg la que, si L'on donne las deus directions
des forces P etQ) avec la direction de leur résultants R,
on pourra en dédmre le rapiort disitensité des jbrces
Pet Q entre elles, par ta constructiép méme du paral-
lélogramme dont ces Jorces doivent étre los cb¥és.

. En effet, soient, fig. 31 Mp, Mg, Mr les trois djrec-
hons données que nous consldérerons ici comme indé-
fivies. Si, sur M#, qui’est supposée celle de la résnltante,
on prend un point D quelconque, et que de ce point on
méne apx deuy, autres directions des droites paralitles,
DP, DQ, Iesquelles formeront aingi avec elles un paral-
lélogramme;, je dis que Jes composantes inconnues P et Q
que Pon suppose dirigées* shivant Mp et Mg, seront
entre glles dans le rapport des deux cotés MP, MQ

"Car, sypposez qu'il en soit autrement , et qu au
lleu d’avou'

'P - MP. on ait B-E’ g

Q= MQ QT MQ”
MQ’ étant une longuegr différente de M® : cette lon—
gueur sera plus grande ou plus petite que MQ. Suppo-
sons-la plus grande, fig. 32: alors, sur MP et MQ' comme
cbtés, construisez un parallelogramme MPQ/'D';et, da-
prés la proposition démontrée tout a I'heure, § 37, 1a
diagonale MDY, différente de MD,s¢ra:la direction dela
résultante des deux forces, resnegt;ﬁeiﬂeqt representées
par MP, MQ', cest-a~dire def:;:‘lpﬂ ¢,Q" Mais; par hy-
pothése, ‘la direction de cetteiréstiliante est donnée et

4
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coincide avec MD : donc_elle ne peat etre dirigée sai-
vant MIY'; ainisi MQ' ne peut dtre plus gnnd que MQ.
On démontraalt de méme qu'il ne samrmit étre plus
petit: donc il lui-est égal,etgna < .
: P _MP .
Q MQ

39. Ceci va nous servir a démontrer ia’ derniere.pu'tn
du théoréme, ¢ est-&-alrequela résultante des deux forces
concourauntes P et Q est aussi représentée en grandeur
par la diagonale MR, fig. 30, quand les forces™ elles-
mémes le sont par c6tés du parallélogramme. En effet,
considérons cette résultante comme une longuenr in-
conuue que nous désignerons par la lettre R; et, pro-
longeant la diaggnale MR au-dela du point M, fig. 33,
concevons que P'on ait porté, sur cette du-ectaon 1a force
oyla longuenr inconnue R’==—R, en sens contrairede’
Paction des deux forcesP et Q: slors lepoint M sera en
équilibre sous P'influence simultanée des trois forces P,Q
et B o —B.

Conséquemment, si Ton veut considérer MP et R’
comme denx composantes qui agissent simultanément
sur le point M et dont la premitre MP est donnée, il
faudra que-la troisiéme force Q, qui est aussi donnée
et représentée par MQ,se trouve égale et directement
opposée a la Msultante de MP et deR’. Cest cequi va
nous déterminer R’. En effet, prolongez QM au-deld dn
point M vers Q'; et, du point P'menant & MR une pa-
ralitle qui eoapera MQ' quelque part en D, ménes en-
core du point D une parallétle 4 PM, laquelle coupera
le prolongement deJiM quelque part en X. Alors, puis-
que MP ,MX sont les directions de deux composantes
PetR), dont Ja résultante est dirigée suivant MQ', ces
deux composantes seront entre elles dans le rapport des
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longueurs MP, MX, Cest-a-dire que Fon aura
' P MP -
FR—MX: -

. Or, MP est connu, et:-MX est factle a trouver. Car, d’a-
prés la construction qui a déterminé.le point X, DPMX
est wn paraﬂélogramme, ce qui donne MX==DP; ét
d’aprés la construction qui a déterminé le ponnt D
DPMR est aussi un parallélogramme, ce qui donne
DP = MR;de li on tire MX = MR, et par conséquent

P_MP PoMP.
———TR or,on.a Q-—MQ
donc on avra aussi - o s
Q_MQ
MR’

c'est-a-dire que, i es forces composantes P et Q sout
respectivement neprés?entéea Jpar les longueurs MP,MQ,
leur résultante R le serw par la longueur MR , égale & la
dlagonale du pmllélogranﬁne construit sur MP et MQ ,
cequiestta seconde parhe du théoréme. ;

~

conou.un L .

4o. 1L résulte- de ce qui préoédn, que, lorsque deux

"~ forces queloonqugs P et.Q, sont appliquées .3 un méme
point matériel M lﬁg‘\stl Pon représente ces deux
forces ainst’' que- leﬁ'r I 3} te R par des Jongaears
MP, MQ, MR, qui'l leur 50 especti’vement propor-
tionnelkes , et que l’on 'portefl ces\trois longy&urs sur les
direstions propres desforces es qu elles représeptent , cetie
construction donnera un. !&gegle fermé MPR dont les

~ier

relations tngonbmetnques.‘representeront tous les’ rap-
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ports qui existent entre les intensités respectives des
trois forces et leurs mutuelles inclinaisons.

Et comme, dans tout triangle composé de trois cdtés
et de trois’ angles si on donne trois queleonques de
ces ¢lémens parmi lesquels il se trouve au meins un
cOté, on peut calculer-les trois autres ; de méme, dansla
combinaison des trois forces P, Q, R ‘dont 1a dermiére
est la résultante des deux autres, i, parmi les relations
d’intensité et d’inclinaison qui existent entre elles, on
g'en donne trois quelconques, parmi lesquelles il y ait
aumoins une des intensités, on poarrg par le caleal tri-
gonométrigue déterminer les trois autres.

§41.Par exemple, sil'ou se donnelesdeux intensités des
composantes P et Q, avec I'angle PMR. que la premibre
d’entre elles fait avec la résultante R, on connaitra dans
le triangle MPR deux .cités, savoir, MP =P, et
PR=MQ =Q, avec l'angle PMR opposé & I'un d’eux;
de sorte que tous les autres élémens du triangle, et par
conséquent touites les autres relations stathwes des
forces, s'obtiendront par la simple proportion des sinus
aux cOtés opposés. L’aspect sdil du triangle MPR montre
quen général les trois forces P, Q, R sont toujours
entre elles dans e rapport des sinus des angles formys
par les directions des deux autres.

42. Si, au lieu des données precédentes on avait les
forces P, Q, avec:Kangle compris entte elles, on con-
naftrait dans le triangle PMR, deux cétésMP, PR, avce
Pangle compris MPR, supplément de angle donuePMQ
que les forces: comprennent entre elles : on n’aurait
doncqu’a apphquer la mét'bode de Tng(mometne propre
A 'ce cgs partlcul"er

. 43. Enfin, silon sedonnaxt les trois forcés P, Q) R,
on connaitrait les trois ¢6téd’dh triangle MPR, et l’on
obtiendrait les angles ‘@est-i-dire les inclinajsods mu-
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tuelles des forces entre elles, par la-formule qui donne
le cosinus d'un angle quelconqued’un triangle en fonc-
tion des trois cotés.

44. Toutefois, au lieu de recourir dans chaque cal-i
la méthode trigonométrique, on peut fixer générale-
ment les relations-des forces P, Q, R, par des formules
algébnques ol il ne reste plus qu’& substltuer desnom-
bres ; c’est a quoi I'on parvient aisément de la. maniére
suivante. .

Ayant construit sur les troid forces Ie parallélogramme
MPQR, fig. 35 slequel se trouve divisé par,la diagonale
MR en deux triangles égaux, menez par le point d’ap-
plication M, une perpendiculaire indéfinie YZ a cette
diagonale ; puis abaissez des points P et Q les droites
Pp, Qg, perpendiculaires 8 MR, comme aussi Py, Qs,
perpendiculaires 2 XZ. Les devx triangles MPp, QRg,
formés de cette maniere,seront évidemment égaux entre
eux, de sorte que Pp ou My sera égal a Qg ou Mz; et
en outre, lalongueur MR, qui. se compese de Mg - gR,
se trouvera aussi égale & Mq -4 Mp. Ces résyltats, qui
fixent lessommets du triangle MPR, étant écrits en Al-
gébre, renfermeront toutes les relatxons que nous vou-
lons exprimer.

En effet, désignons tau]ours les trois forces par P,.Q,

; il faut nécessairement introduine dansle calcyl leurs
inclinaison_s mutuelles. Appelon#: a Pangle PMR, o’
Pangle QMR gue chacune d’elles forme avec la résul-
tante commaune : alors, dans le triangle PMp, le c6t¢'Pp
sera esprimé par P sin g, et le c4té. Mp par P cosa;
pareillement, dans le triangle MQg, Qg sera Q sing, et
MQ sera Q cosa’, de sorte qu'en exprimant les condi-
tions géométriquestrouvées plus haut,on aura pour I'éga-
lité des perpendiculaires Pp et Qg,...Psin a=Qsina’ (1),
et pour MR=Mp+Mg.... R=Pcosa--Qcosa’ (2).
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Cas deux formules trés simplesétant combinées ensem-
ble, donneront toutes les relations des forces P, Q, R,
et suffiront pour résoudre immédiatement toutes les
questions que Pon pourra se proposer suF !e roncours
de cés forces.

45. Cest ce que I'on va voir par Yemploi que nous
allons en faire; mais auparavant il ne sera pai inutile
de montrer pourguoi elles doivent avoir cette géné-
ralité.

Ayant mens la ligne YMZ perpendrcuhl’re a la ré-
sultante MB, nous pouvons considérer MP eomme la
résultante de deux forces, dont Pmne setait dirigde
suivant MR, Tautre suivant YMZ. 11 suffit pour ceh
dpe cés deux composantes soient convenablement dé-
tepninées par le parallelogramme des forces, duivant les
'huk directions qu'on leur attribye. Cette dpération
donpe ¥videmment Mp pour Pune, My pour Fautre.

Faisons la méme décomposition pour MQ; nous au-
rons pareillement pour nos deux composantes Mg, Ms.

Maintenant Mp, Mg, étant dirigées snivant Ja méme
droite MR, et de méme sens, s’ajoutent ensemble et don-
nent ine résultante égale 4 leur somine P cos a4 Q cos ',
Les deux autres My, M3, sont également dirigées sur
la méme droite, mais elles sont de sens contraires;
elles se composent’ donc en une seule égale A Jeur diffé-
rence Psina—Q sina’, ou Q sina’ — P sina: Or, s
eette différence n’est pas nulle, la force qu’elle exprime
se’composeraavec Pcosa 4 Q cos o', et il en proviendra
une résultante totale dirigéedansi’angle YMR ou ZMR,
par conséquent différente de MR. Donc, si Pon veut ex-
primer que MR est réellement la résultante, comme
on a Pintention de le faire, il faut écrire que la diffé-
rence P sina — Q sina’ est nulle, et que la somme
-P cosa 4 Q cosa’ représente a elle seule la résuhtante
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charchée :. voilk aussi précnsément les deux conditions
qu expnment Tes deux, quations (l) et (2) du § 44.

46. Miintenan, pour montrer 'emploi de ces for-
mules, appliquons-les &aboxd 3 A l’exemple du§ 41, eﬁ
Pon se donué les deux com]msantes PetQavecl
PMR ou a, que la jiremitre dentre elles forme avec ]a
résultante B’ Dans ce cas, la.premitre des équations (1)
donnera de suite'd’ c’est-é-;!nre I'angle de Q avec R ou
QMR; les deux ang_les a,:d ftant cdonus ainsi que P et
QR denen{n eompl&emgnt calculable par Péqua-
tion (2). Msis on pougpnt, dans ce cas partlculler, ob-
tenir R d’une manitwg plus simple; car, si l'on prend Ja
valeur de-P daps Péqiatxon (1) et_qu'on la substitue
dans l’équatxon (2), om t!'ouvera. aprés les réductwns

R__Qsm(a-l-a’

sina ¥ N

ee qui do-lra B pkr la umple pnpurtian des «sitrus-,
comme en cifet la;*nd&at:ons gémllbtnqnes nous
Pévdient nthqué&il :
- 4#. Prenous, pourmdmph Je cas du § {3.0d
Tom se doume les ﬁorcmcmnpomntesi’ at Q,aveel’nsie
PMQou 4 4 d’ compris entre ellese
‘Alors ancune des 6quatm- O] et.(s) et mmédm-
tement calculdble, puisque Fon pe connatt »i ¢, ni o,
mais seulemerit leur somme: il fsut demc modifier nos
équations de manieré a introduire éet éMnent. Rour
otla,’ kh:de la premlkre sig d, mutm
"mdaPsma _ .
A]outant de part et.i’autre sing et le reu-anchant
successivement, il vnent
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sina’fsina= ME, sing’—sing== LJL”.
: Q . . Q
En divisant ‘ces deux égalités Pune par 'autre, sina
disparait du second membre , et il reste-
sing’ —sina _ P—Q - -
sing # gna . P -+ Q

or, on a en général -

.
-

sina’ —sina ' tan&%-(a’ —a)
"sing 4 sina tang—;- (@' +a)’
substituant dans Péquation précédente, il vient

tangd (' —a) = (11:+ gz.tang H S + a).

Le second membre est maintenant calculable, puisque
@' < aest donné ainsi que P et Q. On en déduira donc
a' — a, et par suite o’ et a, ce qui nous fera retomber
surle cas précédent, et alors on trouvera R par la-pro-
portion des sinus. Or, ces calculs sont aussiidentique-
ment ceux que la méthode trigonométriqué 'nous a ih-
diqués dansle § 42, , pour le cas que nous venons de con-
sidérer.

48. Enfin, vent-on prendre pour dernier exemple ce-
luj du.§ 43, ot T’on se donne seulement les trois forces
P, Q, R, ‘sans assigner autrement leurs directions?
Alarsa et @ sont tous deux inconnus dans nos formules
et il faut nécessairement chasser 'ine de ces quantités
par Pélimination pour pouvoir conclure autre. Pas-
sonsdonctous lestermes qui contiennenta’, par exemple,
dans un seul membre; nous aurons

Psina = Qsind/,
R —P cosa= Q cosa’.
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Maintenant-dleyons les deux membres de ces éqaa-
tions au carré et ajoutons-les ensemble: o’ disparaitra
par cette gpération ; car on aura alors dans le second
memhre Q* (sin® @' < cos® a’), et les relations des -
-lignes trigonométriques ‘entre elles nous apprennent
que le carré du sinus d’un angle plus le carréde son co-
sinus ‘forment togjours une somme égale au carré du
rayon qut est ici, pris pour unité. Il se- présentera dans
le premier membre une réduction pareille  faire-sur -
les termes P* sin® a4 P* cos* a; mais a ne disparaitra
pas complitement de ce premier membre, 3 cause du
double produit de R ‘par P cos-a, de sorte qu’il restera -
aprés les réductipns ,
R* —aRP cosa 4 P*=Q°,
et par conséquent on en tirera :
o Rs + Ps__ s
R 2RP—Q" ,
a étant ainsi connu, onaura @’ par la proportion des
sinus,’ comme Pindique Péquation (1).. Cette marche
est encare identiquement celle de la-méthode trigeno-
méirique; car Pexpression précédente de cosa est exac-
tementcelle qui sert a résoudre un-triangle; connaissant
les trois cOtés. _ C
49 Les exemples qui précedént eomprenant tous les
cas qui peuvent se présenter dans les applications, ne
peuvent - laisser ‘aucune obscurité sur Pemploi et sur
Pinterprétation des formules (i) et (2) du § 44, et elles
achdvent de mettre dans une complite évidence la gé-
néralité des expressions algébriques, et la simplicité de -
leur usage quand on-fait les interpréter.
So: Néanmoins,” en ‘voyant les formules (1) et (2) re-
produlire ainsi.a elles seules la solution de tous les cas

cosa =
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dela Trigonométrie, on'peut se demander encore quelle
est la raison géométrique qui leur donne cette étenduc;
de méme que nous avons cherché dans le § 45 comment
elles se trouvaient exprimer toutes les conditioms stati-
ques de la composmon de deux forces comcourantes.

Cest qu'en effet ces deux formules renferq\lent et

expriment toutes les conditions nécesgaires pour que le
triangle PMR, constrdit sur la résujtante R etsea com-
posantes, existe géométriquement. Car soit PMK, fg. 36,
ce triangle dont les cétés doivent étre P, Q, B. Du som-
met P, menesz Pp perpendiculaire su cété R, vous sures
ainsi partagé le triangle total PMR en deux triangles !
rectangles PMp, PRp, qui devront ‘avpir-Pp poar bas-
teur commune; C’est ee qu'exprime 'équation

P sine =Qsina’.

Mais cette relation ne suffit pas pour écrire que les trois
cotés P, Q, R sppartiennent & un méme triangle; car
elle pourrait s'appliquer également & denx triangles
rectangles séparés 'un de Fautre, tels que PMp, PRy,
fig. 37, pourvu que les hauteurs Pp,-P'p’ de oes denx
triangles fussent égales entre elles. Il faut done encore
wne condition qui rejoigne ces dewx triangles I'un i
Yautre pour en faire un triangle umq-e PMR. Clost
précxsément la ce que fait Péquation .

(2) ‘R=Pcosa +Qcosa’;

car elle exprime que la longueur MR, représentée iai
par R, est exactement égale a la somme des lignes Mp,
Rp’, dont les valeurs algébriques sont respectivement
P cosa et Q cpsa’. Or catte égalité ne peut avoir lien
sans que les points P, p’ coincident. Elle achtve donc
ainsi de f2rmer le triangle comstruit sur les trois hignes
P, Q, R.Voild pourguei les équations (1) et {2) réunnies
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ensemble renfeement toutes les relations de la Trigono-
métrie plane, et suffisent pour.en reproduire tous les
résultats. . ‘

: COROLLAIRE II. »

51. 11 nous serd ntile par la suite de signaler ici un
cas particulier de la'décomposition des forces, qui s'est
déjh présenté i nous dans ce qui préctde et qui revient
continuellement dans des applications. C’est celui ol
Poun se propose de décomposer une force R ou MR, fig. 38,
suivant deux directions rectangulaires Pune 4 Pautre.
Alors la constraction générale rend le parallélogramme
rectangle; et si Pon représente par a, a’, les deux angles
PMR, QMR qui, pris ensemble, valent alors un angle
droit, les tfiangles PMR, QMR donnent

PM=MRcosa, ou P=R cosa,
QM —=MRcosa’, ou Q=R cosd,

Cest-3-dire que, dans les décompositions rectangulaires,
chague composante. se trouve égale au produit de la ré-
sultante par le cosinus de leur mutuelle inclinaison.
Dana ce cas, les longueuyrs MR, MQ, qui représentent les
deux composantas , sont leg projections orthogonales de
la résultante sur chacune des directions de ces forces,
Ceci est une maniére différente et assez usitée d’énoncer
le théoréme précédent. )

COROLLAIRE JII.

52. Les résultats de la composition des forces concou-
rantes-peuvent se présenter sous une forme analogue &
celle que nous:avons employée § 31, 36 pour les forces
paralléles; etil ya d’autant plus d’intérét a le faire, que
ces deux cas sidifférens en apperence, Serassemblentainsi
duns un émenes commun. T °
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Pour y parvenir, suivons une inarche semblable i
celle du §31, soient P et Q nos deax forces compo-
santes, formant les angles @ et @’ avec leur réml-
tante R. Nous avons.a construire ici la relatien

R = P cose <4 Q cos@’y

qui est ’analogue aR=P+4Qdu.§ 31. Par le point
d'application M, fig. 39, menows, dans le plan des
forces une dronte indéfinie MZ suivant une direction
absolument arbitraire, et nommons A Pangle ZMR
qu’elle forme avec la résultante MR. Si nous multiplions
les deux membres de Péquation précédente par sin,
il viendra

Rsin A=Pcosa.sin A4Q cos @’.8in'A ;

remplacez cosa.sin A par sin (A—a) -}~ cos A.sin a dans
le terme en P, et cosa’sin A par sin (A-+a")—cos A.sind’
dans le terme en Q, vous aurez

R sin A=P sin(A—a)+Qsin(A4a’) .
o +¢os A (Psina—Qsind’). .
Or'la portlon du second membre qui est multipliée par
cos A est nulle d’ellé-méme; daPres la relatlbn géné-
rale OF

P sina=Qsina’ ;

on a donc simplement .
RsinA=Psin(A—a) 4 Qsin(A+a');
c'est-a-dire ‘ )
R sin ZMR = Psin ZMP + Qsin ZMQ

Cette forme est déja analogue a oelle du§ 31; mais on
peut encore P'en rappracher davantage. Pour. eela ayant
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pris arbitrairement un point O sur la droite MZ., cons-
truisez sur MO comme corde, un arc de cercle capable
d’un certain angle quelconque C, que vous choisirez a
volonté. Alorssi A, B, C, sont les trois points'ol cet
arc coupe les trois directions des forces, les droites
OA, 0B, OGC, que nous représenterons respectivement
par X,, X, X,, feront toutes lé méme angle G avec
chacune de ces trois directions; ainsi dans les trois tri-
angles formés par MO avec ces droites, la proportion
des sinus aux cdtés opposésdornnera

sinC’

MO’

sinC

"MO”

sinC

MO’

Substituant ces trois sinus dans notre équation, le rap-

sinZMR. = X,.
- sinZMP = X,

s‘in ZMQ = X,.

port %l%)g disparait comme facteur commmun ,.- et il
resfe \ o ) ' .
(a) . RX,=PX, +QX,; .
relation parfaitement analogue a celle des § 31, 36,4 cela
prés que les droites X, , X,, X,, qui coupent les forces
sous le' méme.angle, ont des directions diverses, tandis
que dans les §'31, 36, le parallélisme des forces P, Q, R,
les faisait ¢dincider. . i

"Cette relation ayant été déduite de la combinaisen
des équations fondamentale® (1) et (2), peut servir &
remplacer une quelcogque d'entre elles. Nous la substi-
tuggons a Péquation (1); alors pour compléter les con-
ditionsdu probléme, il faudra luiadjoindrel’équation (2),
savoir :. ' :

() R=Pcosa 4 Qcosa’,
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qui est analogue & R =P~ Qdu § 31, etles équations
(@) et () ainsi préparées conviendront généralementa la
composition de deux forces soit concourantes.soit pa-
ralleles.

En effet, pour passer d’un de ces cas & l'autre, vous
n’avez qu'a supposer que dans la fig. 3g, le point d’ap-
plication M s’¢loigne de plus en plus du point O sur la
droite fixe OZ, en laissant les distances OCG, OA, OB
constantes ainsi que angle commun C. Cela est tou-
jours géométriquement possible; seulement il faudra
que les angles ZMR,ZMP, ZMQ, dout nous avons trouvé
plus haut les sinus, diminuent en méme temps que
MO augmente, conformément a leurs expressions algé-
briques; ce qui les oblige & devenir tout-a-fait nuls lors-
que le point M se sera éloigné du point O sur la droite
OZ i une distance infinie. Or, quaod il en sera ainsi,
les directions des forces P, Q, R, deviendront toutes
trois paralléles & la droite 70, fg. 40 ‘conséquemment
elles seront paralltles entre elles; leurs intlinaisons
mutuelles aet o dgviendront donc nulles, ce qui repdra
leurs cosinus égaux a l'unité; et les droites OA, OC,
OB, coincidant les unes sur les autres en dlrectlon ,
sans changer de-longueur, iront toujours couper les
directions communes des forces sous un méme ingle C,
eomme precédemmeut on aura donc toujours *

@ RX, =PX, +QX,,
comme dans le cas des forces concourantes; ‘majsPéqua-
tion (b) sera réduitc d ° ®

- R=P+Q,

prémsément comme le veut l’équahon (2) du S 31.
Cet exemple, en montrant i découvert la transition
gressive ’u‘h de ces cas A Pautre, est trés propre & los
éclairer tous donx
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‘

CHAPITR.E VIL

Consé‘guence: generale: dés theoreme:
‘ précédens.” .

Composition d’un nombre quelconque de forces paral=
- léles appliquées & un corps solide. .

63. Lorsque.Pon sait composer ensemble deux forces
paralléles appliquées aux extrémités d’une droite rigide,
il est facile d’étendre cette opération & un nombre quel-
congque de, forces parallél' entre elles, appliquées anx
sommets d’'un polygone. rigide de figure quelconque,
compris ou non-dans nn méme plan. En effet, soient ,
fig. 41,A,, Al A:,. «+ .« » ces sommets en nombre quel-
conque; et A, P, A, P, As Py,..... les forces paral-
Jeles qui y sont mthvxduellement apphquees, lesquelles -
nous supposerons d’abord dirigées dans un méme sens.
On pourry, en vertu du § 23, composer P, et P, en une
seule résultante R, égalé a leur somme P, 4~ P, et ap~
pliquéé-sur la méme droite en un point C,, tel que les
produits P,.A,C,, et P,. A,C, soient égaux entre eux.
Puis, joignant le point G, gu sommet suivant Ay du
polygone, on pourra considérer C,A 3 comme une droite
rigide, puisque, d'aprés lagnature mé¢me du polygone,
les points C, et A3 qui en font partie se trouvent main-
tenus 3 une distance invariable entre eux. Mais alors
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les forces R, et Ps étant appliquées aux extrémités de
cette droite, pourront se composer en une seule résul-
tante R, égale a leur somme, Cest-a-dire 3 R, 4 P; ou
P, +P.+Ps, et appliquée en un point C, dont la po-
sition sur C,As sera pareillement déterminable. Cette
seconde résultante a son tour étant composég avec P,,
donnera une nouvelle résultante Ry égale & R, 4P et
ainsi de suite; d’ot 'on voit qu’en définitif toutes les
forces se composeront en une seule résultantg R, égle
3 leur somme totale P, +-P,+4-Ps. ... et appliquéeen
un certain point C dont lz position se trouvera déter-
minde par la succession méme de ces opérations.

Et si, au lieu de supposer toutes les.forces d’ingees
dans un méme sens, on supposait qu’il y en a uu cer-
tain nombre dirigées dans un sens et les aatres en sens
contraire, en les laissant toujours paratiles; il est clair
que Pon pourrait, comme nous venons de le dire,-ob-
tenir d'abord une résultante partielle peur chaqu‘e sens
de forces; pyis, si ces deux résultantes étaient inégales,
on pourl"alt par le § 32 les composer en une seule,
égale & Pexcés de la plus grande sur la plus fauble et
dont le pomt d’application serait pareullement délaero
miné; maissi les deux résultantes opposées se trouvaient
égales, elles ne seraient plus réductibles a une seule
forge, § 33, de sorte .qu’il faudrait kes lnjsser subsister
individuellement ou les considérer comme un eouple
apphqué au polygone donné.

“Enfin, si le systtme des forces paralltles. n’étant pas
immédiatement appliqué a un polygone rigide, mais a
divers points d’un corps solidey comme, d’aprésla défi-
nition d’un pareil corps, § 11, tous ses points sont
rigidement liés ensemble, §t mainterias entre eux a
des distancés invariables les uns des autres, 6n pourrait
représenter cette invariabilité en ‘supposant les.points
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d’application pasticuliers des forces, joints entre eux
par autant de droites rigides faisant partie du corps
méme; ce qui formerait un polygone rigide aux som-
mets duquel les forces seraient appliquées ; de sorte que
Pon pourrait les combiner par composition successive,
et les réduire A une résultante unique, ou a deux ré-
sultantes égales agissant en sens contraires, comme dans
les cas précédens : et cette résultante totale ou ces ré-
sultantes partielles devraient étre considérées comme
agissant sur le corps solide aux points respectivement
obtenus pour leur appllcatlon. .

54. Les choses étant ainsi disposées, concevons que
les forces composantes P,, P,, Py, primitivement ap-
pliquées au systéme solide, prennent toutes simultané~
ment une nouvelle direction dans Pespace en restant
ton]ours paralléles entre elles, et conservant toujours
leurs mémes points d’apphcatlon primitifs. Il est_clair
que leur composition successive s'opérera encore de Ia
méme maniére. Ainsi les résultantes, soit totales, soit
parhelles, auront encore les mémes valeurs, puisque
elles sont respectivement égales 4 la somme des compo-
santes qui agissent dans leur sens propre; et leurs Pdmts
d’application respectifs dans le corps solide resterdnt
également les mémes, puisque le polygone rigide au-
quel les composantes sont censées , appliquées et le mode
de division suctessive des cbtés de ce polygone 2 seront
absolument les mémes que précédemment Il n’y aura
donc en tout de changé quela direction des résultantes
définitives, soit totales, soit partielles, laquelle se trou-
vera paralléle a lanouvelle direction que les composantes
auront prise dans lespace

55. Changer ainsi la direction générale des compo-
santes dans D’espace, le corps restant fixe; c’est absolu<
ment la méme chose que de changer la position du

' 5
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corps autour de la directiondes forces, celle —-ci demeu-
rant fixe , et les forces restant appliquées awx mémes
points matériels, avec leur méme intensité. Les points
d’application des résultantes, soit partielles, soit totales,
resteront donc encore les mémes dans le corps solide,
3i onle fait ainsi tourner autoar de la direction des
forces supposées invariables. Cette propriété a fait don-
ner aux points dont il agit le nom de centres des forces
paraliéles ; lequel Semploie ordinairement d’ane ma-
nidre spéciale pour chaque systtme de forces paralRles
agissant dans un méme sens. .

56. L’estréme simplicité de ces résaltats aurait sans
doute permis de les placer immédiatement & la suite
des théorémes relatifs & Ia composition de deux forces
parallRles; mmais nous n’avons pas voulu les £noncer
d'une mantere purement abstraite, comme nous aurions
616 obligé de le faire alors. Nous avons trouvé préfé-
rable de tes. accompagner. des importantes applications
qgui s’en déduisent relativement a la pesanteur terrestre
et aux actions magnétiques du globe , deux des phéno-
mbnes les plus grands et les plus remarquables que

_Punivers physique présente a nos réflexions.

Pour nous élever a ces conséquences, il faut remar-
quer d’abord que’les théortmes démontrés dans les
précédens paragraphes sont vrais, quel que soit le nom-
bre des forces ou composantes partielles qui se trouvenst
appliquiées au corps solide que Pon considére. Ils sabsis-
teraient encore dans toute leur rigaeur quand ‘méme le
nombre des forces ainsi appliquées serait infini; ce
dernier cas est précisémeént celui que la natire réatise
dans Paction de la pesanteur. . ‘

47. On sait que tous les corps qui se rencontrent sur
Ia terve sont pesans, c'est-A-dire qu'abandonnés libre-
ment h eusandmes, ils tombent aussitdt vers 1a surface
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terrestre; et méme, lorsqu’ils sont soutenus par quelque
ohstacle fixe, leur tendance a tamber se fait sentir encore
parla pression qu'ils exercent contre cet obstacle, et que
Pon appelle leur poids. La pesanteur qui les tire ainsi
vers la terre est une force qui pénétre leur masse et solli-
cite leurs moindres particules. En effet, chacune de cis
particules, si petite qu’on la suppose, étant détachée du
reste du corps, et abandonnée librement a glle-méme
dauns lg vide, tombe encore, quoique isolée ; et Peffort
qu'elle fait pour cela est exactement le méme qu'elle fai-
sait avant d’étre détachée du systéme total dont elle fai-
sait partie; car des expériences journaliéres prouventque
le poids d’un corps ne change pas aprés quw'on l'a divisé.
La directjon suivant [aquelle lIa pesanteur s’exerce, est
le premier élément de son actlion que nous devions cher-
cher a déterminer. On y parvient a Paide d’un appareil
nommé fila-plomb ; il consiste en un corps pesant M,
fig. 42, de forme quelconque, que 'on suspend par un de
ses poins & un fil flexible et inextensible CM, dout Pautre
bout est attaché a un point fixe C. Ce corps, sollicité par
la pesanteur , tombejusqu’a ce que la tension du fil Par-
véte; donc, lorsqu’il est ainsi arrété, la résultante de la
pesanteur qui le sollicite est dirigée suivant le fil, et se
transmet par lyi au point fixe qui ladétruit. Maintenant,
gue Pon suspende ainsi, dgns un méme lieu de peu d’éten-
due, un nombre quelconque de fils~a-plomb aussi fins
que Pon voupdra, auxquels soient suspendus autant de
corps pesans de forme et de nature quelconque; si Fon
regarde ces filsde manigre a les projeter successivement
les uns syr les autres, on verra qu’ils s’y alignent exac-
tement dans toute leur longueur; et Pobservation pou-
vant se répéter en tous sens, il sensuit qu’ils sont sen-
siblement paralléles entre eux. De plus, si Fon place
au-dessous d’eux un large vase rempli d’eau ou d’un autre
liquide pesant quelconque , a 'état derepos, dont la sur-
- 5.

-
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face soit par conséquent plane et horizontale, on observe
que I'image de chaque fil, vue par réflexion, coincide avec
son image vue directement. Or C'est une régle de la ré-
flexion, que chaque point del’objet et I'image de ce point,
sont toujours dans un méme plan perpendiculaire a la
surface réfléchissante; donc, ici, tous les points du fil se
trouvent dans un méme plan ainsi conduit; et comme la
méme coincidence s’observe dans tous les sens autour du
fil, on voit qu’il se trouve étre la commune section d’au-
tant de plans perpendiculaires a la surface plane et hori-
zontale formée par le liquide en repos; d’ot il suit que
sa direction, qui est celle de la pesanteur, est elle-méme
perpendiculaire i cette surface.

Cette direction s’'appelle la verticale de chaque lieu. Or,
d’un lieu un autre, la surface des eaux tranquilles change
dans P'espace, en suivant partout la convexité du sphé-
roide terrestre. Donc, la direction de la pesanteur, qui
lui est partout perpendiculaire,change également ; mais,
par cela méme, on congoit que son changement ne doit
devenir sensible qu’a de grandes distances, qui surpassent
incomparablement les dimensions de tous les corps que
nous pouvons avoir besoin de considérer. Ainsi, pour
chaque corps en particulier, la pesanteur qui sollicite ses
diverses parties peut étre censée agir suivant desdirec-
tions paralltles entre elles et verticales, C'est-a-dire nor-
males a la surface planedes eaux danslelieu de Pobserva-
tion. D’aprés cela, nous pouvons appliquer & ce cas tout
ce que nousavons démontré plus haut en général, relati-
vement & la composition des forces paralléles. Les efforts
partiels de la pesanteur sur divers points d'un méme
corps, se composeront en une résultante unique et verti-
cale, qui sera son poids, et dont la direction passera tou-
jours par un certain point unique de sa masse,dans quel-
que sens qu'on le tourne relativement a la verticale. Ce
point, ou centre des forces, prend alors le nom de centre
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de gravité, et sa position dans chaque corps peut, comme
nous le verrons tout a Pheure, se déterminer d’aprés les
principes expliqués plus haut.

58. Supposons-le connu. Si on le fixe d’'une maniére in-
variable, on pourra tourner le corps comme on voudra
autour de lui; ce corps restera en équilibre dans toutes
les positions o on le placera. Si ce n’est pas le centre de
gravité qui est fixe, mais un autre point faisant partie du
corps solide, alors il est nécessaire et il suffit pour équi.
libre, que la droite qui joint ce point et le centre de gra-
vité soit verticale, ce centre pouvant d’ailleurs se trouver
au-dessus du point fixe ou au-dessous. Car le poidsdu corps
étant une force verticale, dont la direction passe par son
centre de gravité, et peutlui étre censée appliquée, cette
direction, dans les deux situationsque nous venons &’in-
diquer, passera aussi par le point fixe; et son effort,
transmis par les molécules rigides da corps jusqu’a ce
point, sera détruit par sa résistance.

Si le centre degravité est plus haut que le point fixe, le
corps sera supporté; danslecas contraire, il sera suspendu.
- On peut employer le fil-2- plomb pour déterminer la
position du centre de gravité d’un corps. En effet, si I'on
suspend successivement celui-ci par deux de ses points,
et que Pon trace dans chaque cas, effectivement ou idéa-
lement, la prolongation du fil de suspension a travers le
corps lorsque ’équilibre est parfaitement établi, ces deux
directions se couperont nécessairement en un point, qui
est le centre de gravité.

- On peut aussi déterminer la position de ce centre en
faisant supporter le corps par un plan horizontal , de
- maniére qu'il ne touche ce planqu’en un de ces points,
et essayant de le dresser de manitre qu'il se tienne en
équilibre sur ce point la. En effet, si cela avait lieu, son
centre de gravité se trouverait alors sur la verticale me-
née par le point decontact. C’est ce qui peut s’'opérer ai-
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sément €t avec beaucoup d’exactitude , en appuyant la-
téralement par un petit plan incliné, susceptible d’étre
élevé graduellement sous divers angles au moyen d’une
vis, comme le représente la fig. 43; et alors tout sa ré-
duira 3 observer P'inclinaison de ce plan au moment ot
le corps qu'il appuie se renverss du cdté oppasé. Une
autre expérience pareille, faite dans un sens différent,
donuera yne autre verticale qui devra aussi passer par
le gentre de gravité; et lintersection mutuelle de ces
deux lignes déterminera sa position dans le corps.

59. Cesdéterminations sont purement expérimentales.
Mais ne pourrait-on pas y arriver également, ou du moins
en limiter la recherche aux termes les plus simples,
le secours du calcul mathématique? Gela importe a exa-
miper, car les appllcatnons du calcul, lorsqu’elles sont
posaibles, ont une riguenr d’exactitude que Pexpérience
seule n’atteint jamais. Or, puisque le centre de gravité
de chaqlie corps résulte de la composition de toutes les

actions que la pesanteur exerce sur les diverses particules
matérielles dont ce corps est lassemblage » on congoit
que sa position doit dépendre a la fois de la forme du
corps et de la maniére, égale ou inégale, uniforme ou
variable, dont la matiere pesante se trouve distribuée
dans son intérieur. Le premier de ces élémens, la forme,
se peut conclure par des mesures immédiates: le second,
Je mode de distribution de la matiére pesante, s’obtient
jpar des expériences qui font connaitre, pour chaque por-
tion du corps, ce que 'on appelle en Physsque sa densizé.
Avec ces données, la détermination du centre de gravité
n’est que Papplication, littérale du procédé de la compo-
sition successive que nous avons exposé plus baut, § 53.
Mais, pour rendre ce procédé d’un usage commode, il
faut d’abord le réduire en formule immédiatement cal-
culable; tel est Iobjet des paragraphes suivans,

60. Concevons, comme dans la Géométrie descriptive,



DE STATIQUE. - 7

que la position du systéme solide auquel les-forcey pa—
ralleles s'appliquent soit, ainsi que ces forces mémes,
rapportée a trois plans rectangulaires ZOX, ZOY, OXY,

fig. 44; et, supposant que A,, A,, soient deux des points
qu élémens matériels auxzquels les forces paralltles
A,P;, AP, ou P,, P,, sont respectivement appliquées,
composons d’abord ces deux forces en une seule G,R,.
ou R, dont G, désignera le point d’application; on.aura.
évidemment, § 23,

R,=P,+P,,

P,.AC =P,.AC.
Maintenant, des points A,, A,, €,, menez des per-
pendiculaires A M,, AM,, C,O,, sur le plan ZOY,
et représentez-les respectivement par x,, x., X,., Elles
exprimeront les distances respectives des trois points
a ce plan, parallélement & la ligne OX, que lon
pourra, si 'on veut, considérer comme la ligne de
terre. Or, si, des points M, A,, et dans le plan
M,AM,A,, vous menez A,A, A,B, paralltles au plan
ZOY, canséquemment perpendlculalres a O,C;, les
deux tnangles ALAC,, A,BC, seront semblables, éomme-

étant équiangles; de sorte que ke rapport A—g’ sera

égal au rapport A.g ; ainsi, 3 T place des deux
équations précédentes, on pourra derire

. ] "'"'Pl +P.’
Pl QAC( - P’PBC] ;

deld, comme ddns le ) 3 ,on dédmra tout de suite

 R.OC,=F V,A-}-P. O'B,
ou, puisque
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OA=MA ==z e OB=MA, =4,
RX, =Pyx, + Posr,,
R,=P, +P,.

Sous cette forme, nous n’avons plus de construction
a faire; la seule analogie des formules suffira pour
nous conduire dans tout le reste de la composition
successive. Car, par ‘exemple, lorsque Fon composera
R, avec P;, on aura de méme, en nommant la now-
velle résultante R,,

R.X, = R|X: -+ Pyxs,
R, =R, + Ps,

et lorsque Pon composera R, avec P4, Ia nouvelle ré-
sultante étant Rs, on aura

RyX; = =RaX, 4 Py,
Rys=R, + Py,
[ ]

d'oli lon voit évidemment que, si 'on élimine les ré-
sultantes successives, pour ne conserver que la der-
niere R,avee la distance X de son point d’application
au plan ZOY, on aura en définitif

B'X Plxl +PD’I+P3-:3 +et°‘:
™ . R=P +PR+P... + etc.,

ce qm exp‘rune les résultats de la composition sug-
cessive d’une maniére a la fois générale et simple.
61. Il est d’usage en Statique d’appeler moment
statique d’une force par rapport & un. plan, le pro-
duit de la force par la distance de son point d’appli-
cation au plan dont il s'agit. En adoptant cette expres-
sion, les produits - partiels P,x,, Pu¥,, Psxs... sont
les momens statiques des composantes P, P,, Ps,...
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relativement au plan ZOY ; et le produit RX est le
moment statique de la résultante totale, relativement
au méme plan : alors les équations (1) peuvent s'énon-
cer de la manidre suivante, qu'il imporve de retenir,
a cause de son usage contmuel

Lorsqu’un nombre quelconque de forces, paralléles
entre elles, sont appliquées simultanément & divers
points d’un corps solide, la résultante totale de ces fors
ces est égale a la somme des compocantea ; et le moment
statique de la résultante par rapport ¢ un plan quel-
conque est égal & la somme des momens des composanteo
par rapport au méme plan,
~ 62. Sion suppose le systtme donné de position rela-
tivement aa plan ZOY, les distances x,, xa, %3... .-
seront toutes connues. Si, en outre, la nature physique
du systéme est donnée, on connaitra les intensités des
forces composantes appliquées a chacun de ses élémens
matériels, c’est-a-dire P,, P,,Ps.... etc. Alors la se-
conde équation fera connaitre R ou la résultante totale;
et ensuite la premiére fera connaitre X, c’est-a-dire la
distance de son point d’application au plan ZOY. Si Fon
méne , & cette distance, un plan paralltle & Z0Y, on
sera sﬁr queile pomt d’applw.tnon de la résultante y est
contenu.

@B. Ceci ne mﬂit donc 'pas pour le déterminer d’une
maniére complite; mais rien n'empéche d’opérer rela-
tivement aux deux autres plans coordonnés ZOX ,X0Y,
comme nous Pavons fait relativement au plan ZOY ; et,
en représentant respectivement par les lettres y et s les
distances qui leur sont perpendiculaires, chacun d’eux
donnera lien & deux équations pareilles aux précé~
dentes, de sdrte qu’en les rassemblant on aura
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RX = P,xr, + Puv, + Psxs.... 4 etc.,

) RY = Py, 4+ Py + ngg..v.. —+ etc.,
() Rz = P, + Pusu + Pyss....  ete,
R =P 4 P; +Pg.....+etc.

La dernitre fera connaitre R ,apres quoi les trois autres
détermineront respectivement X, Y, Z, c’est-a-dire les
trois distances du centre des forces paralléles aux trois
plans donnés ZOY, ZOX, XOY. Ce centre sera donc
aingi complétement connu dans tous les cas possibles
sans aucune indélermination , puisqu’il devra se trouver
a la fois dans trois plans rectangtlaires, connus de posi-
tion; et Pon voit qu’il sera toujours unique pour chaque

ystéme, puisque trois plans rectangulaires ne se coupent
jamais en plus d’un point.

- Ces formules, comme celles du § 36, peuvent embrag-
ser A la fois la composntwn des forces paralleles dirigées.
dans un méme sens ou dans des sens conlraires. Pour
cela, il suffit d’y supposer les unes positives, et de dési-
guer Yinyersion de sens des autres én les affectant du.
signe négatif , comme nous' Pavens remarqué.dans le
paragraphe cité. Alors, si les deux systémes de forces
ainst opposés sont tels que leurs résultantes partielles
soient égales, leur réduction & une seuyle résultante
deviendra physiquement impossible. C'est ce gue.mgn-
trent en effet les formules précédentes; car, si.l'oa
suppose R nul, comme cela devrait avoir liew dans le cas
de Pégalité des résultantes partielles dirigées en sens
contraires, les trois pramiiéres equat:ons donnent lea dis-
tances X, Y, Z, infinies, ee qui est Pextension’ du ré-
sultat paradoxal obtenu § 33 pour un cas pareil..

En outre, pour plier lgs formules (1) & toutes les po-
sitions p0331bles du systéme relativement au plan ZOY,
il faydra ici, de méme que dans le § 36, eonsndérer

' l
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comme positives les distances 2,, %,, &3. . . lorsqu’elles se~
ront comptées d’un certain coté convenu du plan ZOY;
et affecter du signe négatif, ou considérer comme affectées
de ce signe, celles qui seront situées du cdté opposé.
64. Les formules (1), ainsi interprétées, n'offrent
aucun sujet de difficulté ou d’incertitude , lorsqu’on les
applique & des systémes de points matériels distincts,
sollicités individuellement par des forces dent Pintensité
est connue. Mais il y a quelques eonsidérations essen-
tielles & a]outer pour en faire comprendre nettement
Pextension & des systéthes matériels continus, tels que
les corps physiques que la nature néus présente.
Commencgons par considérer le cas simple o2 an tel
corps serait constitué de maniére que toutes les parties de
samasse offrissent des poids égaux & volume égal, quelle
que pit étre d’ailleurs Pidentité ou la différenee deleur
nature chimique. Cet état. est celui que Fon appelle
une densité uniforme. Si Pon concoit ee corps comme
consistant dans Paggrégation d’un ‘mombre infini d’élé-
mens géométriques tous d’an méme volume, et indivi-
duellement si petits"que leur apposition représente,
sans aucurle erreur appréciable, le volume figuré de la
masse totale, Teffort de la pesanteur sur chagun de ces
petits élémens devra-dtre égal, daprés la supposmou
méme., Cest-a~-dire qu'ils auront des poids égaux.
Alors, chacun de ces poids partiels représentera. Pune
des forces partielles P, Py, P3.... qai deviendront
ainsi toutes éganles entre elles; et ln résultante: totaleR |
égale & leur somme; devxendn le poids total du’ corps
entier. 1l restera donc a effectuer la somme des momens
statiques des poids élémentaires , c'est-a=dire la somme’
de ces-poids respectiyement multqihés par leurs dis—
lances T, xy; 23 .. .. Cette somme, si on peat ;I'ob-
tenir en tevmes finis , Gtant divisée par le poids total R ,.
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donnera la distance X du centre de gravité au planZO¥.
On obtiendra de la méme manire les deux autres dis
tances Y et Z, qui achévent de le déterminer.

Si la constitution physique du. corps proposé est
telle queles diverses.partiesde sa masse offrent des poids
différens, 4 volume égal, ce que Pon appelle avoir une
densité variable, il faudra encore le décomposer, comme
tout i P'heure, en-élémens géométriques d’un méme
volume ; mais il faudra concevoir cette subdivision. ma-
thématique poussée a un tel point, que la variation de
la densité puisse étre considérée comme insensible, dans.
toute I'étendue d’un méme petit élément. Quelle que
puisse.étre la variabilité de nature et de densité d’un
corps, le_calcul, que rienn’arréte, peut toujours at-
teindre cette limite de décomposition idéale,qui ramene.
le corps a étre composé d’élémensmatériels ’égal volume.
individuellement de densité uniforme, ou du moins, si
prés de Pétre que la différence soit au-dessous de toute.
quantité donnée. Alors-le poids de chacun de cés élémens
représentera dans nos formules une des forces compo-
santes P,; P,,Ps. ... etc.; et R.réprésentera la somme.
totale de ces poids, comme précédemment. Mais, & cause
dela variation de denslté d’un élément i Pautre, Jes poids
partiels P,, P, Ps....etc; seront inégaux, et-il faudra
les introduire avec cette inégalité dans les formules, en
les multipliant toujours respcctlvement par les dis-
tances x,, La; Z3. . . . €tc., qui leur appartiennent.

Si Yon peut eﬂ'ectner la somme de tous ces pro-
duits partiels, et en obtenir Pexpression finie, il n'y
aura qu’ la diviser, comme précédemment, par le poids.
total R, et le quotient sera la disjance du centre de gra-
vité du_corps au plan que, Pon adra considéré- On sent
combien la variation de poids des élémens partiels doit
rendre ici le calcul plus compliqué et plus difficile.



Ces sommations de produits en nombre infini, sob
tiennent par un genre particulier de caloul qui est trop
élevé pour que somr nom méme ait ici sa place. Mais,
lorsque Pon se borne 4 considérer des corps d’une den-
sité partout égale, et de. la configuration la plus simple ,
Popération peut quelquefois s'effectuer -assez facilement
pour que nous devions en offrire ici des exemples, afin
de donner une idée complétement nette et précise de
cette importante théorie.

65. A cet effet, nous ferons remarquer um caractére
qui se tire denos formules générales; et qui, dans
beaucoup de cas, donne d’une maniére trés simple une
ligne droite, ou un plan qui contient le centre de gravité.
Ce caractére consiste en ce que, si Pun des plans coor-
donnés ZOY ,Z0OX,XOY, se trouve passer par le centre
degravité méme, auquel cas la distance X, Y ou Z, rela-
tive a ce plan,devient nulle,la somme algébrique des pro-
duits des poids partiels par leurs distances respectives,
qui composé le second membre des équations (1), devient
nulle aussi; ce qui tient & Popposition de signes et a Péga-
lité parfaite qu'acquiérent alors'les sommes partielles
des momets statiques, effectuéesdes deiix cotés du plan
de partage; et réciproquement, si 'on peut partager le
corps par un plan qui rende, cette somme nulle, on
sera sir qu'il rend X, Y ouZ nuls, par conséquent
qu'il contient le centre de gravité: Or, c’est a quof la
seule raison de symétrie conduit dans beaueoup de cas,
comme on en verra plus bas des exemples.

PROBLEME I.

Soit pmpos/:! de trouver le centre de éravité d’un paral-
lélogramme de densité uniforme ABCD, fig. 45.

66. D’abord, pour donner a cette question une réalité
physique, il ne faut pas se figurer le parallélogramme
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Déterminer le centre de grayité d’un trapése de densité
uniforme.

69. Soit, fig. 48, ABDE, le trapéze proposé, auguel
Tous devons, pour la réalité physique, attribuer tacite-
ment , comme dans la question précédente , une petite
épaisseur partout égale. Menez la droite CM par les
milieux C, M, des bases parallles ; je dis que le centre
de gravité-du trapéze se trouvera sur la droite CM.

Pour le prouver, divisez cette droite en un nombre
quelconque de parties égales MM,, M, M, , M, Ms, ...,
et, par tousles points de division menez des paralléles
aux bases AB, DE, du trapéze. Celui-ci s trouvera
alors partagé en autant de trapézes plus petlts,.dont
les bases seront paralltles aux siennes; et la ligne CM
passera également par les mlheux de toutes ces paral-
Rles. Car, si T'on prolongeait les cotés AD, BE j ]nsqu a
leur rencontre mutuelle, elles passerait par leur point
commun d’intersection; et alors, daprés la similitude
destrlanglesdont MA,MB,M,A,,M,B,, ete. , devien-
draient les bases, on verrait que le rapport de MA a
MB est le méme que celui de MA, A M,B,,de M, A, i
M, B,...., c’est-a-dire le rapport d’égal-lte Ceci re-
connu , par les points B, B,, B;...., oules paralleles
successives rencontrent le c6té obllque BE du trapize
total , menez des droites paralltles a Pautre c6té AD, et
termnnez ces droites hux divisions immédiatement supé-
rieures et inférieures; vous formerez ainsi deux sys-
témes de parallélogrammes de méme hauteur que les
trapézes partiels; et” dont I'un_leur sera- intérieur ,
Pautre extérieur.

Comparons successivement chaque trapéze partiel
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aux deux parallélogrammes qui le comprennent, et
commengcons par AA,B,B.

Le parallélogramme intérieur AA,B,g aura son’ centre
de gravité situé surla ligne M 4, menée par le point de
division M, parallelement a ses cotés AA,, B8, ct au
milieu méme de cette ligne.

Le triangle gB,B, qui compléte le trapéze, a néces-
sairement son centre de gravité situé dans Pintérieur
de sa propre surface. Ainsi, lorsque I'on composera le
poids de ce triangle avec ]e poids du parallélogramme
AA B,g, pour obtenir le centre de gravité dua trapeze,
ce centre tombera nécessairement quelque part & droite
de la ligne M, , dans Pespace M,«BB,.

Maintenant, si nous considérons le parallelogramme
extérieur AA, 4B, le centre de gravité propre de ce pa-~
rallélogramme se trouvera sur la ]wne Mm , menée par
le milien de AB, paralléelement aux cotés AA,, Bb, et
au miliea de cette ligne. Or, ce centre peut étre con—
sidéré comme donné par la composition du poids du
trapéze AA BB, avec le poids du triangle extérieur
BB,b, et il est le point ou s'applique la résultante de
ces deux poids. Mais le centre de gravité du triangle
BB,b, tombant nécetsairement dans lintérieur de sa
surface, si on le représente par g, et que de ce point on
méne une ligne droite au milieu de Mm, il faudra
bien que I'autre composante, c’est-a-dire le centre de
gravité propredu trapéze, tombeau-dela de ce point mi-
lieu, par conséquent, & gauche de Mm, dans Vespace
mMAA,. Nous avons va tout a Pheure que. ce centre
devait se trouver aussi & droite de M ; il devra done
nécessairement tomber dans P'intérieur du parallélo-
gramme MmM s, que ces deux droites limitent. -

Un raisonnement exactement pareil , appliqué au se-
cond trapéze A, A,B,B,, prouvera de méme que son

o 6
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centre de gravité propre doit se trouver dans Pintérieur
du parallélogramme M,mM,p,; et il est évident que
la conséquence analogue aura également lien pour tous
Tes autres trapezes dans lesquels le trapéze total ABDE
a été divisé.

Or, il est facile de voir que les points d’intersection
m,m,,my,ms3. . . , se trouvent tous sur une méme ligne
droite KN, paralléle 2 CM; et que les points s . g, ...
se trouvent pareillement sur une autre droite FH éga-
lement paralléle a,CM. Les centres de gravité propresde
tous ces trapézes partiels sont donc compris entre ces
deux droites, puisqu’elles limitent tous les espaces pa-
rallélogrammiques ol ces centres se trouvent. Ainsi,
lorsque Fon composera les poids partiels des trapezes
entre eux pour avoir le point d’application de leur ré-
sultante totale, qui sera le centre de gravité du trapéze
entier ADEB, ce centre devra également se trouver
contenu entre les deux droites KN et FH.

Ce raisonnement est indépendant du nombre de divi-
sions égales, établies sur CM. Le résultat en demeure
donc vrai, quel que soit ce nombre. Mais, & mesure que
Pon multiplie les points de division de CM), les lignes
KN, FH, se rapprochent continuellement Pune de I'autre
et de la ligne CM, jusqu’a coincider enfin toutes denx
avec cette ligne lorsque le nombre des divisions devient
infiniment multiplié. Donc, puisque,dans ce rapproche-
ment indéfini, elles contiennent toujours le centre de
gravité du trapéze total, qui est cependant invariable,
il faut nécessairement que ce centre se trouve placé sur
Ia ligne CM elle-méme, comme nous Pavions annoncé.

Et si, par impossible, on voulait prétendre qu’il en
est autrement et que le centre de gravité du trapése
total , fig. 49, tombe hors de la droite CM, & droite on
a gauche, en G, par exemple,on démontrerait aussitdt
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Pabsurdité de cette supposition. Car on pourrait tou-
jours rendre les divisions de CM assez nombreuses pour
que, %3es deux droites limites KN, FH, celle qui serait
située du cbté du point G, passit entre lui et la ligne
CM, puisque par la multlpllcatlon des divisions , les
droites KN, FH, peuvent étre indéfiniment rapprochées
de la ligne CM. Mais alors le centre de gravité du tra—
pize total devrait se trouver compris dans Pespace
FHEKN;; il ne pourrait donc pas se trouver au point G,
hors de la droite CH , comme on I’avait supposé.

PROBLEME 1II.

Trouver le centre de gravité d’un triangle de densité

uniforme.

68. Soit ACB, fig. 50, le triangle proposé auquel , pour
la réalité physique, nous supposerons toujours une
petite épaisseur partout égale. Du sommet C mene, la
droite CM au milieu de la base; je dis que le centre de
gravité du triangle ACB devra se trouver sur la droite
CM. Ceci n’est pour ainsi dire quun corollaire du pro-
bléme précédent ; car, en partageant le triangle par une
ligne DE parallele 2 sa base, on pourra le considérer
comme Passemblage d’un trapéze ADEB, et d’un tri-
angle DCE, que l'on rendra aussi petit que I'on voudra,
en menant la paralltle DE de plus en plusprés du som-
met C. Or, le centre de gravitéde la portion trapézoi~'
dale se trouvera toujours sur la droite CM, et le centre
de gravité propre du triangle DCE devra nécessaire-
ment tomber dans son intérieur. Ainsi, en composant
son poids propre avec celui du trapéze le point d’ap-
plication de la résultante commune ou le centre de
gravité du triangle total ACB devra nécessairement se
trouver compris entre les droites DD,, EE,, menéés -
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paralitlement a CM par les extrémités de 1a base da tri-
angle CDE. Mais la base DE peut étre rendue aussi
petite que Pon voudra en la rapprochant de plus en 'plns
du sommet du triangle ; donc les droites DD,, EE,,
pourront aussi étre menées assez prés de la droite CM,
pour que Pespace compris entre elles soit plus petit que
toute quantité donnée; et, puisque cet espace renferme
toujours le centre de gravité du triangle total ACB,.ce
centre ne peut tomber que sur la droite CM qui divise
constamment en deux parties égales Pespace DEE,D,,
tel petit q’on le suppose. Si cette conclusion de limite
paraissait douteuse, on I'établirait aisément par la ré-
duction a Pabsurde, comme dans le cas précédent.

Le reste du probléeme n’a plus aucune difficulté ; car
le centre de gravité du triangle devant se trouver sur
la droite CM, menée du sommet G au milieu du cdté
opposé AB, fig. 51, il devra par la méme raison se
trouver aussi sur la droite AM, , menée du sommet A au
milieu du cdté opposé CB. Il se trouvera donc au point
d’intersection G de ces deux droites.

Pour trouver sa distance aux sommets A et C, menez
MM, : cette droite passant par les milieux des deux cotés
AB, CB, les divise par conséquent en parties proportion-
nelles; ainsi elle est paralléle au troisitme cété AC du
triangle, et de plus elle est la moitié de ce méme céoté.
Maintenant, si 'on compare les triangles ACG, MGM,,
qui sont semblables comme étant équiangles, les cotés
CG, GM, y seront homologues, ainsi que AC et MM, ,
leur rapport sera donc le méme; et puisque MM, est la
moitié de AC, GM sera aussi la moitié de CG ou le tiers
deCM. On_démontrerait de méme que M,G est moitié
de AG ou le tiersde AM,.

Donc, si dans un triangle quelconque ABC , d’une
densité uniforme, on méne une droite d'un des sommets
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au milieu du cbté opposé considéré comme base, le centre
de gravité du triangle se trouvera sur ceite droite, ot sera
$Ytué au tiers de sa longueur & partir de la base ou aus
deux tiers & partir du sommet.

Nous n’avons opéré que sur deux sommets A et C,
mais nous.aurions pu opérer de wéme sur le troisitme
sommet B; et, comme le centre de gravité doit par sa
nature étre unique, la ligne menée de ce dernier som-
met au milieu du c6té opposé AC, aurait di passer
nécessairement par le méme point G, olr se coupent les
précédentes. Ceci est en effet une propriété géométrique
qui alieu dans tout triangle rectiligne, comme on peut
aisément le démontrer. Pour cela, par le point G, dé-
terminé eomme nous venons de le faire, concevons une
droile menée au milieu de AC. Ea vertu de la simili-
tude des triangles ACG, MGM,, cette droite passera
aussi au milieu de MM, : or, divisant ainsi la base AC
et sa paralltle MM, en parties égales, par conséquent
proportionnelles , elle passe nécessairement par le somr
met B opposé a la base AC.

COROLLAIRE.

69. Tout polygone rectiligne peut étre décomposé en
triangles par des droites menées d’un de ses sommets a
tous leg autres. D’apres le probleme précédent, on peut
déterminer le centge de gravité de chacun de ces tri-
angles. En considérant leurs poids partiels comme res-
pectivement appliqués a ces centres et les composant
par la méthode suecessive du § 53, ou par les formules
du § 63, qui en sont l'expression algébrique, on obr
tiendra le centre de gravité du- polygone total. §i I'on
demandait le centre de gravité d’un espace plap ter-
miné par des lignes courbes, on n’aurait qu’a y inscrire
et y circonscrire des polygones rectilignes dont on dé-
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terminerait les centres de gravité propres; et, en multi-
pliant de plus en plus les nombres des cotés de ces po-
lygones , on approcherait autant que possible du centre
de gravité réel de espace curviligne proposé. Ceci sup-
pose évidemment la densité uniforme , dans toute I'é-
tendue de cha({ue triangle élémentaire dont se compose
Pespace total. ' o

Recherche des centres de gravité des solides.

70. Les centres de gravité des solides terminés par
des surfaces planes ou courbes s'obtiennent par des pro-
cédés de décomposition pareils & ceux que nous venons
d’exposer. Mais 'impossibilité que P'on trouve & super-
poser des solides, d’ailleurs équivalens en volume,
lorsque leurs parties né sont pas semblablement dispo-
sées, y rend la composition des forces élémentaires
plus embarrassante. Heureusement on peut éluder cette
difficulté a Paide d’'une remarque trés simple, fondée
sur le principe méme de la coraposition successive, tel
que nous I'avons exposé, § 6o, fig. 44.

Lorsque nous avons composé les deux premitres forces
élémentaires P, P,, en une seule résultante R,, or a
vu,par la construction méme, que la distance du point
d’application decetterésultanteau plan desmomensZOY
dépendait uniguement des intensités des composantes
P,, P,, et des distances respectives de leurs points d’ap-
plication au plan dont il s'agit. La méme indépendance
a lieu encore par le néme motif, pour la seconde résul-
tante partielle Ry, et enfin pour la résultante totaleR.
La distance de son point d’application au plan des mo-
mens ZOY, ne dépend absolument que des intensités

' des composantes P,, P,, Ps,.... et des distances res-
pectives X,, X,, X3,.... de leurs points d’application
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respectifs an plan ZOY, Clest aussi ce que montre la
premiére des équations (1) du § 63; et les deux autres
indiquent la méme chose pour les distances aux plaus
respectifs auxquels elles se rapportent.

1l suit de la qu'en général, la distance du centre des
Jorces paraliéles ¢ un plan quelconque demeure la méme,
quelque arrangement relatif que Uon donne aux points
d’application des composantes; pourvu que, dans ces
ttansformations, on n'altére ni leurs distances perpen—
diculaires auplan dontil Sagit, ni les intensités propres
des forces qui leur sont individuellement appliquées.

Pour un corps solide pesant et de densité uniforme,
par exemple, ces conditions seront remplies relative-
ment a un plan dounné si, sans changer le volume de
ce solide, on le transforme géométriquement en un
autre solide dont toutes les sections paralléles a ce plan
soient les mémes, ou seulement équivalentes, a égale
distance, comme cela a lieu, par exemple, dans les py-
ramides qui ont des bases éyuivalentes situées dans
un méme plan, et qui ont de plus leurs sommets éga-

‘lement compris dans un;méme plan paralléle a leurs
bases. Car alors, non-seulement les sections faites a égale
distance du plan commun sont égales dans les deux
solides, mais encore les volumes compris entre ces sec-
tions égales, quelque intervalle que I'on veuille supposer
entre elles, sont aussi égaux, ce qui est le caractére sen-
sible d’'un simple transport des élémens matériels pa-
rallélement au plan pour lequel cette égalité a lieu.

A Paide de ce principe, la recherche du centre de
gravité des solides se trouve extrémement simplifiée,
parce qu’elle se raméne toujours & opérer sur des soli-
des rectangulaires symétriques ou superposables. C'est
ce que montreront les exemnples suivans.
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PROBLEME PREMIER.

Trouver le centre de gravitd d’un parallélépipéde de

densité uniforme.

71. Je supposerai d’abord le parallélépipede droit et
rectangulaire, puis seulement droit mais non rectangu-
laire, et enfin quelconque.

Daus le premier cas, soit, fig. 52, le parallélépipede
proposé. Par les milieux des arétes opposées AB, A,B,,
ED; E,D,, menez un plan MM,m;m; je dis que le
centre de gravité du parallélépipéde sera contenu dans
ce plan.

En effet, le parallélépipede ayant toutes ses faces
rectangles, il se trouve ainsi partagé en deux solides
egaux dont toutes les parties sont placées de la méme
maniére des deux cdtés du plan MM,m,m. Car, si Pon
considére, par exemple, le solide MM, m,mBB,D,D,qu’on
le fasse tourner de 180° autour de la ligne MM,, comnme
charniére, on pourra ensuile faire glisser sa face BB,D,D
sur la face AA,E,E de Pautré solide, et alors toutes les
parties des deux solides comcxderont complétement en
conservant la face MM,m,m commune. D’aprés cela, si
Pon replace les deux solides dansleur position naturelle,
leurs centres de gravité se trouveront nécessairement a
une méme distance de la face MM,m,m; et comme,
d’ailleurs, leurs poids propres sont aussi égaux, le point
d’application de leur résultante commune, qui estle
centre de gravité du parallélépipede total, tombera né-
cessairement dans le plan MM,m,m. -

Le méme raisonnement appliqué aux autres faces,
prouvera que le ceutre de gravité du parallélépipide
total devra aussi se trouver dans chacun des deux autres
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plans NN, n, n, abde, quel'on peut mener par les mi-
lieux desdeux autres systemes d’arétes opposées. Ce cen-
tre G sera donc placé au point d’intersection des trois
plans ainsi conduits, et de plus, il sera unique, puisque
ces trois plans ne peuvent se couper qu’en un point. Il
est d'ailleurs visible que ce point d’intersection est aussi
celui des trois diagonales que 'on peut mener dans le
parallélépipede par les angles solides opposés. ( Géom.
de Legendre , liv. V1, prop. V)

72. Soit maintenant, fig. 53, le parallc.eplpéde droit
et non rectangle, dont les bases sont les parallélogram-
mes ABDE, A B,D.E,.

Par les mllleux des cdtés opposcs des bases AB,ED,
A,B,, ED,, menez, comme tout & I'heure, un plan
coupant MM, m, m ; je dis que le centre de gravité du
parallélépipede s’y trouvera contenu.

Icile plan coupant partage encore le parallélépipede
en deux portions d’égal volume; mais on ne peut plus
superposer ces deux portions en leur conservant MM,
m,m, pour face commune, comme dans le cas précé-
dent; de sorte que 'on ne peutplus prouver ainsi que
leurs centres de gravité propres sont également distans
du plan MM, m,m, quoique cette égalité soit pourtant
réelle, comme on va le voir.

- Heureusement on peut éluder cette dificulté d’apres
la remarque que nous avons établie tout-a-lheure,
§ 70. En effet, par les droites paralleles MM, m,m me-
nez deux plans perpendiculaires au plan coupant
M,Mm,m, et terminez-les aux faces latérales AEA E,,
BDB,D, du parallélépipede proposé : vous aurez ainsi
transformé chaque moitié de ce parallélépipede en un
parallélépipede équivalent, mais droit et regtangulaire,
dont MM, m,m sera encore la section moyenne. Ainsi,
le centre de gravité de ce nouveau parall¢lépipede sera
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contenu dans la section doat il s’agit. Or , qu’avez-vows
fait par cette transformation , sinon defaire glisser tous
les élémens matériels de chaque moitié primitive, pa-
rallélement au plan MM,mm, conformément au
principe du § 70, par conséquent sans altérer leurs
volumes , ni leurs poids, ni leurs distances a ce plan?
La distance du centre de gravité de leur systéme au
plan MM, m, m n’est donc nullement changée par ce
mouvement; et puisquelle est maintenant égale des
deux cétés du plan, dans les moitiés rendues rectangu-
laires, elle I'était également dans les moitiés parallélo-
grammiques; ainsi, ces moitiés étant d’ailleurs égales
en poids, leur résultante commune, ou le centre de
gravité du parallélépipéde total proposé, se trouvera
encore dans le plan moyen MM, m,m.

Par une raison pareille, il se trouvera également daus
Pautre section moyenne que P'on pourrait faire par les
milieux des autres cotés opposés des bases; et enfin il
sera également contenu dans la troisitme section «gd%,
ainsi effectuée par un plan mené i égale distance des
bases perpendiculairemgnt aux faces latérales. Car le
parallélépipede étant donné droit, les deux portions
supérieure et inférieure au plan «8d¢ seront égales en
volume et parfaitement symétriques dans toutes leurs
parties, de sorte qu’il n’y aurait aucune raison pour
que le centre de gravité du parallélépipéde entier se
trouvdt dans Pune d’elles plutdt que dans Pautre. Ainsi
il devra se trouver daus le plan commun «4ds. Le centre
de gravité G sera donc ainsi donné par Uintersection
mutuelle des trois plans moyens menés a égale distance
des faces opposées du parallélépipede, ce qui le place
encore au peint d’intersection des trois diagonales me-
nées entre les sommets opposés.

Aulieu d’employer la raison de symétrie pour prou-



DE STATIQUE. ot

ver que le centre de gravité du parallélépiptde se trouve
dans le plan «3d%, on aurait pu considérer que les deux
moitiés du parallélépipdde transformé abde a.bd,e,
situées des deux cdtés de ce plan, sont respectivement
équivalentes en volume aux deux moitiés symétriques
du parallélépipede primitif situées du méme coté qu'el-
les; et de plus, la transformation qui les donne, satis-
faisarit aux conditions du § 70, ne change point la
distance des centres de gravité au plan «£d%. Or, ces dis:
tances sont égales pour les deux moitiés transformcées,
puisqu’elles sont superposables par renversement en
conservant «8J% pour base commune : donc cette égalité
avait pareillement lieu dans lés moitiés symétriques
et équivalentes du parallélépiptde primitif; ce qui
place le centre de gravité de ce parallélépipede dans le
plan moyen «£J%.

73. Venons enfin au cas o le parallélépipede est
quelconque, fig. 54.

Ce cas se résout de suite par ceux qui précédent. En
effet, soit ABDEA,B,D,E, Ie parallélépipede oblique.
Par deux quelconques de ses sommets B, B, situés sur
une méme aréte, menez deux plans perpendiculaires &
cette aréte-la, et tracez leurs intersections avec les
quatre faces du parallélépipéde supposées indéfiniment
prolongées. Vous aurez ainsi formé un parallélépiptde
droit aBdea,B, d, ¢,, compris entre les mémes faces que
le parallélépipede oblique, et ayant des arétes de méme
longueur. On démontre en Géométrie que ces deux pa-
rallélépipedes, droit et oblique, sont équivalens en vo-
lume (liv. 6, prop. 8) ; car cette transformation revient
a détacher de la partie supérieure le solide A, D, B,E;
ade,, eta le faire glisser le long des arétes jusqu’a la
partie inférieure pour lui faire remplir le volume vide
ABDEade, qui lui est équivalent. Un pareil mouve-
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ment n’altére donc point les distances des élémens ma-
tériels aux plans des faces latérales le long desquelles il
dopére; par conséquent la distance du centre de gravité
a chacun de ces plans estla méme pour les deux paral-
lélépipedes, ce qui place les deux centres sur une méme
droite paralléle aux arétes communes. Or, d’apres ce qui
vient d’étre démontré tout 4 Pheure, le centre de gravité
du parallélépipededroit est situé en gau centre desasec-
tion moyenne; et une ligne droite menée de ce point pa-
rallelement aux arétes communes des deux parallélépi-
pédes, va percer les bases obliques aleurs centres. Cette
droite contient donc le centre de gravité du parallélé-
pipede primitif : on voit de plus gu'elle s’obtiendrait
également ici par lintersection de deux plans menés
dans le parallélépipéde oblique par les milieux des
arétes oppostes, comme celaavait lieu dans les construc-
tions précédentes. Chaque plan moyen mené de cette
maniere dans le parallélépipede oblique, contient donc
son centre de gravité.

Or, ilest visible qu’outve les decux precédens , on en
peut mener encore un troisieme suivant cette condi-
tion, en le faisant passer par les milieux des arétes laté-
rales, et ce troisieme plan contiendra de méme le centre
de gravit¢ comme les deux autres, puisque le méme
raisonnement s’y appliquera. Ce centre-sera donc déter-
miné completement, puisqu’il se trouve ainsi donné par
trois plans connus; et il est également évident qu’ici,
comme dans les cas qui précedent, il coincide avec le
point dintersection des trois diagonales menées par les
sommets opposés ; telle est donc généralement la posi-
tion du cestre de gravitédans un parallélépipede de
densité uniforme.
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PROBLEME 1II.

Trouser le centre de gravité d’un prisme triangulaire
de densité uniforme.

74. Je supposerai d’abord le prisme droit sur ses
bases, fig. 55, puis quelconque, fig. 57. _

Soit, fig. 55, ABCA B,C, le prisme dtoit proposé:
par une des aretes CC,, par exemple, et par les milieux
des cdtés opposés des bases, menez un plan MM,C,C;
je dis que le centre de gravité du prisme s’y trouvera
contenu.

Le plan MM,C,C partage le prisme en deux portions
d’égal volume , mais non symétrigues. Pour les rendre
telles , menez par la droite MM, un plan qui lui seit
perpendiculaire; et, par les arétes AA,, BB,, menez
deux autres plansgui lui soient paralléles; puis ache=
vez le prisme isoscéle aCba, C, b,, ayant ses bases dans
les mémes plans que le premier. Les deux moitiés du
nouveau prisme seront respectivement égales en volu-
mes des deux cotés du plan MM,C,C; mais, en oulre,
elles seront symétriques et méme superposables par
renversement, en conservant la face commune MM, C, C.
Donc, dans leur position naturelle, leurs centres de
gravité se trouveront a égale distance de cette face. Or,
ces deux moitiés sont respectivement égales en volume
et en poids aux deux moitiés non superposables du
premier prisme. En outre , la transformation qui les
donne n’afait que transporter les élémens matériels de
ces premiéres moitiés parallelement au plan MM,C,C,
ce qui n’a pas changé les distances de leurs centres de
gravité a ce plan: donc, puisque ces distances se trou~-
vent égales apres la transformation, cest qu'elles I'é-
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taient déja auparavant pour les deux moitiés non super-
posables; d’ailleurs ces deux moitiés ont un méme poids;
ainsi leur centre de gravité commun, qui est le centre
de gravité du prisme total non isosctle, sera contenn
dans le plan MM, C, C.

D’aprés cela, ce centre devra se trouver également
dans le plan AA, N, N, fig. 56, que I'on peut mener par
Paréte AA, et par les milieux des c6tés opposés CB, CB,
des bases; comme aussi dans le plan BB, P,P que P'on
pourrait mener par Paréte BB', et les milieux des cités
AC, AC,. Ces trois plans se coupent évidemment sui-
vant une méme ligne droite OO, qui passe par les cen-
tres de gravité respectifs des bases, et méme de toute
autre section triangulaire faite dansle prisme paralltle-
ment a celles-ci. Le centre de gravité G da prisme pro-
posé devra donc se trouver sur la droite ainsi conduite,
et il se trouvera au milieu méme de cette droite. Car si
Pon méne par ce milieu, dans le prifhe, un plan «gy pa-
ralltle aux bases, conséquemment perpendiculaire aux
arétes , puisque le prisme est supposé¢ droit, ce plan
divisera le prisme en deux moitiés d’égal volume, et tel-
lement symétriques par rapport au plan 48y, que tout

" ce qui pourra se dire de P'une se dira également de Pau-
tre; de sorte qu’il n’y aura aucumne raison pour que le
centre de gravité du prisme entier se trouve au-dessus
du plan «gy plutét qu’au-dessous. Il devra donc se trou
ver dans ce plan méme ; et puisqu’il se trouve aussi sur
la droite OO,, il sera au point d’intersection de la
droite et du plan, C’est-a-dire au milieu méme de cette
droite.

Si, dans cette derniére partie de la démonstration,
on ne voulait pas cmployer la raison de symétrie, il
suffirait de cousidérer que le plan moyen «fy, supposé
mené dans la figure 55, y partagerait aussi le prisme
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isosctle en deux moitiés respectivement ¢quivalentes a
celles du prisme primitif, situées de part et d’autre de
ce plan, et dont les centres de gravité se trouveraient
aussi a une méme distance de ««,88,7, puisqu’elles sont
produites par un simple transport des particules maté-
rielles parallélement au plan dont il sagit. Mais ces
deux moitiés du prisme droit isosctle sont superposa—
bles par renversement , en conservant la section «, 8,
pour base commune ; donc, dans leur situation natu-
relle, elles auront leurs centres de gravité 4 une méme
distance de cette section; et par conséquent la méme
égalité subsistera pour les deux moitiés du prisme pri-
mitif situées des deux c6tés du méme plan, ce qui
met le centre de gravité du prisme total dans ce plan
méme.

75. Supposons maintenant le prisme quelconque, et
représentons-le par ABCA,B,C, , fig. 57.

Par deux de ses sommets B, B, , situés sur une méme
aréte, menez des plans perpendiculaires & cette aréte—
13; et, tracant leurs intersections sur les faces latérales
indéfiniment prolongées, construisez le prisme 'droit
aBca,B,c,. Ce prisme sera équivalent au premier en vo-
lume et en poids, comme étant construit sur les mémes
arétes et compris entre les mémes plans latéraux; en
outre, la transformation qui le donne ayant consisté
seulement dans une transposition de matiére paralléle-
ment aux arétes communes, la distance da centre de
gravité aux faces latérales sera la méme avant et aprés
cette opération. Donc g étant le centre de gravité du
prisme droit, si par ce point on néne une ligne paral-
léle aux arétes communes, cette droite contiendra le
centre de gravité du prisme oblique; mais elle perce les
bases du prisme droit dans leurs centres de gravité pro-
pres; elle percera donc aussi celles du prisme oblique
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en 0,0,, a des distances proportionnelles des sommets
ABC, AB,C,, Cest-a-dire pareillement dans lears
centres propres de gravité; et elle contiendra encore les
centres de gravité de toules les sections triangulaires
qui pourront étre faites dans le prisme parallélement 2
ses bases obliques.

Or, parmi ces sections, considérons ceile qui contient
les milieux des arctes, et qui est représentée par«gy,
fig. 58. Le plan qui la donne partage le prisme total en
deux moitiés d’égal volume non symétriques ; mais trans-
formons ces moitiés en deux prismes droits d’égale hau-
teur, construits 'un et autre sur la basc «8y: alors ces
deux derniers prismes seront non-seulement équivalens,
mais symétriques de part et d’auntre duplan a8y ; et,d’a-
prés ce quia été démontré tout a heure, pour les prismes
droits, leur centre de gravité commun sera dans le plan
apy lui-méme; dolt il suit que leurs centres de gravité
propres seront placés a égale distance de ce plan. Or,
la transformation qui produit ces prismes n’a fait que
transporter les parties matérielles des deux moitiés obli-
ques parallélement au plan «£y ; donc les moitiés obli-
ques auront aussi leurs centres de gravité a une méme
distance de ce plan; et comme ces moitiés sont d’ailleurs
égales en poids, leur centre de gravité commun, qut
sera celui du prisme oblique entier, tombera dans le
plan de la section méme ; mais nous avons va qu’il doit
aussi se trouver sur la droile OO, , menée par les centres
de gravité des bases obliques, il se trouvera donc au mi-
lieu méme de cette droite cn G. ;
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PROBLI.;:MB 111

Trouver le centre de gravité dune pyramide triangu-
laire de densité uniforme.

6. Soit, fig. 59, SABC la pyramide proppsée: par une
quelconque de ses arétes, SC, par exemple, menez un
plan SMC qui coupe l'aréte opposée AB en deux parties
égales en M. Ce plan contiendra le centre de gravité de
la base ABC; et méme il est facile de voir qu’il contien-
dra également les centres d& gravité de toutes les sec-
tions triangulaires faites parallelement a cette base,
puisqu’il passera toujours par leur sommet situé sur SC,
et qu’il divisera lear c6té opposé en deux parties égales.
Or, je dis que le centre de gravité de la pyramide sera
aussi dans ce plan.

Pour le prouver, considérez d’abord qu’il partage la
pyramide totale SABC en deux pyramidesSAMC, SBMC
d’égal volume, ayant une face commune SMC, et leurs
sommets A et B situés & égale distance du plan de cette
face. Ces deux moitiés ne sont pas généralement symé-
triques autour de ce plan, & cause de l'obliquité de leurs
bases; mais, pour les rendre telles, menez par la ligne -
MC un plan perpendiculaire & la face SMC; puis, dans
ce plan, et par le point M, menez & MC une perpendicu-
laire indéfinie, et enfin coupez cette perpendiculaire
en a et b par des plans menés respectivement des points
A et B parallelement & la face SMC. Si vous joignez Sa
et Sb, vous obtiendrez ainsi deux nouvelles pyramides.
SaMC, StMC, ayant toutes deux la méme face SMC
commune aux pyramides primitives, et ayant aussi la
méme hauteur, puisque leurs sommetsa et b, extérieurs
a cette face, sont situés sur des plans menés par A et B

7
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parallélement 3 SMC. Ces deux nouvelles pyramides se-
ront donc encore respectivement équivalentes aux deux
premitres,, non-seulement dans leur volume total , mais
dans toutes les sections qui pourront y étre faites paral-
lelement 3 SMC; d’ot P'on voit que la transformation
qui les donne ne sera qu'un simple transport des éli-
mens matériels parallclement  ce plan. Ainsi la distance
des centres de gravité au plan SMC sera la méme pour
les pyramides primitives et pour les pyramides trans-
formées. Or, pour celles-ci, ces distances de part et
d’autre du plan SMC soat égales entre elles , puisque
les deux pyramides transformées sont symétriques en
tout des deux cétés du plan, et que Pon ne peut riendire
de I'une que P'on ne dise de Pautre. La méme égalité
subsiste donc aussi pour les pyramides primitives; et
comme elles sont d’ailleurs égales en volame, consé-
quemment en poids, puisque leur densité est la méme,
on voit que leur centrede gravité eommun, qui sera celui
de la pyramide totale, se trouvera dans le plan SMC
Ce qui vient d’étre démontré pour le plan SMC, le sera
également pour tout autre plan menéde méme par une
des arétes de la pyramide et le miliew du cdté opposé.
Soient, fig. 60, SMC, SM,B deux plans ainsi conduits per
Jes arétes SC, SB. Chacun d’eux devant contenirle centre
de gravité de la pyramide, ce centre devra se trouver
sur la ligne SO résultante de leur intersection. Or, d'a-
prés la manitre dont les deux plans sont menés, il est
visible que la ligne SO passe par le centre de gravité O
de la base ABC; et comme elle perce toutes les autres
sections paralléles a cette base & des distances propor-
_tionnelles de leurs sommets respectifs, il en résulte
qu'elle passera pareillement par les centres de gravité -
propres de toutes ces sections.
Voila tout ce qu'on peut conclure des plans menés par
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le sommet S; car le troisieme plan que Pon pourrait me-
ner par l’aréte SA, et lemilieu du c6té BC, contiendrait
évidemment le méme point O que les deux autres; et
comme il contient aussi le sommet S, il se couperait
encore avec ces premiers plans suivant la méme droite
SO, de sgrte qu’il ne particulariserait pas davantage la
position du centre de gravité de la pyramide SABC.

Mais il en sera autrement des deux autres plans que
Pon peut mener par Paréte AB et le milien du cdté SC,
ou par I'aréte BC et le milieu du c6té SA. Car ces der-
niers plans, contenant le centre de gravité O, de la face
ASC, et passant de plus par le sommet B, , ils se coupe-
ront avec le plan SBM, suivant une droite BO, , qui pas-
sera par les centres de gravité de toutes les sections pa-
rallelesa ASC, et qui devra pareillement contenir le
centre de gravité de la pyramide totale SABC. Cette
droite BO, et la droite SO se trouvant toutes deux dans
le plan SBM,, sans étre paralltles, se couperont en
un point G qui sera le centre de gravité cherché.

11 est faclle de déterminer la distance de ce point au
sommet de 12 pyramide. En effet, M,O étant le tiers de
M,B comme M,0;, est le tiers de M,S, puisque O et O,
sont les centres de gravité des faces, il s’e'nsuit que, si Pon
joint 00, la droite OO, divisera les c6tés du triangle
SBM, en parties proportionnelles; d’ou il suit quelle
sera paralltle au troisitme cdté SB, et sera le tiers de
ce c6té. En vertu de ce parallélisme, les triangles 00,G,
SGB seront semblables; et d’aprés I'égalité de rapport
des c6tés homologues, OG sera le tiers de GS ou le quart
de SO; de méme O,G sera le tiers de GB ou le quart
de O, B; ce qui fournit I'énoncé suivant :

Le centre de gravité d’une pyramide triangulaire de
dengité uniforme se troyve sur chacune des droites menées
par. les sommetset par les centres de gravité des faces oppo-

7.
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sdes; ot il est sur ces droites, au quart de leur longueur &
partir des faces, ou aux trois quarts d partir des sommefs.

Dela, on pourra aisément déduire le centre de gravité
d’un tronc de pyramide triangulaire de densité uniforme,
dont la hauteur et les'bases seraient connues; car avec
ces données, on peut conclure la pyramide qui eompléte
le tronc,et en forme une pyramide entiére. Le centre
de gravité de la pyramide totale et celui de 1= pyramide
complémentaire se trouveront sur la méme droite me-
née de leur sommet commun aux centres de gravitéde
Teurs bases, et ils seront respectivement placés aux trois
quarts de la longueur de cette ligne, a partir du sommet
conmmun. Connaissant ainsi les lieux de ces centres, et
Tes poids propres des deux pyramides, proportiounelsa
leurs volumes, on conclura aisément la position du centre
de gravité de leur différence, soit par la composition
successive, soit par les équations du § 63.

COROLLAIRE GENERAL.

77 Tout polytdre terminé par des faces planes peut
étre décomposé en pyramides triangulaires. Si ces py-
ramides sont individuellement d’une densité uniforme
dans toute leur masse, on pourra, par ce qui précéde,
trouver leurs centres de gravité propres; et, én y suppo-
sant leurs poids appliqués, la composition successive fera
connaitre le centre de gravité du polytdre entier.

* Les centres de gravité des solides terminés par des
surfaces courbes, se déterminent en général parladécom-
position en élémens géométriques assez petits pour pou-
voir étre considérés individuellement comme terminés
par des faces planes; mais il y a une grande classe de
ces solides pour lesquels la raison de symétrie seule fait
découvrir une ligne droite sur laquelle le centre de gra--
vité se trouve situé nécessairement, lorsque la densitéest
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uniforme: ce sont les solides de révolution.On appelle ainsi
lessolides engendrés par une courbe,ou portion de courbe
quelconque, plane ou non plane, AMB, fig. 61, tournant
autour d’une droite ou axe fixe AB.

La courbe qui tourne s’appelle la génératrice du 80-
lide; et toute section AMB, fig. 62, faite par un plan
passant par P'axe de rotation, s'appelle un méridien.

D’aprés le mode de génération de ces solides, les sec-
tions méridiennes sont identiquement pareilles, pour
toutes les directions du plan coupant. Car chaque point
M dela courbe génératrice, fig. 61, décrivant autour de
Paxe fixe une circonférence normale dont le centre est
sur cet axe, tout plan mené par 'axe coupe ces circon-
férences en des points dont les situations relatives sont
pareilles ; ce qui établit I'identité des sections.

D’aprés cela, on peut évidemment prendre pour ge-
nératrice les méridiens mémes, ce qui simplifie la défi-
nition du solide. Par exemple, la sphére est un solide
de révolution, engendré par un demi-cercle tournant
autour d’un de ses diamétres; mais on peut encore la.
concevoir comme produite par la rotation de toutes les
courbes qui pourraient étre tracées sur sa surface, avec
la condition de passer’ par les deux extrémités du dna-
meétre situé sur 'axe de rotation.

Si, dans un solide assujetti & ce mode de generatlon ,
on méne par Paxe AB, deux plans formant eatre eux un
angle quelconque, fig. 63, il est clair qu’a cause de la
symétrie de la rotation, ces deux plans isoleront dansle
solide deux tranches absolument identiques des deux
cotés de Paxe, de sorte qu’en faisant tourner une de: eei
tranches autour de Paxe AB, elle irait coincider com-
plétement avec Pautre. Les centres de gravité de ces deux
tranches seront donc situés a égale distance de Paxe si
le solide a une densité uniforme; et comme d’ailleurs,
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dans ce cas, leurs poids seront égaux & cause de Pégalité
de leurs volumes, il s'ensuit que leur centre de gravité
commun tombera sur Paxe. La méme égalité pouvant s
démeontrer pour tous les élémens opposés, que Pon peut
ainsi isoler dans le solide, il Yensuit que le centre de gra-
vité de sa masse entitre se trouvera également sur Paxede
révolution, du moins en supposant toujours cette masse
de densité uniforme.

78. Un cone droit, fig. 64, est un solide de révolution
engendré par un triangle SBC rectangle en C et tour-
nant aatour du cdté SB. Le centre de gravité d'un pareil
corps supposé de densité uniforme, est donc situé sur son
axe de rotation SC. Mais, sans changer les distances des
&lémens matériels de ce solide au plan de sa base, on peut
le transformer en une pyramide triangulaire, ayant SC
pour hauteur et pour base un triangle rectiligne, équi-
valeat au cercle AMB. Ainsi le centre de gravité du
cone sera placé au-dessus du plan AMB 2 la méme dis-
tance que le centre de gravité de la pyramide, c'est-a-
dire qu’il se trouvera & un quart de SG,'# partir dela
base ou aux trois quarts , a partir du sommet. Dela, on
peat aisément conclure le centre gravité d’un tronc de
cbne. Ce résultat nous offrira bient8t ‘une application
utile, et c’est pour cela que nous 'avons donné. :

_"’.’,‘)!pp'lic}ations de la théorie précédente.

-.79 Le premier usage que nous ferons de la théorie
précédente, c'est d’en tirer le moyen de déterminer les
. centres de gravité des corps solides qui ont une grande
masse, D’aprés tout ce-que nous venons de démontrer,
il est clair qu'il suffira pour cela de poser le corps
sur un axe sensiblement rectiligne et horizontal, en
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faisaut varier la position de cet axe, jusqu'a ce que les
poids des deux moitiés du corps fassent, de chaque coté,
des efforts égaux; ce qui aura liea lorsque le corps
n’aura pas plus de tendance & tomber d’aun cété que de
Yautre. Alors le centre de gravité du corps se trouvera
dans un plan vertical, mené par Yaxe de suspension.

Si Pon fait cette épreuve sur une pitce de canon, Fon
trouve que le plan vertical dont il #agit passe, a trés
peu de chose prés, par Paxe des tourillons de la pikce.
Or, sans Paddition des tourillons, la piéce serait un so-:
lide de révolution autour de son axe longitudinal; ainsi
le centre de gravité se trouverait sur cet axe; mais les
tourillons étant symétriques des deux cotés de Paxe lon-
gitudinal, et ayant des poids égaux, leur centre de gra-
vité propres’y trouve placé, et conséquemmment il v’en
<carte point le centre de gravité de ’ensemble. Ce centre:
se trouve donc ainsi place sur Paxe longitudinal de la
pitce et a trés peu pres sur le diamétre transversal mené
par le centre des tourilons.

8o. Si.Pon applique Pépreuve de la suspension au
<corps de Phomme, on trouve que son centre de gravité:
se trouve généralement trés preés de Paxe transversal.
mené par les deux hanches, du moins lorsque les jambes-
sont maintenues paralléles dans le prolongement duw:
corps, et les bras appliqués sur les cotés. Or, i cause
de la disposition symétrique des membres, le centre
de gravité se trouve aussi dans P'axe longitudinal du
corps méme. Il est donc placé & peu prés entre les
deux haoches au milieu du corps. Un homme qui se
tient droit sur un plan horizontal ne peut donc
étre supporté qu’autant que le centre de gravité ainsi
déterminé sc trouve verticalement au-dessus de Pespace
quadrangulaire que les contours des pieds embrassent
sur le sol, puisque C’est seulement dans cet espace que
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le poids du corps peut étre détruit par Ia résistance du
plan sur lequel les pieds posent , résistance qui se trans-
met au centre de gravité par l'intermédiaire des barres
rigides que forme la charpente osseuse du coerps. Aussi,
lorsque les pieds sécartent besucoup I'un de Pautre e
ligne droite, comme lorsque I'on se fend dans Pescrime,
la stabilité est trés grande dans le sens de ce mouve-
ment, & cause dela grande longueur sur laqueHe le corps
peut osciller sans cesser d’étre soutenu par le sol; mais
elle est beaucoup moindre daas le sens rectangulaire, o
le centre de gravité ne peut sortir du triangle treés étroit
qui a son sommet au pied d’avant et sa base au pied d’ar-
riere. Tous les mouvemens si gracieux des patineurs ont
également pour but et pour effet de maintenir le centre
de gravité du corps dans la verticale menée par le tran-
chant du patin qui pose a chaque instant sur la glace.
81. Les radeaux sont des assemblages & arbres dis-
posés parallélement les uns aux autres, graduellement
en retraite comme le représente la fig. 65. On les fixe
par des ancres dans les riviéres que 'on veut traverser
a la guerre, et ils servent comme de piles pour établir
le plancher dont on forme les ponts. On dirige leur
dimension longitudinale dans le sens du courant; et la
retraite graduelle des arbres qui les composent a pour
but d’en mieux diviser P'effort. Cela posé, il importe
que le plancher da pont soit disposé i peu pris égale-
ment de part et d’autre du centre de gravité du systéme
SAB, afin que leur poids propre et le poids des fardeaux
qui passeront sur le poat ne donnent pas aux radeanx
une charge trop inégalement distribuée autour de lear
axe transversal PP,, ce qui les ferait plonger inégale-
ment a Pavant et & Parriére, et pourrait fatiguer le pont
ou méme en déterminer la rupture. Or, la position de
ce centre est facile & déterminer par les principes qui
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précident; car  dabord les arbres peuvent étre indivi-
duellement considérés comme des troncs de céne, dont
on peut déterminer le centre de gravité, soit par suspen-
sion, soit par le-calcul, d’aprés la position de ce centre
dans un cdne entier. Alors, connaissant le nombre des
arbres dont le radeau se compose , ainsi que leurs poids
individuels et la disposition qu'on veut leur donner , il
devient facilede déterminer le centre de gravité de leur
assemblage. Ce m’est qu'une application trés simple
du principe de la composition successive, ou des équa-
tions des momens du § 63, qui servent a représenter
cette composition.

82. Dans tout ce qui précéde, nous avons considérél'in-
tensité de la pesanteur comme sensiblement constante
dans toute I'étendue d’'un méme corps, de densité uni-
forme; c'est-a-dire constitu¢ de mauitre que lorsqu’on
isole diverses portions de sa masse d’un volume égal , on
trouve qu’elles ont des poids égaux. .

Mais cette constance d’intensité n’est vraie que pour
des espaces d’une étendue bornée, comme celle qu’cccu~
pent en général les corps soumis & nos expériences ;
elle cesse d’exister quand on compare les actious de la

“pesanteur dans des lieux éloignés les uns des autres, soit
verticalement, soit horizontalement.

Eueffet, on prouve par les oscillations des pendules que,
sur les divers points d’une méme verticale, la pesanteur
a d’inégales intensités. Elle devient progressivement de
plusen plus faible a mesure quel’on s'éleve au-dessus du
sol, et aussi & mesure que l’'on s’enfonce dans Pintérieur
de la terre; mais des lois différentes régissent ces deux
sens de variation. Dans le premier, Pintensilé suit
sensiblement la raison inverse du carré des distdnces au
centre de la masse terresire; dans le second, elle suit
sensiblement la raison directe des distances simples.
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On trouve pareillement, qu’a égale bauteur au-dessus
de la surface, Pintensité absolue augmente en allant de
Péquateur vers le péle, a peu prés comme le carré du
sinus de la latitude. Mais la détermination des lois de
ces phénoménes et lear observation méme , reposent sur
des considérations trop délicates pour pouvoir étre
exposées ici. On les mesure par les oscillations des pen-
dules; et I'on trouve ainsi, qu'en prenant pour umité
TVintensité de la pesanteur & Péquatear méme, cette in-
tensité au pdle est plus forte de 0,005208. :

83. J’ai dit, an commencement de ce chapitre, que
Paction du globe terrestre sur les corps aimantés offrait
une application remarquable de la théorie des forces
paralléles; cette application est d’autant plus remar-
quable en effet, que 'on y voit se réaliser Pexemple de
deux résultantes partielles, d’intensités exactement
égales, et opposées en direction.

Toutes les expériences que 'on peut faire sur les
corps aimantés se représentent avec la plus parfaite
exactitude, en supposant qu’il existe dans ces corps
deux principes distinets , d’un ‘poids si faible qu’ils
échappent a nos balances les plus parfaites, mais doués
d’ailleurs de toutes les propriétés matérielles qui cons-
tituent les {luides incompressibles. Ces deux principes
g'attirent mutuellement ; mais chacun d’eux exerce sur
ses propres particules une force répulsive, qui tend a-
les faire s'écarter les unes des autres, et qui les écarterait
en effet & toutes distances, si elles n’éprouvaient pas
deux sortes de résistance: Pune, dans Pintérieur des mo-
Jécules matérielles mémes, qui leur donne de la diffi-
culté & &’y mouvoir; Pautre plus énergique et invincible,
a la surface extérieure de chaque particule, qui les em-
péche absolument de passer d’une de celles-ci dans une
autre placée atissi prés que Pon voudra. Il résulte de ces
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dispositions que, lorsque ces deux principes sont séparés
dans les particules d’un corps, ce que 'on appelle étre
aimanté, ce corps exerce par ses extrémités opposées des
résultantes’ d’action de nature’contraire ,'une de ces
‘résultantes étant due & P'action prédominante d’un des
principes magnétiques, Pautre & I'action du principe
opposé. Sous ce rapport, le globe terrestre agit comme un
véritable aimant dont les actions émaneraient de points
intérieurs, trés ¢loignés de la sarface, et voisins du cen-
tre; de sorte que, dans la petite étendue des corps géné-
ralement soumis aux expériences physiques, ces actions
peuvent étre considérées comme s'exercant suivant des
directions paralltles, ainsi que nous avons vu qu’on pou-
vait le faire pour la pesanteur ordinaire. Mais les actions
magnétiques du globe different de la pesanteur par deux
caractéres : d’abord parce qu'elles ne sont pas dirigées
verticalement , mais dans des directions plus ou moins
inclinées a la surface terrestre, selon les latitudes; et
ensuite parce qu'elles agissent en sens opposés sur les
diverses parties des corps aimantés ou les résultantes
des principes opposés dominent , de maniére & y pro-
duire P'effet de deux pesanteurs de sens contraires, et d’é<
gales intensités,

Pour suivre les conséquences de cette dlsposmon ,
séparons-la de T'action de la pesanteur ordinaire, en
suspendant le corps aimanté AB, fig. 66, & ur point
fixe S, par un fil inextensible, attaché a son centre de
gravité C. Pour plus de simplicité, nous supposerons que
le corps AB est un simple fil d’acier cylindrique de den-
sité uniforme , auquel cas son centre de gravité sera né~
cessairement placé au milieu de sa longueur. Cela posé,
les actions du globe terrestre, soit attractives, soit répul-
sives , s’exercant dans toule la longueur de Paiguille,
suivant des directions sensiblement paralltles, celles de
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chaque espéce se composeront en une résultante unique
8N, £, qui pourra étre appelée le poids maguétique
dd a chacune d’elles, et qui sera appliquée en un point
& ou g, lequel sera réellement le centre des forces pa-
ralleles pour cegenre d’actions-la. Ainsi, de méme qu'un
corps pesant ne peut étre en repos si son centre de gra-
vilé n'est pas soutenu ou supporté directement contre
Peffort de la pesanteur , de mémeici aiguille ne saurait
étre en repos sous Pinfluence des deux forces paralliles
&N, g. S, a moins qu'on ne la tourne, et qu'on ne l'in-
cline, dans la direction méme de ces forces, comme le re-
présente la fig. 67; auquel cas les deux résultantes, si
elles sont égales, comme on Fa énoncé tout a Pheure,
parviendront a se neutraliser mutuellement. Or , en
effet, on trouve par Pexpérience qu'il existe ainsi,dans
chaque lieu de la terre, une direction unique, od les
aiguilles aimantées ainsi suspendues par leur centre de
gravité, peuvent rester en repos lorsqu’on les y a une
fois placées, et vers laquelle elles font effort pour reve-
nir lorsqu’oun les en écarte; de méme qu'un pendule re-
vient en oscillant vers la verticale lorsqu’on P'en a
dévié, ce qui est déja un résultat conforme aux conclu-
sions exposces plus haut.

Mais est-il certain que les résultantes opposées gN,
&S, soient exactement égales? Pour vous en assurer,
supposes qu'elles ne le soient pas, et placez Paiguille
horizontalement dans un plateau de balance, fig. 68.
Alors les résultantes partielles gN, g,S, seront en général
obliques a sa direction ; donc, si vous concevez chacune
d'elies décomposée en deux autres, Pune verticale gV,
& V., lautre horizontale g, g, H,, comme vous pouvez
toujours. le faire par le parallélogramme des forces,
Peffort des composantes horizontales , quel qu’il puisse
étre, sera toujours détruit par la friction de Paiguille
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sur le platean de la balance, ot vous pouvez méme Pat-
tacher au besoin ; mais rien ne détruira, ni méme n’af-
faiblira Peffet des composantes verticales, si ce n’est leur
opposition mutuelle. Conséquemment , si elles ne sont
Ppas exactement égales et que gV Pemporte, effort de Ia
pesanteur terrestre en sera augmenté, et ainsi le poids
de Paiguille se trouvera plus fort aprés Paimantation
qwauparavant. Au contraire,ildeviendra plus faible si
&Y. Pemporte. Or,les expériences les plus précises n’y
montrent dans la réalité aucune différence appréciable :
donc, dans les limites de sensibilité que ces expé-
riences atteignent, nous devons conclure que les deux
composantes verticales gV, g,V,, sont égales entre elles.
On démontre pareillement par d’autres épreuves la par-
faite égalité des composantes horizontales gl , 2, H,; et .
Pon en conclut ainsi I'égalité compléte des résultantes
partielles gN, g, S. Cet exemple, qui s'applique 2 un des
phénonénes les plus remarquables de la natwre, réali-
sant ce cas singulier d’égalité que nous avaient annoncé
les formules, est trés propre a faire sentir leur généra-
lité et & en éclairer Papplication.
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CHAPITRE VIIL.

*Composition d’un nombre quelconque de forces concou—
rantes appliquées & un méme point matériel.

84. De méme que la composition de deux forces pa—
ralleles appliquées aux extrémites d’une droite rigide
conduit & composer un nombre quelconque de pareilles
forces appliquées & un systeme rigide quelconque, de
méme lorsque I'on sait composer ensemble deux forces
concourantes appliquées & un méme point matériel, on
peut facilement étendre cette opération & un nombre
quelconque de forces, agissant simultanément sur un
méme point. En effet, soient , fig. 69, M le point maté-
riel d’application, et MF,, MF,, MFs... ou F,, F,, Fs...
les diverses forces, que nous supposerons dirigées dans
Pespace d’une manitre quelconque. Quoique, en géuéral,
toutes ces forces puissent ne pus étre dans un méme plan,
elles y seront cependant deux a deux, puisqu’elles con-
courent au point d’application; et c’est la ce qui permet
de les composer successivement par le parallélogramme
des forces démontré plus haut, § 37. En effet, considérant
d’abord les deux seales forces F,, F,, on pourra, par ce
théoreme, les composer en une seule résultante MR, ou R,
appliquée au méme point M. Cette résultante R, pourra
ensuite étre composée de méme avec F3, cequi donnera
une nouvelle résultante R, équivalente a Paction simul-
tance des trois forces F,, F,, F3; R, 4 son tour pourra de
mémese composer avec Fy,et ainsi desuite, jusqu’a ce que
Ponarrive enfin a une derniére résultante R qui équivau-
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dra a l'action ‘ simultanée de toutes les composantes,
quel que aoit leur nombre.

Ceci n'est encore qu’une construction graphique.
Pour compléter la solution du probléme, il faut pou-
voir calculer Pintensité de la résultante générale et sa
position dans espace; c'est & quoi Pon parvient aisé-
ment par le moyen de la proposition suivante.

THEOREME.

85. Toute force F peut étre décomposée en trois
Jorces rectangulaires entre elles, formant les arétes d’un
parallélépipéide rectangle dont || est la diagonale ; et ré-
ciproguement, trois forces , ainsi dirigées rectangulaire-
ment, peuvent se composer en une seule F.

Soit , fizg. 70 , MF ou F la force proposée , appliquée
au point M. Par ce point , menez trois droites indéfi-
nies MX, MY, MZ rectangulaires entre elles, et diri-
gées d’ailleurs arbitrairement dans l'espace. Par une
quelconque de ces droites, MZ, par exemple, et par la
force F, conduisez un plan, et soit MH sa trace sur le
plan XMY. Vous pourrez d’abord décomposer F sui-
. vant les deux directions MZ, MH qui sont dans un
méme plan avec elle; pour cela , il suffira de construire
sur MF comme diagonale le parallélogramme des forces
MAFA’, ce qui se fera en menant par le point F,FA
paralléle & MH, et FA’ paralitle a MZ. Alors MA, que
nous nommerons %, sera Pune des composantes rectan-
gulaires demandées. Mais, 'autre composante partielle .
MA’ étant dans le plan XMY, pourra s’y décomposer de
méme en deux autres MB, MC, dirigées respectivement
suivant les deux droites MX , MY, et que nous exprime-
rons par T, y. Ainsi en substituant a MA’ ces deux der~
nitres composantes, la force F se trouvera remplacée par



112 NOTIONS ELEMENTAIRES

les trois composantes rectangulaires MA, MB, MC on
3, , y, respectivement paralléles aux trois dreites don-
nées; et il est évident que MF sera la diagonale du ps-
rallélépipéde rectangle construit sur les composantes
ainsi obtenues.

Réciproquement, si les trois composantes rectangu-
laires MA, MB, MC étaient données en grandeur et en
direction, on pourrait composer d’abord MB et MC, ce
qui donnerait une premiére résultante partielle MA';
puis, celle-ci composée avec MA, donnerait la résultante
totale MF, qui serait toujours la diagonale du parallélé-
pipéde construit sur les composantes.

Maintenant le parallélogramme AMA’F étant rec-
tangle, on aura d’abord

MF* = MA* 4 MA";
par la méme raison, dans le rectangle CA'BM, on aura
» MA'*=MB* 4 MC*:
donc, en éliminant il viendra
MF* = MA* 4 MB* 4- MC*,
ou, en remplagant les lignes par les lettres quilesrepré-

sentent,
) O =s*ty st

Les trois termes qui composent le second membre étant
individuellement descarrés, sont tous essentiallement
positifs; ainsi ils ne peuvent que s'ajouter ensemble,
et non pas se détruire mutuellement. :
11 suit de la que la résultante ne peut étre nulle &
moins que ses irois composanies rectangulaires ne
goient aussi nulles individuellement. Or, Cest ce que

montre évidemment la construction géométrique, car
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la diagonale ME du parallélépiptde ne peut devenir
nulle sans que les trois arétes MA, MB, MC ne soient
nulles aussi. . .

. Les composantes x, y ,3, peuvent aisément s'expri-
mer en fonctign de la resultante F et des angles FMX,
FMY, FMZ, que nous désignerons par X,Y , Z.En effet
pour la composante Z, par exemple, le triangle AFM,
rectangle en A, donne

MA = MF cos FMZ,
ou g=FcosZ;

de méme si Pon joint FC, le triang]e FMC donnera
y=F cos Y,

et si Pon joint FB, le triangle FMB donnera
x=FcosX,

qui sont les trois expressions demandées des compo-
santes.

Si P'on substitue ces express:ons dans celle du carré
deF trouvée plus haut, toute 'équation devient divi-
sible par F; et cette opération faite, il reste

1 =cos*X ~cos*Y 4 cos*Z,

c'est-a-dire que la somme des carrés des trois cosinus
des angles X, Y,Z, doit toujours étre égale a I'unité.
Ceci montre que les trois angles formés par une droite
MF avec troisaxes rectangulaires , ne sont pas absolu-
ment indépendans les uns des autres, mais sont assu-
jettis a4 la relation précédente , qui offre ainsi une
-etension de ce qui a lieu dans un plan pour les angles
complémentaires farmés dans un angle droit.

86. Reprenons maintenant le cas général de la fig.
69, ol1 le point M est supposé sollicité par un nombre

8
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quelconque de forces dirigées comme on voudra dans
l’espace On pourra toujours par ce point , fig. 73, con-
cevoir trois droites indéfinies MX, MY , MZ, rectangu-
laires entre elles; et puisque les forces MF » ME,,
MFs. .. sont supposées données en gran@®ur et en di-
rection , on devra connaitre leurs intensités respectives
F,, F,, F,, .. ainsi quelesangles X,,Y,,Z,; X, Y,,Z,;
X3, Y3, Z3, formés par chacune d’elles avec les trois
axes rectangulaires. Ainsi, d’aprés le théoréme que
nous venons de démontrer tout 2 heure, on pourra
substituer a chacane de ces forces ses trois composantes
paralleles aux ménres droites, c'esti-dire

aF,.....s=F.cosX,, y=F,cosY,, z=F,cosZ,
aF,....2.=F,cosX,, y,=F.co8Y,, z,==F,cosZ,

et ainsi des autres, les trois angles refatifs a chaque
force étant toujours assujettis a la relation trouvée plus
haut entre les carrés des eosinus. Mais cette décomposi-
tion faite, toutes les composantes paralléles a un
méme axe, coincidant en direction sur cet axe méme,
s'ajoutent ensemble ou se retranchent les unes des an-
tres, selon que le sens de leur action est conspirant
ou opposé; de sorte qu’elles peuvent toujours étre com-
binées algébriquement par simple addition, en consi-
dérant comme positives celles qui agissent dans un
certain sens, et comme négatives, celles qui agissent
‘dans le sens contraire. Alors en représentant par x,y,s
ces résultantes partielles, on aura évidemment pour
Teur valeur

x=F,cos X, 4 Fycos X, 4 F3cos X3. ... etc.
(1) y=F,cosY, 4+ Fcos Y, Fscos Ys.... etc
s=F,cosZ, + F.cos Z, 4+ Fscos Zs.... etc
Maintenant si 'on exprime par F la résultante des trois
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forces rectangulaires x, 7, z, ce sera la résultante to-
tale des forces F, ¥,, F3....; or, d’aprés le théoréme
démontré plus haut, on aura

(2) F=zx*+y*+3.
On pourra donc calculer F par cette formule, puisque
les trois forces x, y, z sont connues,
Ceci ne donne encore que Pintensité de cette résul-
tante; pour trouver sa direction dans P'espace, nommons
X, Y, Z les trois angles inconnus qu’elle forme avec les

trois axes rectangulaires; ces angles devront toujours
satisfaire & la relatnon générale

. 1 ==c0s *X -}~ c0os *Y -}~ cos °Z,
et de plus chacun d’eux sera lié¢ avec une des compo-
santes, x, ¥, %, puisquon devra avoir

x=FcosX,
@B) y=FcosY,

"z2="Fcos Z.

On pourra calculer les angles X, Y, Z par ces équations,
puisque les quantités x, 7, z et F seront toutes connues
en vertu des équations (1) et (2); on aura donc ainsi
Pintensité de la résultante totale et sa direction dans
Pespace, ce qui compléte la solution du probléme.
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CHAPITRE EX.

Composition d’un nombre quelconque de couples agis-
sant simultanément sur un corps solide.

87. Dans le § 34 nous avons appelé couple le systeme
de deux forces égales, paralléles, de direction contraire,
agissant perpendiculairement aux extrémités d’une
méme droite; et nous avons annoncé que la considé-
ration de pareils systémes se présentant sans cesse dans
les questions d’équilibre, il deviendrait nécessaire d’en
étudier spécialement les propriétés statiques; c’est ce
que nous allons faire dans le présent chapitre, qui sera
le dernier dont nous ayons besoin pour arriver aux ap-
plications.

88. Les élémens constitutifs d’un couple sont, 1°. P’in-
tensité des deux forces qui y agissent; nous I'exprime-
rons généralement par F; 2° la longueur de la droite
rigide, aux extrémités de laquelle ces forces sont ap-
pliquées perpendiculairement ; nous I'exprimerons géné-
ralement par @, et nous la nommerons Ze bras du couple.

Ceci convenu, je dis d’abord que le couple formé par
les forces F et le bras a est équivalent & tout autre couple
qui serait formé sur la méme droite, et dans des direc-
tions paralléles, par les forces F' et le bras a’, pourvu que
les produits Fa et F'a’ soient égaux; de sorte que tous
les couples qui satisfont & cette égalité des momens sta-
tiques peuvent étre indifféeremmentsubstitués les uns aux
autres, dans toutes les conditions d’équilibre des corps.

/
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Pour le prouver, soit, fig. 72, AB laligne g, et AF,
BF les deux forces cgales F qui constituent le couple
primitif; puis, supposons d’abord que le bras a’ du nou-
veau couple doive étre plus grand que a. Pour le cons—
truire, on prolongera d’abord la droite AB indéfini-
ment de part et dautre de son milieuC; et, & partir de
<e milieu, on portera, de chaque c8té leslongueurs CA/,
CB’ égalesentre elles et & la moitié de a’; A’B’ devra étre
Je brasdu nouveau couple. Pour achever de former celui-
ci, décomposez d’abord AF ou F en deux forces F', ¢', pa-
ralleles entre elles,de méme sens, et dont I'une sappli~
queraau point A, Pautre au point milieu C. Cela sera tou-
jours possible, puisqu’il suffira pour cela que les deux
composantes F', ¢’, prises ensemble, égalent la force F, et
soient réeiproques aux distances AA’, CA qui séparent
chacune d’ellesde larésultante, § 30, dest-a-dire qu’on ait

F 4o =F,
F'.AA" =¢'.CA;
d’ol1 P’on tire pour la.valenr individuelle de F’,
' F'.CA’=F.CA.

Opérons la méme décomposition sur BF : comme tout
est semblable de part et d’autre du point C, les résultats
seront lesmémes ; c’est-a-dire que 'on troauvera la méme
composante F” égale 4 F’, mais appliquée en B'; et aussi
Ja méme composante ¢° égale a ¢’, et appliquée en C;
mais F” et ¢” seront de sens contraires 4 F/ et ¢’. Main-
tenant, si Pon suppose les prolongemens AA’, BB’ ri-
gides comme CA et CB, il est clair que Pon pourra, dans
toutes les questions d’équilibre, remplacer chacune des
deux forces égales AF, BF du premier couple par les deux
composantes dans lesquelles nous venons de la résoudre,
et par conséquent le couple méme, par P'action simulta-
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si on les applique en sens contraire au méme corps.
Clest ce qui a lieu, par exemple, dans le cas actuel,
pour tous les couples que P'on peut déduire d’un méme
couple primitif, car deux pareils couples dont les mo-
mens statiques sont égaux, étant opposés directement
T'un & Pautre, s'équilibrent mutuellement.

Pour le prouver, soient FABF, F'A’B'F’, fig. 74, les
deux couples, satisfaisant a la condition

Fa=F'a'.

Plagons leurs bras a, @', fig. 75, sur une méme droite
avec les centres coincidans, et supposons-les fixement
unis. Opposons ensuite les deux couples Pun & Pautre
dans le méme plan, comme le représente la figure, de
maniére que les forces qui agissent du méme coté du
centre commun aient des directions contraives pour les
deux couples. L’égalité supposée des momens statiques
donnera ici, en la divisant par 2,

AF.CA=A'F'.CA".

Or, par la définition méme du couple, on a CB’=CA’
et BF'=A'F'; donc Pégalité précédente peut s'écrire
ainsi,

AF. CA=FR'F'.CB.

Sous cette forme, elle montre que le centre C divise la
droite AB', en parties réciproquement proportionnelles
"aux forces AF, B'F’ qui agissent dauns le méme sens et
sont appliquées a ses extrémités. La résultante des deux
forces AF, BF' que nous désignerons-par ¢, passe ‘donc
par le point C, -leur est paralldle, et est égale a
leur somme, c'est-a-dire 3 AF <= BF’. On démontrera
‘de méme que la résultante des deux forces BF, A'F’
passe aussi par le point C et est égale a lcur somme ou
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a BF4-A'F’. Ces deux résultantes sont donc égales entre
elles, opposées  en direction et appliquées au méme
point C; ainsi elles se font mutuellement équilibre ; et
comme elles sont équivalentes au systéme total des deux
couples, puisqu’elles s'en déduisent par les seules lois de
la composition des forces, il faut en conclure que les deux
couples ainsi disposés s'équilibrent mutuellement. -

91. Les couples ont encore quelques autres propriétés
qui sont relatives 4 leur direction ou a leur position
dans l'espace, et qu’il est nécessaire de connaitre, parce
qu’elles simplifient considérablement les applications.
Ces propriétés sont réunies dans I'énoncé suivant:

Tout couple Fa, appliqué & un corps solide, peut étre
remplacé par le méme couple transporté parallélement
a“lui-méme dans son propre plan, ou dans tout auire
plan paralléle; et en outre il peut étre tourné comme
on voudra dans chacun de ces plans sans changer enrien
Létat du corps augquel il est appliqué, pourvu que les
nouveaux points d’application auxquels on Vattache
soient censés lids invariablement aux premiers, auxquels
il était attaché d’abord.

92. Démontrons ces propositions par ordre. Soit d’a-
bord, fig. 76, FABF, le couple proposé ayant pour forces
AF, BF, égales entre elles, et pour. bras AB; et soit
A’B’, la position paralltle ol Yon veut le transporter
dans son propre plan. Aux deux extrémités du nouveau
bras A’B’, qui estégal et parallelea AB, appliquons deux
forces A’F/, B'F’, respectivement égales et paralléles aux
forces AF, BF du couple primitif, et détruisons aussitot
leur effet en appliquant aux mémes points deux autres
forces A’f", B'f*,respectivement égales et contrairesaux
précédentes. Le systéme des quatreforcesainsiappliquées
au bras A’B’ sera nul de lui-mémc, et par conséquent
on pourra le lier rigidement au bras AB sans changer
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en rien Pétat du corps dont ce bras fait partie. Mais
alors I'ensemble des six forces pourra étre envisagé
d’une autre maniere. Car d’abord, si Pon considére les
deux forces AF, Bf” qui sont égales, paralléles, et agis-
sent dans le méme sens aux extrémités de la droite AB'
supposée rigide, il est dlair qu'elles peuvent éire com-
posées en une seule résultante ¢ égale a lear sommeou
a 2AF, laquelle ira s'appliquer au milieu de cette droite,
Cest-a-dire au point O, 0l se coupent les deux diagonales
du parallélogramme ABA'B’; et cette résultante agira
dans le sensde AF. Mais, siTon considére de méme BF
et A’f’, quisont appliquées aux extrémités de BA', on
les composera également en une seule résultante @’égale
a 2BF ou 2AF, laquelle viendra pareillement s’appliquer
au point O, en sens contraire de la préoédente. Ces deux
résultantes égales et contraires s'entre-détrairont ainsi
mutuellement; de sorte qu'il ne restera plus d’agissant
que le systéme des deux forees non détruites, A'F’, B'F,
appliquées aux deux extrémités de la droite A'B’; Clest-
a-dire le couple primitif FABF transporté. paralléle-
ment & lui-méme dans son propre ‘plan, comme nous
Pavions annoncé.

93. Et si 'on voulait que le nouveau couple F'A’B'F
ne fal pas dans le méme plan que le premier, mais ses-
lement dans un plan paralléle, 1a démonstration, et jus-

wa Ja figure, seraient encoré les mémes. Car -A’B’ étant
tou]ours égale et paralléle 2 AB, quoique noun comprise
dans le plan FABF, la figure ABA'B' serait encore un
parallélogramme dont les diagonales se couperalent
en leur point milieu; ainsi,en appl-quanté A’B’ an sys-
teme nul de lm—méme, comme tout a Pheure, et com-
posé de quatre forces respectivement égales et paralléles
& celles qui constituent le couple primitif, on réduirait
de méme quatre de ces forces a deux résultantes ¢,¢’,
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égales entre elles, de direction contraire et passant toutes
deux . par le point @, de sorte qu’elles s’entre-détrui=
raient mutuellement, 11 ne resterait donc que le couple
F'A'B'F’', Cest-a-dire le couple primitif FABF, trans-
porté parallélement i lui-méme, de son plan actuel dans
le plan FFA'BF’.

94. Maintenant, pour montrer que I'on peut faire
tourner a volonté un couple dans son propre plan, au-
tour de son centre, soit, fig. 77, FABF, la premiére po-
sition du eouple et F’A’B'F' la nouvelle position qu’on
veut Jui donner, son bras et ses forces restantlesmémes.
Appliquez comme tout & 'heare aux points A’, B, les
forces A'F',B'F’, qui constituent le couple transporté
puis détruisez-les aussitot par deux forces A’f',B'f,
égales et de directions eontraires. Il est clair que le sys-
téme des quatre nouvelles forces ainsi appliquées sera
nul de lui~-méme; et par couséqnent on pourra lier in-
variablement le nouveau'bras A’B’ 4 Pancien AB, sans
qu’il en résulte aucun effet dans le corps solide dont
AB fait partie. Mais alors 'ensemble des six forces ainsi
combinées pourra étre envisagé d’une autre maniére;
car, si P'on prolonge indéfiniment les lignes AF,A'F,
jusqu’a ce qu'elles se coupent en un point O, et
que Pon prolonge de méme BF et B'F iusqn’é ce
qwelles se conpent en un point O, il est clair par la
seule symétriede la figure, que AO sera égal 4 A'O, B0’
a B'O’; et que de plus, ces quatre lignes'seront égales
entre elles des deux cbtés du centre C, de sorte que les
angles opposés ACA’, BCB' seront respectivement di-
visés par CO et CO’ en deux parties égales ; d’ol il suit
que les points O, C, O, forment une ligne droite, dont
le milieu est en C. Cela posé, si 'on considére d’abord
les deux forces AF, A’f’, en supposarit leurs points d’ap-
plication respectivement transportés en O sur leur di-

) i
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rection propre, il est clair qu’elles auront une certaine
résultante; et, comme elles sont égales et également in-
clinées sur CO, cette résultantesedirigera sur le prolon-
gement de CO méme. Maintenant si 'on répéte la méme
opération sur les deux forces BF, B/f’, en transportant
leurs points d’application en O’, elles fourniront ausi
une résultante dirigée sur le prolongement de CO/, la-
quelle sera égale 4 la précédente, mais dirigée en sens
opposé , comme le sont les forces dont elle dérive. Ces
deux résultantes étant ainsi appliquées suivant une méme
droite, OCO' que I'on suppose rigide, s'entre-détruiront
mutuellement, et leur effet ou celui des quatre forces
qu’elles représentent sera nul dans le systéme. Il neres
tera donc dactif que le couple FA'B'F’, c’est-a-direle
couple primitif, tourné de Pangle ACA’ dans son planet
autour de son centre.

Chacune des modifications de lieu que nous venons
de considérer pouvant étre appliquée successivement au
méme couple, les propriétés énoncées au commence-
ment de ce paragraphe se trouvent démontrées géné-
ralement.

95. A laide de ces propriétés, nous allons montrer
que, si plusieurs couples, en nombre quelconqué, sont
appliqués simultanément a un corps solide, ils pourront
toujours étre composds en un seul.

D’abord , pour réduire la questlon a ses termes les
plus simples, nous commencerons par substituer a tous
les couples proposés des couples équivalens, ayant pour
bras Punité de longueur, § 89. Nous n’aurons plus
ainsi & considérer que des couples ayant des bras égaux.

Maintenant tous ceux de ces couples qui seront dans
un méme plan pourront, d’apres le § 94, étre tournés

. autour de leur centre, de maniére & devenir paralléles;
puis, d’apres le § gz, on pourra les transporter sur la
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méme droite, de manitre que leurs centres coincident;
et comme leurs bras sont d’égale longueur, les extré-
mités de ces bras ol les forces slappliquent coincide-
ront pareillement. Alors les forces, qui sont perpendi-
culaires aux bras dans tous les couples, se trouverent
dirigées suivant les mémes droites. Ainsi elles s’ajoute-
ront ensemble ou se soustrairont les unes des autres, se-
lon qu’elles agiront dans le méme seus ou dans des sens
opposés; et cette opération étant la méme de part et

d’autre du centre commun, donnera en définitif un
~ couple unique formé par les résultantes ainsi obtenues,
appliquées & Punité de longueur. Tous les couples ré-
* sultans ainsi obtenus, qui se trouveront situés dans des
plans paralltles entre eux, pourront ensuite, d’aprés
le § 93, étre transportés daus un seul de ces plans.
Alors, en les y tournant de maniére a rendre leurs bras
paralléles, et les transportant jusqu’a les superposer,
on les réduira tous en un couple unique, qui sera équi-
valent a tous les couples primitivement compris dans -
les plans paralleles a celui que 'on aura considéré.

Ainsi, quels que soient le nombre , la direction et la
nature des couples que Pon supposera agir.sur un corps
solide, on pourra, par les opérations précédentes, les
réduire a un certain nombre de couples situés dans des
plans non paralléles 4 et ayant toujours pour bras Pu~
nité de longueur,, comme précédemment; de sorte qu’il
reste simplement & montrer comment on peut composer
ces couples non paralléles.

Pour cela, considérant d’abord deux de ces eouples,
prolongeons ,leurs plans jusqua ce qu'ils se coupent;
puis, tournant chacun des couples dans son propre plan,
etl’y transportant, s'il est nécessaire, amenons les denx
couples a avoir leurs bras placés sur la commune sec-
tion des deux plans, et leurs centres au méme point de
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cette droite. Comme leurs bras sont supposés égaux i
Punité de longueur, les extrémités de ces bras ou le
forces gappliquent coincideront pareillement; mais i
cause de Pobliquité supposée des deux plans entre eus,
les forces ne seront pas dirigées sur la méme droite; et
ainsi elles na se réuniront pas entre elles par simple ad-
dition, comme dans le cas du parallélisme, mais on les
composera par Papplication du parallélogramme des
forees, comme on va le voir.

En effet, soient, fig. 78, FABF, fABf ces deux cou-
ples non paralléles, ainsi réduits. Les forces AF , Af ap-
pliquées en A, étant toutes denx perpendiculaires a la
commune section AB des deux plans, il Semsuit que
celte commune section se trouve perpendiculaire au
plan FAf qui contient ces forces; donc, si Pon compose
celles-ci en une seule, en formant le parallélogramme
F A_fB la disgonale AR qui exprime leur résultante, sera
aussi perpendiculaire a AB.

La méme opération, répétée i I'autre extrémité B du
bras commun des deux couples, donnera, & cause de la
compléte symétrie de la figure, des résultats absolument
pereils. Le plan FBf des deux forces étant perpendicu-
laire a la commune section BA des deux plans, celle-ci
a son tour se trouvera également. perpendiculaire a la
résultante BR conclue da parallélognmme des forces;
de plus, cette résultante BR sera g¢gale & AR, et enfin
elle lui sera parallile. Car, si P'on méne un plan par
AR et AB, puis un autre par BR et BA, ces deux plans
feront avec le plan FABF des angles diedres RAF,
RBF absolument égaux entre eux; ils le coupent dail-
leurs suivant laméme droite AB: donc ils coincideront
complétement. Ainsiles denx résultantes AR, BR, com-
prises toutes deux dans ce plan, y seront perpendicu-
laires & la méme droite AB, ce qui les rend paralléles;
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de plusellessont égales ; donc elles constituent un couple;
et puisqu'elles équivalent a Paction simultanée des
. quatre forces qui composent les deux couples FABF,
SABf, on voit que teux-ci se trouvent remplacés par le
couple unique RABR.

Maintenant, #'il existe d’autres couples appliqués au
corps solide, on pourra de méme composer un d'eux
avec RABR, ce qui donnera un nouveau couple équi-
valent aux trois que I'on aura considérés; ce nouveau
couple résultant pourra se composer de méme avec un
quatri¢me , et ainsi de suite, jusqu’a ce que tous les
couples situés dans des plans non paralléles aient été
ainsi progressivement combinés; et Fon voit gue le ré~
sultat défmitif de l’orpératmn sera toujours un couple
umque, équivalent  Paction simultanée de tous les'cou-
. ples qui sollicitent le systéme.

g6. Toutes les combinaisons que nous venons d’ex-
poser peuvent étre écrites en calcul d’aprés les seules
formules de la composition des forces que nous avons
exposées plus haut. Mais, quoique ce calcul soit du plus
grand intérét, parce qu’il sert de base aux recherches les
plus élevées de la Mécanique et du systeme du monde,
néus n’entreprendrons point de nous y engager; et les
considérations précédentes mous suffiront pour les ap-
plications que nous aurons spéciafement i faire dans le
xeste de ce cours. '

o
P
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'CHAPITRE X.

Applications des principes précédens a la recherche des
conditions d’équilibre des corps solides.

99. La maniére la plus générale dont on puisse en-
visager ce probléme, c’est de concevoir un corps so-
lide sallicité en divers points de sa masse par un nombre
quelconque de forces agissant dans des directions quel-
conques , et de chercher les conditions nécessaires pour
que Deffet général de ces forces se trouve anéanti, soit
par leur seule réaction mutuelle, si le corps est tout-i-
fait libre dans I’espace , soit par la combinaison de leurs
efforts avec les résistances qu'opposent les obstacles aux-
quels le corps peut étre assujetti. Pour fixer nos idées sur
ce dernier cas, il convient d'examiner quelle peut étre
la nature de ces résistances, et comment les conditions
de l’équllnbre peuvent en étre modifies.

D'abord le corps peut avoir un de ses points invaria-
blement fixé dans Pespace. Alors ce point devant demeu-
rer immobile, il ne restera plus au corps que la liberté
de tourner autour delui en tous sens : ainsi ce genre de
mouvement sera le seul qu’il soit nécessaire d’empécher
pour que Péquilibre ait lieu.

Secondement , il se pourra que le corps ait deux de
ses points ainsi fixés. Alors la droite rigide qui les joint
devant rester immobile, le corps pourra seulement tour-
ner autour d’elle : il ne restera donc qu’a anéantir la pos-
sibilité de ce mouvement.

Remarquons que l'on ne pourrait supposer plusde
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deux points fixés dans un corps solide, sans qu’il se
trouvat complétement rendu immobile, ce-qui ren-
drait inutile la recherche des conditions de son-équi-
libre. En effet, imaginons trois points fixes: le triangle
formé sur ces trois points, comme sommets; devien-
dra fixe. Or, tout autre point du corps est compléte-
ment déterminé de position par ses distances a ces
trois premiers points, et ne peut se déplacer qu’avec
eux. Donc, s'ils sont immobiles, tout autre pomt du
corps le devnendra aussi nécessairement. -

-Mais un corps solide peut encore é&tre .géné dans
ses mouvemens, sans quaucun de -ses points soit fixé.
11 peut seulement étre astreint, par exemple, & Sappuyer
contre un plan immobile et impénétrable, clest-a-dire
étre assujetti & le toucher par un ou plusieurs points.

Dans ce cas, Pimpénéirabilité da plan et son im-
mobilité font qu’il ne peut étre percé ni déplacé par
le corps; et en conséquence il anéantit tout effort nor~
mal & sa surface qui tendrait & produire Pun ou Pautre
de ces effets. Ainsi la résistance opposée par le plah
peut étre- congidérée comme une force normale a sa
surface, et qui se développe en chacun des points de
contact, avec des intensités qui peuvent étre inégales
pour ces différens points, Or, par e seul fait que ces
résistances ont des directions paralléles, elles doivent
towjours avoir une résultante égale & leur somsme, et dont
le point d’application tombe nécessairement.dans Vinté-
rieur de Pespace plan compris entre les points-de contact.
11 restera donc & examiner Pinfluence qu’une force ainsi
dirigée, et ainsi limitée dans son mede d’application,
peut avoir sur Péquilibre du corps qui s’appule contre
le plan résistant.

98. Concevons maintenant un corps solnde dont un
certain nombre de points M,, M,, Ms,... fig. 79,

9
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soient sollicités par autant de forces M\F, , M,F, ,M;Fs..
ou F,, F,, Fs, dirigées d’une manitre gquelconque
dans P'espace. Nous ne limitons en rien la généralité du
probléme , en ne supposant ainsi a chaque point qu’une
senle force; car s'il y en avait plusieurs, on pourrait
toujours les composer en une seule résultante, ce qui
rentrerait dans notre énoncé.

Maintenant , Paction d’un tel systéme de forces pent,
sansrien perdre desagénéralité, étre réduite a des termes
infiniment plus simples. En effet, d'un point que-
conque O pris dans Pintérieur du corps solide , ou lié in-
variablement avec lui, menons d’abord une perpendi-
culaire OP, sur la direction de la force F, ; et concevons
cette force appliquée en P, suivant la méme direction,
ce qui sera permis si les denx points M, et P, sont sup-
posés liés rigidement I'un a I'autre, ¢omme on peut tov-
jours le faire, § 14. Cela fait, appliquons au point 0
une force auxiliaire Of; égale et paralléle 3 F,, et dé-
truisons aussitdt son, effet par Papplication d’une force
Op, exactement égale, mais dirigée en senis opposé. Cetle
double opération ne changera rien & Pétat statique du
corps solide, puisque les nouvelles forces ainsi appli-
quées se détruisent d’elles-mémes I'une par Pautre. Mais
alors le systtme des trois forces K., f;, -@,, pourra
étre envisagé d’une autre manitre; sivoir, comme s
composant de la force f; .ou F,, appliquée au point O,
et d’un couple F,P,Op, , formé par les forces F,, ¢,
agissant aux extrémités du bras OP,; ou, si P'on ex-
prime OP, par r,, on pourra encore considérer ce
conple comme formé par- deux forces d’une intensité
Fur,, appliquées & un bras égal & Punité de longuear,
§ 89. Enfin, on pourra supposer ce nouveau couple
transporté dans son propre plan, jusqu'a ce que le
centre de son bras vienne coincider avec le point O.
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En opérant de méme sur toutes 'les autres -forces
F,, F3,... on obtiendra des résultats pareils. Chacune
(elles se trouvera remplacée par ure force’ égale ap-
pliquée au point O, et par an_couple Fur,, Fyrs. ...
ayant son centre en O, et pour bras: Punité de
longueur.

Or, toutes les forces appliquées au point © pour-
ront se composer -par le parallélogramme des forces,
en une seule résaitante R appliquée au méme point.
Et tous les couples qui ont leur centre en' O pour-
ront également, daprés le § 95, se composer en un
couple unique ayant aussi ce méme centre, et pour
bras l'unité de longueur. Donc, en défigitif, tout le
systtme des forces F,, F,, F3... qui sollicite le corps
solide de la maniére la plus générale, se trouvera ré-
ductible a une force unique appliquée en O, et égale
a la résultante de toutes ces forces considérées comme
transportées en ce point unique; plus au couple résul-
tant, ayant son centre au méme point, et pour bras
Punité de longueur ; de sorte que, pour établir Péqui-
libre, il ne restera plus qu'a déterminer les conditions
propres & anéantir ces deux genres d’efforts,

Remarquons, avant toat, que la résultante R ne
peut pas faire par elle-méme €quilibre au couple;
car la démonstration de cette impossibilité, donnée
§ 33, subsiste également, soit que la force R se
trouve comprise dans le plan du couple, ou qulelle
lui soit extérieure. |

Appliquons maintenant ce qui préctde aux divers
états de liberté ou de géne du corps solide, que nous
avons plus haut considérés.

99- 1°. Si le corps est tout-a-fait libre dans Pes-
pace, Veffort du couple résultant ne pouvant étre
anéanti par la résultante unique R, il faudra, pour

9..
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Péquilibre, que le couple et la force soient nuls s
perément et indépendemment Pun de Pautre. Or,
puisque le couple a été amené & avoir pour bras
Punité de longueur, cela exigera que la force réml
tante qui agit aux extrémités de som bras soit nulle
aussi.

2°. Si le corps est fixé par um point, il v’y aun
qu'a prendre ce point pour celui autour dugquel les
transformations précédentes sont effectuées. Alors
Peffort de la résultante R sera anéanti par sa résis-
tance, puisqu'elle g’y trouve appliquée; et ainsi il
suffira, pour Péquilibre, que le couple résultant soit
nul. L’anéantissement de Ja force R exige toutefois
que la résistance du point fixé soit indéfinie, ou toot
au moins égale a R ; et, dans tous lescas, R exprunela
pression que ce point supporte.

3°. Si le corps est fixé par deux points,_la ligne
qui joint ces points coustituera dans le corps un axe
fixe. En prenant le point O partout o VPon voudra
sur cet axe, la résultante R qui s’y trouvera appli-
quée sera détruite par sa résistance, du moins si
celle-ci est supposée indétinie. Mais, en outre, il ne sera
plus nécessaire, pour Péquilibre, que le eouple résul-
tant soit nul; il suffira qu'il s trouve compris dans
un plan mené par Paxe; car si cela a lieu, son bras
coincidant avec I'axe, se trouvera fixe; et par const-
quent Peffet des forces résultantes appliquées a ses
extrémités se trouvera anéanti, du moins si la résis
tance de Vaxe est suffisante. :

4°. Enfn , si le corps, d’ailleurs libre, est seule-
ment assujetti & toucher un plan invariable, par un
ou plusieurs de ses points, il faudra que la résul-
tante R soit normale au plan, pour qu'elle puisse
étre détruite par sa résistance; et il fandra, en outre,
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qu'elle tombe dans Vintérieur de Pespace que limitent
les points de contact, puisque c’est toujours dans cet
espace que gapplique la résultante générale des ré-
sistances que le plan oppose, et peut opposer, au corps
qui le presse. Mais, quel que soit, entre ces limites,
le point ot la résultante normale R va percer le plan,
on pou'rra\ton]ours concevoir aux points de contact
un systeme de résistances paralltles dont la somme lui
soit égale, et dont les intensités respectives soient telles
que leurs résultantess’exercent sur la méme ligne droite
que R, ce qui suffira. pour que Peffort de R soit dé-
truit. Alors il faudra encore que le couple résultant
soit nul de lui-méme , puisque la résistance du plan
ne peut engendrer qu'une résultante normale, inca-
pable, par conséqnént, de détruire .Paction “d’un
couple.

100. Quoique lés considérations précédentes com-
prennent toutes les conditions d’équilibre des corps
solides, cependant le cas d’un axe fixe est susceptible
de guelques développemens qui en éclaircissent et en
facilitent les applications.

Soit , fig. 8a, AB cet axe, passant par les deux points
lixes donnés A et B. Désignons par M,F,, oupar F,,
une quelconque des forces qui sollicitent le corps.

" Par le point M, ol cette force est appliquée, menez
une droite indéfinie M,A, paralléle a 'axe fixe; puis,
suivant cette droite et la force F, conduisez un plan
dsns lequel: vous ménerez une antre droite perpendi-
culaire a la premiére. Puisque la direction de la force
I, est supposée donnée dans l'espace, on devra con-
naitre Pangle a, que sa direction forme avec la paral-
Itle a ’axé fixe. Ainsi on pourra décomposer F, suivant
cette droite et la direction: perpendiculaire, ce quu‘
donnera le parallélogramnie rectangle M,A,F,N,, ol
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les deux composantes M|A,, M,N,, auront respective-
ment pour valear F,cos a,, F,sina,, § 51; et Fon
pourra, dans toutes les conditions d’équilibre, substi-
tuer ala force unique F, le systtme de ses deux com-
posantes ainsi dirigées. .

Maintenant, menons par la direction de M,N, unplan
perpendiculaire & M,A,, et soit O, le point o il coupe
P’axe fize AB. Ce plan sera aussi perpendiculaire i l'axe,
puisqu'il Pest & sa paralléle M,A,. Donc, réciproque-
ment , Paxe sera perpendiculaire a toutes les lignes qui
8’y trouveront comprises et qui passent par le point O;;
il le seradonc & laligneO,M,, et il en sera de méme de
M,A, qui est Paralléle a Paxe AB. Pareillement, si,do
point O, , on méne O,P, perpendiculaire sur }a direc-
tion de M,N prolongée #'il est nécessaire, cette droite,
contenue dans le plannormal a Paxe, sera en méme
temps perpendiculaired M\N, eta AB. -

- Cela posé, appliguons au point O, suivant Paxe
fixe, deux forces contraires, égales entre elles et a M\A,,
ou F, cos a,; cette addition n’influera.point sur Péqui-
libre, puisque les deux nouvelles forces se détruisent
mutuellement. Mais alors on pourra considérer le sys-
téme des trois forces comme se composant : 1°. d’une
force F, cos-a, appliquée.sur Paxe dans le sens de a2
longueur, et qui, parconséquent, sera détruite par la
résistance des points fixes-A et B supposée suffisante;
2°. d’un couple formé par les forces F, cos a, appliquées
aux extrémités du bras O,M,; ou, si nons nommongee
bras d; ,’on pourra y substituer le eouple équivalent
F.d, cosa,, appligué dans le méme plan & Punité de lon-
gueur. Or, ce plan A,M,0,B passe par P'axe; etlecouple
peut y étre tourné de maniére que son bras coincide avec
Paxe méme, § g4. Il sera donc également détruit par sa
résistance; et par conséquent les forces M,N, ou F sina,
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qui sont normales a Paxe, sont les seules dont l'action
influera sur Péquilibre du corps.

Avant de passer & la considération de ces derméres
forces, remarquons que la force F, cos a,, appliquée
suivant P'axe, pourra’ étre considérée comme appliquée
indifféremment a P'un ou & Pautre des points fixes A et
B. Parelllement le couple F d, cos a,, appliqué sur
Paxe, et quf a pour bras Punité de longueur, pourra étre
transformé en.un couple équivalent situé dans le méme
plan, et qui aura pour bras Jadistance AB qui sépare
les deux points fixes. Car, si cette distance est exprimée

-par D, les forces qui constituent le couple transformé
seront, parle § 88, Fd, cosa,, ;):o 2% . et elles agiront paralle-
lement aux forces F,d, cos a, dont elles dérivent. Ainsi
réparties, elles pourront étre considérées comme s’ap-
pliquant aux points fixes A et B.

Toutes les autres forces Fo, Fs...., qui sollicitent
le corps, étant décomposées de la méme manitre, on en
déduiraautantde forces F, cos a,, Fs cos a3, appliquées
suivant Paxe; plus autant de couples, ayant pour brasla

distance AB elle-méme , et dont les forces F_.dﬂl‘

D ’
Fﬁs; = seront aussi appliquées perpendlculalrement

a Paxe, aux points A et B.

Toutes les forces F, cos a,, F, cos a,. .. dirigées sui-
vant Paxe, se composeront en une- seule résultante
égale & leur somme algébrique; et tous les couples

rd, [t;os & F,d,;;osa.. .., dont les forces sont appli-

Guées perpendiculairement 4 Paxe aux points A et B,
se composeront aussi en un couple unique dont le plan
passera encore par Paxe, et dont les forces , résultantes
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des précédentes, seront appliquées aux mémes points
Revenons maintenant & considérer les forces M\N, ou
F, sin a,, qui sont normales a I’axe; et d’abord transpor-
tons leurs points d’application au point P,, déterminé,
sur leur direction, par la rencontre de la perpendiculaire
O,P,.Cela fait, appliquons en O, deux forces auxiliaires
opposées Pune  Pautre, paralléles 4 M,N,, et égales eptre
elles ainsi qu’a F, .sin a, ; ce qui n’influera ®n riensur
Péquilibre ; et enfin, supposons le point P, rigidement
Liéa M, et & O,. Alors, le systeme des trois forces ainsi
disposées pourra . étre considéré comme composé :
1°. d’une force F, sin a, perpendiculaire a Paxe fixe, ¢t
appliquée en O.; 2°, d'un couple situé dans le plan
M, PO, normal i Paxe, et dont les forces F, sin g, se-
ront appliquées aux extrémités de O,P,. Si I'on- repré-
sente cette dernitre longueur par p,, on pourra y. sub-
stituer, dans le méme plan, un couple F,p, sin a,, ayant
pour bras lunité de longueur. La force F, sin a, appli-
_ quée en O, & Paxe, pourra étre considérée, a son tour,
‘comme la réspltante. de deux forces appliquées anx
points A et B, et dont les intensités respectives seront

BO,
F sinag, — B’ F, sin a, B ,§ 30; de sqrte qu’elles se-

ront genéralement megales, car il n’y .aura d’exception
que pour le cas ot le point O, tomberait au milicu de
AB. Ces forces, agissant sur les points fixes A et B, seront
détruites par leur résistance supposée suffisante ; mais
rien ne détruira le couple normal a Paxe formé par les
forces F\p, sin a,.

En appliquant le méme ransonnement aux autres
forces normales F,sin a,,F; sinas,.... on les résou-
dra de la méme maniére, en autant de forces normales
immédiatement appliquées a I'axe fixe, et.susceptibles
d’étre réparties entre ses points extrémes; plus, en au-
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tant de couples également situés dans des plans perpen-
diculaires & Paxe, et forniés par les forces F, p, sin a,,

Fspssin as,... appliquées al'unité de longueur: Or, toutes.
les forces ainsi réparties sur les-points A et B se com-
poseront en deux résultantes qui seront généralement
inégales comme les forces composantes dont elles déri-
vent. Ces résultantes, composées avec les forces nor-
males du couple résultant appliqué aux mémes points
fixes, produiront deux résultantes définitives appliquées
normalement a I'axe en ces mémes points, et généra-
lement inégales entre elles ,.comme aussi dirigées dans
desplans-différens. Ce seront les pressions exercées trans-
versalement sur P'axe aux points A et B. Nous avons
trouvé plus haut les pressions longitudinales exercées par
les forces F, cos a,. . . Tous les efforts que ces points ont
a supporter seront ainsi complétement connus.

Il ne restera donc d’actif dins le systtme que les
couples formés, dans des plans perpendiculaires & Paxe,
par les forces F,.p,.sine,, appliquées_a Punité de lon-
gueur. Mais tous ces plans étant perpendiculaires & une
méme droite, sont paralléles, et ainsi tous les couples
qui y sont situés pourront étre transportés dans un
seul d’entre eux, § 93, ou on pourra encore les trans-
porter et les tourner de mani¢re que leurs centres et
leurs bras se superposent. Alors, comme ces bras sont
égaux, ils se composeront tous en un seul et méme
couple, dont le bras sera encore le méme, C’est-a-dire
égal & Punité de longueur , et dont les forces seront les
sommes algébriques des forces individuelles, C’est-a-
dire

Fp, sin @, 4 F,p, sin a, -} F3p; sin a3 +, etc.

Commerien, dans la disposition du systéme, n’empéche
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Peffetde ce couple résultant, il faudra, pour Péqui-
libre, qu'il soit nul de lui-méme, ce qui exige que
Pon ait entre les forces, leurs directions, et leursdis
tances a Yaxe, la relation .

o = F p,sina, + F,p, sina, 4 Fspssinas. . . .4, ete.

Ainsi, ceserala Punique condition, nécessaire et suff-
sante, pour établir Péquilibre d'un corps solide fixé par
deux points; du moins, en supposant que la droite par
laquelle ces points sont unis, offre une rigidité sufi-
sante pour résister aux efforts qui s’y transmettent, et
dont nous avons évalué plus haut I'intensité et 1a di-
rection,
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- .CHAPITRE XI.
Les Machines.

101. Lorsqu’an point matériel Zbre est sollicité par
deux forces qui y sont simultanémentappliquées, il faut ,
pour qu'il reste en équilibre , que ces deux forces soient
égales en intensité et opposées en-direction. Et si plu-
sieurs forces appliquées ainsi-2 un' méme point doivent
étre tenues en équilibre par une seule force, il faut que
cette dernitre soit égale et directement opposée a leur
résultante. Dans les application's de la Statique, on dé-
signe ordinairerent par le nom de puissances, cellg, ou
celles, des forces, dont on peut.disposer pour tenir ainsi
en équilibre les autres forces que I'on veut vaincre, et
que P'on appelle résistances.

Nous emploierons souvent , par la suite , ces dénomi-
nations , qui indiquent fort bien le but pratique que 'on
se propose d’atteindre dans les applications dont il s'agit.

Ces conditions de Péquilibre d'un point libre se mo-
difient lorsque le déplacement du point est géné ou
limité par quelque obstacle. Par exemple, si le point est
maintenu forcément & une distance constante d’un ‘cer-
tain centre fixe, auquel il puisse étre considéré comme
lié par une verge rigide sans pesanteur, il est clair que,
quelles que soient les forces qui le sollicitent,la puissance
que Pon voudra employer pour arréter le point n’aura
pas a détruire directement tout Peffort de lenr résul-
tante; mais il suffira qu'en fa composant avec celle-ci,
on obtienne une résultante totale qui se dirige vers le
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centre fixe; car alors elle se trouvera ainsi anéantie par
sa réslstance, et par conséquent tout déplacement sera
arrété. De méme, si le point matériel se trouvait main-
tenu forcément dans un plan fixe, il suffirait, pour I'é-
quilibre, que la puissance, élant composée avec les forces
qui le sollicitent, produisit une résaltante dirigée per-
pendiculairement au plan. Or, ces simples changemens
de direction peuvent étre, en général, opérés par des
Ppuissances moindres que celles qui seraient nécessaires
pour anéantir directement la résultante totale: des résis-
tances appliquées au point matériel.. :

Les mackines sont des- appareils composés ainsi en
partie d’obstacles., complétement ou inromplétement
fixes, que 'on interpose entre les puissances dont on
dispiose et les résistances que Fon veut vaincre ; soit, pour
changer seulement la direction naturelle de la pais-
sance, de maniére & transmettre son action aux points
ol les résistances s’appliquent ; soit pour combattre ces
dernitres avec moins de dépense.de force qu'on’ ne
pourrait le faire par une 0ppos1tlon directe; soit enfm
pour obtenir ces deux avantages & la fois,

D'apres cette définition générale, on congoit que de
tels appareils peuvent étre variés d’une infinité de ma-
niéres , selon la nature des résistances , leur mode dac-
tion, la forme des systtmes matériels auxquels elles
s'appliquent, et aussi selon toutes les particularités ana-
logues que’ peuvent offrir les puissances que Fon veut
leur opposér. Toutefois , les plus compliqués de ces ap-
pareils peuvent toujaurs se ramener; plus ou moins im-
médiatement, a un petit nombre d’élémens constitutifs,
dont il sont seulement des combinaisons et des assem-
blages, et que I'on appelle pour cette raison, les machines
simples. Ce sont les seules que nous devnons ici mous
proposer de considérer. . :
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Le Levier.

102. Le levner considéré abstraitement et d’une ma-
nitre purement mathématique , est une verge droite on
courbe, que I'on suppose rigide , sans pesanteur, et quij
est fixée en un de ses points, autour duquel elle peut
seulement tourner en tous sens, avec une parfaite

‘liberté. Ce centre s’appelle le point d’appui. On congoit

Ja verge sollicitée en un certain nombre de ses points,
par des forces dirigées d’ane manitre quelconque dans
I’espace, et dont les unes peuvent étre considérés comme
des puissances, les antres comme des résistances : puis
on demande d’assigner. les conditions d’équilibre d’un
tel appareil.

Ces conditions sont évidemment celles que nous avons
trouvées dans le § 99, pour I'équilibre d’un systeme
solide fixé par un point; car tous les raisonnemens que
nous avons faits alors en général , sappliquent ici litté-
‘ralement. Toutefois, pour en développer. plus spécialey
ment les conséquences, essayons-les sur le cas simple ol
Ie levier serait seulement sollicité par deux forces quel-
conques, A F,, AF, ou F,,F,, fig. 81 et 82,dont 'une
serait la puissance, et Pautre la résistance. Cela pourrait
avoir lieu de deux manitres, comme le représentent nos
deux figures, selon que les points d’application des
deux forces seraient situés sur la verge rigide , des deux
.cbtés du centre fixe, fig. 81; ou du méme coté, fig. 82. Mais
le mode de raisonnement e le méme pour les deux cas.

Par le centre fixe C, menez d’abord sur les direc~
tions respectives des deux forces des perpendicu~
laires CP,, CP,, dont nous nommerons les lougueurs
7¢, 7s. En considérant ces perpendiculaires comme des
verges rigides invariablement liées au systeme, nons
pourrons transporter les points d’application de nos deux
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forces en P,, P., sur le prolongement de leurs direc-
tions respectives, § 14. Cela fait, appliquez au pointC,
une nouvelle force Cf; ou f;, égale et parallélea F,, et
contre-balancez aussitét son effet , en appliquant au
méme point une autre force 9,, égale et directement
contraire, ce qui n’altérera point les conditions statiques
du systtme. Effectuez une opération pareille pour la
force F,. Alors la force F, pourra étre considérée comme
remplacée par la force f,, appliquée au point C; plus,
le couple F,,9,, ayant pour brasr, ; ce qui équivautau
couple qui serait formé par des forces F,7, paralléles
aux précédentes, sur un bras égal a ’unité de longueur.
Pareillement, la force F, se trouvera remplacée par la
force paralléle f;, et par un couple construit sur la
méme unité de longueur, avec les forees F, r,. Les deux
forces f;, f. , concourant au point d’appui C, se compo-
seront en une seule résultante, qui passera aussi par ce
point, et sera conséquemment détruite par sa résistance,
de sorte que les deux couples resteront seuls & considérer.
Or, pour ceux-ci, les plans qui les contiennent, ayant le
point C commun , ou se couperont, ou coincideront dans
toutesleurs parties;et, dansles deux cas, les couples qu'ils
contiennent pourront étre composés en un seul , § g5. Il
faudra donc , pour l’éqnilibre » que ce couple résultant
soit nul; ainsi, nous n’avons plus qu’d examiner com-
ment cela peut avoir lieu, dans I'une et Pautre sup-
position.

D’abord, si les deux plan® se ooupent sans coincider,
le couple résultant obtenu par la construction du § g5,
ne sera jamais nul, a moins que les couples composans
ne soient individuellement nuls tous les deux; et, puis-
qu’ils ont pour bras P'unité de longueur, cela exigera
que les forces F,r, , Fyr, ,qui leur sont séparément appli-
quées, soient aussi individuellement nulles, ce qui doane
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pour la premiére, F, = o, ou bien r, = o,
pour la deuxiéme, F, = o, 0ou bien r, = o,
Cest-a-dire qu’il faudrait pour 'équilibre queles forces
F,, F,,fussent toutes deux nulles d’elles-mémes, ou di-
rigées vers le point d’appui C; et il est visible en effet,
qu’avec ces valeurs, ou cette disposition, la verge rigide,
" qui est d’ailleurs supposée non pesante, n’aura aucune
tendance 3 se mouvoir. Mais ce mode d’équilibre , évi-
dent de lui-méme , n’offre réellement aucune applica-
tion physique de la machipe; et, si nousavons di ledé-
velopper, c’était seulement pour mettre en évidence
toutes les solutions que analyse nous donnait.

'Vénons maintenant & Pautre supposition, qui est celle
ol les plans des denx couples coincident; ce qui exige
que les deux forces F,, F; soient dans un méme plan
avec le point d’appui C.

Alors, d’aprés les § 92 et 94, les deux couples pour-
ront étre transportés et tournés dans ce plan jusqu’a ce
que leurs bras se superposent; et comme ces bras ont
méme longueur, les forces F,7,, For,, qui sont appli-
quées perpendiculairement a leurs extrémités, se trou-
veront agir aux mémes points, et snivant les mémes
droites. Ainsi elles se composeront ensemble par simple
addition ou par soustraction , selon qu'elles se trouve-
ront alors de méme sens ou de sens contraire ; de sorte
que le couple résultant sera généralement formé par les
foro F,r, 4 F.r, , égales a leur somme algébrique, ap-
pliquées de méme a Punité de longueur. Il faudra donc,
pour la nullité du couple résultant, que ces forces résul-
tantes qui le constituent soient nulles, c'est-a-dire que
Pon ait

Fr.4+Fiay=o0, (1)

les forces F,, F, étant d’ailleurs comprises dans un méme
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plan avec le point d’appui C. L'équilibre du levier st
trouvera par conséquent établi, si ces deux conditions
sont salisfaites.

Il inporte de remarquer que, dans Péquation (1), le
signe algébrique des forces F,, Fy, ouF,r,, For,, s'ap
plique au sens d’action que ces forces prennent lors-
qu’on a fait tourner chaque couple dans sorn propre sens
jusqu’d ce que lears bras coincident ; ce qui fait qu's-
lors les forces qui tendent a faire tourner le bras com-
mun dans le méme sens, s’ajoutent et doivent étre prises
avec le méme signe algébrique, tandis que celles qui
tendent a le faire tourner en sens contraire se retran-
chent P'une de l'autre, et doivent par conséquent étre
prisesavec des signes opposés. Ce dernier.cas, par exem-
ple, a lieu avec le sens que mous avons attribué aux
forces dans les figures 81 et 82. Alors, d’aprés ce que
nous venons de remarquer , Pune des deux forces F, ou
F, doit étre considérée comme négative par rapport i
Pautre, ce qui établit la méme opposition de signe entre
les produits F,r, et Far, ; car les distances r,, r, doivent
toujours étre considérées comme ayant un méme signe
et un signe invariable, puisque tous les couples qui agis-
sent dans le méme plan peuvent, sans changer ’état sta-
tique du systtme, étre ramenés a avoir leurs bras coin-
cidans sur la méme direction. On devra donc toujours,
dans les applications numériques, employer les dis-
tances 7, 7, comme positives, en ayant seulemenfggoin
de donuer aux forces F, , F; le signe propre qui convient
a leur direction relative, comme nous venons de l'ex-
pliquer. .

103. Ceci convenu, si les forces F,, F, étaient de
méme signe entre elles, positives, par exemple, le pre-
mier membre de I'équation (1) serait la somme de deux
quantités positives, et conséquemment il ne pourrai
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étre nul,, & moins que chacune de ees quantités ne fat
nulle séparément; ce qui exigerait qu'on eit, comme
tout a Pheure,

F,=o0 ou r,=o,
et en outre F,=o0 ou r,=o;

C'est-d-dire qu'il faudrait que les forces F,, F, fussent
nulles d’elles-mémes, ou dirigées vers le point d’appui C.
Il est visible, en effet, qu’avec ces valeurs ou cette dis-
position, la verge rigide n’aurait aucune tendance a se
mouvoir. Telles sont donc, d’aprés la formule, les seules
amaniéres dont Péquilibre puisse avoir lieu avecl'identité
de signe des forces; et, en effet, Pon en concevrala raison
physique, en jetant les yeux sur les figures 83 et 84, o2
cette identité est supposée. Car alors les deux couples
partiels, donnés par les deux forces, tendent a faire tour-
ner toutes deux le systéme dans le méme sens; de sorte
(iue leurs efforts sajoutent dans la composition des
couples, au lieu de se contre-balancer. L'inverse a lieu
dans les figures 81 et 82, oi les sens de rotation des
deux couples sont contraires; et voila pourquoei 'équa-
tion (1) dit qu'alors Péquilibre est possible avec des
forces F, et F, dinlensités quelconques, en choisissant
convenablement .les distances r, , 7,, auxquelles on les
suppose appliquées.. S

104. En général, la condition analytique que 'équa-
tion (1) exprime est susceptible d’une interprétation
qui montre bien comment elle établit Péquilibre , lors-
que d’ailleurs, conformément a la premiére condition
reconnue nécessaire , les deux forces et le point d’appui
sont dans un méme plan. En effet, ceci ayant lieu, les
deux forces F, , F, auront généralement une résultante
que nous désignerons par R ; et, si nous appelons aussi
lalongueur dela’perpendiculaire menée du centre Csur

: 10
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sa direction, on aura, en appliquant ici le corollaire
du § 52, pege 61,
Rr=F,r, 4 F,r,.
Si donc Péquation (1) est satisfaite , il en résultera
Rr=o;

ce qui siguifie que la résultante R des deux forces F,, F,
sera nulle d’elle-méme, ou que r sera nalle; Cest-4-
dire qu'elle passera par le point fixe ; deux circonstances
qui en effet suffiraient séparément pour établir Péqui-
libre de la verge rigide a laquelle on suppose les forces
F,, F, appliquées.

Mais la supposition de 7 nulle offre seule une appln-
eation statique réelle. Car, d'aprés la construction qui
donne R dans les figures 81 et 82, cette résultante ne
pourrait étre nullesans que ses deax composantes F, F,,
ne fussent nulles individuellement, auquel cas le levier
ne serait sollicité par aucune force.

On voit aussi que, d’aprés ces résultats, le point d'ap-
pui supporte généralement tout P'effort de la raultanh
R, et doit par conséquent 'anéantir par sa résistance.
Cest aussi ce que nous avait donné notre premiére trans
formation géométrique des forces F, , F,.

105. Tout ceci suppose le point d’appni C abeola-
ment fixe sur la verge rigide a laquelle les forces F, , F,
sont appliquées. Mais si ce point, au lieu détre absolu-
ment fixe, était seulement arrété par un plan ou per
une hgnedronte, sur lesquels il pdt dailleurs glisser li-
brement , il ve suffirait plus pour I'équilibre que la ré-
sultante R des deux forces fat dirigée vers tui, il fau-
drait encore qu'elle fit perpendiculaire i la direction
du plan ou de la ligue fixe, afin qu'elle fit complitement
anéantic par sa résistance normale.
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106. Si, au lieu de déux forces appliquées A la verge
rigide, on en voulait concevoir un nombrequelconque,
le méme mode de transformation des forces employé ici
et dans le § 98 cenduirait encore aux conditions d’équi-
libre. On trouverait pareillement que le point d’appui
est pressé par la résultante de toutes les forces supposées
transporiées en ce point parallélement & eHes-mémes,
et Pon devrait en outre rendre nul le couple résultant
engendré par toutes ces forces. Cette derniére condition
serait seylement alors plus difficile & exprimer en gé-
néral, 3 moins que toutes les forces ne fussent dans un
méme plan avec le point d’appui, ce qui rendrait le
couple résultant égal a la somme algébrique des cou-
ples. partiels. Mais, dans ce cas et dans tous les autres,
celte condition reviendrait toujours a établir que toutes
les forces appliquées au levier fussent individuellement
nulles, ou donnassent une résultante passant par le
point d’appui supposé fixe; et, si ce point n’était pas
absolument fixe , mais limité dans ses déplacemens par
une ligne droite ou un plan, il faudrait encore que la
résultante des forces fat perpendiculaire a la direction
de ces obstacles , afin qu'elle pit étre détruite par leur
wrésistance. -

109. Jusqu'ici nous avons, pour plus de simplicité,
supposé la verge rigide non pesante; mais il est facile
de lui restituer cette propriété. En effet, Paction de
la pesanteur sur chacun des élémens de sa masse étant
verticale, toutes oes forces , ou poids partiels, peuvent
étre composés en une seule résultante qui sera le poids
total de la verge, et qui se trouvera appliqué a son
centre de gravité. Alors il ne restera qu'a faire entrer
cette force dans les conditions d’équilibre avec toutes
les autres, par la méthode générale de combinaison

exposée plus haut ; § 98, 102/

10..
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108. Ayant ainsi établi les lois de Péquilibre du e
vier d’'une maniére abstraite, considérons les applica-
tions pratiques que peut avoir un semblable appareil,
en nous bornant, pour plus de simplicité, au cas de
deux forces que nous avons résolu complétement.

D’abord, il est clair queles seules dispositions réali-
sables de ces forces, sont celles que représentent les f-
gures 81 et 82. Or, en y supposant la premiére condi-
tion de Péquilibre satisfaite, Cest-a-dire que lesdenx
forces F,, F, setrouvent dans un méme plan avecle
point d’appui, il est clair que le produit F, », pourn
égaler —Fry, ce qui est la secoirde condition de Péqui-
libre, sans que F, égale — F,; Pinfériorité relative dela
plus faible force pouvant étre compensée par Pexess
de la perpendiculaire r, ou r., a Pextrémité de laquelle
on peut la considérer comme appliquée, et que I'ona
coutame d’appeler le bras du leyier:

Par exemple, si F, est la puissance dont on dispose,
et F, la résistance qu'il faut vaincre ow balancer, et
que nous supposerons supérieure aF,, il n’y aura qua
lui opposer celleci, non pas directement , mais par
Pintermédiaire du levier A,CA,, en donpnant a F, un
bras de levier plus long qu’a F,. Car alors en augmen-
tant suffisamment cet excts de longueur, on pourra,
quelle que soit la force F,, non-seulement la balancer
avec F,, mais encore la vaincre.

On a sans cesse sous les yeux, dans les arts les plus
usuels, des exemples de pareilles combinaisons. Le ma-
gon qui veut soulever et renverser la masse M, fig. 85,
engage dessous P'extrémité A, d'une pince de fer qy'il
fait poser en C, sur une pierre un peu élevée au-dessus
du sol; et il presse en A, avec tout son poids jusqu'a
ce que la masse M soit soulevée. Cest précisément la
disposition statique de la fig.81; et la puissance exercée
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en A, est d’autant plas favorisée par la machine, que le
rapport de CA, a CA, est plus considérable. D’autres
fois, comme on le voit fig. 86, c’est le sol méme qui
sert de point d’appui. Alors la masse & soulever pése en
A,, et la force musculaire de ’homme, appliquée en
A,, pousse en sens comtraire. Cette disposition est
analogue a celle de la figure 82. Les manceuvres des
leviers dans Dartillerie offrent des exemples continuels
de semblables opérations.
On peut remarquer que, des denx forces qui réa-
gissent ainsi Pune cootre P'autre, celle qui a le plus
long bras de levier, et dont Peffort se trouve ainsi fa-
vorisé par la machine, est ausg celle qui parcourt le
plus de chemin, o dont le point d’application est le
plus déplacé quand Pautre ctde. Lors donc que I'on veut
économiser 'intensité de la puissance, comme cela est né-
cessaire dans presque toutes les applications mécaniques,
il faut lui domner les plus grands espaces a décrire, ce
qui faitfaire a larésistance de plus petits déplacemens; et
.au contraire, si Pon avait une grande intensité de puis-
sance & sa disposition, et que Pon voulat la faire servir
a produire de grands déplacemens sur des résistances
plus faibles, il faudrait appliquer la puissance le plus
prés du centre de rotation. On remarque une disposi-
tion pareille dans le mode d’spplication des muscles
qui font mouvoir, les unes autour des antres, plusicurs
parties des membres des étres vivans, par exemple, la
main et 'avant-bras de ’homme,
. 109. La balance représentée fig. 87, est un levier
droit & bras égaux , aux denx extrémités desquels on
suspend des plateaux D,, D,, dans lesquels on place
les corps dont ou veut comparer les poids.
L’appareil doit étre disposé de manitre que ses deux
moiliés, situées des deux cdtés du centre C, se fassent

~
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mutuellement équilibre lorsqw’il 0’y a rien dansles pla-
teaux; de sorte que, damns ce eas, la barre A A,, que
Ton appelle le fidzu de la balance, soit horizontsle.
Alors, si 'on veut. connaitre le poids d’un corps M, on
le place dans un des plateaux D, , par exemple, puis on
place dans Pautre D. les étalons de poids, clest-a-direles
kilogrammes, et parties de kilogrammes que Pon trouve
étre nécessaires pour ramener le fléau & Phorizontalité.
Ces poids réunis équivalent au. poids du corps M.
-- Geci suppose que la balance est primitivement réglée
eonformément aux conditions d’égalité établies plus
haut. Or, il est difficile de s’assurer qu’il en est ainsi,
et plusdifficile encoregde corriger Pinexactitude si elle
existe; mais on peut en éluder I'effet de la maniére sui-
vante.
- Ayant placé le corps M dans le plateauD,, - plamz
dans le platean D,, non pas les étalons de poids, mais
d’autres corps quelconques dont- quelques-uns soient
susceptibles d’¢tre divisés en trés petites parcelles, jus-
qu’a ce que vous parveniez dinsi & ramener le fiéan
A,CA, a Phorizountalité. Alors, 8tez le poids M du pla-
teau D,, et remplacez-le dans le méme platean par des
étalons de poids que vous ajouteres successivement jus-
qwa ce que le fléau redevienne de nouveau horizontal.
11 est clair que la somme de ces poids égalera exacte-
ment le poids du corps M, puisqu’elle produit de méme
Péquilibre étant placée dans les mémes conditions que
lui. Cette méthode des doubles pesdes est due a Borda,
et la somme des poids ou corps auxiliaires que Pon place
dans le plateau D,, pour faire équilibre au corps M,
s'appelle la tare de ce corps. -

110. La romaine , représentée fig. 88, est un levier
droit 4 bras inégaux, qui est surtout empluyé pour pe-
ser de lourds fardeaux.



DE STATIQUE. - - 151

- Les corps que Pon veut peser se suspendent i Pextré-
mité du bras le plus court CA, ; et on leur fait équi-
libre en susperidant & P'autre bras CA,L un poids cons-
tant P, dont on varie la distance au point d’appui C
jusqu’a ce que le fléau LA,CA, devienne horizontal : ce
que Pon reconnsit quand Panneai qui suspend le poids
mobile P, ne glisse pas de lni-méme, ou plutét n’a
pas de teadance a glisser, sur le bras CL. Des divisions
tracées sur le bras CL- indiquent le poids du corps M
<ui corréspond & chacune des positions du poids P.
Wdici comment ces divisions s'obtiénnetit.

Désignons d’abord par = le poids total dé la barre
LCA,, qui constitie le leviér seul , sins y comprendre
le poids P ni le corps M. Le poids 7z agira dans toutes
les pesées comme une force verticale appliquée au centre
de gravité de la barre, que nous supposerons placé a
une distance inconnue z du centre.

Maintenant, concevons que 'on suspende en A, Ves-
péce d’étalon en fonction duquel on veut que les pesées
soient exprimées; et représentons par p le poids d’un
de ces étalons qui sera, par exemple, le kilogramme.
Nommons / la distance constante GA,. Alors prome-
nant le poids constant P sur le long bras CL, marquons
1e point A, ot il faut le placer pour rendre le fléan ho~
rizontal, et représéntons la distance CA; par X,. 11 est
clair qualors lg levier séra en équilibre: en vertu de
son poids propre, et des deux forces verticales P et p
qui y sont appliquées. 1l faudra donc giren prenant
les signes de ces forces, conformément aux-conventions
du § 102, la somme algébrique de leurs momens sta-
tiques, relativement au centre €, soit nulle; cest-a-
dire que Pon ait

“mx 4 pl 4+ PX, =o.
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Maintenant remplagons I'étalon p par un autre plus
fort, égal , par exemple, a deux fois sa valeur; et mar-
quons de nouveau sur la barre CL le point ot il faudra
porter le poids constant P, pour opérer ce mnouvel
équilibre.

Soit X, la distance de ce second point au centre C;
on aura pour ce cas, comme pour le précédent,

msz 4 2pl 4+ PX, =o;

ajoutant de nouveau un troisitme poids p, puis un qua-
tritme, un cinquitme, et ainsi de suite, et marquant
toujours sur la barre CL les distances X, X,... X,, ou il
fautsuccessivement transporter le poids constant P pour
opérer Péquilibre, nous aurons cette série d’équations
pareilles aux précédentes, v

ms 4 pl 4 PX, = o.

mx <4 apl 4 PX; = o,
W+3PI+PX3=0,
= o,

mx + 4pl + PX;
n;s-l-r;pl-’-i‘x,.: 0;

et, en les retranchant successivement les unesdes autres,
a commencer par la premiére, il viendra

P4+ PX, — X, )=o,
pl+ PX3; — X, ) = o,
pPP+PX; —X; )=o,

pl 4+ PX, — X,_)) = o.
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Ceci nous montre que les différepces succcessives
X,—X,,X;—X,,X,—X3... sont gonstantes, puis-

qu’elles ont toutes pour valeur la quantité—%l , dont les

€élémens sont constans. De la, résulte la régle suivante.
Ayantsuspendu au bras CL’étalon p, et marqué le point
de la barre ol il faut placer le poids constant P pour
Péquilibre, remplacez p par un étalon ap, égal & n fois
sa valeur, et marquez de nouveau la place du poids P.
La distance des deux points ainsi obtenus sur la barre ,
sera X,—X,; et en divisant cette distance en z—1 par-
ties égales, chacun des points de division ainsi obtenus,
sera le liea du poids P, pour toutes les valeurs intermé-
diaires entre p et np. On pourra donc marquer a cha-
cune de ces divisions le poids correspondant; et, lors-
qu'on aura suspendu au bras constant /, une masse M
quelconque, il suffira de transporter le poids constantP,
le long du bras opposé jusqu’a ce qu’il opére Iéquilibre:
le nombre qui se trouvera marqué au point oi il s’ar-
réte, exprimera le poids du corps M en fonction de I'é-
talon p, d’aprés lequel on a déterminé les divisions.
Cetteregle, déduite de la différence des équations suc-
cessives, peut se vérifier immédiatement d’aprésla pre-
miere et la derniere, car en les retranchant Pune de
Pautre on en tire

(n—1) pi+P (X,—X,)=o,
d’oli Pon voit qu'en divisant X,—X, en n—1 parties
égales, le quotient sera égal a %l, ou a ladistance cons-
tante des points d’équilibre consécutifs.
111. Dans les applications précédentes, nous avons
toujours considéréle centre de rotation C, fig. 87 et 88,
comme absolument fixe; de sorte que la barre rigide
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qui forme le levier, et quel’on appelle fldau dans les ba-
lanees, nepit absolument que tournerautour de ce point.

Pour réaliser physiquement cette condition, il fau-
drait percer la barre, ou fléau, dans le point C, et
Iy faire traverser, soit par un axe rigide de méme dia-
thétrequePon fixerait sur desappuis invariables, soit par
un annean également rigide que 'on suspendrait &-un
point fixe avec toutle systéme du levier et des poids qu'on
y suspend. Or, les surfaces du trou, et de Paxe ou de Pan-
neau rigide ainsi en contact, éprouveraient, par I'effetdu
contact méme, une résistance a glisser et a tourner les’
unes sur les autres. Cette résistancs, que I'on appelle
frottement en Physique, génerait donc la liberté dela

- rotation autour du centre C; et méme Pexpérience

montre que son énergie augmente proportionnellement
au peids total qui presse les unes contre les autres les
surfaees en contact. De la résulte que le levier, supposé
accidentellement amené 4 ’horizontalité, pourrait rester
dans cetle position soas Pinfluence de poids qui ne se
feraient pas réellement équilibre; car il suffirait pour
cela que la somme algébrique de leurs momens stati-
ques fét, non pas nulle, mais inférieare au moment
statique de la foroe tangentielle engendrtée & la surface
intérieare du trou par le frottement. Cette canse d’er~
reur pouvant devenir ainsi d’une extréme ithportanee,
on s'est attaché a Paffaiblir autant que possible, en em-
ployant les moyens de suspension les plus propres a as-
surer fa liberté de la rotation. Par exemple, dans les
balances destinéesa des pesées délicates, au lieu de faire
traverser la barre du fléau en son milieu par un axe ri-
gide, on lui donne en cette partie la forme d'un coutéan
a tratichant ebtus, comme le représente la fig. 89; et Fon
fait reposer tout Pappareil pac ce seal tranchant, sur
pn plan horizontal formé de quelque matiere tres
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dure, aussi bien que le coutean lui-méme. Alors le
levier n’est pas complitement fixé en C; il y est seule-
ment arrété dans le sens vertical, de sorte qu’il glisse-
xait si on le tirait dans le sens de sa longueur avec une
force supérieure & celle que le frottement développe au
contact du tranchant du couteau avec son support.
Mais tout effort dans ce sens est une chose que I'onr évite
aveo grand soin, et qui ne se produirait dans les pesles
que si 'on amenait le fléau A,CA, dans une position
trés oblique & la verticale. Afin d’empécher tout acci-
dent de ce genre, on Limite la rotation du fléau, soit par
Pélargissement du plan du support, dont alors les bords
Parrétent, soit & Paide dé tiges de métal horizontales
E,E, attachées & des obstacles fixes, et dirigées perpen-
diculairement a la Jongueur du fléaun, tant au-dessus
qu’au-dessous delui. Il y a méme, dans les balances dé-
licates, des tiges métalliques verticales qui sont portées
sur la base de Pappareil, et qui, étant susceptibles d’un
mouvement ascensionnel, vont saisir par des fourchettes
le fidan et le souldvent lorsque I'instiuament n'est pas
mis en usage, afin que le tranchant du couteau ne s'é-
mousse pas pendant ce temps par la continuité de la
pression. Par un notif amalogue, on 4 soin de donner
au tranchant du couteau une forme plutét obtuse
qu’aigué, afin qu’il ne forme pas de sillon dans le sup~
port, et que son tranchant résiste davantage & aplatir;
deux effets qui auraient pour résultat inévitable d’aug-
menter considérablement ¢ frottement en G, et par con-
séquent de diminuer la sensibilité de la machine. Enfin,
pour n’omettre aucune précaution qui puisse contribuer
a Pexactitude, ori a soin, dans la méthode des doubles
pesées, de soulever le fléau par les fourchetles verticales
avant d’dter d’un des plateaux le corps dont on a fait 1a
tare pour le remplacer par les étalons de poids qui doi-
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vent produire le méme équilibre; et Pon redescend
doucement les fourchettes pour rendre le fléau libre
lorsque cette substitution a eu lieu. On agit ainsi pour
éviter les altérations que la diminution subite de la
charge de la balance, et son rétablissement également
subit, pourraient produire sur le contact du couteau
avec son support, et par conséquent sur leur frotte-

ment mutuel, si ces alternatives s'opéraient brusque-
ment.

Le Treuil.

112. Dans le chapitre X, nous avonsdonné en gé¢néral
les conditions d’équilibre d’un corps solide fixé par deux
points ou assujetti a ne pouvoir que tourner aatour
d’un axe fixe. Deux machines simples trés usitées dans
les travaux de force présentent cette disposition. L'une
est le treuil qui s'emploie dans P'exploitation des mines
et des carritres; Pautre estemployé dans la marine sous
le nom de cabestan. Il nous suffira presque d’en don-
ver ici la description; car leur théorie ne sera que
Papplication littérale des principes généraux que nous
avons établis dans le chapitre déja cité.

Un arbre cylindrique AB, fig. 9o, est terminé par
deux tourillons, également cylindriques T, T, les-
quels ont le méme axe, et sont ordinairement métal~
liques. Ces tourillons reposent sur deux supports fixes,
S,, S, également élevés au-dessus du sol , de maniere
que le cylindre soit horizontal et puisse seulement
tourner sur lui-méme. Une roue. OL, d’'un diamétre
~ plus grand que celui de Parbre, est fixée & celui-ci,
dans un plan perpendiculaire a sa longueur. C'est & la
circonférence de cette roue que l'on applique la puis-
sance dont on dispose, et que, pour plus de simplicité,
nous supposcrons dirigée dans le plan méme de Ja roue,
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suivant OF, tangentiellement & sa circonférence. La ré-
sistance est ordinairenrent un poids P, suspendu a une
corde dont I'extrémité est primitivement fixée au con-
tour de I'arbre, mais qui Penveloppe généralement d’un
certain nombre de tours, de sorte que le poids P, peut
étre censé agir suivant une direction verticale, tangente
a la circonférence méme de arbre au point M, o1 la
corde commence & se développer. Cet appareil admet
plusieurs autres modes d'application de la puissance et
de la résistance; mais ils reviennent tous , plus ou moins
immédiatement, & celui que nous venons d’expliquer.
Les conditions de Péquilibre, dans cette machine ,
s'obtiennent inrmédiatement par la méthode générale,
exposée dans le chapitre X. Concevons au centre C de
la roue, et par conséquent sur I'axe du cylindre, deux
forces auxiliaires Cf, C4¢, égales entre elles, ainsi qu’a
laforceF , et dirigées paralltlement a cette force, ensens
opposé. Effectuons une addition amalogue enc, centre
du cylindre, an point ol la corde fait autour de Tui
son dernier contour. Alors, au lieu des forces OF et
MP ouF et P, agissanten O et en M, perpendiculairement
aux rayons R, 7, de la roueetducylindre, on pourra con-
sidérer le systéme des mémes forces F et P, appliquées
respectivement aux points C etc de'axe, plusle systéme
des deux couples F¢, P =, agissans aux exlrémitésdesbras
R,r, ce qui reyient & deux couples situés dans les mémes
plans et formés par les forces FR,Pr,appliquées a I'unité
de ‘longueur. Or, les forces appliquées en C et ¢, sur
Paxe, sont immédiatement détruites par sa résistance,
conséquemment elles ne contribuent en rien a Péqui-~
libre. Celui—ci doit donc s%établir uniquement entre les
deux couples. Mais ces couples sont compris dans des
plans paralltles; on peut donc les remplacer par deux
autres couples pareils, situés dans un méme plan qui
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sera, si 'on le veut, celui de la roue ou celui de la sec-
tion du cylindre que le dernier tour de la corde em-
brasse. Ces couples étant réduits au méme bras, la con-
dition de leur équilibre sera, que la somme algébrique
des forces qui s’y appliquent soit nulle, €estvdndire que
Pon ait

FR 4= Pr=o,

pourva que Pon considére les forces F,P comme de
méme signe larsqu’elles tendent & faire tourner le
cylindre dans le méme sens, et comme de signes con-
traires lorsqu’elles tendent 3 le faire tourmer em sens
opposé. On voit par 'équation méme que cette dernitre
condition d’opposition est nécessaire pour Péquilibre;
car, si les forces P et F étaient de méme signe, les
distances R, r, devant aussi, par leur natyre, étre
toujours prises avec un signe commun , 'équation précé-
dente serait impossible a satisfaire. En admettant qoe
Popposition ainsi nécessitée existe, 'équation signifie que
le poids A soutenir et la force qui le maintient en équili-
bre, sont en rapport inverse des rayons aux extrémités
desquels leurs actionss’opérent. Ainsi, plusle rayondela
roue sera grand, comparativement a celui du gylindre,
moindre devra étre la puissance F pour faire équilibre au
méme poids. Mais aussi, par compensation , loraque Pan
voudra élever le poidsP, & aide d’une pareille machine,
plus la force employée. agira & Pextrémité d’yn rayon
considérable et plus le mouvement d’un point de la
circonférence de la roue devra étre grand, powr faire
monter le poids d’une méme hauteur.

Telles sont les conditions de Pégnilibre. Maintenant
si Pon veut connaitre les efforts exercés sur Paxe por
les forces p, £, il n’y a qu’a considérer d’abord que la
force p ou P, agissant en ¢, peut étre considérée comme
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la résultante de deux forces paralléles a sa direction, et
dont Pune serait appliquée en S, autre en S,, aux
points de contact des supports. D’aprés la loi de compo-
sition des forces paralléles la premiére aura pous

- €S,

valeur & S 5 1a seeonde, SS 5, ; de méme, la force f,.
t ] ¢ 3
ou F, appliquée en C, donne en S, la composante
et en S, F. CS.
S,S, ? * 788,

Lesdeux composantes relatives 3 chaque support étant
composées en une seule ,donneront la direction et l'in-
tensité de Ja pression totale 3 laquelle ce support get
soumis, et qu'il doit pouvoir soutenir paur ne pas se
yompre.

113. Dans ce qui préctde, nous avons considéré le
eylindre, la roue et la corde comme sans pesanteur,
Mais il serait facile de se rapprocher en cela des réalités.
Le poids de la corde, du moins celui de la portion dé-
veloppée, s'ajoute évidemment au poids P, et n’influe
de cette maniére, soit dans I'équilibre, soit dans
pressions. Quant & la roue etau cylindre, si on les sup=
posededensité uniforme, leur centre de gravité sera, pour
la premiére i son centre, pourle second sur son axe. Leurs
poids agissant en ces points , n’auront aucune influence
pour faire tournex la machine; mais il se distribyeront
comme pressions sur les supports S, S, et joindront
leurs composantesh celles qui proviennent de la décom-
position de F et P. Si,au contraire, ces deux corps ne
sont pas uniformément denses, et que leurs centres de
gravité respectifs soient hors de Paxe, leurs poids sup-
posés appliqués.a ces centres produiront de plus deax
couples, ppmlléles au couple Pr,et qui accroitront san
effort ou lui serqut contraires, selon qu’ils tendront &
faire tourner la machine dans le méme sens ou en seps
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opposé. Ainsi, généralement, ces nouveaux couples ajou
teront seulement 4 Péquation de Péquilibre la somme
algébrique de leurs momens statiques autour de l'axe
AB.

Mais, pour adapter complétement le calcul du treuili
Pétat physique des parties qui le composent , il faudrait
encore faire entrer dansles conditionsde son équilibre, la
résistance opposée a la rotation du cylindre par la fric-
tion des tourillons sur les supports, en S,, S,. Car cette
résistance doit étre vaincue, pour que le cylindre tourne,
dans quelque sens que ce soit. Or, on peut la considérer
comme une force appliquée tangentiellement au contour
des tourillons, dans un plan perpendiculaire a Paze,
avec cette particularité, de n’avoir pas,comme les aatres
forces, une direction propre et constante, mais , au con-
traire, dépendante et variable; étant toujours opposée
a celles des deux forces P ou F, qui Pemporterait sur
Pautre et ferait tourner le cylindre si la friction ne sy
opposait. Ce genre de variabilité dans la direction s'ex-
prime, dans le calcul, par une variabilité da signe de
la force par laquelle la friction doit étre représentée;
et cette force, n’ayant d'ailleurs d’action que pour ré-
sister a la rupture de P'équilibre, mais non pour faire
mouvoir le cylindre, il s'ensuit qu’elle compléte seule-
ment Péquilibre, en le rendant possible , toutes les fois
qae le couple résultant des forces actives Pr <+ FR, est,
non pas nul , mais seulement inférieur au couple opposé
quela friction fait naitre en agissant 1a surface des tou-
rillons. Nous nous bornons & indiquer ici cette extension
du probléme, sans nous y engager d’'uné maniére plus
spéciale; car nous ne voulions que faire eomprendre
généralement de quelle maniere la friction influe dans
les conditions d’équilibre, et comment elle doit étre in-
troduite dans les calculs qui expriment ces conditions.
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Le Cabestan.

114. Le cabestan, fig. 91, n'est autre chose qu’un
treuil dont I’axe est vertical, et dont la roue est rem-
placée par desleviers horizontaux AL, dont les extrémi-
tés libres sont poussées par des hommes. On Pemploie &
tirer des fardeaux mobiles, par exemple , des navires
vers un point fixe auquel le cabestan est attaché; ou
bien encore on érige le cabestan sur le navire, et I'on
hale celui-ci sur un point du rivage auquel on a atta-
ché Pextrémité de la corde.- Pour éviter d’accumuler
sur 'arbre AB toute la corde qui s’y enroule, a mesure
que la distance du point fixe au fardeau mobile diminue,
on n'attache pas Pextrémité dela corde d Parbre AB; mais
on lui fait faire seulement quelques tours sur sa sur-
face, aprés quoi un homme retire eonstamment 4 lui
Pextrémité libre; de sorte que son effort d’une part,
et la résistance de Pautre, serrant la corde sur Parbre,
y font naitre une friction suffisante pour l’empécher
de glisser; ce qui produit le méme effet que si elley
était attachée fixement. Du reste, il est évident que
cette machine n’est qu’un véritable treuil, et qu’ainsi
les conditions d’équilibre y sont les mémes.

Le Plan incliné.

115. Dans le chapitre X, nous avons donné générale-
ment les conditions de Péquilibre d’un corps solide
sollicité par des forces quelconques et contraint de res-
ter en contact avec un plan résistant. Nous allons main-
tennnt faire une application particulitre de cette mé-
thode a I'équilibre d’un corps pesant posé sur un plan
résistant incliné a F'horizon , et retenu par une force
unique, qui Pempéche de glisser le long de ce plan.

11
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Soit, fig. g1, ABDE le plan résistant , formant an
angle i avec le plan horizontal ABHZ%; représentons
par abdea’d'd’e’, le corps pesant de figure quelconque
qui repose sur le plan ABDE, et que nous supposerons
généralement le toucher en un certain nombre de
points. L’action immédiate de la pesanteur sur toutes
les particules de ce corps, se compose en une seule ré-
sultante verticale GP égale a son poids P, et appliquée
ason centre de gravité G; de sorte qu’en employant
cette résultante ainsi appliquée, on n’aura plus a con-
sidérer le corps que comme solide et impénétrable.

Soit M le point ou s’applique la force MF ou F qui
doit le retenir, et faire ainsi équilibre & la force P par
Pintermédiaire du plan ABDE, supposé indéfiniment
résistant. .

Pour trouver les conditions de cet équilibre, choisis-
sons sur le plan ABDE un point quelconque I dans
Pintérieur de Pespace qu’embrassent les points de con-
tact du corps; puis, appliquons en ce point deux forces
auxiliaires p, , opposées 'une & autre, égales entre
elles, et respectivement égales et paralléles & la force P.
Effectuons une opération analogue pour la force F. Ceci
ne changera ¢videmment rien aux conditions statiques
du systéme puisque les forces ajoutées s'entre-détruisent
mutuellement deux & deux. Mais alors, aulieu des deux
seules forces primitives P et F, on pourra considérer :
1°. le systtme des deux forces p, f, respectivement
égales aux précédentes, et appliquées au point I, les-
quelles se composeront en ce point en upe force unique
que nous représenterons par R; 2°. deux couples for-
més par les forces Px, Fp, agissant aux extrémités des
perpendiculaires menées du point I sur les directions
des forces P et F, lesquels se composeront en un couple
résultant unique dont le bras passera par le point I.
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Maintenant, la résistance du plan ABDE ne fait autre
chose que développer, en chaque point de Pespace -de
coatact, une force, dont l'intensité est a la vérité sup-
posée sans limite, mais dont la direction doit toujours
étre paralltle a la normale IN, et dirigée de bas en
haut dans le sens NI. Ainsi toutes les forces de ce genre
se composent en une résultante unique r, qui perce
aussi le plan dans Pespace de contact; de sorte que le
point I, ol Pon vient de transporter les autres forces,
peut étre supposé celui-la méme ou ce phénomene a
lieu. Alors, sans connaitre la résultante 7, et quelle que
puisse étre son intensité actuelle , on peut la concevoir
composée avec la premiére résultante R, ce qui donne
au point I une force unique R,, laquelle, avec le couple
résullant des forces P ‘et F, complétera tous les
élémens de I'équilibre. Or, la force R, ne pouvant
faire équilibre au couple, il faudra que Pun et Pautre
soient nuls séparément, c’est-a-dire: 1° que la force
R, soit nulle, ce qui exige que les forces P et F, trans-
portées & un méme point de I'espace, y donnent une
résultante normale au plan ABDE, et contraire a la
résistance de ce plan ou dirigée dans le sens IN ; 2°. que
le couple résultant des forces P et F, autourgip point I,
soitnul, ce qui exige que ces deux forces soient dans
un méme plan, passant par un des points I de Pes-
pace de contact, et que la somme de leurs momens
statiques soit nulle relativement a ce point, ce qui y-
fait passer leur résultante. Ainsi, en réunissant ces con-
ditions ala précédente, il faudra en définitive que les
forces P, F, soient dans unméme plan ; queleur résul-
tante soit normale au plan incliné, et qu'elle perce ce
plan dans un de§ points de Pespace de contact, en se
dirigeant de mani¢re a presser le corps sur le plan.
En effet, si cela a lien, on pourra toujours distribuer
1.,
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les résistances normales de manitre que leur résul-
tante r passe par le méme point-de cet espace et y
détruise Ja résultante R. ‘

116. Ceci connu, nous pouvons simplifier la figure
en coupantle plan incliné, ainsi que le corps solide, par
un plan mené suivant les forces P et F ; car la section
ainsi formée, et qui est représentée fig. 92, contiendra
toutes les forces qui doivent se faire mutuellement
équilibre. Le plan de celte section contenant la force ver-
ticale P, est lui-méme vertical, et passe par le centre
de gravité du corps pesant. De plug, contenant les deux
forces P et.F, il contient leur résultante qui doit étre
normale au plan incliné. Ainsi, étant & la fois perpendi-
culaire a ce plan et au plan horizontal, il P'est & leur
commune section; et il coupe Pun et lautre suivant
des droites dont P'obliquité mesure leur angle diédre,
C’est-h-dire Pinclinaison du plan oblique sur le plan
horizontal , laquelle a été désignée plus haut par i.

Alors, si nous prolongeons les directions des forces
MF, GP, indéfiniment jusqu’a ce qu’elles se coupent,
le point O ou elles se rencontreront, sera un des points
de leur résultante. Il faudra donc ensuite qu’en leur
appliqua parallélogramme des forces, cette résul-
tante setrbuve perpendiculaire a la droite AD, qu’elle
tombe dans I'espace de contact de la section ae, et
qu'elle soit dirigée vers I'horizon. Cette construction
est représentée fig, 93, et il est facile d’obtenir les con-
ditions analytiques qui en dérivent.

En effet ; puisque la composante OP est perpendicu-
laire 2 AH, et que la résultante OR doit, dans le cas
de Péquilibre, é&tre perpendiculaire a AD, il sensuit
que, dans ce méme cas, l'angle POR est égal a Pangle
DAH ou 4 i, inclinaison de AD sur horizontale. Si, de
plus, nous nommons « 'angle POF -des deux forces on
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Pangle formé par OF avec la portion de la verticale
inférieure au point O, Fangle ROF sgra e—i, et ce
sera aussi la valeur de PangleORP qui lui est égal.
D’aprés cela, si dans le triangle POR, formé par les
deux forces P, F etleur résultante inconnue R, on éta-
blit les relations trigonométriques qui lient ces di-
verses parties, ce seront les conditions mémes de
Péquilibre. Or, 1a proportion des sinus aux ¢dtés oppo-
sés donne o

F _ sini R _ _ sina
P sin(a—-i)" P " sin(e—3)

La premidre exprime la relation que les deux forces F
et P doivent avoir entre elles pour Péquilibre; la se-.
conde fait connattre Pintensité dela résultante en fonc-
tion de Puned’elles, ou si Pon veus, aussi en fonction de
I'autre, puisque leur rapport est connu.

117. 11 est sensiblé que, pour une méme intensité de
la force P, la force F qui retient le corps, devra avoir
des intensités inégales, selon qu’on la rendra plus ou
moins oblique au plan incliné. Suivons ces variations
dans la formule qui exprime le rapport de ces forces,
nous en tirerons ‘

) ‘= Psini ___Psina
sin(e—12)° ~  sin(e—i)
i étan® Pobliquité du. plan incliné sur Phorizon, nous
devons la supposer constante dans Tapplication qui
nous occupe, ‘puisque mous considérons toujours le
méme plan incliné. Cela posé, pour éprouver toutes les
directions possibles de F, rendons d’abord Pangle « nul,
ce qui fera coincider OF avec laverticale OP, fig.94, puis
faisons graduellement croitre cet angle jusqu’a une
circonférence entiére; nous aurons d’abord, « étant nul,
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Cest-a-dire qu’alors la force F qui retient le corps doit
étre égale  son poids total , mais dirigée en sens con-
traire, ce qui est en effet évidemment indispensable
pour Péquilibre dans cette position. En outre, nous
trouvons que, dans ce cas, la résultante’ R est nulle; de
sorte que la condition de sa direction vers Phorizon
devient indifférente ou peut &tre supposée satisfaite, ce
qui est en effet évident.

« n’étant plus nul, mais moindre que i, le dénomi-
nateur sin (4—:) reste négatif. Alors les équations (1)
montrent que la force ' doit, pour Péquilibre, rester
négative, c'est-a-dire avoir une direction contraire
celle que nous avons primitivement supposée dans les
fig. gt et 93, sur lesquelles nos formules sont établies.
Celte nouvelle construction se trouve effectuée, fig. o5.
Dans cette méme supposition, R se trouve aussi négatif,
c'est-a-dire que sa direction est.également intervertie.
Avec ces. modifications le triangle des forces est donc
possible. Cependant Péquilibre ne peut avoir lieu pky-
siquement si le corps pose sur le plan, comme nous
avons tacitement admis dans tout ce qui précéde; car le
signe négatif de R indique que cette résultante ne le
presse pas contre le plan, vers I’korizon , mais au con-
traire le tire de bas en haut. Pour que I'équilipre fit
physiquement possible avec ces valeurs, i} faudrait
que le corps pesant fit placé sous le plan ; car alors la
résistance de celui-ci pourrait anéantir la résultante né-
gative R.

Ce genre de solution subsiste tant que Pangle « est
moindre que i. Lorsque «=1i, la force F se dirige per-
pendiculairement au plao incliné, par conséquent sui-
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vaut la normale méme, qui doit étre aunssi ladirection
de la résultante commune des deux forces P et F. Cette
derniére condition devient donc alors impossible 4 rem-~
plir, & moins que la force P ne soit nulle, cest-a-dire 2
moins que le corps n’ait aucun poids. Cest aussi ce
quindique 'expression’ générale de F; car, pour cette
circonstance elle donne F infinie comparativement & P;
relation qui he peut se réaliser physiquement: 2 moins
que P ne soit nul. En effet, dans cette supposition,
toute valeur quelconque donnée a F. suivant la nor-
male, dans Pespace embrassé par les points de contact,
devient capable de fixer le corps non pesant sur le plan
incliné. ’

Lorsque » surpasse i, les valeurs de P et de R devien-
nent positives; Péquilibre est donc possible avec la di+
rection de forces primitivement adoptée dans la fig. 93.
Comme i est supposé. constant ainsi que P, la variation
de F ne tient qu’au dénominateur sin (s —3i);et par
conséquentla plus petite valeur que F puisse avoir ré-
pond & la plus grande valeur que le dénominateur
puisse prendre, ce qui arrive lorsque « —i=go°, d’od
sin (e—12)=1; ce qui est la plus grande valeur positive
que puisse prendre un sinus. Cette valeur domnant
«==go° 4~ i, et i étant angle POR, dans cette figure
fondamentale, on voit qu’elle rend OF  perpendiculaire

*a la normale OR, conséquemment paralltle au plan
incliné. Cette disposition est représentée fig. g6. Dans
ce cas, la valeur de la résultante R devient égale a
4P cosi; ce qui est pareillement évident, puisque
Pangle ORP se trouve droit, § §1.

1l y a une autre solution qui rendrait F également
petite, mais négative. Ce serait le cas ol Pon aurait
sin (2—37)=—1; d’olt #—i=270°, et par conséquent
.#=270°-i, Cette valeur de an’est donc que la précé-
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dente augmentée de 180°, et ainsi elle place encore F
sur une direction perpendiculaire & la normale OR,
fig. 97, ce qui la rend tonjoars paralléle au plan mchné.
Mais son signe négatif indique gu’alors som sens d’ac-
tion doit &tre contraire a celui quelui attribuaitla cons-
truction primitive de la fig. 93 ; et en effet, cette inver-
‘sion étant opérée, reproduit ahsolument la méme dis-
position statique du cas précédent. 1l est bon de remar-
quer que cette nouvelle valeur de , donne également
pour la résultante R, une valeur positive, et la méme
que dans le cas précédent,. c’est-a-dire -}~ P cosi; ce
qui tient & ce que « étant égal 3 270° 43, sin « de-
vient négatif et égal & — cosi en méme temps que
sin (w—:) devient égal a sin —sini, ce qui ne change
pas le rapport de-ces deux quantités.

Lorsque l'angle « surpasse go° -z, la force devient
de nouveau oblique au plan incliné; et, ce qui estdigne
de remarque, les valeurs qu’il lui faut prendre pour
Péquilibre sont, 4 obliguité égale, les mémes au-dessus
de cette limite qu’au-dessous. En effet, comparons deux
valeurs « et «” de Pangle«, qui offrent cette corres-
pondance entre elles, clest-a-dire qul sotent telles que
Pon ait

pour la premitre & ==go°® 4 i — x, -
pour la seconde &' =qo° + i 4 «x,
on en tirera d —i=go® — x,

« —i=gqo0° + x,
et en substituant ce§ valeurs dans les expressiofis géné-
rales de F etde R, on atira

l" €as. F .= P cOsf’ R = P 005(0--_-_1)- ,
Cosx Ccosx .
2° cas. F — P OOSL "R = P cOs(z-'-s)

cos X cosx



DE STATIQUE. . 169

Les intensités de la foree F nécessaires pour Péquilibre
. seront donc les mémes, comme nous Pavions annoncé
touta Pheure; maisleés intensités delarésultante R seront
différentes; et elles seront plus grandes avant qu’aprés
le parallélisme, parce que, pour une méme valeur po-
sitive de x, cos (i) est généralement moindre que
cos (i—ux). . )

On-concevra facilement ces résultats en jetant les
yeux sur les fig. g8 et 99, ol1 'on a réalisé les relations
précédentes des forces P et F, tant en intensité qu’en
direction. llest visible qae, d’aprés la construction méme
du parallélogramme des forces, la résultante OR est
moindre dans le cas dela fig. g9, que dans celui de la -
fig. 98, les intensités absolues des forces P et F étant
d’ailleurs supposées égales dans les deux cas.

Et si-Pon veut concevoir la raison statique pour la-
quelle il en est ainsi, il n’y a qu’a opérer ici comme
dans le § 44, c'est-a-dire décomposer les forces P et F,
perpendiculairement et parallélement & leur résultante
commune, et les remplacer par leurs composantes prises
suivaut ces deux directions; c’est encore ce que repré-
sentent les figures citées. Alorson voit que larésultante
est formée, dans la fig. 98, par la somme des compo-
santes normales Op, Of qui agissent dans le méme sens;
tandis que, dans la fig. 9o, elle Iest par la différence de’
ces mémes composantes qui agissent alors en sens con-
traire. D’ailleurs, dans un cas comme dans Pautre, cette
résultante normale est détruite par la résistance du plan
AD, de sorte que P’équilibre est établi par la seule op-
position des composantes paralltles a ce plan. Il faut
donc que ces dernitres composantes soient égales-entre
elles pour qu'it y ait équilibre. Or 'une, OY, est cons-
tamment égale 4 P cos POY, § 44,0u a P sz, etPau-
tre OZ, est égale a F cos FOZ ou F sin («—:). La condi-
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tion deP'équilibre doit donc étre
F sin (c-i)v=Psini,

ce qui est précisément la relation générale exprimeée
aussi par les équations (1), page 165.
Psine

) sin a-—-ﬁ
est aussi également d’accord dans les deux constructions.
En effet, en la calculant par la fig. g8, conforme a celle
sur Jaquelle notre formule générale est établie, R est
égale & la somme des composantes normales Op + Of,
ou P cosi+4Fcos (e—i); et en effet, si 'on reprend
notre expression générale de R, on pourra la mettre
sous la forme -

__ Psin(e—i4-5) . , Psinicos (e—i)
R= sin (x—32) cos i+ sin(e—32)
=P cosi + F cos(e—1i), . .

ce qui est précisément la méme valeur.

Nous avons insisté spécialement sur ce mode de dé-
composition, pour faire bien voir la portion de chacune
des forces P et F, qui agit dans Péquilibre, n’étant pas
combattue par la résistance du plan; et il est sensible,
comme nous le voyons, que cette portion active de
chaque force ne peut étre que sa composante paralléle
au plan incliné. ,

Il nous reste peu de chose a dire, pour achever la
discussion compléte des formules (1) : il suffitde suivre
les valeurs successives qui se trouvent donnéesa F et AR,
par les valeurs particuliéres de«,que 'on veut employer.
Nous ferons seulement remarquer, comme limite, le cas
ou Pangle « devient égal & 180%, ce qui rend la force
OF verticale, comme Paction du poids P lui~-méme ,
fig. 100. Alors nos formules générales donnent

L’expression générale de la résultante R,
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Psini ‘
= @B —p L R=o

c'est-d-dire que la force F doit étre totalement égale
‘aw poids P, qu'elle soutient ainsi tout entier i elle seule,
'sans que la résistance -du plan y contribue en aucune
maniére;; et c’est pourquoi la valeur de R, qui exprime
genéralement la pression que le plan supporte »se trouve
alors égale a zéro.

D’aprés tout ce qui précéde, on voit que l’eﬂ’et du
plan incliné, ‘dans Péquilibre des corps pesans, con-
siste a supporter la portion de leur poids, qui est repré-
sentée par la composante normale au plan, et de dimi-
nuer ainsi leur effort pour descendre le long du plan,
elﬁe réduisant & la seule composante qui lui est paral-
lIele; d’ont il snit que, plus Pangle i du plan avec
Phorizon est petit , plus cette derniére composante s’af-
faiblit, et plus en conséquence le poids peut étre facile-
ment retenu contre Peffort. oblique de la pesantenr.
L’inclinaison du plan offre donc le moyen de retenii
ainsi des corps pesans sur sa surface, et méme de les y
faire monter contre Peffort de la pesanteur, en n’em-
ployant pour cela qu’une force moindre que leur poids ,
et 'dautant moindre que Pinclinaison i est plus petite.
Mais aussi, plusla puissance dont on dispose aura d’avan-
tage par cette circonstance, plus il faudra qu’elle traine
le corps sur‘un long espace pour Pélever verticale-
ment d’une égale quantité; ce qui produit ainsi une
compensation entre la faiblesse du moteur que la ma-
chine permet d’employer et la prolongation qu'il faut
donner a son action pour faire monter un méme poids
d’une hauteur égale; résultat pareil a celui que le levier
nous avait déja offert et qui a également lieu dans tous
les modes possibles de transmission du mouvement.
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Dans tout ce qui préctde, nous avons supposé que
le plan incliné n’offrait an corps posé sur sa surface que
des résistances normales. Mais, dans la réalité pbyslque,
la seule pression exercée par un corps contre un plan, fait
paitre & leur surface mutuellede contact wn frottement
qui goppose avec une certaine énergie a tout mouvement
longitudinal, soit descensionnel, soit ascensionnel; de
sorte que, par Iintervention de cette circonstance, I’éqm-
libre peat avoir lieu sans que la somme des composantes
paralldles au plan incliné soit complétement nulle. Il
suffit qu'elle soit moindre que la résistance longitudi-
nale opposée par le frojtement mutuel des surfaces
en contact, guel que soit d’ailleurs le sens dans lequel
cette résistance doive s'exercer.

11 nous reste aussi un mot a ajouter sur.le dévelo'»
ment des résistances normales. Si le corps ne. touche
Ie plan qu’en un seul point, c’est évidemment en ce
seul paint que peut s'exercer la résistance, et que doit
passer la résultante R des forces actives qui sollicitent
le corps: ¢il y a deux points de centact, il n’y a qu'd
repnrtlr la résultante R entre ces deyx points, parle
principe ordinaire de la décomposition des forees pa-
ralleles, § 30, et Pon aura les résistances qui doivent
gengendrer en ces mémes points pour la détraire. Lors-
quity a trois points de contact, cette répartition est
encore facile. Car, si Pon joint ves trois-points: par
des droites qui limitent P'espace dans lequel la résul-
tante R perce le plan de contact, on peut d’abord lui
substituer deux cemposantes, dont Pune sapplique &
un des sommets de ce triangle, et Pautre au point de
la base qui se trouve opposé sur a méme ligne dreite;
aprés quoi cette seconde composante peut étre répartie,
comme tout a 'heure, entre les deux autres sommets.
Mais, si 'on suppose plus de trois points de contact,

S
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la décomposition de la  résultante R, et sa répartition,
peuvent s'effectuer d’une infinité de manitres, toutes
également admissibles; de sorte que la détermination
individuelle des résistances devient indéterminée, du
moins lorsque Pon suppose , comme nous I'avons fait,
le plan et le corps complétement rigides, ce qui, au
reste, n’a jamais lien dans la nature.

La Vis.

118. La machine appelée 7is, nest autre chose
qu'un plan incliné, tournant en spu'ale autour d’un
axe rectiligne : c’est ce que on comprendra aisément,
d’aprés sa génération.

Soit ABA'B, fig. ro1, un cylindre verhcal droit, a
hase circulaire, dont le rayon soit r, et la hauteur‘
quelconque Par les centres C, C’,de ses bases, menez
deux diametres AB, A'B’ ,paralleles entre eux, et prolon-
gez les horsdu cylindre d’une quantité égale au dévelop-
pement des bases ou a 247, » représentant le rapport
dela circonférence au diamétre,oule nombre 3,1415927.
Si I'on joint les points extrémes de ces prolongemens
par une ligne droite HH’, ce sera la hauteur du cylindre.
Divisez-la en un certain nombre dé parties égales, dont
% soit 1a longueur commune; et, prenant les mémes divi-
sions sur l'aréte BB, menez autant de paralltles M,m;
M,m,. . .. 3 la base BH. Enfin, menez aussi les diago-
nales BM,, mM,, mM3.... de chaque division de
BB’, a celle de HH', qui lui est immédiatement supé-
rieure. Toutes ces diagonales seront évidemment paral-
Itles entre elles; et leur inclinaison commune sur Pho-
rizontale BH étant désignée par Z, on aura pour toutes

MH h
tang i = 3 = amr

de sorte que P'inclinaison 7 sera connue.
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"D’aprés cette construction , le plan rectangulaire
BH H'B/, est le développement de la surface latérale
du cylindre. Si on Penroule sur cette surface en le
faisant tourner autour de Paréte BB, chacune des dia-
gonales BM,, mM,, m,Ms. ... se pliera pour s’appliquer
sur lui aussi bien que la base BH ; et cette rotation ne
changera rien ni & 'horizontalité de BH, ni a Pinclinai-
son des élémens obliques des diagonales sur cette base.
Mais BH étant égal a 2#r, ou au développement de
la circonférence du cercle du rayon r, il est clair que
chaque diagonale dont ce développement est la projec-
tion horizontale, fera, comme BH, un tour entier sur la
surface du cylindre; c’est-a-dire que le point M, , apres
J’enroulement, rejoindra m,; de méme M., rejoindra
my ; M3 rejoindra ms;, et ainsi de suite; de sorte que le
systtme de toutes les diagonales, ainsi enroulées,
formera sur la surface du cylindre une courbe con-
tinue , dont chaque élément fera avec sa projection
horizontale , un angle constant i. Une telle courbe
g'appelle une kélice, et elle constitue réellement une
ligne inclinée courbe, formant avec horizon un angle i.
Conséquemment, si 'on suppose qu’un point matériel
pesant M, y soit posé et abandonné a lui-méme, il
devra descendre le long de T'hélice, par Peffort de la
pesanteur; et, si son poids est P et qu’on veuille le retenir
par Popposition d’une force MF ou F, dirigée dans le
plan vertical de 'élément curviligne, sur lequel le poids
P repose, en supposant que cette force forme un angle
" &, avec la verticale, la condition de I'équilibre sera,
comme dans le § 116,

Psin: Psine

(l) F=;inl_(_——_5)’ B=s—i!-l(T:i$.

La valeur de R représente la pression normale, |
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exercée sur Phélice par la résultante des deux forces P
et F. 1 faut de plus se rappeler que angle i est donné
en fonction du contour du cylindre et de la hauteur des
divisions de Paxe, que 'on appelle le pas de Uhélice , au
moyen de la formule

tang: = o

119. Dans les usages pratiques, la direction de la
force F est ordinairement horizontale. Nous nous bor-
nerons en conséquence & considérer spécialement ce cas.
Alors Pangle « devient égal & 9o°, ce qui donne

.__Pa P

(2) - F__P.tang;_.-z—'_;, R_a:;-i.

Résultats dont Pévidence peut étre aisément vérifiée
d’une maniére immédiate, sur la figure 102.

En outre, la force ou puissance dont on dispose ne se
trouve jamais appliquée immédiatement au point M de
Phélice, fig. 101. Oa la fait presque toujours agin sur
ce point par lintermédiaire d’un levier LO, dont le
point d’appui est placé en O, sur Paxe du cylindre, la
puissance f étant appliquée horizontalement & Pextré-
mité L. Pour effectuer cette transformation, il n’y a
qu’a placer d’abord au point O de Paxe deux forces
auxiliaires f, ¢, de directions contraires, égales entre
elles, et de plus égales ainsi que paralldles 3 la force F.
Alors, au lieu de celle~ci, on pourra considérer, 1°. son
égale f ou F,appliquée au point O de Paxe; 2°. lecouple
formé parles forcesF, ¢,appliquées perpendiculairement
au bras 7, ou, ce quirevient au méme, le couple formé
par les forces Fr appliquées a I'unité de longueur. Mainte-
nant, si Pon veut remplacer ce dernier couple par un
autre équivalent formé sur le bras LO ou I, il n’y a
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qu'a représenter par F’ les forces qui doivent cons-
tituer celui-ci, et la condition de I'égalité des momens
statiques, § 88, donnera évidemment.

Fr="F/|, d’od F= l:—;ﬁ.

Cette expression doit donc étre substituée au lieu deF,
dans les formules (2). En tirant la valeur de F', on
trouve que le rayon 7 du cylindre disparait et il reste
,_Ph
F= o

Cest-a-dire que la puissance horizontale F’ est au poids
vertical P qu’elle doit retenir, comme la hautear 4 du
pas dela vis est a la circonférence 2a/ que la puissance
F’ tend & décrire. Cette condition définitive est donc la
méme que si le poids P était pos¢ sur une hélice de
méme pas que I'hélice primitive, mais décrite sur mn
cylindre du rayon Z; ou -encore, sur une hélice dout

. . . . h
Pinclinaison & I'horizon aurait pour tangente o
~ vz

lieu de 2% 11 est visible, en outre, que 'axe du cy-
lindre se trouve pqusﬁé en O par une force‘hérizon-
tale F, égalea :7}:- , ou P tangi, laquelle est ¢’autant

plus énergique que I’hélice g'éleve plus rapidement.
120. Maintenant concevons un triangle quelconque
abc, fig. 103, dont la base ab soit égale a la hauteur k
des pas de I'hélice; et placons-le verticalement dans un
plan mené par Paxe du cylindre, de maniére que sa base
ab coincide avec une des arétes génératrices. Pais faisons
tourner le plan diamétral avec le triangle autour du cy-
lindre de la fig. 101, en assujettissant les points a et ba
¥



. DE STATIQUE. ' 197

monter sur sa surface suivant Phélice décrite par les
diagonales BM,, M\M,, M,Ms. .. .. , etc. Dans ce mou-
vement, tous les points du tnangle décriront évidem-~
‘ment des hélices de pas égal, qui pourrontétre considé-
rées comme tracées sur autant de cylindres de différens
diamétres, ayant tous CC’ pour-axe. Cette construction
engendrera Pespéce de surface courbe que I'on appelle
une vis triangulaire , fig. 104, et le triangle générateur
en est ce que Pon appelle le filet. Quelquefois ce trianigle

est remplacé par un rectangle abde, fig. 105, situé.de
méme dans un plan diamétral, et mu de la méme ma-
niére. La surface ainsi engendrée s’appelle alors une vis
rectangulaire, fig. 106 : généralement sa dénomination
est établie d’aprés la forme du filet génératéur.

Au lieu du cylindre plein ACBA'C'B’, fig. 101, con-
cevons un eylindre creux de méme diamétre intérieur,
qui lui soit concentrique : puis, ayant placé le filet géné-
rateur autour de ACBA'C'B’, pour lui faire engendrer
la vis, supposons qu’en méme temps ce filet crense satrace
dans le cylindre plein extérieur. Il y formera une em-
preinte qui offrira en creux la méme surface que la vis
offre en relief. Cette surface enveloppante est ce que 'on
nomme #écrou: Nous en verrons tout i Pheureles usages;
pourle moment, rous nous bornerons & direqu’en géneral
on donne & Pécrou une hauteur totale moindre qu’a la
vis, qu'il enveloppe seulement dans un petit nombre de
tours, comme on le voit en EE, fig. 104 et 106. Alors,
on peut faire parcourir i Pécrou toute la longueur de
la vis, en le faidant tourner autour de son axe; et il
monte ainsi, oudescend, selon qu’on le tourne dansle
sens qui lui fait décrire l’héhce en montant ou en des-
cendant syr elle. ’

121. Maintesant , laissant toujours la vis verticale,
concevons ‘que la matidre de Pécrou soit pesante, et

12
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ajoutons-y méme un poids additionnel également ver-
tical. Le poids total, que nous exprimons par P, se répar-
tira sur tousles points de contact par lesquels la surface
creuse del’écrou repose sur la surface saillante des filets;
etainsi, chaque élément superficiel des filets se trouvera
pressé verticalement par une petite force p qui représen-

‘tera la portion correspondante du poids total P. Consé-

quemment, si Pon veut faireéquilibre i ce poids partieli
Yaide d’une force horizontale appliqgnée & Pextrémité
®un levier de la longueur Z, P'intensité de cette force ou
puissance devra, d’aprés ce qui précgde, &tre égalea
ph

2wl’
Or, cette hauteur est la méme gour tous les points de
la surface des filets saillans ou creux; ainsi, en suppo-
sant tous les poids partiels retenus par autaut deé bras
de levierde lalongueur 7, Pexpression*de la puissance
propre a chacun d’eux conservera toujours le rapport

h étant la hauteur du pas de Phélice génératrice.

b comme facteur constant. Mais I'écrou étant solide,
i g

Peffort de chacune de ces puissances pour le faire tour-
ner restera le méme, quel que-soit le point de son con-
tour olrlon insére le levier, pourvu que 1a longueur du
bras demeure la méme, ainsi que I'intensité de la puis-
sance et la direction relative de sonaction sur le-contour
du cylindre. Fransportant donc ainsi tous les leviers par-
tiels sur une méme ligne diamétrale, les forces ou puis-
sances horizontales, qui les sollicitent rpendiculaire-
ment,se réuniront en amne seule résulta&te égale & leur

T A
somme,c est-a-dire  lasomme de toutesles quantités f—- )
1 g

laquelle deviendra ainsi PI;, P étant le poids.tot,a] de
Pécrou et de la charge verticale qui y est ajoutée.
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Nous venons de supposer la vis fixe, et Péorou libre
de se mouvoir autour d’elle. Si I'on voulait sapposer au
contraire Pécrou fixe et la vis mobile, avec Paddition
d’une force qui la solliciterait dans le sens de son axe,
les relations de cefte force a la puissance horizontale,
nécessaire pour lui faire équilibre, seraient exactement
les mémes. C'est ce qu'il est aisé de vérifier, en repre-
nant la méme série de raigonnemens pour cette nou-
velle hypothése. Mais on peut le conclure immédiate-
raent de'ce que les surfaces de Pécrou et de la vis étant
en contact continu et complet, toute force qui sollicite
les élémens d’une de ces surfaces, se transmet aussitdt
A chaque élément contigu de Pautre sans rien perdre de
son intensité, et &’y décompose de la méme maniére;
d’otr il suit que les composantes détruites par la résis-
tance de la surface fixe, et les composantes que la puis-
sance doit équilibrer, somt les mémes dans les, deux
cas, seulement avec des directions absolues contrau'es
dans l’espace .

122. On voit, par ce qui précéde, qu'une force mé—-
diocre F’ appliquée a Fextrémité du levier /, peut exer-
cer,dans le sems de Paxe ‘de la vis, un effort P trés consi-
dérable; d’autant plus considérable que le levier est plus
long, et la hauteur du pas de vis moindre. Cette
priétérend la vis d’une utilité contmuelle dans les firts
héeahiques.

Par exemple, veut-on presser avec beaucoup de
force des corps mous, tels que des papiers; des Tinges
ou des plantes? On construit avec des pitces.de bois
un chissis solide ABSE, fig. 107, dans lequel AB repré-
setite une table &paisse capable d’une grande résistance.
'ET est une dutre table pareifls, mais mobile verticale-
ment entre Jes supports SA,, SB. La pidce supérieare
SS est une barre épaisse, pnereée em son-milieu d’sn

12..
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écrou qui se trouve ainsi faire corps avec les sup-
ports. Dans cet écrou entre une vis OV dont la
téte O, terminée par un tourillon métallique #, tourne
librement dans un trou percé sur la planche mo-
bile TT. '

Maintenant, si Pon fait tourner la vis autour de son
axe par le moyen d’une force ou puissance horizontale,
appliquée perpendiculairement 4 Pextrémité du levier
OL, il est clair que, selon le sens de cette rotation,
la vis montera ou descendra dans son écrou, en entrai-
nant ou poussant la table mobile TT. Donc, dans ce der-
nier cas, il existe des corps compressibles dans Pes
pace ABTT, la force F', appliquée au levier 4 produir;
sur eux une pression P dont la relation avec F' sera,
comme lout a Pheure,

, Ph . axIVl
.F'=2—7;-l’ d’otr P=Lh_'

Si la longueur Z du bras de levier est trés grande par
rapport a Ja hauteur % du pas de la vis, la pression
ainsi exercée par une force médiocre F’, pourra deve-
nir énorme. Les presses d’imprimerie, les balanciers
qui servent a frapper les monnaies, et une foule d’au-
tres applications mécaniques sont fondées sur ce pro-
.cédé. '

123. Mais la vis accompagucée de son écrou, a encore
un autre genre d’utilité dont nous n’avons pas dd parler
jusqu’ici, parce quil est fond¢ sur Padhérence physique
qui gétablit entre les surfaces en contact de I'écrou, de
la vis et des corps auxquels on les applique, lorsqu’on
les serre fortement. Par exemple, veut-on fixer Pune a
Pautre deux piéces de bois ou de métal, A, B, fig. 108
On les perce toutes deux d’un trou circulaire, dans
lequel on fait passer la pitce métallique VV’ appelée
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boulon , donl la partie située vers V, est un cylindre a
téte plus large que le trou, et 'extrémité V' est travaillée
en forme de vis. Aprés que cette extrémité est sortie de B,
on y place P'écrou par le bout V’; puis on le tourne a la
main jusqu’a ce qu’il arrive au contact de la piece B, en
ayant soin de maintenir la téte V fixe, pour que le bou-
lon ne tourne point-sous le frottement de Pécrou. Quand
latéteV, ainsi que Pécrou E, sont arrivés au contact avec
A ¢t B, on continue de faire marcher Pécrou autant
que possible, en le tournant par force avec la piece CC/,
qui est un véritable levier et que I'on appelle une clef.
L’effort F’ ainsi exercé sur I'écrou, produit dans le sens
de Paxe de la vis une pression énergique P qui com-
prime momentanément les piéces A et B et les serre
Pune contre Paatre. A: la vérité, lorsque 'on cesse de
tourner le levier, la réaction élastique des deux pidces
reproduitle méme effort P ensens contraire; c'est~a-dire
qu’elle tend a faire glisser obliquement les filets de ’écrou
sur le plan incliné que forrhent les filets ‘de la vis avec
lesquels ils sont en contact, ce qui aurait pour effet de
détourner 'écrou et de détruire le serrage. Mais la fric-
tion qui s'est établie sous la pression P, entre les sur-
faces.des filets de l'écrou et du boulon, jointe & celle
qui. Soptre également entre la surface plate de la
téte de Pécrou et la pitce B; s'opposent & ce que écrou
se tourne et empeche Pécart des deux pitces, qui
demeurent ainsi fixées l’une & Paytre avec beaucoup
d’énergie.

124. Dans cette opération, Pécrou est mobile et la
vis fixe; mais on peut également employer la dispo-
sition inverse, comme on le voit fig. 109. Pour cela,
on commence par percer la pitce A d'un trou cylin-
) dnque qui traverse toute son épaisseur, et qui est des-

tiné a laisser passer le boulon VV’. On prolagge ce trou
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dans une partie de Pépaisseur de B, du coté de la face
be, qui doit étre en contact avec A, et Pon donme a
ce prolongement assez de profondeur pour que le bou-
lon VYV’ puisse se loger tout entier dans les deux pieees.
Il ne resta plus qu'a fixer P'écrou EE dans la pidee B;
pour cela on agrandit carrément le tron cylindrique
fait dans cetle pidce, de maniére 2 lui denner préc-
sément la largeur nécessaire pour reeevoir I’écron a une
certaine profondeur, en conservant son axe dams Faxe
du cylindre. Au-dela de cette profondeur, on laisse au
trou cylindrique ses premidres dimensioms. Quand
Pécrou est logé dans Pouvertare carrée ainsi pratiquée
pour le recevoir,on I’y retient en la bouchantau dehors,
par Pintroduction d’'un moreeaun de bois ou de métal
de méme dimension, que Pon 'y fait entrer par force,
en pratiquant ou réservant a son cenfre le tram cylin-
drique nécessaire pour laisser passer le boulon. Cala
fait, on replace les pitces A et B I'une contre FPautre,
et I'on intreduit le boulon VV’ par la premidre, jus-
qu'a ce qu'il rencontre Pécrou EE; alors on I'y en-
gege en le tournant, d’abord & la main, en retemant
les pitces A et B. Mais lorsqu’il est assez emfonoé pour
que sa téte V touche la pitce A et y fasse naitre une
friction qui rend ce mouvement plus diffieile , on le
continue en agissant sur-la téte V de Pécrou par le
moyen d’une clef qui £’y emboite parfaitement, co qui
donne ainsi 4 la main Pavantage du levier. On oblige
ainsi les filets du boulon en V’ 4 s'engager de plus en
plus dans Pécrou, et & letraverser totalement, en pro-
duisant une pression P trés énergique dans le de
Paxe, ce qui serre fortement les piéces A et B Pune
contre P'autre. Quand on cesse d’agir ainsi sur la téte V
du boulon, c'est le frottement de cette tite contre la
pitce A, aussi bien que celui-des filets de Péerou et
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de la vis enlre leurs mutuelles surfaces , qui empéchent
la réaction- élastique des deux pitces de détourner le
boulon et de détruire le serrage. La vis employée de
cette mamiére s'appelle boplon ¢ écrou perdu.

125. Lorsque la pidce A n’a que peu d'épaisseur,
par exemple, lorsque 'on veut fixer une simple planche
de bois ou une plaque métallique sur la -pitce B, on
creuse Pécrou dans le corps méme de cette pitce; et
si ele est en hois, on fait cette opération avec la vis
méme. Alors on emploie la vis & filets triangulaipes,
représentée plus haut, tig. 104, et que Fon appelle
vis & bois. On leur donne un filet trés mince et un peu
coupant, pour qu'elles puissent creuser plus aisément
leur place; "par le méme motif, on leur donne upe
forme légtrement conique; enfin, lears filets sont trés
espacés, pour que lassemblage des fibres du bois com-
prises entre deux filets consécutifs, ait assez de consis-
tance pour t résister & Peffort que la réaction élastique_
des deux pleces fait pour les briser, Quant a la maniére
. d’en faire usage, il suffit de pratiquer dans la piéce B,
fig. 110, un trou cylindrique d’un diamétre plus petit
que le diamétre de la vis, y compris son filet. On le
fait gorrespondre & un autre trou d'n plus grand
diamétre, qui traverse A de part en part. Cela fmt,
ou engage Pextrémité de la vis dans la pitce B; puis,
au moyen d’un instrument TL, nommé. lournevis,
que l'on tient a la main, et qui s'inserre dans la téte
de la vis, on force celle-gi a tourner et & creuser sa.
trace dans la piéce B. D’aprés la définition que nous
avons donnée de Pécrou, on voit que, dans cg cas, la
‘picce B devient un véritable écrou; et Peffet produit
par la rotation de la vis sur son axe sera encore, comme
dans le cas du boulon & écrou perdu, de rapprocher
la pikoe A de B. Si le bois de oette dernitre est d’une
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nature compacte, on peut fixer trés sohdement k
pitce A de cette manitre. )

126. On emploie encore les vis a écrou stationnaires,
lorsque la piéce B est elle-méme métallique; mais alors
la dureté du métal ne permet plus deleur faire creuser

.leur écrou elles-mémes. Dans ce cas, on commence
encore par pratiquer dans la pidce B, au moyen d’un
Joret, n trou cyhindrique d’un dmmétre un peu plus
grand que le diamétre intérieur de la vis. Puais ony
introduit une vis conique de méme pas en acier, dont
les filets ont été échancrés & la lime, de distance en dis-
tance, et ensuite trempés fortement. Cette vis, ainsi
disposée, se nomme un zaraud. 11 est facile de se
rendre raison de la disposition des entailles pratiquées
dans ses filets. Elle a pour but de mettre 2 nu ces filets,
précisément dans la position que nous avoms donnée,
§ 120, au filet générateur pour décrire la vis et Pécrou;
de plus, elle les rend assez coupans pour qu’ils pmssent
creuser lear trace dans le trou cylmdnque et enlever
toute la portion du métal qui s’oppose a entrée du ta-
raud dans ce trou. Pour vaincre la résistance qu'offre
Ia cohésion des molécules du métal, on introduit.la téte
du'taraud dans un trou percé au centre d’un levier bras
trés longs, nommé tourne-d-gauche; puis, en appuyant
fortement sur les bras de ce levier et les faisant tourner
alternativement a droite et 4 gauche, on force le taraud
a tracer d’abord une hélice surr lasurface intérieure du
trou cylindrique. En répétant la méme manceavre et
engageaut de plus en plus le taraud dans le

creux, on approfondit successivement cette premiére
trace, et on parvient enfin a reproduire en creus, dans
la pitce B, le mémé filet que celni du taraud. Or, comme
nous avons supposé que ce filet était le méme que celui
de la vis que Pon veut employer, il s'ensuit que la
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piece B peut servir d’écrou a cette vis. Par conséquent,
sila piece A est percée d’un trou assez grand pour que
la partie cylindrique de la vis puisse y passer librement,
on peut en engageant le filet de celle-ci dans le filet creux
de B, et ensuite la tournant autant que possible, faire
adherer les deux pitces métalliques A et B.

Cettederniére maniére d’employer la vis est trés usitée
dans les ateliers militaires : on s'en sert, par exemple,
pour fixer sur les platines des armes a feu toutes les
pieces détachées de la batterie, telles que le chien , les
ressorts, la noix, ete. Il est bon de remarquer que, dans
ces opérations, Peffort exercé par le tournevis sur la
téte de la vis, pour la faire tourner , produit précisé-
ment Peffet d’un couple dont Paction sur Paxe de la
vis est nulle ; au lieu que , lorsque 'on tourne la vis ou
son-écrou , & Paide d’une clef, comme dans les § 123
et 124, Peffort exercé sur. Pextrémité de cette clef se
transmet tout entier a Paxe, comme on le voit aisé-
ment par la transformation employée dans le n° 122.
Ce second mode d’action exige donc que Pon soutienne
les pitces mobiles contre cet effort; et il pourrait, en
outre, casser la vis, s'il n’était pas convenablement
modéré.

Les Cordes.

. 129. Les cordes, telles qu'on les emploie dans tous les
arts mécaniques, sont formées par Passemblage de fibres
végétales réunies ensemble par la torsion. Or, la fibre
la plus fmedu lin ou du chanvre n’est jamais complé-
tement flexible, et elle acquiert encore plus de raideur
lorsque plusieurs. de ces brins sont tordus ensemble
pour former des fils, puis ces fils réunis en grand nombre
ct tordus ensemble de nouveau pour former des cordes.
Alors un pareil systéme ne se laisse pas plier dans tous



186 NOTIONS ELEMENTAIRES

les sens sans résistance, et il résiste d’autant plus qu'il
est plus gros.

Cette propriété a une telle influence dans les usages
pratiques des cordes, surtout de celles qui ont un fort
diametre et que Uon appelle des cdbles, que Pon doit tou-
jours considérer une grande partie de la force dont on
dispose comme employée uniquement a vaincre la
résistance qui en résulte; mais la considération de
cette résistance , dans les problemes de Statique ot I'on
emploie des cordes, les complique excessivement, et
surtout beaucoup plus qu’il ne nous est permis dele
faire ici. C’est pourquoi nous nous bornerons a considé-
rer les cordes comme de simples fils ou lignes mathé-
matiques sans épaisseur, parfaitement flexibles dansle
sens transversal, et tout-a-fait inextensibles daos le
sens longitudinal. Les résultats auxquels nous parvien-
drons dans cette hypothése, seront utiles comme of-
frant la limite abstraite de ceux que Pon peut considé-
rer dans la pratique; et ce sont dailleurs les seuls que
la Statique élémentaire puisse atteindre.

.128. Lorsqu’un nombre quelconque de forces appli-
quées en divers points d’une corde se font mutuelle-
ment équilibre, il y aura deux cas a considérer : 1°. ce-
lui ol la corde est tout-a-fait libre dans Pespace, et
seulement soumise a Pinfluence des forces qui agissent
sur elle; 2° celui ol ses mouvemens sont génés par
quelque obstacle fixe, dont la résistance Parréte dans
certain sens, et contribue ainsi a Péquilibre par la des-
truction de force qu’il peut opérer. Nous alloms-traiter
successivement ces deux genres de questions.

- 129. Lecas le plus simple de Péquilibre d’une corde

libre, est celui ol elle est tirée en sens contraire par
deux forces d'intensités égales, opposées en direction,
telles que les représente la fig. 111.
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Pour bie.n conceyoir, dans cette disposition, com-
ment les forces AP, BQ ‘se combattent par Pintermé-
diaire du cordon inextensible AB qui unit lears points
d’application, il faut décomposer par la pensée ce
cordon en upe infinité de parties trés petites, repré-
sentant les élémens matériels ou groupes de particules
qui forment le fil, et qui sont retenus ensemble par
leur attraction mutuelle, la méme qui constitue tous
les corps. Alors, pour représenter a la fois Pinextensi-
bilité du fil et sa parfaite flexibilité, il faudra considé-
rer chacun de ces élémens matériels comme une petite
verge rigide. pouvant tournér avec une liberté parfaite
autour de ses poiats de jonction avec les élémens ana=-
logues qui Pavoisinent, sans pouvoir, en aucune ma-
nitre, s'en séparer. Cela posé, si 'on "examine Pétat
statique de P'élément Az, qui est le premier vers le
bout libre A de la corde auquel la force AP ou P est
appliquée, on pourra, sans troubler cet état, appli-
quer  ses deux extrémités A, @, deux forces contraires,
agissant suivant la direction de la corde, et de plus
égales entre elles et a la force P. Celle de ces forces auxi-
liaires qui sera opposée 4 la force AP la détruira; ainsi
il ne restera & cousidérer que l'autre force auxiliaire
égaled AP, et agissant dansle méme sens & 'extrémité
a -du premier élément matériel. Cette force auxiliaire
se fransmet par contact 4 Vélément suivant ol on la
transporte au troisidme de la méme manidre, et ainsi
de suitejusqu'au dernier élément situé en B, ol elle se
trouve immédiatement détruite par BQ qui lui est égale
et divectement contraire.

C€est précisément de la méme maniére qu'il faut con-
cevoir dans les verges rigides la transmission des forces
appliquées a un point quelconque de leur masse, et
dirigées suivant leur longueur. Mais il y a cette diffé-



188 NOTIONS ELEMENTAIRES

rence entre les verges et les cordes, que, dans les verges,
les élémens matériels résistent-a toute force latérale qui
tendrait a les faire tourner autour .de leurs points de
contact successifs, et a changer ainsi la courbure de
la verge; au lieu que, dansles cordes supposées parfai-
tement flexibles, Ia plus petite force latérale peuty
produire une pareille inflexion. Et de la résulte qu’une
verge rigide droite reste en équilibre lorsqu’elle est
sollicitée 4 ses extrémités par deux forces égales et di-
rectement -contraires, qui agissent dans le sens de sa
longueur quel que soit le sens absolu de Pagtion de ces
Jorces ; cest-a-dire soit qu’elles fassent effort pour al-
longer la verge, comme dans la fig. 111, soit qulelles
tendent au contraire a la contracter, comme dans la
fig. 112, Mais le premier cas d’équilibre seul peut étre
réalisé, au moins physiquement, dans les cordes. Car,
si les deux forces égales et contraires AP, BQ, se trou-
“vaient dirigées de manitre & diminuer la longueur,
comme dans la fig. 112, Pinextensibilité attribuée a la
corde ne lui donnerait pas lafaculté de résister a cet
effort; et elle fléchirait sous I'influence des deux forces
jusqu’a ce que les deux points A et B vinssent se joindre
et se mettre en équilibre au contact. Il est vrai que,
dans le cas idéal d’une opposition complete des forces,
et d’une direction de la corde primitivement rectiligne,
on pourrait concevoir équilibre comme mathématique-
ment possible en vertu de Pincompressibilité des élémens
matériels dont la corde est composée; mais cecasn’aurait
jamais de réalité dans la nature, ol cetie supposition
d’une corde rigoureusement droite ne saurait jamais
étre admise. Or, la plus petite déviation de cette ri-
gueur idéale suffirait pour que la corde se fléchit. On.
exprime cette particularité, dans le langage mathéma-
tique, en disant que, dans le cas de lafig. 111, Péqui-
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libre de la corde est stadle , tandis qu’il est instable,
et ménf® physiquement inadmissible, dans le cas de la
fig.112.

“130. Ces notions préliminaires étant établies, con-
cevons un point matériel M, fig. 113, auquel soient
attachés fixement trois cordons MA, MB, MC, et qui
soit tiré suivant ces cordons par trois forces AP,BQ,CR,
ou P, Q,R, appliquées a leurs extrémités libres: on
demande les conditions d’équilibre de ce point.

D’abord la force AP ou P agissant en A suivant la
direction méme du cordon MA, transmet en M une.
force de traction précisément égale et dirigée dans le
méme sens. On en peut dirc autant des forces BQ, CR
ouQ et R, suivant leurs directiops respectives. Le
_ point M ce trouvant ainsi sollicité simultanément par
les trois forces.P, Q, R, que les cordons lui trans-
metient, il sera facile de trouver les conditions de son
équilibre. Car d’abord, deux quelconques des forces, P
et Q, par cxemple, peuvent étre composées en une
seule située dans leur plan. Sinous appelons R’ cette
résultante, il faudra qu'elle se trouve égale et direc-
tement contraire A la troisieme force R, ce qui exige
que celle-ci se trouve dans le plan des deux pre-
mitres. Donc, en résumé, pour que le point M soit  en
équilibre, il faudra : 1°. que les trois cordons qui le
tirent soient dans un méme plan; 2°. que chacune des
forces appliquées suivant ces cordons soit égale et di-
rectement contraire a la résultante des deux autres,
‘ce qui exige que leurs intensités soient entre elles
comme les sinus des angles opposés, § 41.

131.Concevons maintenint que, sur une corde flexible
et inextensible, d’une longueur-finie, AB, fig. 114, 0n ait
pris entre les deux extrémités A et B, un nombre quel-
.conque de points intermédiairesN,,N,,N;. . . . a chacun
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desquels, comme & autant de neeuds fixes sur la corde, on
ait appliqué des forces AF ,N.F,,NoF,....... ’irigées
arbitrairement dans l’espace, et représentées tant en
intensité qu'en direction par les droites que nous venons
de désigner.On demande les relations qui doivent exister
entre les intensités et les directions de ces forces, pour
que le systéme reste en équilibre de lui-méme.

Cette question, en apparence trés compliquée, se résout
aussi simplement que la précédente, en considérant
que chaque point de la corde, et méme de tout corps
quelconque en ‘équilibre, est généralement soumis 2
deux genres de forces, dont les unes sont celles qui lui
sont particulieremeant appliquées et les autres sont celles
qui lui sont transmises des autres points du systéme,
par l'intermédiaire des cordons ou des verges qui le
lient a ces points. Ainsi dans le cas présent, par exemple,
le nceud N, est sollicité immédiatement par la force F,,

qui s’y applique; et en outre il peut I'étre encore indi-.

rectement par les tractions que les autres forees, appli-
" quées en divers points de la corde, peuvent exercer sur
lui 4 Paide des 'cordons adjacens N,N,, N.N;. Mais ces
cordons étant Punique intermédiaire matériel par le-
quel le nceud N, communique avec les points du systéme
auxquels les autres forces s’'appliquent, aueune action
de la part de ces forces ne peut étre transmise sur
hui, que suivant leur direction rectiligne N,N,, N.N3.
Ainsi, quelles que puissent étre les tehsions de ces cor-
dons, Péquilibre du neud N, sera uniquement déter-
miné par leur influence, combinée avec celle de la
force F, qui lui est spécialement appliquée.

Cette force et les deux tensions devront donc satis-
faire aux relations d’équilibre d’en point isolé; clest—
a-dire que’leurs trois directions devront étre dams wn
méme plan, et que P'une quelconque d’entre elles devra

~-
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étre égale et directement contraire a la résultante des
deux autres. L’équilibre. de tous les autres nceuds sera
assujetti & des conditions analogues, entre les tensions
des deux cordons qui y aboutissent et les: forces qui y
sont appliquées spécialement.

Le méme principe donnera aussi les conditions d’é-
quilibre des cordons eux—mémes. Car, si I'on consideére
un quelconque M des points qui les composent, et aux~
quels nous ne supposons aucune force spécialement
appliquée, ’équilibre de ce point ne pourra résulter
que de I'équilibre des forces qui lui sont transmises du
reste du systtme suivant les deux portions de cordons
par lesquels il communique avec eux. Il faudra donc
que les tensions de ces deux portions, qui sont déja
dirigées sur la méme ligne droite, soient contraires ¢t
égales entre elles, pour que le point o elles se joignent
reste en équilibre entre leurs efforts.

Enfin, le méme principe de transmission des forces
donne encore les. conditions d'équilibre particulitres
aux points extrémes A et B de la corde. Nous disons
particuliéres , parce qu’elles ne sont qu’une modification
de la condition générale que nous venons d’établir pour

" les nceuds intermédiaires. En effet, considérons, par
exemple, Uextrémité A a laquelle Sapplique la force
AF. Le point A se trouve solficité par cette force et
par Paction indirecte que les autres forces F,,F,....
F., exercent sur lui en tirant le cordon AN,. Or, la
tension ainsi opérée sur ce cordon esl nécessairement
dirigée suivant sa longueur, puisqu’il est supposé en équi-
libre. Donc, pour que le point A soit aussi en équilibre,
il faudra que la force extréme AF soit dirigée suivant
le prolongement du cordon AN, et qu’elle soit égale et
de sens contraire & la tension que le cordon éprouve par
la réaction de toutes les autres forces F,,F,,... .F..
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Daas tout ceci, nous avons considéré les points A, N,,
N,,....B, comme sollicités chacun par une farce exté-
rieure unique. Il est évident que cette supposition ne
limite en rien la généralité du probléme; car, si plusieurs
forces étaient appliquées a chacun de ces points, on
pourrait toujours les composer, & chaque point, en une
seulerésultante qui représenterait les forces F, F,,. . .F,,
que nous venons de considérer.

Ces deux résultats, Cest-a—dire Péquilibre partiel de
chaque nceud, et Péquilibre partiel de chaque cordon,
déterminent toutes les particularités de direction, et de
forme et de tension du polygone faniculaire en équi-
libre , représenté fig. 114.

132. In effet, ils suffisent d’abord pour le construire
et pour ‘\éterminer la direction de toutes ses parties,
lorsque Pon donne les directions ainsi que les intensités
des forces, avec les longueurs des cordons inextensibles
par lesquels les noeuds sont liés les uns aux autres. Car,
placez, par exemple, Pextrémité A, a laquelle Sapplique
la force AF, enun point quelconque de Pespace. Puisque
la direction de cette force est donnée, celle du premier
cordon AN, le sera aussi, et méme sa tension, qui doit
étre égale et contraire i la force AF. Prenez donc, sur
le prolongement de FA, une longueur égale a celle que
ce premier cordon doit avoir; et le point ot elle se termi-
nera sera le lieu du nceud N,, auquel il faudra appliquer
la force F,, connue en intensité ainsi qu’en direction.
.Cenceud se trouvera alors sollicité simultanément par
cette force et par la force AF , transmise tout entitre le
long du cordon AN, comme dans la fig. 111 ; ou, ce qui
revient auméme, il se trouvera sollicité par la résultante
N.R, de ces deux forces. Donc, pour qu’il soit en équi-
libre, il faudra que la tension du cordon N,N,, par le-
quel il regoit la réaction des autres forces, soit égale et
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contraire a cette résultante; ce qui donne la direction
de ce cordon, el par conséquent le lieu du second nceud N,
qui le termine, puisque la longueur de ce cordon est
supposée connue. En poursuivant ce raisonnement, on
trouvera successivement le lieu du troisitme nceud , du
quatritme, et ainsi des autres, lesquels pourront n’étre
pas dans un méme plan ; et Pon obtiendra également les
tensions de tous les cordons qui y aboutissent, jusqu’a
Pextrémité B de la corde, ot la derniére force F,, devra
se trouver égale et contraire & la derniére tension. De
sorte que ce sera la, réellement, Punique condition i la-
quelle le systtme des forces devra satisfaire , pour que
Péquilibre dela corde puisse avoir lieu ainsi danslespace
sous son influence. .

Cette condition définitive, d’aprés la marche qui
nous a conduits a Pobtenir, semble renfermer les ten-~
sions des cordons qui entrent dans la formation des com-
posantes successives; mais en réalité elle n’en dépend
pas. En effet, reprenant la série des raisonnemens qui
précedent, nous avons vu que la tension R, du second
cordon N,N; est la résultante des deux forces F, F,,
transportée au nceud N,. Dela, cette tension et cette ré-
sultante se transmeltant au nceud Ny, résolvez-I'y de
nouveau en ses deux composantes primitives. Alors les
trois forces F,F,,F,,agissant en N,, douneront la tension
R, du cordon N.Nj; et cette tension a son tour, résolue
en N; dans ses composantes, se combinera avec la force
Fs, de maniére & donner pour résultante la tension R;
du cordon suivant. Le méme raisonnement continué
jusqu’a Pextrémité B de la corde, y produira enfin la
dernitre tension R,_, égale a la résultante des forces
précédentes, F, F, F,,...Fy_,; et cette derniére ten-
sion devant étre équilibrée par la derniére force F,, on
voit qu'en définitive il faudra Gue toutes les forces exté~

13
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rieures FF\F,.. .. ¥, qui sont appliquées aux divers
points de la corde libre, soient telles qu’elles se fassen:
mutuellement équilibre étant transportées aw mime
point d’application ; ou, ce qui revient au méme, que
Pune quelconque d’entre elles soitalors égale a la résul-
tante de toutes les autres. Cette condition est la seule qui
doive cxister entre les e&rces appliquées en divers points
d’une corde parfaitement flexible et inextensible pour
quelle puisse se tenir en équilibre dans Vespace par
Punique effet de leur mutuelle réaction.

133. La méthode de composition successive que nous
venons d’employer pour analyser la transmission des
forces suivant la longueur des cordons consécutifs , dé-
termine les intensités particuliéres des tensions que ces
cordons éprouvent. Ainsi, par exemple, le troisieme
cordon N.Ns de la fig. 114, se trouve tiré dans le seus
N;N,, par la résultante des forces F,F F,,, transportées
au point Ny ; et il Pest dans le senscontraire par la ré-
sultante de toutes les autres forces FsFy. ... F, trans-
portées au point N3. Ces deux résultantes se trouvent
égales et contraires Pune a Pautre, par la relation
d’équilibre établie précédemment entre toutes les forces.
En général , tout autre cordon offrira un résultat ana-
logue, c'est-i-dire que le m*, par exemple, représenté
par NN, se trouvera tiré dans le sens NN, _,/ par
la résultante de toutes les forces F,F,,.. .. Fn_, trans-
portées au point N,_,, et dans le sens contraire N,,_, Ny,
par la résultante aussi égale, mais contraire, de toutes
les autres forces Fum, Fny,....F,., transportées au
point N,,.

134. Dans le cas particulier ot les forces F, F,,
F,.....F,, appliquées & la corde, seraient toutes pa-
ralléles 4 un méme plan, les régles précédentes mon-
trent que le polygone formé par la corde en équi-
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libre, doit étre tout entier contenu dans un plan
parallele 2 celui-la. En effet, reprenons la figure 114
. avec cette condition particuliére sur la direction des
forces; et considérons d’abord le premier cordon AN,.
Nous savons qu’il doit étre situé sur le prolongement
de la force AF. Conséquemment nous pouvons, par
sa direction ou celle de AF, mener un plan parallele
au plan commun des forces. Ce plan, ainsi conduit,
contiendra le pointN,, auquel la force F, estappli-
quée; il contiendra donc la force F, elle-méme, qui
Iui est paralltle. Contenant ainsi F et F,, il contiendra
leur résultante, et par suite le second cordon N,N, qui
doit en étre le prolongement. D’aprés cela, il passera
par le point Ny augquel la force F, est appliquée. Mais,
contenant ce point, il renfermera la force F, elle-
méme, puisqu’il lui est parallele; donc il contiendra
le cordon suivant N,Ns, puisque ce cordon est opposé
a larésultante des trois forces F, F,, F,. Le.-méme raison-
nement continué ainsi jusqu’a la. derniére extrémité
de la cerde, améne de méme, successivement, chaque
cordon dans le plan mené par la direction de la pre-
mitre force parallélement & toutes les autres.

Si les forces F, F,...F, sont, non-seulement paral-
leles 4 un méme plan, mais paralléles entre.elles, leur
résultante générale sera égale a leur somme algébrique
lorsqu’elles seront transportées au méme point. Il fau-
dra donc que cette somme soit nulle pour Que ls corde
puisse étreen équilibre sous lear influence combinée.

135. Jusqu’ici nous avons supposé la corde entitre-
ment libre; mais on pourrait aussi la supposer atfachée
par ses deux bouts & des points fixes, et demander les
conditions de son équilibre avec cette particularité.
Or, rien n’est plus facile, d’aprés ce qui précéde. Car
les deux points fixes étant considérés comme suscep-

13..
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tibles de produire une résistance indéfinie dans quelqae
sens qu'ils soient tirés, on peut toujours attribuer a ces
résistances les valeurs,ainsi queles directions, nécessaires
- pour représenter les forces F, F, que nous avons suppo-
sées appliquées aux extrémités de la corde libre, sui-
vant ses premier et dernier prolongemens. Il ne res-
tera donc plus qu’a voir si, avec cette liberté, Péquilibre
de la corde est. possible entre les positions assignées a
ses extrémités. Pourcela, soient, fig. 115, A et B les deux
points fixes, et AF, BF,, ou F et F, les deux tensions
extrémes supposées jusqu’ici indéterminées, tant en in-
tensité qu’en direction. D’aprésla méthode de composi-
tion successive , expliquée § 132, concevons la tension
F transportée au point B, suivant Bf paralléle 4 AF;
et transportons également & ce méme point toutes les
autres forces F,..... Fn._, parallelement i elles-mémes.
Ces forces sont censées données tant en intensité qu'en
direction ; on pourra donc, en les composant ensemble
au point B, obtenir leur résultante BR ou R, dont P'in-
tensité et la direction seront aussi connues. Cela posé,
il faudra , par la condition générale d’équilibre, que les
deux tensions Bf, BF, soient en équilibre au pointB
avec la résultante R, ce qui exige d’abord qu’elles svient
dans unméme plan. Conséquemment, si par les points
fixes A et B, on méne un plan qui contienne cette ré-
‘sultante, il contiendra aussi les directions des deux
cordons exttémes NA , N,,_ B, dans'état d’équilibre.

Maintenant, soient a et a, les angles inconnus que les
deux tensions, aussi inconnues FJF,, forment avec la
résultante donnée R. On aura, d’aprésla loi de la com-
position des forces, les deux équations suivantes, déraon
trées dans le § 44, .

(1) . Fsina=F,sina,,

(2) R=Fcosa+ F.cos a,
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Ces équations ne déterminent pas les quatre inconnues
a, a,, F,F,; elles établissent seulement deux rela-
tions entre elles. Mais, si le polygone funiculaire était
déja donné en équilibre avec les directions des cor-
dons cxtrémes, les angles @, a,, se trouvant connus, il
deviendrait facile d’en déduire les tensions correspon-
dantes, puisqu’on aurait, par les équations précé-
dentes,

R.sina, __ Rsina .
& F= sin(e+a;)’ " sin(a+ta,)’

ce qui revient A dire en Géométrie que, connaissant les
deux directions des cbtés du parallélogramme des
forces en B, ainsi que ladirectionde la diagonale Bret sa
longueur, on trouverait pour les c6tés les valeurs ci-~
dessus. 1l est également évident qu’avec ces valeurs de
€ et F,, on achéverait la construction du polygone
formé par la corde, précisément comme si elle était
libre, pourvu que les distances successives des nceuds,
et les forces qui s’y appliquent fussent données.

136. Dans le cas général ou les directions des deux
cordons extrémes sont inconnues aussi bien que leurs
tensions, Pindétermination laissée par les équations
(1) et(2) sert pour que les cordons successifs pris a par-
tir des extrémités, apres avoir satisfait aux conditions
de leur longueur propre et de Péquilibre de chaque
nceud, se rejoignent en formant la longuear totale assi-
gnée a la corde entre les deux points donnés comme
fixes. En effet, supposons que, les forces F,....F,_,
étant données, on prenne arbitrairement les angles a
et ax. -On en déduira aussitdt deux valeurs correspon-
dantes pour les tensions extrémes F, F,, comme nous
venons de le voir. Avec ces valeurs et les longueurs des
cordons qui aboutissent a chaque point fixe, on pourra
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construire le premier et le dernier nceud ; et de 13, en
appliquant a ces nceuds les forces F,, F,_,, qui sont
censées données, on en déduira, dans chacun de ces
sens, la prolongation de la corde par le raisonnement
du § 132. En continuant ainsi dans un sens ou dans
Pautre, on obliendra successivement tous les cdtés du
polygone funiculaire en équilibre; et si Pon est parti
du point A, par exemple, lorsqu’on arrivera au der-
nier cté situé vers B, on trouvera que sa tension doit
étre justement la tension F, correspondante & F, et for-
mant Pangle a, avec la résultante R; ce qui est évi-
dent, puisque C’est par cette condition méme que la
valeur adoptée pour F a été calculée dans les équations
(1) et (2) du paragraphe précédent. Mais le polygone
ainsi construit, quoique satisfaisant aux deux condi-
tions de partir du premier point fize A, et d’étre en
équilibre sous l'influence des forces donuées, pourra
encore ne pas satisfaire a la troisieme qui est de venir
se terminer au second point donné B. Car il est clair
que ce raccordement, s'il est possible, ne le sera pas avec
toutes sortes de valeurs de a ou de a,, c’est-a-dire avec
toute direction quelconque des cordons exirémes. Il
devra au contraire exiger certaines directions particu-
litres de ces cordons dans Pespace. Or, Pexpression de
cette jonction géométrique est précisément ce qu’il faut
joindre aux données statiques du probléeme pour limiter
Pindétermination des valeurs des anglesa eta, dans les
équations () et (2) du paragraphe précédent.

137. Pour éclaircir ces résultats, supposons que
toutes les forces F.F.F;......F,_, appliquées a la
corde soient paralltles entre elles, par exemple, verti-
cales, fig. 116. Ce sera le cas d’une corde sans pesanteur,
suspendue par ses extrémités aux points fixes A, B, et
tirée en divers points de sa longueur par des poids que
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les forces F,, F,, I's, représentent. Nous avons vy, § 134,
qu’alors le polygone formé par la corde doit étre topt.
entier dans un plan paralléle aux forces, par conségquent
ici vertical et passant de plus par les deux points fixes
A et B. SiTon suppose ce polygone réalisé, et que AN,,
BN;j, représentent les directions des cordons extrémes,,.
auxquels s’appliquent les tensions incannues AF, BF;,,
ouF, F,, il devra y avoir équilibre en B entre ces ten-
sions transportées parallélement a elles- mémes, et la ré:
sultante BR ou R de toutes les forces F,FyFs, laquelle
sera ici égale  leun somme et verticale comme elles.
D’apréscela, silesdirections des deux cordons extrémes.
sont données, on prolongera la résultante BR entre
elles; et, prenant Br égal & BR, on ménera du point »
des paralléles a ces deux directions, ce qui déterminera’
~ les cotés du paraliélogramme exprimant les tensions
cherchées.

D’aprés les formules citées plus haut, § 135, les va-
leursde ces tensions seront

_ Rsina, F.— R sina
T sin(e+4a,)’ "7 sin(a4a.)”

d’ou Pon tire

Cest-a-dire que leurs intensités respectives sont réci-
proques aux sipus des inclinaisons de leur directign sur
la verticale; cest Ja premitre condition des éguations
générales (1) et (2). 1l est facile de voir que cette pro-
priété s'étend aussi aux tensions R,B, des cordgns inter-
médiaires; car siPon cherche le rapport de B, 3 F > de
R, a R,,et ainsi de suite, d’apreés la proportion des qmu;..
donpée par Péquilibre de chaque neeud, on trouve que

AN
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chaque tension R, étant multipliée par le sinus de
son inclinaison sur la verticale, forme wun produit
R, sina,, qui est constant pour toute 'étendue de la
corde, et égal & F sina ou F,sina,. ‘
138. Ces résultats sont vrais, quel que soit le nombre
des c6tés qui composent le polygone funiculaire. Ils au-
raient donc lieu encore si ce nombre devenait infini
Alors le polygone se change en une courbe continue
ASB, fig. 117, telle que la formerait une corde ou une
chaine pesante dont la grosseur ou plutdt le poids varie-
rait d’une mani¢re quelconque dans ses diverses par-
ties, et dont les deux extrémités seraient suspendues &
deux points fixes A et B. Dans ce cas, les directions des
cordons extrémes sont représentées par les tangentes
menéesen A et B i la courbe; et leurstensions, calculées
par les formules précédentes, expriment les forces res-
pectives avec lesquelles ces points de suspension se trou-
vent tirés suivant les deux directions dont il sagit. La
résultante R exprime le poids total de la corde ,lequel se
répartit ainsi entre les deux tractions extrémes récipro-
quement auxsinus de leurs inclinaisons @, @, sur la ver-
ticale. Et ce méme rapport subsiste dans toute I'étendue
de la courbe; Clest-a-dire que, si Pon exprime générale-
ment par ¢ latension d’un quelconque M de ses élémens,
dont « soit Pinclinaison sur la verticale, inclinaison
mesurée par la direction dela tangente en ce point, le
produit @ sin & est constant et égal 4 F sina ou F, sin as,
F et F, représentant les tensions extrémes. Sur quoi
Pon peut remarquer que cette”valeur constante de
@sins exprime la tension particuliere du point S,
pour lequel la tangente de la courbe est horizontale;
puisque, pour ce point, sine devenant Punité, le
produit @ sin « seréduit a la tension méme. Représen-
tant donc par c cette tension de P'élément horizontal,
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on aura pour tout autre élément
@ sine=c.

En outre, d’aprés la marche de composition successive
établie dans le § 132, la condition d’équilibre qui existe
a DPextrémité B entre les tensions extrémes F, F,, etla
résultante R de toutesles forces appliquées a la corde,
cette condition, dis je, doit également avoir lieu en tout
aatre point de la courbe, au pointS, par exemple, entrela
tension particulitre de Pélément horizoutal S, [a tension
initiale F, et la résultante, Cest-a-dire ici la somme,
de toutes les forces distribuées sur Parc AS. Méme, au
lieu de la tension initiale F, on peut établir cette re~
lation pour la tension @, en limitant Parc dela courbe de
S en M. Soit donc p le poids d’une portion quelconque
de cetarc comptée ainsi, depuis le point le plus bas S jus-
qu’a Pélément quelconque M, dont la tension est ¢, et «
Pinclinaison sur la verticale. Alors, dans la composi-
tion exprimée par les équations (3) , § 135, F se trou-
vera remplacé par ¢, R par p, a par «, et entin a,
par go°, puisque Pélément S, pris ici pour point ex-
tréme, est horizontal; ce qui donnera

sin (@ + a,) = sin (go° 4 w) = Cos .
Avec ces valeurs la premiére des équations (3) donne

p

¢ =cos¢'

Cette équation signifie que la tension @, transportée
en S paralltlement a elle-méme, donne en ce point une
composante verticale égale au poids total pde’'arc AM.
SiFon joint & cette relation celle que prend la constante
delacomposante horizontale, ou sine=c, on aura toutes
les relations qui caractérisent la forme et la tension de la
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courbe en un point quelconque. Cette courbe a recu
en Géométrie le nom de chatnette.

139. Il nous reste a considérer équilibre des cordes
tendues sur des lignes ou sur des surfaces résistantes,
dont elles sont assujetties a suivre le contour. Ce cas
est d’autant plus intéressant i étudier , que c’est presque
toujours ainsi que I'on emploie les cordes dans les ap-
pareils mécaniques. ’

Pour nous former une idée claire et précise de ce qui
se passe alors, considérons une corde AB, fig. 118, ten-
due en ligne droite et tenue en équilibre par deux forces
égales et contraires AF, BF,, appliquées a ses extré-
mités suivant sa direction méme. Posons cette droite
ainsi tendue sur le contour d’un cercle résistant décrit
d’un rayon quelconque CM, de maniére qu’elle lui soit
simplement tangente en M. L’équilibre ne sera pas
troublé par cette circounstance géoméirique; et, les
deux forces AF, BF, se détruisant toujours mutuelle-
ment, le cercle n’aura aucun effort 2 supporter. Main-
tenant concevons que les deux forges s'inclinant P'une &
Pautre dans le plan du cercle, plient la corde sur sa
circonférence comme le représente la fig. 119, en de-
meurant dirigées suivant les tangentes aux points de
contact extrémes. La seule raison de symétrie fait voir
qu'il y aura encore équilibre dans cette disposition;
puisque, les tractions exercées en M, M,, étant égales, la
portion pliée de la corde ne peut avoir aucune tendance
a se mouvoir d’un c6té, plutét que d’un autre, sur le con-
tour du cercle. Mais cette considération , suffisante pour
prouver Péquilibre, ne montre pas comment il est établi,
Cest-a- dire gqu’elle ne fait pas connaitre le mode de trans-
mission par lequel les forces tangentielles AF, BF,, se
contre-balancent le long de la courbe, non plus.que ladi-
rection et énergie de la pression que celle-ci en regoit.
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Pour éclaircir ces diverses particularités, qui com-
posent réellement la partie rationnelle du probléme, il
faut ; comme nous avons fait au commencement de ce
chapitre, décomposer la corde flexible et inextensible
en ses ¢élémens physiques longitudinaux, consistant
en parties rigides et inflexibles, jointes bout a hout les
unes aux autres, et pouvant tourner avec une liberté
entiére autour de leurs points de jonctions successives.
Alors, en supposant pour plus de simplicité que ces
€lémens rigides soient tous d’égale longueur et tangens
en leur point milieu, a la circonférence résistante, lear
disposition dans Ja corde pliée sera celle que repré-
seute la fig. 120; clest-a-dire qu’ils formeront les cotés
d’une portion de polygone régulier, circonscrit a cette
circonférence entre les points de contact extrémes, dé-
signés ici par M, et M,. Maintenant concevons que le
premier élément rigide NA et le dernier N,B, situés
comme’ les autres dans le plan du cercle, se trouvent
tirés, suivant de certaines directions, par deux forces
AF, BF,, ou simplement F, F,, agissant dans le sens
de leurs prolongemens, lesquels, pour plus de généra~
lité, pourront ne pas étre supposés tangens 4 la circon-
férence. Ces deux forces solliciteront ainsi immédiate-
ment le premier et le dernier point de jonction N, N,;
puis, de 13, en vertu de la rigidité des élémens consécu-
tifs, elles pourront réagir sur les autres points ana-
logues, d’une maniére qu’il faudra chercher a connaitre;
et comme le mouvement de charniére de chacun de
ces points est supposé tout-a-fait libre, il faudra, pour
qu’il y ait équilibre dans le systéme, que cette réaction
soit anéantie en vertu de la résistance du cercle aux
points M,, M,,.......M, ol il est pressé par chaque
élément.

Une telle résistance doit étre généralement considérée
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comme une force dirigée suivant la normale a la courbe
sur laquelle la corde est pliée, normale qui est ici le
rayon du cercle. Ainsi, elle se trouvera perpendicu-
laire a la direction de chaque élément rigide tangentiel.
Supposons que, pour un quelconque d’entre eux,
NNy, par exemple, on la représente par la longueur
M,P,, que nous appelleronsP; pour abréger le discours.
Cette force P, peut étre considérée comme la résul-
tante de deux forces paralltles, et égales 3 Py, qui agi-
raient de méme, perpendiculairement, aux extrémités
N3N, de Pélément rigide; et ainsi on péut la remplacer
par ces composantes. En effectuant une transformation
pareille pour tous les c6tés du polygone, la résistance
totale de la circonférence sur laquellela corde est pliée
se trouvera représentée par le systeme de toutes les
composantes analogues 1 P,, 3 P,..... 1 P,, agissant
ainsi en chaque point de jonction, perpendiculairement
a Pélément rigide auquel elles appartiennent; et tout
se réduiraa savoir s’il est possible de donner & ces forces
des valeurs telles que le polygone soit en équilibre
sous leur influence combinée avec celles des forces ex-
trémes F, F,. Si nous pouvons ainsi opérer générale-
ment cet équilibre, nous n’aurons qu’a multiplier
indéfiniment le nombre des c6tés du polygone, en dimi-
nuant successivement leur longueur, et la limite de
cette subdivision nous donnera évidemment le cas
d’une corde continue pliée sur la circonférence résis-
tante.

Mais de plus, comme nous voulons que la corde ait
ses derniers élémens tangens a la circonférence, il faut
prendre les forces F, F,, telles, qu’en multipliant in-
définiment les c6tés du polygone elles se trouvent satis-
faire a cette modification. Pour cela, nous prendrons
la premiére forcc F, perpendiculaire au rayon CN mené
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au point de jonction des deux premiers élémens, ce
qui la rendra physiquement tangentielle lorsque la
multiplication indéfinie des cOtés du polygone aménera
le point N infiniment prés de la civconférence. Quant a
Ia force extréme F, qui sollicite le dernier élément,
nous ne prononcerons rien sur elle; car sa direction et
som intensité se trouveront complétement déterminées
par la condition de 'équilibre lorsque Pon se donne la
premiére force F. Au reste, la seule raison de symétrie
fait prévoir d’avance qu’elle sera égale et symétrique a F.

Ces choses bien comprises, le reste n’est qu'une ap-
plication littéralede la méthode de composition sacces-
sive -expliquée § 132. Ainsi, en commengant par le
premier point de jonction N, ce point se trouve d’abord
immédiatement sollicité par la force F, transmise sui-
vant le prolongement de I'élément rigide NA. II peut
en outre I’étre, indirectement, par les forces transmises
des autres points du systtme dont il fait partie; mais, ne
communiquant & ccs autres points que par Pintermédiaire
de I'élément rectiligne NN,, la réaction qu’il en éprouve
ne peut s'exercer que suivant cette direction méme.
Enfin on peut, il est nécessaire, supposer en outre
ce point sollicité par une troisieme force Np, ou p,,
perpendiculaire & élément NN,, et égale a la moitié
de la résistance normale que la circonférence inscrite
Jui oppose an point de contact M,. Conséquemment
pour que ce premier point de jonction N soit en équi-
libre, il faut : 1°. que les trois directions NA, NN,, Np,
soient dans un méme plan, ce qui a lieu de soi-méme,
puisque ce plan est celui du cercle; 2°. gue la force don-
née F, la tension inconnue T, et la composante égale-
ment inconnue g,, qui agissent suivant ces trois direc-
tions, se fassent mutuellement équilibre ; par conséquent
que I'nne quelconque d’entre elles soit égale et directe-
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Péquilibre, que la force extréme F, soit égale a la force
extréme F, et exerce une traction de sens opposé, pré-
cisément comme la seule raison de symétrie P'indiquait.
Et non-seulement ceci établit Péquilibre de la corde,
mais on peut oomprendre comment P’action opposée
de ces forces, ainsi dirigées, exlge que les résistances

normales p, pa., ou Fsine agissent aux deux extré-
mités de chaque élément rigide. Car, si Pon se reporte,
par exemple, au premier point de jonction N, oi
s'applique immédiatement la force F, on peut décom-
poser cette force en deux autres, Pune dirigée suivant
I’élément N,N, et tirant cet élément vers T, Pautre
normale a sa direction et tendant i le rapprocher de
la circonférence de contact. Or, la composante longi-
tudinale a évidemment pour valeur F cosw, et telle
est aussi la valeur que nous avons trouvée pour la
traction éprouvée par élément N,N; et la composante
normale a pour valeur Fsinw, ce qui exige en N une
résistance normale égale, pour contre-balancer son
effort. Au moyen de cette résistance, il ne reste d’ac-
tif en N que la tension longitudinale F coss, quise
transmet tout entiére au second point de jonction N,,
et de la successivement a tous les autres.

140. Dans cet équilibre, les pressions normales
P,, P....P,, égales entre elles et 3 aF sinw, se dirigent
toutes au centre du cercle résistant ; et, se transmettant
4 ce centre en vertu de la rigidité supposée du cercle,
elles s’y composent en une résultante unique qui ex-
prime la pression totale que ce centre éprouve. Il est
facile d’évaluer cette résultante et de trouver sa di-
rection. Car, d’aprés le mode de composition succes-
sive expliqué § 132, et employé ici sans aucune mo-
dification, si I'on transporte au dernier neeud N,
la force extréme F, ainsi que les forces mnormales
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P,, P,....P,, toutes parallelement a elles-mémes, il
devra y avoir équilibre entre ces forces et la force
extréme F, ou F, spécialement appliquée au point N,;
ou, ce qui revient au méme, la résultante de toutes
les forces normales P, P,....P, sera égale et direc-
tement contraire 4 la résultante des deux forces ex-
trémes F, F,, prises chacune parallélement a leur di-
rection propre. Elle divisera donc P'angle de ces forces
en deux parties égales; et, si on le représente par 2a,
elle aura pour valeur 2aF cosa. On peut faire cette
construction aa centre C méme, tout aussi bien qu’au
point N, en menant par ce centre des ligues Co res-
pectivement paralléles aux deux forces F, et que Pon
prendra proportionnelles a leurs intensités. Alors,
achevant sur ces lignes le parallélogramme des forces,
qui sera ici un losange, la diagonale CR sera la ré-
sultante générale de toutes les pressions normales exer-
cées sur le contour du polygone, en vertu de laction
des forces extrémes AF , BF,. On voit, comme nous
Pavons annoncé tout a Pheure, que cette résultante
divisera l'angle 2a des forces en deux parties égales ,
et aura pour valeur aF cosa.

141. Dans tout ceci, nous n’avons mentionné en au-
cune maniére le nombre des cétés du polygone tan-
gent. Quel que soit ce nombre, si les tractions ex-
trémes sont égales et perpendiculaires aux rayons
extrémes CN, CN,, comme nos raisonnemens le sup-
posent, elles se feront mutuellement équilibre, par
Pintermédiaire du polygone plié sur la circonférence
résistante, en donnant a tous les c6tés une tension
égale, et leur faisant exercer sur cette circonférence
d’égales pressions, dont la résultante générale, trans-
mise au centre du cercle, sera la résultante méme des
forces extrémes appliquée a ce centre. Ces résultats

14
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subsisteront donc encore lorsque le nombre des cftés
du polygone sera indéfiniment multiplié entre les points
de tangence extrémes M et M,. Alors les extrémités
N, N, du premier et du dernier élément, se rappro-
chant indéfiniment de la circonférence, les tractions
extrémes F deviennent physiquement tangentielles,
puisqu’elles sont toujours perpendiculaires aux deux
rayons menés de ces points. La traction constante
F cose ne differe de ces forces F que d’une quantité
infiniment petite et comme nulle, puisqu’elle peut se
mettre sous la forme F —2F sin*|w, et que, par la
diminution infinie de la longueur des cétés du poly-
gone, le demi-angle au centre  devient infiniment
petit. Ainsi la corde pliée est tendue également dans
toute sa longueur; et les pressions que tous ses élé-
mens exercent sur le contour de la circonférence , trans-
iettent au centre une résultante égale a la résaltante
des forces extrémes, dont Pintensité est 2F cosa; de
sorte que, si l'on représente ces forces par le rayon
méme du cercle sur lequel la corde est pliée, fig. 121,
la résultante des pressions aF cosa se trouvera repré
sentée par la sous-tendante M;M, de 'arc 2a quela corde
embrasse. Car il est visible que les triangles isosciles
CoR,M,CM, sont équiangles, comme ayant leurs cdtés
respectivement perpendiculaires, ce qui les rend égaux
a cause de P'égalité des c8tés pris égaux au rayon.
€es modifications des résultats, en passant du po-
lygone 4 la courbé continue, sont évidentes delles-
mémes. Il ne peut y avoir quelque difficulté que pour
les valeurs des pressions normales P,, P,....P,, qui,
étant égales & 2F sinw, semblent s’évanouir indivi-
duellement, lorsque » devient infiniment petit par la
multiplication indéfinie du nombre des cdtés du poly-
gone. Cette atiénuation est en effet réelle; mais il faut
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remarquer qu'en méme temps que ces pressions indi-
viduelles s'affaiblissent, le nombre des élémens qui
les exercent devient plus considérable, ce qui produit
une compensation qui, ainsi qu'on P’a vu plus haut,
rend leur résultante totale constante, et indépendante
du nombre et. de la grandeur des c6tés du polygone ,
sa valeur étant toujours égale a 2F cosa. Au reste,
Pexpression méme 2F sin o des pressions individuelles
exercées par chaque élément rigide, confirme ce que
nous venons de montrer. Car sino est égal a la demi-
longueur de chaque élément tangentiel, ou a 47 di-
visée par le rayon r du cercle circonscrit. Conséquem-
ment; la pression normale 2F sinw peut étre également

exprimée par F:‘; et, si elle diminue avec /, quand

le nombre des c8tés du polygone augmente, cette
augmentation méme multiplie pareillement le nombre
de ces pressions affaiblies, qui, en se composantles unes
avec les autres, donnent toujours la méme résultante.

142. Les considérations précédentes pourraient fa-
cilement étre étendues au cas ou la corde, au lieu
d’étre pliée sur une circonférence d’'un rayon cons-
tant, le serait sur une courbe ou méme sur une sur-
face quelconqug. Car toute courbe peut étre considérée
gomme composée d’élémens circulaires consécutifs dont
le rayon varie; et toute surface peut étre considérée
comine composée d’élémens sphériques de rayons gra-
duellement variables; de sorte que les élémens de la
corde pliée sur une courbe ou sur une surface quel-
conque, doivent toujours satisfaire comsécutivement
aux conditions de Péquilibre sur le cercle ou sur la
sphére, deux cas dont l'un vient d’étre traité com-
plétement , et Pautre serait trés facile a traiter par
¢e. qui précede Mais il nous suffira ici d’avoir indiqué

14..
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cette généralisation, d’autant que les cordes sont presque
toujours pliées sur des cercles, dans les applications
mécaniques.

Les Poulies et les Moufles.

143. Les poulies sont des cercles solides de bois ou
de métal, dont le contour, d’une certaine épaisseur,
est creusé en gorge pareillement circulaire. Dans cette
gorge s’enroule une corde, aux deux bouts de laquelle
on applique des forees qui se combattent, en vertu de
la résistance du cercle solide. Cet appareil sert en gé-
néral pour changer la direction des forces, et aussi
pour favoriser leur effort, & l'aide de points fixes,
comme on le verra lorsque nous décrirons les diverses
manitres de 'employer , dont les plus simples sont re-
présentées fig. 122, 123, 124 et 125.

Généralement, le centre de la poulie est traversé
par un axe rigide autour dugquel elle peut tourner li-
brement. Mais quelquefois cet axe est fixé invariable-
ment, de manitre a résister a la pression que le centre
éprouve, tandis que, dans d’autres cas, au contraire,
Paxe et la poulie sont libres dans Pespace. Les fig. 122
et 123 appartiennent a cette premiére disposition, et
les fig. 124 et 125 4 la seconde. Pour ne pas compli-
quer les effets statiques par des considérations étran-
geres & ces dispositions mémes, nous ferons générale-
ment abstraction du poids et de la raideur de la corde
enroulée, et nous la supposerons consister en un simple
fil inflexible et inextensible, susceptible de glisser dans
la gorge de la poulie sans aucyn frottement.

144. Dans la figure 122, les deux extrémités de h
corde, tangentes en M et M, au cercle, sont tirées en
sens contraires par les deux forces AF, BF,. Pour
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que la corde ainsi sollicitée soit en équilibre, il faut,
d’aprés ce qui a été démontré dans le précédent para-
graphe, que les deux forces F, F, soient égales entre
elles, et que le centre, ou P'axe rigide qui le sup-
porte, puisse résister & Peffort de leur résultante CR.
Cet effort est exprimé par 2F cosaz, en représentant
par 2a Pinclinaison mutuelle des deux forces P'une sur
Pautre.

La figure 123 représente le cas particulier de cette
disposition ot les deux forces AF, BF, soni paralltles
Pune a Pautre, ainsi que les cordons tangentiels MA,
M,B, qu’elles sollicitent suivant leurs longueurs. Alors
la pression CR que le centre éprouve, et quel'axe fixe
supporte, devient égale & la somme de ces forces ou
au double d’une d’entre elles.

L'appareil ainsi employé, Paxe étant fixe, ne peut
avoir qu'un usage trés borné, celui de transformer la
direction des forces. Ainsi, dans le cas de la figure 123,
une force verticale ', agissant de haut en bas, peut, a
Paide de la corde et du point fixe C, intervertir son
effort et élever le poids P de bas en haut, en sens con-
traire de sa direction propre. Mais la puissance dont
on dispose n’a rien A gagner de plus que le change-
ment de direction, puisqu’il faut toujours qu'elle soit
égale & la résistance qu'on lui fait combattre.

145. Dans les figures 124 et 125, ot la poulie est
mobile, Paxe rigide qui traverse son centre porte or-
dinairement un appareil que 'on appelle ckape , et
qui est formé par deux lames ou tiges de métal CL,
paralltles entre elles, dont l4 longueur excéde un peu
le rayon de la poulie, de sorte qu’elles peuvent se re-
joindre, et se rejoignent en effet & leurs extrémités L,
sans géner le mouvement circulaire de la poulie autour
de son axe. La chape est ordinairement terminée par
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un crochet auquel on attache les poids, ou générale-
ment les résistances par lesquelles on veut équilibrer
Paction des forces F, F,, qui sollicitent la corde en-
roulée. '

Lorsque I'on emploie cette disposition , il faut tou-
jours, pour I'équilibre, que les deux forces F, F, soient
égales entre elles, comme précédemment, afin que la
corde ne glisse pas sur la poulie. Il faut ensaite que
leur résultante soit égale et contraire & la force R, qui
tire la poulie par sa chape; ainsi, lorsque les deux
forces sont paralltles a la résistance R, comme dans
la Ggure 125, il faut que chacune d’elles soit dgale
a la moitié de cette résistance ou a2 1R,

146. Une des forces ainsi agissantes peut étre rem-
placée par la résistance d’un point fixe auquel la corde
est attachée. En effet, I'équilibre ayaut lieu entre les
forces égales F, F, et la résistance R, fig. 224 ou 125,
supposez en A un point fixe auquel on attache la corde,
en supprimant la force F; Péquilibre aura encore lieu
comme auparavant. Car la transmission de la force F,
le long de la corde pliée, produira en A une ten-
sion égale i elle-méme, et de sens contraire & la force F.
Mais cette tension sollicitant le point fixe A, sexa détruite
par sa résistance, précisément comme elle I'edt été
par la force F, si Pextrémité A eit été libre au lien
d’étre fixée. Ainsi la transmission circulairedela forceF,
ne laissera pas de produire sur chaque élément de la
gorge de la poulie la méme pression que dans le pre-
mier cas; d’ol résultera sur le centre la pression to-
tale 2F cosa, qui devra étre équilibrée par la résis-

tance R. On aura donc encore ici F =

, comme
2e0s8a’,

dans le cas oh 'on employait les deux forces extrémes
F, F,; mais on n'aura a fournir qu'une senle de ces
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deux forces, Pautre étant suppléée par la résistance du
point fixe A.

Dans I'expression précédente de F, le facteur cos a,
qui se trouve en dénominateur, est toujours une frac-
tion moindre que Punité, excepté dans le cas parti-
culier ot Pangle @ est nul, ce qui donne cosa=1 et
F =41R; cest-a~dire qu’alors, & Paide de la poulie
et du point fixe, on peut équilibrer la résistance R
avec une force d’une intensité moitié moindre. Ce cas
est celui des cordons paralltles, représenté figure 125.
Pour toute autre valeur de I’angle a, Pappareil de-
vient moins favorable & la puissance, et d’autant moins,
. que Pangle a devient plus considérable; car alors cosa
étant une fraction dont la valeur s'affaiblit & mesure

que @ augmente, la valeur de F ou

devient
a

plus grande, c’est-a-dire qu'il faut employer une plus
grande force de traction pour équilibrer la méme ré-
sistance R. Lorsque 2cosa==1, ce qui suppose...
a=60°, F devient égal a R, et l'appareil n'offre ni
avantage ni désavantage i la puissance. Mais il lui
devient défavorable lorsque Pangle a augmente an-
dela de cette limite; car le dénominateur 2cosa de-
‘wenant une fraction moindre que l'unité, la puissance F,
- miécessaire pour Péquilibre, est plus grande que la ré-
sistance R. Le cas extréme de cette défaveur est celui
ou Pon supposerait a= go°, ce qui rendrait F infini,
quel que fiit R. Alors P'angle 22 se trouvant égal a
180°, les deux forces égales AF, BF seraient oppo-
sées Pune & Pautre en ligne droite, fig. 126. Par con-
séquent, leur résultante étant nulle ne pourrait faire
-équilibre & aucune résistance R qui ne serait pas nulle
.aussi, Cest ce que Pexpression algébrique exprime, en
exigeant alors pour 1’équilibre quela force F soit infinie,
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quelque petite que soit la résistance R, si elle n'est
pas tout-a-fait égale & zéro.

147. La figure 129 représente un assemblage de plu-
sieurs poulies mobiles, ainsi liées & des points fixes,
et qui se tirent successivement les unes les autres, par
des cordons paralléles. La premitre, CM , est enroulée
par une corde dont I'extrémité A est tirée de bas en
haut par une force verticale F, Pautre extrémité B étant
attachée & un point fixe. De la résulte, sur le centre C,
une pression R ou 2F, agissant dans le sens de la
force F. Cette résultante est employée & tirer 'une des
extrémités d’une autre corde verticale qui s’enroule
autour d’une seconde poulie, et par son autre bout va
g'accrocher en B, A un autre point fixe. De la nait, au
centre C, de cette poulie, une nouvelle résultante double
de R, par conséquent égale a 4F; celle-ci se double
encore en agissant sur une seconde poulie, et ainsi
de suite indéfiniment. D’oi Pon voit que si n repré-
sente le nombre de poulies assemblées de cette manidre,
la force primitive F, transmise par leur systéme , pro-
duit sur le centre de la dernitre une pression égale
4 2*.F; de sorte que son énergie semble pouvoir étre
ainsi accrue indéfiniment, Mais cette possibilité mathé-
matique se trouve fort diminuée dans la pratique, par
la résistance que la raideur des cordes oppose & leur
ploiement autour des poulies combinées; surtout pour
les dernitres, qui, ayant & soutenir une résistance plus
considérable, exigent de plus grosses cordes pour la
supportler.

148. Les figures 128, 129, 130, représentent d’au-
tres assemblages de poulies, qui ont également la pro-
priété de multiplier la force primitive F qu'on y ap-
plique, en Paidant par la résistance de points fixes.
Mais, dans ceux-ci, que Pon appelle des moufles, une
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méme corde continue embrasse toutes les poulies com-
binées.

Chacun de ces appareils se compose en général de
deux systémes de poulies, dont les axes sont fixés inva-
riablement les uns aux autres, en ligne droite, dans
chaque systéme, & 'aide d’'une méme chape métallique
qui les embrasse. Le systtme supérieur est atlaché par
le haut & un point fixe; le systeme inférieur, au con-
traire, est mobile; mais il est suspendu au premier par
une corde qui passe successivement d’un systéme a
Pautre en senroulant autour de toutes les poulies;
apres quoi elle sort libre et se trouve seulement tirée a
cette extrémité par une farce F. Il est clair que, si:
cette force agissait seule dans Pappareil, elle tirerait
Pextrémité de la corde a laquelle elle est appliquée,
et rapprocherait ainsi le systtme fixe des poulies, du
systtme mobile, puisqu’elle diminuerait la longueur
de la corde qui les joint. On congoit' donc que son effort
pour produire cet effet puisse étre équilibré par une
force opposée R, agissant au bas du systtme mobile.
Pour trouver alors la relation de R etde F, il n’ya
qu'a considérer que la force F agissant sur extrémité
libre de la corde, se transmet tout entiére a tous les
€lémens qui la composent , soit directement dans les
parties rectilignes des cordons, soit circulairement dans
les portions enroulées autour des poulies; de sorte que
‘le premier et le dernier point de la corde se trouvent
également sollicités par cetie force F. Majs, dans les
portions rectilignes des cordons, la transmission de la
force F s'optre directement sans produire aucune pres-
sion latérale; au lieu que, dans les portions enrou-

. 1ées, la transmission circulaire produit contreles circon-
- férences des poulies, soit fixes, soit mobiles, une pression
normale qui se transmet i leur centre et y forme une
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résultante double de la traction F, du meins si les cor:
dons sont tous supposés paralléles, comme le repré-
sentent nos figures. Ainsi il y a autant de ces doubles
forces qu’il y a de poulies enroulées. Or, celles d’entre
elles qui #exercent sur:le systtme des poulies fixes
sont détruites par la résistance du point fixe auquel
ce systtme est suspendu, et ainsi leur effort de haut
en bas est anéanti; mais celles qui agissent de bas
en haut sur les centres des poulies inférieures, subsis-
tent et tendent a les soulever ; de sorte que leur effort
total est celui qui combat la résultante R attachée au
bas du systéme mobile. Ainsi, dans la figure 128, ol le
systéme mobile comprend trois poulies enroulées, la
force 2F se trouve triplée, ce qui donne R=G6F. La
fig. 129 w'offre que deux poulies enroulées dansle systéme
mobile, ce qui produit d’abord une somme de pressions
verticales égales &4 4F ; mais la poulie supérieure de ce
systéme, la plus voisine du sytéme fixe, se trouve en-
core tirée de bas en haut avec la force F, par Pextré-
mité de la corde, qui s’y attache immédiatement, ce
qui produit une résultante totale égale & 5F. En général,
-Panalyse des pressions et des tractions que la corde
exerce sur les divers systémes des poulies, tant mobiles
que fixes, dont se composent tous les appareils de ce
genre, donnera la mesure exacte et compléte de leurs
effets.

- Oa voit qwils ont tous plus ou moins la propriété
d’augmenter Ueffort primitif de la puissance, ce qu'ils
font en compensant sa faiblesse par la plus grande lon-
gueur d’espace qu’ils lui donnent & décrire pour élever
la résistance & une hauteur donnée. Nous avons re-
~marqué dans le levier, le plan incliné et la vis , une
compensation analogue. Elle a lieu généralement dans
toutes les machines, quelque simples ou composées
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gu'elles puissent étre. Mais, outre cet inconvénient
. d’un grand déplacement de la puissance, Pemploi des
moufles comme multiplicateur des forces est encore
bien plus promptement limité par la raideur des cordes,
qui, résistant  s'enrouler autour des diverses poulies
dont ces appareils se composent , exigent qu’une partie
de la force se dépense pour les y contraindre ; et cette
portion perdue pour Peffet utile est d’autant plus con-
sidérable que les poulies combinées sont en plus grand
nombre.

FIN.
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